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1. Wstep

Problem zalezno$ci juz dawno zostat rozpoznany jako integralny czynnik wplywaja-
Cy na proces agregacji ryzyka ubezpieczyciela, jednak w przeszlosci w praktyce mato
bylo préb wprowadzenia struktury zaleznoéci do tego procesu. Obecnie temu zagadnie-
niu po$wigca si¢ coraz wigeej uwagi. Zwiazane jest to Z nowymi rozwiazaniami propo-
nowanymi w modelach wyplacalno$ci ubezpieczycieli, w ktérych kapitalowy wymog
wyplacalnosci wyznacza si¢ na drodze agregacji wymogéw kapitalowych z tytutu rozpo-
mmanych czynnikéw ryzyka ubezpieczyciela. Przy takim podej$ciu ustalania wymogéw
wyplacalnosci pojawia sie, $cifle zwiazany z zaleznoécia agregowanych rodzajéw ryzy-
ka, tzw. efekt dywersyfikacji. Polega on na tym, Ze catkowity kapital potrzebny w celu
zabezpieczenia si¢ przed wszystkimi typami ryzyka, na ktére narazony jest ubezpieczy-
ciel, jest mniejszy od sumy kapitatéw potrzebnych na zabezpieczenie si¢ przed kazdym z
czynnik6w z osobna lub réwny ich sumie.

W praktycznych rozwiazaniach w procesie agregacji albo ignoruje si¢ strukturg za-
leznoéci migdzy rodzajami ryzyka (wtedy nie uwzglednia si¢ efektu dywersyfikacji),
albo zakiada sig, Ze sa one niezalezne (wtedy otrzymuje si¢ maksymalne oszacowanie
efektu dywersyfikacji). Jezeli zalezno$¢ jest uwzgledniana, to do jej opisu wykorzystuje
si¢ korelacj¢ liniowa (to rozwiazanie jest proponowane w projekcie Solvency II). Ignoru-
jac strukture zaleznoéci, wymogi kapitalowe dla zagregowanego ryzyka sa ustalone jako
suma wymogéw kapitalowych dla poszczegdlnych rodzajéw ryzyka, co sprawia, Ze sa
one przeszacowane (w tym podejsciu tak naprawde zaleznosé nie jest ignorowana, ale
przy)ymuje si¢, ze rodzaje ryzyka sa wspdtmonotoniczne). Przyjecie zatozenia o niezalez-
nosci ryzyka sprawia, Ze wymagania kapitalowe dla zagregowanego ryzyka sq z kolei
niedoszacowane. Natomiast wykorzystanie korelacji liniowej wymaga zalozenia, ze
agregowane rodzaje ryzyka maja rozklady normalne.

W tym kontekscie bardzo wazny wydaje si¢ problem uwzglednienia odpo-
wiedniej struktury zalezmo$ci w modelowaniu zagregowanych szkéd ubezpieczy-
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ciela prowadzacego dzialalno§¢ w ramach kilku linii biznesu (grup ubezpieczen).
Rozktad szkdd jest bowiem podstawowym czynnikiem wplywajacym na wysokosé
wymogéw kapitalowych z tytulu ryzyka ubezpieczeniowego. W zwiazku z tym w
artykule zostang zaprezentowane dwie metody wyznaczania zagregowanych szkéd,
w ktorych zalezno$¢ miedzy szkodami z poszczegdlnych linii biznesu modeluje sig
przez wprowadzenie odpowiednich struktur zalezno$ci miedzy zmiennymi opisuja-
cymi liczbe szk6d w tych liniach. Metody te zostang zilustrowane przykladem nu-
merycznym przedstawiajacym, jak wybrana struktura zalezno$ci wplywa na roz-
kiad zagregowanych szkéd, a tym samym — na efekt dywersyfikacji.

2. Charakterystyka metod

Jednym ze sposobéw uwzgledniania zalezmosci w procesie szacowania rozkla-
du zagregowanych szkéd ubezpieczyciela prowadzacego dzialalno$¢ w ramach
kilku linii biznesu jest wprowadzenie odpowiednich struktur zalemo$ci mig¢dzy
zmiennymi modelujacymi liczbg szkdd dla tych linii. W tym celu mozna wykorzy-
sta¢ m.in. metodg wspolnego szoku (common shock model) lub metodg szkéd po-
érednich' (thinning-dependence structure).

W pierwszej metodzie przyjmuje si¢, Ze jedynym Zrodlem zaleznodci jest oddzialy-
wanie wspolnej zmiennej o rozkiadzie Poissona (tzw. shock variable). Wéwczas zmien-
ne modelujace liczbg szkdd w poszczegdlnych liniach s3 suma dwéch niezaleznych
zmiennych o rozktadzie Poissona. Jedna z nich (opisujaca liczbe szkdd zwiazanych z
szokiem) ma taki sam rozklad dla wszystkich linii biznesu, druga jest charakterystyczna
dla dane;j linii biznesu (por. rys. 1a). Zmienne charakterystyczne dla linii biznesu s nie-
zalezne. Metoda ta jest opisana muin. w pracach: [1; 4; 7].

Shock variable

a) Metoda ,,wspdlnego szoku” b) Metoda ,,s2zk6d posrednich™

Rys. 1. Schemat wprowadzania opisanych struktur zaleznosci w przypadku trzech linii biznesu
0: opracowanie wlasne.

Druga metoda zostala zaproponowana w pracy [8]. U jej podstaw leZy zalozenie,
ze wypadek ubezpieczeniowy generujacy szkod¢ w jednej linii biznesu moze powo-
dowa¢ takze szkody w kilku innych (por. rys. 1b). Przyjmuje si¢, Ze na proces gene-

! Nie jest to thumaczenie bezporednie (nawigzuje do idei metody).
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rujacy szkody w okreslonej linii biznesu maja wplyw nie tylko zrodta ryzyka dla niej
charakterystyczne, ale takze — z pewnym prawdopodobiefistwem — ryzyko charakte-
rystyczne dla innych linii. W zwiazku z tym dla kazdej linii okresla si¢ tzw. szkody
gléwne, ktérych zrédlem jest ryzyko charakterystyczne dla danej linii biznesu, i tzw.
szkody posrednie zwiazane z realizacja ryzyka charakterystycznego dla innej linii.
Niech dalej N, oznacza liczbg szkéd gléwnych w i-tej linii biznesu, natomiast
N,; —liczbe szkéd posrednich zwiazanych ze szkodami gléwnymi z A-tej linii (k£ #i).
Przyjmujac, ze zmienna N, i=1,...,n ma rozktad Poissona z parametrem A, oraz
zaldadajac, ze prawdopodobienstwo wygenerowania przez szkodg gléwna w linii &
szkody posredniej w linii { wynosi p, (0< p, <1, p, =1), zmienna N, ma rozklad

Poissona z parametrem 4, p,, . Zagregowane szkody w i-tej linii biznesu s3 réwne
}';i = Z X,.(j) , 1)
gdzie

N=%N,, @

k=

oznacza liczbg szkéd w i-tej linii biznesu, natomiast X — wysoko§¢ j-tej szkody
w i-tej linii biznesu, a zatem zagregowane szkody z » linii biznesu sa réwne:

7=37=33 %0 ®

i=1 j=1

Przy zalozeniu, ze zmienne: N, (i=1,..,n) sa niezalezne, N, /N,, sa parami
niezalezne dla k#i; X" sa parami niezalezne dla kazdego i orazj; X’ sa nieza-
lezne od N,; XV, j=1, 2, ... maja taki sam rozklad o dystrybuancie F,, mozna
udowodni¢ (por. [8]), Ze zmienna (3) ma zlozony rozktad Poissona, ktéry mozna
przedstawié jako:

Y=>2", 4)
Jj=1
gdzie N ma rozktad Poissona z parametrem A=A, +...+ 4, , natomiast zmienne

ZY, j=1, 2, ...sa niezalezne i maja taki sam rozklad o dystrybuancie bedacej
$§rednia wazona dystrybuant F; i ich splotéw.
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3. Wplyw wybranych struktur zaleznosci na efekt dywersyfikacji —
przykiad numeryczny

Wplyw opisanych metod modelowania zaleznos$ci na rozktad zagregowanych
szk6d” zostanie zilustrowany przyktadem ubezpieczyciela prowadzacego dzialalnosé
w ramach dwéch linii biznesu, dla ktérych modelujac liczbe szk6d, uwzglednia sig:
— ryzyko charakterystyczne dla danej linii biznesu,

— wplyw ryzyka z drugiej linii (w postaci szkdd posrednich),
— wplyw wspdlnego ryzyka na dwie linie jednocze$nie (wspdlny szok).

Przy tych zalozeniach liczba szkéd w i-tej linii biznesu (i =1, 2) wynosi

M=M+Nc’ (5)

gdzie 1\7,. dane jest wzorem (2), natomiast N, ozacza liczbg szkéd zwigzanych z
oddziatlywaniem wsp6lnego szoku. Natomiast wysoko$é szkéd dla i-tej linii jest rowna:

N, ) N, _ N, '
x = ZXi(J) — ZX‘_(J) +ZX"’U) , (6)

J=1 j=1 j=1
gdzie XV oraz X sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym rozkladzie
opisujacymi wysoko$¢ pojedynczych szkdéd. Wtedy zagregowane szkody wynosza:

2 ﬁ' . ﬁz B N‘ R
Y=3Y=YXx"+>xP+Yw, (7
j 1

i=l j=1 j=1 j=
przy czym WY = X[ + X, Mozna pokazaé (por. [8), ze zmienna Y ma ztozony
rozklad Poissona dajacy sig¢ wyrazi¢ w nastepujacy sposéb:
N,
r=32z0, )
j=1

gdzie N, ma rozklad Piossona z parametrem A=A +A4, +4,, natomiast
ZY, j=1, 2, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym rozkta-
dzie, ktérego funkcja tworzaca momenty ma postaé:

M, (s)=aM,(s)+a,M,(s) + a,M,(s)M,(s), )]
przy czym
a, = A (1;1712) ,a, = ’?1(1;’1721) ,a,= APy, +/12P21 +4 ’ (10)

2 Wptyw omawianych struktur zaleznosci na prawdopodobienistwo ruiny ubezpieczyciela jest
analizowany w pracy [6].
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natomiast M, (s), i=1, 2 oznacza funkcjg tworzaca momenty zmiennych X,
Mozna réwniez pokazad, ze:

B(N)=D(N)=3 puh + A an
Cov(N,,N, )= pis + Py + 4. (12)
D’(ﬁ):(gpﬁ,y +,1¢)(D2 (X)+(E(x))), (13)
Cov(X,L,)=E(X,)E(X,)(puh + Pu +4.). (14)

Rozidad zagregowanych szkdd ubezpieczyciela wyznaczono dla nastgpujacych
struktur zaleznosci’:

1. Struktura A. Zalozono niezalezno$¢ zmiennych modelujacych liczbe szk6d
w poszczegblnych liniach biznesu. Zagregowane szkody wyznaczono na podstawie
modelu (7) przy zalozeniu, ze: 4 =50, 4, =70, p, =p, =0 oraz 4, =0.

2. Struktura B. Modelujac liczbe szkdd dla danej linii biznesu, uwzgledniono: ry-
zyko charakterystyczne dla tej linii oraz ryzyko wspdine, czyli do modelowania zalezno-
$ci miedzy liniami wykorzystano metode wspélnego szoku. Zagregowane szkody wy-
znaczono na podstawie (7) przy zatozeniu, ze: 4 =30, 4, =50, 4, =20, p, = p,, =0.

3. Struktura C. Modelujac liczbg szkdéd dla danej linii biznesu, uwzgledniono:
ryzyko charakterystyczne dla tej linii oraz wptyw ryzyka z drugiej linii (w postaci
szkdd posrednich), czyli do modelowania zalezno$ci miedzy liniami wykorzystano
metodg szk6d posrednich. Zagregowane szkody wyznaczono na podstawie (7) przy
zalozeniu, ze: 4 =30, 4, =50, 4, =0, p,, =0,6667, p, =0,40.

4. Struktura D. Modelujac liczbg szkéd dla danej linii biznesu, uwzgledniono:
ryzyko charakterystyczne dla tej linii, wptyw ryzyka z drugiej linii (w postaci
szk6d posrednich) oraz ryzyko wspélne. Zagregowane szkody wyznaczono na
podstawie (7), przy zaloZeniu, ze: A4 =12,5, 4, =43,75,4, =20, p,,=0,50,
D, =0,40.

Wysoko$¢ pojedynczej szkody modelowano za pomoca rozkladu gamma
G(a,p). Dla pierwszej linii biznesu przyjeto, ze¢ X ~G(0,9, 0,03), czyli $red-
nia i wariancja wysokosci pojedynczej szkody wynosza odpowiednio 30 i 1000,
natomiast dla drugiej linii: X’ ~ G(0,2, 0,02), co oznacza érednia 10 i wariancje
500. Przy tych zalozeniach funkcja tworzaca momenty zmiennych Z ma postaé:

3 We wazystkich modelach wartoéci parametréw modelujacych liczbg szkéd, . 4, A, A, pyy, Py
ustalono tak, aby w kazdym z nich warto$¢ oczekiwana zagregowanych szkéd byla taka sama.
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0,03 )" 0,02 )" 003 [ o2 Y*
M’(s)"a‘((o,os—s)J +"2((0,024)} +‘1’[(0,03-S)J ((o,oz-s)] > (1)

co oznacza, ze odpowiednie momenty zwykle sa rowne:

m (Z)=30a, +10a, +40a, , (16)
m, (Z)=1900a, +600a, +3100a,, 17)
m, (Z)=1,836667-10°a, +66000a, +3,606667-10°a, . (18)

Na podstawie (16)-(18) wyznaczono warto$é oczekiwana, wariancje i sko$nosé
rozkladu zagregowanych szkéd Y, a nastepnie metoda symulacyjng (wykorzystujac
generator Wilsona-Hilferty’ego, zob. np. [2, s. 144]) wyznaczono jej rozktad.

Tabela 1. Efekt dywersyfikacji dla rozwazanych struktur zalezno$ci

Struktura zaleznosci
Kwantyl A B C D
r(%,%)=0 r(,Y)=0,112 | r(%,%,)=0,190 | r(¥,Y,)=0246
q=0,75 0,314 0,284 0,255 0,250
q =090 0,276 0,244 0,214 0,209
q=095 0,266 0,233 0,203 0,197

Zrédlo: obliczenia wiasne.

0,350

0,300 1
0,250 4

0,200

0,150 1
0,100 4

0,050 A

0,000 - } :
A B C D

Bg=0958q= o,9omq=o,75}

Rys. 2. Efekt dywersyfikacji dla rozwazanych struktur zalezno$ci
Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Efekt dywersyfikacji oszacowano na podstawie wzoru:

d=1—L, (19)
p)+p(Yy)

gdzie p(-) oznacza wymogi kapitalowe z tytulu danego ryzyka, okreslone jako
réznica kwantyla rzedu g rozktadu zmiennej losowej modelujacej to ryzyko i jej
wartosci oczekiwanej (por. np. [3]), czyli np. dla ¥: p(Y)=F,;"(q)- E(Y), nato-
miast ¥, ¥, sa to zmienne modelujace zagregowane szkody w pierwszej i drugiej
linii biznesu (bez uwzgledniania opisanych struktur zaleznosci); maja one zlozone
rozktady Poissona odpowiednio z parametrami 4, =50, 4, =70 oraz z rozktadami
pojedynczej szkody: X ~G(0,9, 0,03), X ~ G(0,2, 0,02).

Wartosci efektu dywersyfikacji dla uwzglednionych struktur zaleznosci, wy-
znaczone przy zatozeniu, ze wymogi kapitalowe sa ustalane odpowiednio w opar-
ciu na 0,75, 0,90 1 0,95 kwantylu, przedstawiono w tab. 1 i na rys. 2. W tabeli 1
podano takze warto$¢ wspétczynnika korelacji liniowej migdzy zmiennymi mode-
lujacymi szkody w rozwazanych liniach biznesu (wyzmaczono je na podstawie
wzordw (13) i (14)).

4. Uwagi koncowe

Przedstawiony prosty przyklad wskazuje, ze zalezno$¢ migdzy rodzajami ryzy-
ka stanowi integralny czynnik wplywajacy na proces ich agregacji. Wprowadzenie
okreslonej struktury zalezno$ci wptywa na rozklad zagregowanych szkdd, a tym
samym — na wysoko§¢ wymogo6w kapitalowych i efekt dywersyfikacji. W przykta-
dzie efekt ten ksztaltowat sig¢ od ok. 20% (w przypadku struktury D charakteryzu-
jacej sie najsilniejsza zalezno$cia mierzona wspdtczynnikiem korelaciji) do ok. 32%
(w przypadku zalozenia niezalezno$ci migedzy liniami biznesu), co oznacza, ze o
tyle procent sa nizsze wymogi kapitalowe wyznaczone z uwzglednieniem tych
struktur zaleznosci od wymogéw kapitatlowych wyznaczonych jako zwykla suma
wymogdw kapitalowych dla rozwazanych dwéch linii biznesu.

Jak pokazuja bardziej ogélne badania, efekt dywersyfikacji ryzyka ubezpieczy-
ciela moze stanowié nawet od 25 do 50% wymogéw kapitatlowych wyznaczonych
na bazie niezdywersyfikowanych rodzajéw ryzyka (por. [5]). Réwniez wiele wyni-
kéw badan wskazuje, ze rozktad agregowanego ryzyka, a tym samym efekt dywer-
syfikacji, zalezy istotnie réwniez od tego, w jaki sposéb modelowano zalezno$é
miedzy typami ryzyka w procesie agregacji (potwierdza to réwniez przytoczony
przyklad). Stosowana w praktyce przez wiele instytucji finansowych i proponowa-
na w ramach projektu Solvency II korelacja liniowa jako narz¢dzie modelowania
zalezno$ci moze prowadzi¢ do blednych oszacowan rozkladéw zagregowanego
ryzyka i w konsekwencji — do zawyzenia lub niedoszacowania wymogow kapita-
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towych. Istnieje zatem potrzeba szukania nowych rozwiazan dotyczacych modelo-
wania zalezno$ci migdzy czynnikami ryzyka ubezpieczyciela.
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ON THE IMPACT OF SELECTED DEPENDENCE STRUCTURES
ON AGGREGATE LOSSES DISTRIBUTION

Summary

This paper discusses an approach to modeling of insurer’s aggregate losses to incorporate the
presence of dependencies. The paper begins by describing two dependence modeling techniques:
common shock model and thinning-dependence structure. Next, using numerical illustrations, the
sensitivities of the capital requirement and diversification benefit to the choice of the dependency
modeling assumptions are investigated. The key conclusion is that there is a large variation in the
capital requirement as well as diversification benefit.
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