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1. Wstep

Przemiany demograficzne w XX w. wskazuja na postgpujace starzenie sig spo-
leczenstw a tym samym na wydhizanie sie przecietnej dlugosci trwania Zycia [9].
Zjawisko to ma wplyw na zmiany rozkladu zmiennej opisujacej przecigtne dalsze
trwanie Zycia w danym roku. Wzrost dlugo$ci trwania zycia wplywa na zmiang
ksztattu funkcji gestosci, gdyz przesunigciu ulega zaréwno wiek, w ktérym ta
funkcja osiaga warto$¢ maksymalna, jak i wzrasta sama warto$¢. Podobnie zmienia
si¢ funkcja przezycia, gdyz wraz z wydtuzaniem sig dlugosci zycia wzrasta media-
na wieku. W konsekwencji proces starzenia si¢ populacji wptywa na wielko$é i
ryzyko zwiazane z wycena produktéw towarzystw ubezpieczen na zycie oraz za-
ktadéw emerytalnych, w wycenie produktéw gtowna rol¢ odgrywa bowiem osza-
cowana umieralnos¢.

2. Ryzyko $miertelnosci i ryzyko dlugowiecznos$ci

Zaktady emerytalne, towarzystwa ubezpieczen na zycie oraz ubezpieczenia
zdrowotne narazone sa na ryzyko zwiazane ze zmiang dlugoéci trwania Zycia w
stosunku do oszacowanej przez aktuariusza. Cze$é tego ryzyka mozna zdywersyfi-
kowaé przez zwigkszanie liczby polis w portfelu firmy. Jednak ryzyko to nie moze
by¢ catkowicie wyeliminowane, stad jego ekonomiczne konsekwencje moga by¢é
tylko ograniczone. Na ryzyko to sklada si¢ ryzyko dlugowiecznosci lub ryzyko
$miertelnosci (przedwczesnej umieralno$ci). Brak mozliwosci catkowitego wyeli-
minowania ryzyka jest waznym problemem os6b zarzadzajacych portfelem w tych
firmach. Chociaz czgsto terminy ,,ryzyko dlugowiecznosci” i ,,ryzyko $miertelno-
§ci” uZywane sa zamiennie, to jednak maja one przeciwne znaczenie. Ryzyko dlu-
gowiecznosci zwigzane jest z dhuzszym czasem trwania zycia niz oczekiwana war-
tos¢, dlatego jest ono istotne dla funkcjonowania zakladéw emerytalnych. Ryzyko
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$miertelnoéci zwigzane jest z krotszym czasem trwania Zycia niz oczekiwana war-
to$é. Jest ono istotne np. dla ubezpieczen na zycie, gdyz zbyt krétki okres pobiera-
nia sktadek moze nie wystarczy¢ na pokrycie zobowiazan. W zwiazku z tym waz-
nym problemem jest analiza przebiegu umieralnosci w populacji.

3. Metoda oceny ryzyka dlugowiecznosci
dla portfela zawierajacego renty dozywotnie

Obserwacje trendéw $miertelnosci wskazuja na to, ze do szacowania dhigosci
trwania Zycia ubezpieczonych nalezy przyjmowa¢ dynamiczne modele umieralnosci.
Probabilistyczny model uzyty do opisu umieralno$ci powinien pozwoli¢ oszacowaé
ryzyko dlugowieczno$ci. Mozna zastosowaé model zaréwno dyskretny, jak i ciagly.
Model dyskretny mozna w prosty sposdb zaadaptowad do praktycznych rozwiazan,
natomiast model ciagly pozwala uwzglednié laczne modelowanie $miertelnosci i
ryzyka inwestycyjnego poprzez zastosowanie stochastycznych modeli.

Niech T, bedzie zmienna losowa opisujaca dalsze trwanie Zycia osoby w wie-
ku x, a f,(¢,y) — funkcja gestoci tej zmiennej (funkcja ta uwzglednia zmiany
$miertelnosci, gdyz y oznacza rok kalendarzowy urodzenia osoby w wieku x). W
celu uproszczenia rozwazan przyjmijmy, ze y jest state, czyli rozpatrujemy osoby
urodzone w tym samym roku. Do opisu procesu wymierania populacji stosowane
sa parametryczne modele procesu przezycia takie, jak: model Gompertza, model
Makehama, rozktad Weibulla itd. Kazdy z wymienionych modeli jest scharaktery-
zowany parametrami. Oznaczmy przez 6 wektor wartosci tych parametréw dla
danego modelu. Woéwczas mozna zdefiniowaé rodzing warunkowych funkcji ge-
sto$ci zmiennej losowej 7. w zaleznosci od zalozonego modelu przezycia i ustalo-

nych wartosci parametréw o postaci [11]:
{£.(:/6); o6e@}, (1)

gdzie: © oznacza zbiér parametréw modeli przezycia i dla modelu dyskretnego
mozna go zapisaé nastgpujaco: ©={4,,...,6,}. Jezeli m=1, to nie istnieje nie-
pewno$é zwiazana z przyszlym przebiegiem umieralnosci. Dla m >1 mozma roz-
wazaé rézne rozklady przebiegu umieralnosci.

Dodatkowo zalozymy, ze g(6,) bedzie waga parametru 6, taka, ze
> g(8)=1, wtedy zbiér { g(49,.)}l,=1 mozna potraktowad jako zbi6ér wartosci
P ]

prawdopodobienstw przyporzadkowanych elementom zbioru © . W zwiazku z tym
mozna zdefiniowaé zmienna losowa skokows, @ opisujaca zmiany umieralnoéci o
nastgpujacym rozktadzie prawdopodobienstwa: g(6,)= P(é =6 ) dlai=1,..,m.
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Zdefiniujmy zmienna losowa Y,(j ) opisujaca zaktualizowana na moment ¢
taczna sume przysztych §wiadczen — wyplat renty dozywotniej j-tej osoby w wieku
x + ¢ nastepujaco:

SN
=
I
°‘—.2§5

BYMv(t,t +5)ds )

gdzne
b, — wysoko$¢ $wiadczenia dla j-tej osoby w wieku x + ¢ (wyplata ciagla przez rok),

— zmienna losowa opisujaca dalsze trwanie zycia j-t¢j osoby w wieku x + ¢,

x+t

Jow
v(t,u) — czynnik dyskonta: v(t,u)=e ' ,ad, —intensywno$¢ oprocentowania.
Jezeli wielkosé¢ portfela firmy ubezpieczeniowej (zakladu emerytalnego) okre-
$limy nastepujaco:

n,={j:1;(f>>t,j=1,...,m} 3)
oraz dodatkowo zatozymy, Ze zmienne losowe ]1(1, maja taki sam rozklad i sa nie-
zalezne, to wowczas zmienna losowa:

Y[(n) = z Y,(J I Z m v(t,t+5)d. 4

Jel, o sell,,

opisuje zaktualizowana na moment ¢ taczng sum¢ przysztych swiadczen — wyplaty
renty dozywotniej dla calego portfela.
W celu uproszczenia analizy zatézmy, ze warto§¢ wyplaty §wiadczenia dla

kazdej osoby jest jednakowa w czasie ¢, czyli Vj b,(j ) =b oraz N, oznacza liczbg
os6b (polis) w czasie ¢, wtedy zmienna losowa (4) ma nastepujaca posta¢:

I > N,b.v(tt+s)ds. )
0 Jell,,

Wykorzystujac metode tacznego podzialu oparta na analizie wariancji, warian-
cjg tej zmiennej mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposob:

Var (1) = E(var (%™ 16))+ Var (E(%™ 16)) =

S var(x™18)(6)+ 3 (E(x™ 16)-E(X™)) g(6)=  ©

=] i=l

=3 Var(1916)g(8)+n 3 (E(r16)-E(x”)) g(4).

i=1
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Pierwszy sktadnik sumy (6) — E(Var( y™ /é)) — mozna traktowaé jako sktadnik
ryzyka demograficznego, ktéry mierzy ryzyko spowodowane przypadkowymi od-
chyleniami od warto$ci oczekiwanej umieralnoséci, czyli mierzy ryzyko ubezpie-
czeniowe. Natomiast drugi sktadnik sumy — Var(E (Y,(") / é)) — mierzy systema-
tyczne odchylenia pomiedzy rzeczywista liczba zgonéw a oczekiwana, wynikajacq
z wydhuzania si¢ Zycia, czyli mierzy ryzyko dlugowiecznos$ci.

Do wyznaczenia udziatu ryzyka mierzonego odchyleniem standardowym w stosun-
ku do sktadki mozna obliczy¢ indeks ryzyka w zaleznoéci od liczby polis w portfelu:

=\/Var(Y,(“))_ E(Var(XU)/é)) Var(E(K(j)/g))

r(n = : . (7)
( ‘) E(Y,(n)) n‘EZ (Y,(J)) E? (Y‘(J))
oraz wielko§¢ indeksu, gdy liczba polis w portfelu ro$nie do nieskoficzono$ci:
Var(E(¥\) /6
lim r(n,)= ) ®)

E? (Yt(J) )

Ze wzoréw (7) i (8) wynika, ze udziat pierwszego skladnika sumy (6) w skiadce mo-
ze by¢ zmniejszony, gdy zostanie zwigkszona wielko$¢ portfela. Natomiast udziat dru-
giego sktadnika w skladce nie ulega zmianie wraz ze wzrostem liczby polis w portfelu.
Ze wzoru (8) wynika, ze wraz ze wzrostem liczby polis w portfelu udzat catkowitego
ryzyka demograficznego w skladce redukuje si¢ tylko do udziatu ryzyka dhugowieczno-
$ci w sldadce. Udzal ryzyka ubezpieczeniowego redukuje sie¢ woéwczas do zera.

Przyklad empiryczny

Do analizy wybrano rozktad Weibulla' i na podstawie tablic trwania Zycia w
Polsce w 2005 r. 1 Holandii w 2004 r. dokonano estymacji parametréw.

Tabela 1. Warto$ci oszacowanych parametréw 6, =(a;, f,) oraz prawdopodobiefistwa ich realizacji

Tablice trwania zycia dla o B g(8)=P(6=9,)
— mezczyzn — Polska 2005 r. 7,52 79,52 0,7
— mezczyzn — Holandia 2004 . 8,91 82,76 0,15
— kobiet — Polska 2005 r. 10,03 85,79 0,1
— kobiet — Holandia 2004 r. 10,35 87,25 0,05

Zrédto: obliczenia wiasne.

a-1 a
! Funkcja gestosci dla rozktadu Weibulla ma postaé: f; (t la,f)= %(%J cxp[—- [%) J .
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W tabeli 1 znajduja si¢ przyjete do analizy wartosci oszacowanych parame-
tréw 8, =(¢;, B,) oraz prawdopodobiefistwa ich realizacji. Dodatkowo do analizy
zalozono, ze wysoko$¢ swiadczenia jest stata i wynosi bt(’) =b, =1, a intensyw-
no$é oprocentowania wynosi &, = § =1n(1,025), a wiek poczatkowy to x = 65 lat.

Tabela 2 przedstawia poréwnanie udziahu ryzyka ubezpieczeniowego i dlugowiecz-
noéci w ogélnym ryzyku demograficznym oraz wartoéci indeksu ryzyka dla poszczegél-
nych rodzajéw ryzyka w zalezmosci od wieku oraz liczby polis w portfelu. Analiza war-
tosci w tab. 2 wskazuje, ze wraz ze wzrostemn liczby polis w portfelu, niezaleznie od
wieku, ulega zmianie rodzaj ryzyka oddzialtywujacy na catkowite ryzyko demograficzne.
W wypadku jednej polisy catkowite ryzyko demograficzne w ok. 94% zalezy od przy-
padkowych odchylenn pomiedzy oszacowana a rzeczywista dtugoscia trwania Zycia i
tylko w ok. 6% zalezy od wydtuzania si¢ trwania Zycia. Jezeli liczba polis w portfelu
wzroénie, to wowczas udzial ryzyka ubezpieczeniowego w ryzyku demograficznym
redukuje si¢ prawie do zera (por. tab. 3), natomiast wzrasta udziat ryzyka dtugowieczno-
éci. Nalezy dodad, ze jezeli w sktad portfela wchodza polisy oséb w wieku powyzej 95
lat, to catkowite ryzyko zalezy w gtéwnej mierze od ryzyka ubezpieczeniowego.

Tabela 2. Por6wnanie udzialu ryzyka ubezpieczeniowego i dlugowieczno$ci w ogdlnym ryzyku
demograficznym oraz wartoéci indeksu ryzyka dla poszczegélnych rodzajéw ryzyka w zaleznosci
od wieku oraz liczby polis w portfelu

E(var(™/6)) | var(E(1™/5)) \/E(Var(]’,(m/é)) JVar(E(x‘"’/é)) \/Var(}’,("))

Wiek Var(x(n)) Var(x(n)) E(Yl(n)) E(Y,(n)) E(Y;(n))

N=1]N=1000| N=1 [N=1000] N=1 [ N=1000 | N=1 [ N=1000 | N=1 [N=1000
65| 0,942 | 0,016 | 0,058 | 0,984 | 0,658 | 0,021 | 0,164 | 0,164 | 0,678 0,165
70 0,941 | 0,018 | 0,059 | 0,982 | 0,845 | 0,029 | 0,211 | 0,211 | 0,871] 0,213
75 0,944 | 0,024 | 0,056 | 0,976 | 1,114 | 0,042 | 0272 | 0272 | 1,147] 0,275
80{ 0,951 | 0,038 | 0,049 | 0,962 | 1,532 | 0,069 | 0,347 | 0347 | 1,571] 0354
85] 0,964 | 0,087 | 0,036 | 0,913 | 2,254 | 0,134 | 0,436 | 0,436 | 2,296] 0,456
90] 0,980 | 0,284 | 0,020 | 0,716 | 3,699 | 0,333 | 0,529 | 0,529 | 3,736] 0,625
95[ 0,993 | 0,800 | 0,007 | 0,200 | 7.222 | 1201 | 0,600 | 0,600 | 7,247] 1343
100] 0,999 | 0,994 | 0,001 | 0,006 18,549 | 7,663 | 0,599 | 0,599 |18,558] 7,687

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Tabela 3 przedstawia poréwnanie wielko$ci ryzyka ubezpieczeniowego i dlu-
gowieczno$ci w stosunku do catkowitego ryzyka w zalezno$ci od liczby polis w
portfelu dla oséb w wieku 65 lat oraz poréwnanie indeksu ryzyka. Analiza warto$ci
indeksu ryzyka, czyli wielko$ci ryzyka mierzonego odchyleniem standardowym w
stosunku do skladki w tab. 3, wskazuje, Ze wraz ze wzrostem wieku oséb wzrasta
warto$¢ tego indeksu niezaleznie od liczby polis oraz rodzaju ryzyka. Z kolei nale-
zy zwrdcié uwage, iz niezaleznie od liczby polis indeks ryzyka dlugowiecznosci
nie ulega zmianie, tak wigc zmiana liczby polis nie powoduje, ze wielko$é ryzyka
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dhlugowiecznosci w stosunku do sktadki ulegnie zmianie (por. tab. 3). Oczywiscie
ten udzial ro$nie wraz ze wzrostem wieku oséb, natomiast wraz ze wzrostem liczby
polis maleje wielko$¢ ryzyka ubezpieczeniowego w stosunku do sktadki. Redukuje
sig¢ ono prawie do zera. Podobnie maleje wielko$¢ ryzyka demograficznego w sto-
sunku do sktadki, ale tylko do poziomu udziatu ryzyka dlugowieczno$ci w sktadce.

Tabela 3. Por6wnanie wielkoéci ryzyka ubezpieczeniowego i dlugowieczno$ci w stosunku do catkowitego
ryzyka oraz indeksu ryzyka w zaleznoéci od liczby polis w portfelu dla os6b w wieku 65 lat

v E(Var(y,‘m/o')) Var(E(Y,‘")/é)) \/E(Var(}';(n)/é)) \/Var ("’/0 \/Var(}',(n))
Var(1™) Var(r™) E(r™) E(ylm)) E(r™)
10941715 0,058285 0,658318 0,163777 0,678385

10| 0,617695 0,382305 0,208178 0,163777 0,26488
100 0,139097 0,860903 0,065832 0,163777 0,176513
1000 0,0159 0,9841 0,020818 0,163777 0,165095
100000 0,000162 0,099838 0,002082 0,163777 0,163791

Zrédto: obliczenia wlasne.

Wyniki empiryczne potwierdzaja fakt, iz czeSciowej redukeji ryzyka demogra-
ficznego mozna dokonaé, zwigkszajac liczbg polis w portfelu. Jednak catkowita
redukcja jest niemozliwa, gdyz niezaleznie od liczby polis udziat ryzyka zwiazane-
go z wydhizaniem si¢ trwania zycia jest staly.

4. LifeMetrics jako narzedzie do oceny i zarzadzania ryzykiem
dhlugowiecznosci

Przedstawione wyniki wskazuja, ze redukcja ryzyka demograficznego jest mozliwa,
jezeli nastapi zmniejszenie ryzyka dlugowiecznosci, zatem wzrastajaca systematycznie
dlugo$¢ trwania Zycia jest bardzo waznym czynnikiem wplywajacym na ryzyko portfela.
W zwiazku z tym nalezy podjaé prace dotyczace zarzadzania ryzykiem zwiazanym z
tym czynnikiem i jego oceny. W tym celu JPMorgan w pracy pt. LifeMetrics — A Toolkit
Jfor Measuring and Managing Longevity and Mortality Risks [6] opublikowanej 13 marca
2007 r. zaproponowatl zestaw narzedzi do zaréwno zarzadzania ryzykiem dlugowieczno-
sci i $miertelnosci, jak i mierzenia go. Miemiki te oraz sposoby zarzadzania ryzykiem
moga zosta¢ wykorzystane przez towarzystwa ubezpieczen na Zycie, reasekuratoréw i
przez zaklady emerytalne. Zaproponowany zestaw narzedzi moze byé uzyty do zarza-
dzania réznymi portfelami, w ktérych $miertelnos€ i jej zmiany sa waznym czynnikiem
wplywajacym na ryzyko. LifeMetrics moze by¢é réwniez wykorzystany jako jedno z
podstawowych rozwiazan problemu do zabezpieczenia oraz transferu ryzyka smiertelno-
Sci i dlugowiecznosci na rynki finansowe.

JPMorgan zaproponowal, zeby LifeMetrics byt zbiorem takich narzedzi, jak:

1. Indeks LifeMetrics — zbiér poréwnywalnych danych stanowiacych podsta-
we do oszacowania i prognozowania wspdlczynnikéw zgonéw i dlugowiecznosci
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oraz do budowy instrumentéw finansowych pozwalajacych zabezpieczyé¢ ryzyko
dhugowieczno$ci na rynkach finansowych. Obecnie stworzony indeks LifeMetrics
oparty jest na podstawowych danych dotyczacych umieralno$ci w zaleznosci od
wieku, plci i przyczyny zgonu, takich jak:

a) centralny wspolczynnik zgonéw m_ (crude central rate of mortality);

b) prawdopodobienstwo zgonu osoby w wieku x g, (graduated initial rate of
mortality),

c) oczekiwana dhugos¢ trwania Zycia e, (life expectancy).

2. Struktura LifeMetrics — zbidr narzedzi, metod i algorytméw wykorzysty-
wanych do zaréwno pomiaru ryzyka $miertelnosci i dlugowiecznosci, jak i do za-
rzadzania nim, pozwalajacych ocenié obecne i przeszte zmiany umieralnosci.
Wprowadzenie tego elementu ma réwniez na celu sformutowanie i przedstawienie
kolejnych etapéw zarzadzania ryzykiem oraz powigzanie ryzyka demograficznego
1 inwestycyjnego przez transfer ryzyka demograficznego na rynki kapitatowe.

3. Modelowanie LifeMetrics — zbiér modeli wykorzystanych do prognozowania
intensywno$ci umieralnosci. Obecnie przez JPMorgan zaproponowane sa nastgpuja-
ce stochastyczne modele umieralnosci: model Lee-Cartera (1992 r.)? [5], model
Renshawa-Habermana (2006 r.) [12], model Currie Age-Period-Cohort (2006 r.) [3],
model Caimnsa, Blake’a, Dowda (2006 r.) [2], rozszerzenie modelu Cairnsa, Blake’a,
Dowda (2007 r.) [1]. Modele te mozna opisa¢ dwoma ogélnymi wzorami [1, s. 12]:

logm, ()= z‘_ﬂf)l(,(")}’fi , )]
logit g, (t) =Y, A%, (10)

gdzie: ﬂf‘) — parametr odzwierciedlajacy skutki zmiany intensywnoéci umieralno-
$ci spowodowane wiekiem, przedstawia on wzgledna szybko$¢ zmian umieralnosci
w wieku x w czasie ¢, x;(i) — parametr opisujacy ogélng tendencje do zmian umie-
ralno$ci w czasie f, }'fi), — parametr prezentujacy skutki zmiany intensywnosci
umieralno$ci spowodowane kohorta,.

5. Podsumowanie

Prace podjete przez JPMorgan wskazuja na rosnace znaczenie ryzyka dtugowieczno-
Sci 1 $miertelnoSci w zarzadzaniu funduszami zaktadéw emerytalnych i towarzystw
ubezpieczen na zycie. Pod koniec roku 2008 w wyniku wprowadzonej reformy systemu
emerytalno-rentowego powinny powsta¢ pierwsze w Polsce zaklady emerytalne. Aby
wladciwie nimi zarzadzaé i umiejgtnie wyceni¢ produkty oferowane klientom, nalezy
realizowaé nastgpujace zadania: powinien postgpowaé rozwdj modeli do prognozowania

2 Opis modelu oraz jego wykorzystanie do prognozowania umieralnoéci autorka przedstawita w pracy [9).
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umieralno$ci, w tym stochastycznych modeli opisujacych umieralno$¢. Nalezy rowniez
oceni¢ wrazliwo$é portfela firm ubezpieczeniowych i zaldadéw emerytalnych na ryzyko
dhugowiecznosci i Smiertelnosci oraz dokonaé oceny iloSciowej rozmiaru ryzyka dtugo-
wiecznosci 1 $miertelnosci w ich portfelach. Wazne takze jest wprowadzenie strategii
zabezpieczajacych przed ryzyldem dlugowiecznosci, a tym samym powiazanie tego
ryzyka z instrumentami na rynku kapitalowym.
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THE LONGEVITY RISK FOR THE PORTFOLIO
OF THE LIFE INSURANCE AND PENSION PLANS

Summary

The paper presents the analysis of the influence of ageing process of the population on the as-
sessment of the products of insurance companies regarding living benefits. In the assessment and
management of living benefits two fundamental risk sources play a fundamental role: the investment
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risk and the demographic risk. The demographic risk is divided into components: the insurance risk
and the longevity risk. The longevity risk is particularly important; it derives from improvements in
mortality trend which determine systematic deviations of the number of deaths from its expected
values. The article presents the influence of growth of number of policies of life annuities in portfolio
on size of insurance and longevity risk. This analysis shows that the growth of number of policies
causes reduction in insurance risk and the increase of longevity risk. Hence appropriate policy is
important for longevity risk management. So, the paper also presents LifeMetrics — a toolkit for meas-
uring and managing longevity risk.
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