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1. Wstep

W ostatnich latach na rynkach finansowych wzrosto ryzyko begdace efektem na-
glych i nieprzewidywalnych wydarzen powodujacych ekstremalne stopy zwrotu.
Chodzi tu m.in. o spektakularne bankructwa, kryzysy finansowe czy rosnace za-
grozenie zamachami terrorystycznymi. Wydarzenia te przyczyniaja si¢ do wzrostu
ryzyka rynkowego i moga by¢ powodem ogromnych strat finansowych. Takie wy-
darzenia i ekstremalne stopy zwrotu wymagaja nowego podejscia do szacowania
ryzyka i skutecznej analizy wystgpowania zjawisk ekstremalnych. Ryzyko na ryn-
ku walutowym stanowi wazny element w catosciowej ocenie ryzyka rynkowego.
Przeprowadzone badania maja na celu zweryfikowanie zatozenia o mozliwosci
modelowania ogonéw rozktadéw stép zwrotu na polskim rynku walutowym na
przyktadzie wybranych kurséw polskiej waluty wobec innych walut swiatowych, a
w szczeg6lnosci dolara amerykanskiego i euro, z wykorzystaniem teorii wartosci
ekstremalnych (extreme value theory — EVT). EVT pozwala na konstruowanie
miar ryzyka uwzgledniajacych wystepowanie zdarzen ekstremalnych, a miary te w
pewnych sytuacjach umozliwiaja bardziej precyzyjne okreslenie ryzyka rynkowego
niz metody klasyczne. Wykorzystanie metod pochodzacych z teorii wartosci eks-
tremalnych stwarza szans¢ na analiz¢ ryzyka ekstremalnego z wykorzystaniem
niewielkiej liczby danych pochodzacych z ogonéw rozktadéw. Konieczna zatem
wydaje si¢ weryfikacja tych metod na polskim rynku finansowym oraz poréwnanie
ich z metodami klasycznymi szacowania miar zagrozenia.

551



2. Polski rynek walutowy

W badaniach wykorzystano kursy NBP trzech walut w stosunku do polskiego
ztotego. Badaniu poddano kursy dolara amerykanskiego (USD), franka szwajcar-
skiego (CHF) oraz euro (EUR). Dane pochodza z okresu od 4 stycznia 1993 r. do
24 lutego 2006 r. i jedynie dla EUR sa z okresu krétszego — od 1 stycznia 1999 r.,
co daje odpowiednio 3320 obserwacji dziennych logarytmicznych zmian kursu do-
lara amerykanskiego i franka szwajcarskiego oraz 1809 dla euro. Wszystkie z
przedstawionych kurséw walut charakteryzuja si¢ duza kurtoza i duza skosnoscia.
Ma to zwiazek z wysoka inflacja i deprecjacja polskiej waluty w latach dziewigc-
dziesiatych XX w. Okres wybrany do badan jest okresem niepetnej wymienialnosci
polskiej waluty. Niestety polski rynek walutowy nie ma zbyt diugiej historii, a wy-
korzystanie do badan jedynie danych z ostatnich lat powodowatoby znaczne skré-
cenie Szeregu czasowego.

Przyczynami najwigkszych spadkéw i wzrostéw kurséw walut w Polsce sa
przede wszystkim przyczyny zewnetrzne, czyli sytuacja na migdzynarodowych
rynkach walutowych i gwattowne zmiany przede wszystkim kurséw USD/EUR. Z
przyczyn wewng¢trznych mozna wymienic¢ skokowe dewaluacje ztotego w latach
dziewigcdziesiatych. Z taka sytuacja mieliSmy do czynienia np. 27 sierpnia 1993 r.,
kiedy to dokonano dewaluacji zlotego o 8%. W tym dniu odnotowano wiasnie
najwigkszy wzrost kursu USD/PLN i CHF/PLN odpowiednio o 7,27% oraz 7,78%.
Najwiekszy spadek wartosci ztotego wobec euro odnotowano 11 lipca 2001 r. Kurs
EUR/PLN wzrést o 5,42% w nastepstwie niepewnosci co do zwigkszenia deficytu
budzetowego Polski po ujawnieniu niedoboru rz¢du 17 mld zt. 12 sierpnia 2001 r.
mieliSmy z kolei do czynienia z rekordowym umocnieniem si¢ polskiej waluty w
stosunku do podstawowych walut swiatowych. Kurs dolara amerykanskiego spadt
0 4,77%, franka szwajcarskiego — 0 5,35%, a kurs euro — o 5,53%. Taka sytuacja
na rynku walutowym byfa nastgpstwem informacji, ze rzad zgodzi si¢ na zwigk-
szenie deficytu budzetowego jedynie o 8-9 mld zl, a reszta niedoboru zostanie po-
kryta przez duza redukcje wydatkéw budzetowych. Na poziom kursow walut
wplywaja wigc w znaczniej mierze réwniez informacje polityczne i dotyczace poli-
tyki finansowej panstwa. Nie bez znaczenia pozostaja réwniez stopy procentowe w
strefie euro oraz Stanach Zjednoczonych, ktérych zmiany moga powodowa¢ szyb-
kie transfery kapitatu.

Ryzyko ekstremalne powoduje, ze liczba przekroczent przedziatu 3 odchylen
standardowych jest kilkakrotnie wigksza niz mogloby to wynika¢ z rozktadu nor-
malnego. W odniesieniu do dolara amerykanskiego zanotowano 23 przekroczenia
przedziatu 3 odchylen standardowych po prawej i 14 po lewej stronie, dla franka
szwajcarskiego bylo to odpowiednio 31 i 15, a dla euro — 13 i 6. Przedzial 4 sigma
réwniez zostal przekroczony we wszystkich przypadkach: dla dolara amerykan-
skiego 7 i 4 razy, dla franka szwajcarskiego — 5 i 7 razy, a dla euro — 5 i 2 razy.
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3. Podstawy statystyczne

Jedna z propozycji rozwiazania problemu wyst¢powania grubych ogonow roz-
ktadéw moze byé¢ zastosowanie teorii wartosci ekstremalnych do szacowania ryzy-
ka rynku walutowego za pomoca miar kwantylowych. Modele wywodzace si¢ z
EVT mozemy podzieli¢ na 2 grupy:

1. Modele maksiméw blokowych (block maxima).

2. Modele peaks over threshold — POT.

O teorii warto$ci ekstremalnych szczegétowo traktuje m.in. praca Embrechtsa,
Kliippelberg i Mikoscha [1997].

W niniejszej pracy zostanie wykorzystana metoda peaks over threshold, ktéra
opiera si¢ na zaproponowanym przez McNeila [McNeil, Saladin 1997] wykorzy-
staniu warunkowego rozktadu przekroczenia (conditional excess distribution), o
dystrybuancie [McNeil, Saladin 1997, s. 3]:

F(»)=P(X -u<y|X>u)0<y<(xp~u), (1
gdzie: X — strata, zmienna losowa pochodzaca z rozktadu o dystrybuancie F,
u — ustalony prog,
y — wartosc, o ktora strata przekracza prog u,
xr — kres gérny dziedziny funkcji F.
Jest to wiec prawdopodobienstwo, ze strata przekroczy pewien prog u o wartosé
nieprzekraczajaca y, przy zalozeniu, ze w ogodle ten prég przekroczy. Mamy zatem
do czynienia z rozkladem warunkowym zaleznym od wybranego progu u.
Dystrybuante F,(.) mozemy zapisa¢ w zaleznosci od dystrybuanty F (por.

[Kéllezi, Gilli 2000, s. 5]):
F(u+y)—F@u) F(x)—F(u)
F.(y)= = :
1—F(u) 1-F(u)

Znalezienie postaci rozkladu F(.) jest mozliwe dzigki zastosowaniu twierdzenia
Pickandsa-Balkemy-de Haana [Kéllezi, Gilli 2000, s. 6]. Méwi ono, ze dla szero-
kiej klasy rozktadéw danych dystrybuanta F warunkowy rozktad przekroczenia,
dla duzej wartosci u, moze by¢ aproksymowany za pomoca

E,(»)~G,(y)u—w,

5 -y¢
Ggiﬂ(y)z l_[l+ﬁy) 5-‘/—'0’

1—e? £=0
dla 0 <y < (xr— u ) jest uogdéinionym rozktadem Pareto (generalized Pareto distri-
bution — GPD), gdzie: p — parametr skali (§ > 0), ¢ — parametr ksztattu (indeks
ogona).

(2)

gdzie:

(3)
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Parametr { okresla trzy postaci uogélnionego rozkiadu Pareto (por. [McNeil,
Saladin 1997, s. 3]). Dla ¢ > O otrzymujemy rozklad Pareto, dla ¢ = O — rozktad
wykladniczy, adla { < 0 - tzw. rozklad Pareto II typu.

Uogolniony rozklad Pareto dla ¢ > O charakteryzuje si¢ grubymi ogonami. Moze
mie¢ zatem znaczenie w analizie wartosci ekstremalnych, a kwantyl tego rozkladu
moze by¢ zastosowany do estymacji miar zagrozenia dla ryzyka ekstremalnego.

Estymacja parametréw rozktadu GP moze si¢ odbywaé réznymi sposobami.
Mozna je podzieli¢ na dwa giéwne podejscia: estymacj¢ nieparametryczng i para-
metryczna. Do najczesciej wykorzystywanych podejs¢ parametrycznych zaliczy¢
mozna metod¢ najwigkszej wiarygodnosci oraz metode momentéw wazonych
prawdopodobienistwem', ktére zostaty wykorzystane niniejszej pracy.

4. Pomiar ryzyka

Pomiar ryzyka kurséw walutowych na rynku polskim zostanie przeprowadzony
przy zastosowaniu wartosci zagrozonej (value at risk — VaR). Metody szacowania
wartosci zagrozonej najogélniej mozna podzieli¢ na wykorzystujace koncepcje
zmiennej losowej oraz wykorzystujace koncepcje procesu stochastycznego. Szcze-
goétowy podzial metod zostal zaprezentowany m.in. w pracach Joriona [2001] i
Dowda [1998]. Do obliczania wartosci zagrozonej najczesciej stosuje si¢ 3 pod-
stawowe podejscia’: podejscie wariancji-kowariancji (W-K), symulacj¢ historyczna
(SH), symulacje Monte-Carlo (MC).

Wykorzystanie teorii wartosci ekstremalnych pozwala na zastosowanie kwantyla
warunkowego rozkladu przekroczenia zamiast rozkiadu stép zwrotu. Model POT
opiera si¢ na wykorzystaniu warunkowego rozkladu przekroczenia, ktorego dystry-
buanta zostala zaprezentowana we wzorze (3). W takim przypadku estymacja VaR
mozliwa jest wprost z kwantyla uogélnionego rozktadu Pareto, ktéry ma postac:

-¢
u+'—§— (7\/’1—(1))} -1} £=20
EV —VaR,,.(p) =1 ‘ : (4)
A n
-fn [\Fu(P)j ¢=0

gdzie: N, — liczba obserwacji przekraczajacych prég.

Otrzymali$my zatem dla danego prawdopodobienistwa p kwantyl rozktadu F,
ktory jest oszacowaniem EV-VaR (extreme value-VaR) opartym na uogélnionym
rozkladzie Pareto. Inng uproszczona metod¢ szacowania parametréw rozkiadu i
VaR podaje m.in. Falk [1994].

! Szerzej m.in. w pracy Hoskinga i Wallisa [1987).
2 W niniejszej pracy w odniesieniu do tych podejsé bedzie uzywane okreslenie ,kiasyczne”.
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5. Wyniki badan

Jednym z najwazniejszych zagadnien zwiazanych z estymacja parametréw GPD
jest wyznaczenie progu. Obserwacje, ktérych wartos¢ jest wigksza od wartosci u,
postuza do estymacji parametréw GPD. W tym celu bedzie zastosowana metoda
graficzna opisana w m.in. w pracy Kéllezi, Gilli [2000, s. 10]. Rysunek 1 prezentu-
je przyklad wyznaczania progu na przykfadzie kursu USD/PLN dla lewego ogona
rozktadu. Zostat on wyznaczony na poziomie 1,3 %, co oznacza, ze istnieja 72 ob-
serwacje, ktore ten prog przekraczaja i postuza do estymacji parametréw GPD.

USD/PLN

0.016
0.014

0012

*u)
o
2

0,008 /

0.006

0,004 e T Wy

umzo,ms 05% 1,0% 1.5% 2,0% 2,5% T ;3.;)%
Rys. 1. Wykres (u, e(u)) dla prawego ogona rozkladu kursu USD/PLN
Zrédto: opracowanie wiasne.

Roéwniez w pozostatych przypadkach na podstawie wykreséw u od e(u) doko-
nano wyboru progu. Tabela 1 prezentuje wartosci progu « oraz odpowiadajace im
liczby obserwacji przekraczajace ten prég (k). Wybér progu u pozwala na estyma-
cj¢ parametréw uogolnionego rozktadu Pareto. Korzystajac z metody najwigkszej
wiarygodnosci (MLE) oraz metody momentéw wazonych prawdopodobienstwem
(PWM), oszacowano parametry &, v oraz f.

Tabela 1. Parametry rozktadu GPD oszacowane metoda najwigkszej wiarygodnosci oraz metoda
momentéw wazonych prawdopodobienstwem

Wyszcze- Kurs X “ MLE PWM
golnienie ¢ v g ¢ v s
USD/PLN | 72 [1,30% |0,2818] 00073 | 0,0015 0,2901 0,0074 10,0014
Lewy ogon{CHF/PLN |224 [ 0,88% |0,2468( 00048 | 0,0022 0,2506 0,0048 10,0022
EUR/PLN | 69 |1,14%[03186| 0,0065 | 0,0012 0,3384 0,0067 |0,0011
USD/PLN | 67 | 1,48%[0,4535| 0,0099 | 0,0009 0,4462 0,0100 10,0009
Prawy CHF/PLN |161 [1,08% 04064 0,0055 [ 0,0020 0,3771 0,0053 10,0021
ogon EUR/PLN 104 [1,05%10,2756] 0,0043 [ 0,0021 0,2805 0,0044 10,0021
57 11,32% [04164| 00073 | 0,0012 0,3904 0,0072 10,0012

Zrédto: opracowanie whasne.
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Otrzymane wyniki dla lewego ogona rozkiadu potwierdzily tezg, ze ogon roz-
ktadu moze by¢ modelowany za pomoca rozktadu Frécheta. We wszystkich przy-
padkach warto$¢ parametru £ jest istotnie ré6zna od 0, co wskazuje na zasadnos¢
wyboru tego rozktadu. Otrzymane wyniki dla prawego ogona rozkladu sa zblizone
do tych otrzymanych dla lewego ogona. Otrzymane wyniki estymacji postuza do
szacowania miar ryzyka.

W procesie kalkulacji EV-VaR wykorzystano oszacowania parametréow GPD
uzyskane dwiema metodami: metoda najwiekszej wiarygodnosci oraz metoda mo-
mentéw wazonych prawdopodobienstwem.

Tabela 2. Jednodniowy EV-VAR obliczony metoda POT z zastosowaniem metody najwigkszej
wiarygodnosci EV-VAR,,  oraz metody momentéw wazonych prawdopodobienstwem EV-VARpyy
dla lewego i prawego ogona rozkladu (w %)

Wyszcze- Kurs u EV-VaRyy ¢ EV-VAR pyps
golnienie 99.9 99,5 99 95 99.9 99,5 99.0 95.0
Lewy USD/PLN [2,17]| 2,75 2,30 2,16 1.92 2,75 2,30 2,17 1.94
ogon CHF/PLN |6,75| 3.00 2,17 1,90 1,43 3.00 2,17 1,90 143
EUR/PLN [381] 261 2,13 1,99 1,75 2.60 2,13 2,00 1.78
USD/PLN [2,02] 3,06 2,65 2,55 240 3,06 2,65 2,55 241
Prawy CHF/PLN |4,85] 348 2,36 2,06 1,62 345 2,36 206 1,61
ogon 575 3,06 2,22 1,96 1,51 3,06 222 1,96 1.52
EURPLN 3,15( 295 2,38 2,22 2,01 2,94 2,38 222 1.99

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Jednodniowy EV-VaR obliczony metoda POT z zastosowaniem dwéch metod
estymacji daje podobne wyniki. Dla poziomu ufnosci 99% oszacowania EV-
-VaRyr wahaja si¢ w przedziale od 1,9 dla kursu CHF/PLN (lewy ogon) do 2,55%
dla kursu USD/PLN (prawy ogon). EV-VaRpy zawiera si¢ w przedziale od 1,9 do
2,55% dla tych samych kuréw walut. Ze wzglgdu na niewielkie réznice w estyma-
cji EV-VaR z wykorzystaniem oszacowan parametréw GPD dwiema metodami do
dalszych badan uzyto jedynie oszacowan uzyskanych dzigki zastosowaniu metody
najwiekszej wiarygodnosci.

Zestawione zostaly réwniez wyniki pochodzace z metod klasycznych: warian-
cji-kowariancji, symulacji historycznej oraz symulacji Monte Carlo, a takze otrzy-
mane w wyniku zastosowania metody POT. Poréwnanie wynikéw badan dla 3 kla-
sycznych metod, a takze oszacowan EV-VARpor wskazuja, ze w przypadku metody
wariancji-kowariancji oraz symulacji Monte Carlo oszacowania VaR sa nizsze niz
uzyskane metoda POT. Moze to swiadczy¢ o tym, ze dla wyzszych kwantyli roz-
ktadu metoda POT w wigkszym stopniu uwzglednia wartosci ekstremalne. Inacze)
wyglada sytuacja w symulacji historycznej. Wzrost poziomu ufnosci powoduje
zwigkszenie liczby oszacowan VaR wigkszych niz dla metody POT. W odniesieniu
do VaR-99,5% zaobserwowano dwa takie przypadki na taczna liczbe szesciu, a dla
99,9% - az pigc na szes¢. Jest to spowodowane tym, ze symulacja historyczna jest
wrazliwa na wystgpowanie wartosci ekstremalnych. Jest to szczegélnie widoczne
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w przypadku wysokich kwantyli rozkladéw, takich jak 99 czy 99.5%, kiedy to o
poziomie VaR decyduja pojedyncze obserwacje.

W celu weryfikacji zaprezentowanych podej$¢ mozna zastosowaé kilka metod
proponowanych w literaturze. Popularno$¢ VaR wynika m.in. ze stosunkowo pro-
stej weryfikacji jakosci stosowanych modeli i otrzymywanych wynikéw. Najprost-
szg i niemal narzucajaca sie metoda jest analiza bezwarunkowej liczby przekro-
czen. Do weryfikacji otrzymanych zatozen zastosowano test przekroczen Kupca,
ktérego opis mozna znalez¢é m.in. w pracy Joriona [2001].

Testy Kupca przeprowadzone w odniesieniu do wynikéw kalkulacji VaR wyka-
zaly, ze dla symulacji historycznej nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zero-
wej, ze prawdopodobienstwo przekroczenia VaR réwne jest zadanemu poziomowi
tolerancji. Bylo to zgodne z oczekiwaniami, gdyz VaR szacowany byt na podstawie
kwantyla empirycznego rozktadu, a test Kupca dotyczyt tego samego okresu. Waz-
niejsze wydaje sie poréwnanie wynikéw otrzymanych w metodach wariancji-ko-
wariancji, symulacji Monte Carlo oraz POT.

Dla poziomu ufnosci VaR réwnego 99,5% test Kupca dotyczacy metody wariancji-
-kowariancji oraz symulacji Monte Carlo wskazuje na wystgpowanie wigkszej liczby
przekroczen VaR (tab. 3). Liczba odrzucen (szare pola w tab. 3) oszacowan modelu w
tescie Kupca wyniosta 5 na tacznie 6 dla metody wariancji-kowariancji oraz symulacji
Monte Carlo. W przypadku metody POT takich odrzucen byto 2 na 6 oszacowan. War-
to réwniez podkresli¢, ze w modelu POT odrzucenie modelu nastapito z powodu zbyt
matej liczby przekroczen VaR (pogrubiona czcionka w tab. 3). Zbyt mata liczba prze-
kroczen moze wskazywa¢ na przeszacowywanie przez model poziomu VaR. Podobne
wyniki otrzymano dla VaR dla p = 99%.

Tabela 3. Wyniki testu Kupcadlap =99.5,99195%

W-K MC POT
liczba prze- liczba prze- liczba prze-
kroczen kroczen kroczen
prawy| lewy | prawy | lewy |prawy| lewy | prawy | lewy [prawy]| lewy | prawy | lewy
ogon | ogon | ogon | ogon | ogon | ogon | ogon | ogon | ogon | ogon | ogon | ogon
USD/PLN] 40 | 31 28,72 § 999 39 | 32 | 219811128 7 6| 7,141 9,02
995%|CHF/PLN| 42 | 27 (2737 | 5,50{ 37 | 29 | 1864| 760! 23 13 1%22F | *0,85
EUR/PLN| 19 | 12 | 835 | 088 19 | 12 8,35] 0,88 | 10 6| 010 1,17
USD/PLN| 64 | 46 [2270 | 445| 65 | 48 | 2405| 5.86 7 6 130,82 | 34,1
9% |CHF/PLN| 51 | 36 | 828 | 023] 51 | 37 828 042 34 | 23 | 002] 3,55
EURPLN| 29 | 20 | 562 { 020[ 29 | 20 5,621 020 | 11 7 ] .326 [: 89
USD/PLN| 144 | 140 | 3,207| 4,517 140 [142 4,517 3,83 9 | 14 2692 [2419
95% |CHF/PLN| 123 [ 109 |12.83 | 2332|122 [110 | 1347|2246 | 53 | 57 [1089 | 999
EURPLN| 84 | 69 | 0,495 5811 80 | 69 1,32 581 | 15| 12 {1003 (1119

Kurs
waluty

statystyka testul statystyka testu statystyka testu

14

Zrédto: opracowanie wiasne.

Odmienng sytuacj¢ obserwujemy w odniesieniu do VaR wyznaczonego w od-
niesieniu do poziomu ufnosci p = 95%. Wyraznie wida¢, ze wraz ze wzrostem po-
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ziomu tolerancji polepsza si¢ jakos¢ modeli klasycznych. Test Kupca odrzucit 4
oszacowania dla modelu wariancji i kowariancji oraz dla symulacji Monte Carlo.
Wszystkie odrzucenia spowodowane s3 mniejsza liczba przekroczen niz wynikato-
by to z modelu. Liczba odrzuceni modelu POT, w przeciwienstwie do metod kla-
sycznych, rosnie. Model zostal odrzucony we wszystkich przypadkach z powodu
zbyt matej liczby przekroczen.

Model POT dia wigkszych pozioméw tolerancji przeszacowuje ryzyko. Liczba
przekroczen poziomu VaR jest stosunkowo mala, jednak przyjecie takiego modelu
byloby podejsciem bardzo zachowawczym. Oszacowanie ryzyka byloby zbyt duze
w poréwnaniu z rzeczywistym poziomem. W takim przypadku lepsze wydaja sie
klasyczne podejscia.

6. Podsumowanie

Podsumowujac wyniki poréwnania poszczegélnych modeli, a takze test prze-
kroczei VaR, mozna stwierdzi¢, ze model POT lepiej sprawdza sie dla wysokich
kwantyli rozktadéw i kalkulacja miary VaR na poziomie tolerancji 0,01 lub niz-
szym jest zasadna wlasnie dla tego podejscia. Jednak na poziomie tolerancji rzedu
0,05 bardziej odpowiednie wydaja si¢ podejscia klasyczne. VaRpor moze by¢ wigc
uzupetnieniem podstawowego modelu VaR dla wyzszych kwantyli rozktadu.
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VERIFICATION OF METHODS OF EXTREMAL RISK ANALYSIS
IN THE POLISH EXCHANGE MARKET

Summary

In this paper a study on tail index estimation has been carried out. Extreme daily
changes in Polish exchange market are estimated using the peaks over threshold
method. The parameters of Generalized Pareto distribution are estimated using
maximum likelihood estimation. The peaks over threshold method provides a sim-
ple tool for estimating tail-related risk measures and may be useful in risk analysis
of exchange rates. This method has been verified on Polish market.
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