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1. Wstep

Stwierdzenie wystgpowania zjawiska niejednorodnosci wariancji sktadnikéw loso-
wych w modelu ekonometrycznym stwarza koniecznos$¢ zastosowania uogdlnionej me-
tody najmniejszych kwadratéw do estymacji parametréw. Implementacja uogélnionej
metody najmniejszych kwadratéw wymaga znajomosci elementéw diagonalnych macie-
rzy kowariancji sktadnikéw losowych. W badaniach empirycznych najczgsciej zachodzi
sytuacja, w ktérej badacz nie ma o nich wiedzy a priori, dlatego postuluje si¢ przyjecie
pewnego modelu heteroskedastycznosci uwarunkowanego charakterem zmian wariancji
skladnikéw losowych. Problemem, ktérego rozwiazanie zaproponowano w niniejszej
pracy, jest wybdr odpowiedniego w danej sytuacji modelu. Postulowana koncepcja sta-
nowi potaczenie podejscia klasycznego, opartego na tescie statystycznym, z wykorzysta-
niem analizy dyskryminacyjnej. W pracy zaprezentowano podstawy teoretyczne suge-
rowanej koncepcji i zilustrowano ja badaniem empirycznym.

2. Wykrywanie heteroskedastycznosci skladnikéw losowych modelu
ekonometrycznego

Przedmiotem rozwazan jest jedno z zatozen jednoréwnaniowego liniowego mo-
delu ekonometrycznego o postaci:

* Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2005/2006 jako projekt badawczy
1 HO2B 025 29.
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Y=08+0X+..+8 X, +¢, (1)
gdzie: Y — zmienna objasniana,
X, ..., X; — zmienne objasniajace,
B,,.... B, — parametry strukturalne,

£ — skladnik losowy.

Szacowanie parametréw modelu (1) przeprowadza si¢ metoda najmniejszych
kwadratéw, ktorej estymator ma pozadane wiasnosci, o ile spetnione sa okreslone
zatozenia (zob. np. [Greene 1997; Tomaszewicz 1985; Welfe 1998]). Z tego wzgle-
du niezbgdne jest weryfikowanie przyjetych zalozen dotyczacych rozkladu sktad-
nikéw losowych, m. in. statosci wariancji, czyli tzw. homoskedastycznosci.

Sktadniki losowe modelu ekonometrycznego sa wielkosciami nieobserwowalny-
mi, stad tez wynikaja trudnosci w formutowaniu stwierdzen dotyczacych ich postaci.
Whioskowanie o sktadnikach losowych przeprowadza si¢ na podstawie reszt modelu,
ktére stanowia pewne przyblizenie sktadnikéw losowych, lecz nie s3 ich realizacja-
mi. Przeglad testéw jednorodnosci wariancji mozna znalez¢ np. w pracach [Greene
1997; Tomaszewicz 1985]. Weryfikowanie hipotezy o réwnosci wariancji moze
mie¢ dwojaki aspekt (zob. [Tomaszewicz 1985, s. 136]):

¢ konstruktywny, gdy hipoteza alternatywna wskazuje na okreslony model hete-
roskedastycznosci i jej przyjgcie moze by¢ podstawa wyboru metody estymacji,

» nickonstruktywny, gdy hipoteza alternatywna jest ogélna — stwierdza wystepo-
wanie heteroskedastycznosci, nie definiujac jej postaci, dostarczajac co najwyzej in-
formacji dotyczacych relacji wigkszosct migdzy wariancjami skiadnikéw losowych.

Kazde z wymienionych podejs¢ ma zaréwno wady, jak i zalety. Zastosowanie te-
stu konstruktywnego daje badaczowi wskazéwki dotyczace ewentualnego dalszego
postepowania, gdyz odrzucenie hipotezy zerowej prowadzi do przyjecia alternatywy,
w ktorej zdefiniowany jest typ heteroskedastycznosci. Istotny problem pojawia si¢ w
momencie braku podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, gdyz jedyna informacja
jest wéwczas niewystgpowanie heteroskedastycznosci danego rodzaju, co nie jest
réwnoznaczne z jednorodnoscia wariancji.

Duzo wigkszym stopniem ogolnosci charakteryzujg si¢ testy niekonstruktywne
pozwalajace na stwierdzenie wystgpowania zjawiska heteroskedastycznosci sktad-
nikéw losowych (w przypadku odrzucenia hipotezy zerowej i przyjg¢cia alterna-
tywnej) lub wnioskowanie o homoskedastycznosci (w sytuacji przeciwnej). Wada
tego rodzaju postgpowania jest natomiast niewiedza w zakresie ksztaltowania si¢
wariancji w przypadku jej niejednorodnosci, co uniemozliwia dalsze postgpowanie.

Przedstawione w dalszej czesSci pracy rozwiazanie wykorzystuje zalety testu
niekonstruktywnego oraz przezwycig¢za dalsze trudnosci przez zastosowanie anali-
zy dyskryminacyjnej do okreslenia modelu heteroskedastycznosci.
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3. Propozycja wykrywania rodzaju heteroskedastycznosci za pomocg
dyskryminacyjnej reguly najwiekszej wiarygodnosci

W literaturze (por. [Welfe 1998, s. 117]) mozna spotkaé poglad, ze wybdr mo-
delu heteroskedastycznosci powinien opierac sie na ,,wiedzy dotyczacej modelo-
wanych zjawisk”. Podejscie tego rodzaju bazuje na subiektywnej ocenie badacza, o
ktérym zaktada si¢, ze dysponuje niezb¢dna wiedza umozliwiajaca dokonanie pra-
widlowej selekcji na podstawie przestanek merytorycznych. Wydaje sie, ze w wie-
lu sytuacjach spetnienie tego rodzaju warunkéw nie jest mozliwe. Doswiadczenie
badacza oraz wnikliwa znajomos$¢ badanych zjawisk sa zawsze bardzo pomocne i
pozadane, lecz podejmowanie decyzji na podstawie subiektywnych wrazen moze
by¢ obarczone duzym biedem.

Sugerowane autorskie rozwiazanie stanowi polaczenie podejscia klasycznego
oraz zastosowania analizy dyskryminacyjnej. Procedura rozpoznawania rodzaju
heteroskedastycznosci skladnikéw losowych przebiega wicloetapowo. W pierw-
szym etapie nalezy wykonac test niekonstruktywny. Jesli hipoteza o homoskeda-
stycznosci zostanie odrzucona, to proponuje si¢ mozliwe modele opisujace ksztal-
towanie si¢ wariancji i szacuje ich parametry. Na podstawie wyestymowanych mo-
deli wyznacza sie wartosci elementéw diagonalnych macierzy kowariancji sktadni-
kéw losowych. Nastgpnie, postugujac sig dyskryminacyjna reguta najwigkszej wia-
rygodnosci, dokonuje si¢ wyboru optymalnego wariantu.

Odrzucenie hipotezy o homoskedastycznosci sktadnikéw losowych w standar-
dowym modelu liniowym oznacza, ze macierz kowariancji sktadnikéw losowych

ma postaé oV, przy czym V # L. Przy zalozeniu normainosci rozktadu funkcja
gestosci dla sktadnikéw losowych ma postac:

1 1 o\

f(e): ———exp {——sr (O"V) ls}. (2)
(27)2 |0’V

Funkcja (2) bgdzie miata rézna postaé, w zaleznosci od przyjetego modelu hete-

roskedastycznosci, pociagajacego za soba okreslona konstrukcje macierzy oV .

Problem decyzyjny, ktéry pojawia si¢ po stwierdzeniu istnienia niejednorodno-
ci wariancji za pomoca testu niekonstruktywnego, moze zosta¢ rozwigzany dzigki
analizie dyskryminacyjnej. Otéz, wiadomo wéwczas, ze funkcja gestosci ma postaé
(2), ale nieznany jest model heteroskedastycznosci, co prowadzi do nieznajomosci
macierzy kowariancji skfadnikéw losowych. Jak zaznaczono wcze$niej, wybodr
schematu heteroskedastycznosci na podstawie wiedzy badacza o analizowanych
zjawiskach jest metoda skrajnie subiektywna. Alternatywnym postgpowaniem do
podejscia intuicyjnego moze byé zaproponowanie g modeli opisujacych zachowa-
nie si¢ wariancji, a nastepnie dokonanie wyboru najlepszego z nich.

Dla kazdego proponowanego modelu znana jest posta¢ macierzy V, ktorej ele-
menty diagonalne mozna oszacowaé na podstawie modelu wyjasniajacego ksztal-

2
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towanie si¢ wariancji, wykorzystujac do tego wartosci bezwzgledne lub kwadraty
reszt uzyskanych przy szacowaniu parametréw modelu metoda najmniejszych
kwadratéw.

Posiadajac g postaci macierzy V dla g rozpatrywanych mozliwosci, mozna
okresli¢ g funkcji gestosci o postaci (2), odpowiadajacych poszczegélnym mode-
lom heteroskedastycznosci sktadnikéw losowych.

Zagadnienie wyboru schematu opisujacego ksztattowanie si¢ wariancji sposrod
g proponowanych mozliwosci mozna rozwiazad, korzystajac z metod analizy dys-
kryminacyjnej. Rozpatrywanych jest g modeli (g=2), w ktorych liczba g jest
skoficzona i z géry znana. Dla kazdej z mozliwosci istnieje n-wymiarowy rozkiad
wektora sktadnikéw losowych €. Dla kazdego wariantu (i =1, ...,g)okres’lona jest

funkcja gestosci f; () charakteryzujaca ten rozktad.

Nalezy skonstruowac regule dyskryminacyjna, na podstawie ktérej wielowy-
miarowy wektor € zostanie przydzielony do jednej i tylko jednej z g populacji.

Tabela 1. Etapy post¢powania majgcego na celu wykrycie typu heteroskedastycznosci

Etap Cel Postgpowanie
1 | Wykrycie, czy w modelu istnieje Zastosowanie jednego z niekonstruktywnych testéw
heteroskedastycznos¢ sktadnikow homoskedastycznosci
losowych

2 | Okreslenie zbioru mozliwych mode- | Zaproponowanie rozwiazan opisanych w literaturze

li heteroskedastycznosci dla danego | badZ wiasnych. Elementami wspomagajacymi moga
modelu by¢: wiedza merytoryczna o badanych zjawiskach,
analiza reszt otrzymanych na podstawie modelu osza-
cowanego metoda najmniejszych kwadratéw

3 | Wyznaczenie elementéw macierzy | W zaleznosci od postaci zaproponowanych modeli
kowariancji sktadnikéw losowych heteroskedastycznosci:

dla zaproponowanych modeli hete- | 1. Bezposrednie wykorzystanie wybranej zmienne)
roskedastycznosci objasniajacej lub jej funkcji

2. Estymacja parametréw modeli heteroskedastyczno-
$ci metoda najmniejszych kwadratéw i wyznaczenie
na ich podstawie wartosci teoretycznych (oszacowan

wariancji)
4 | Wyb6r najlepszego z zaproponowa- | Uzycie analizy dyskryminacyjnej — obliczenie warto-
nych modeli sci funkcji wiarygodnosci dla poszczegélnych modeli
heteroskedastycznosci i znalezienie wartosci maksy-
malnej
5 | Estymacja parametréw modelu Zastosowanie uogéinionej metody najmniejszych

kwadratéw lub uogélnionej metody najmniejszych
kwadratow z estymacja z wykorzystaniem macierzy
kowariancji zdefiniowanej w modelu heteroskeda-
stycznosci charakteryzujacym si¢ najwigksza warto-
scig funkcji wiarygodnosci

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Wsréd regut dyskryminacyjnych opisanych w literaturze (zob. np. [Anderson
2003; Jajuga 1990; Marida, Kent, Bibby 1979; McLachlan 1992]) na uwage zastu-
guje dyskryminacyjna regufa najwigkszej wiarygodnosci niewymagajaca aprio-
rycznej wiedzy o populacjach, a stosowana w sytuacjach, gdy nie sa znane koszty
blednej alokacji oraz prawdopodobienstwa a priori przynaleznosci do klas i nie ma
mozliwosci ich okreslenia. W przypadku badania zalozet modelu ekonometrycz-
nego z tego rodzaju sytuacja badacz ma do czynienia najczesciej. Zazwyczaj nie
jest on w stanie okreslic prawdopodobienstw a priori wystapienia poszczeg6lnych
modeli heteroskedastycznosci, nie zna tez kosztéw biednej alokacji. Oczywiscie w
momencie posiadania takiej wiedzy istnieje mozliwos¢ jej wykorzystania przez
konstrukcje bayesowskich regul dyskryminacyjnych. W pozostatych okoliczno-
sciach, wystepujacych w praktyce bardzo czesto, przyjmuje si¢ wystgpowanie
réwnych strat i réwnych prawdopodobienistw a priori zgodnie z postulatem Bayesa
zaktadajacym, ze w przypadku braku informacji przeczacej wszystkie prawdopo-
dobienstwa a priori sa jednakowe. Mozliwa wéwczas do stosowana dyskrymina-
cyjna reguta najwigkszej wiarygodnosci przydziela wektor € do tej populacji, dla

ktérej funkcja wiarygodnosci L, (g) (i=l,...,g)osiaga maksimum, czyli dla ktérej

funkcja okreslona wzorem (2) osiaga najwigksza wartos¢ wsréd wszystkich g za-
proponowanych mozliwosci. Ze wzgledu na monotonicznos¢ funkcji logarytmicz-

nej wnioski mozna formutowaé réwniez na podstawie wartosci In L, ().

Model heteroskedastycznosci, ktéremu odpowiada funkcja wiarygodnosci o
maksymalnej wartosci, jest najlepszy wsréd wszystkich zaproponowanych przez
badacza rozwiazan. Powinien zosta¢ wybrany jako najlepszy ze schematéw okre-
$lonych przez prowadzacego badanie i wykorzystany do estymacji parametrow
modelu uogdlniong metoda najmniejszych kwadratéw lub uogélniona metoda naj-
mniejszych kwadratéw z estymacja.

Wszystkie etapy proponowanej procedury przedstawia tab. 1.

4. Rezultaty badania empirycznego

Postulowana metoda zostala wykorzystana do okreslania rodzaju heteroskedastycz-
nosci w jednoczynnikowych modelach ekonometrycznych, w ktérych zmienna objasnia-
ng stanowity wydatki per capita na rézme cele, a zmienna objasniajaca byty dochody per
capita mieszkancOw panstw strefy euro. Badanie zostalo zawgzone do panstw 1 lat, dla
ktérych byly dostepne niezbedne dane w bazie Euromonitor, takich jak: Austria (1990,
1995, 2000, 2005), Belgia (1995, 2000, 2005), Finlandia (1990, 1995, 2000, 2005), Fran-
cja (1990, 1995, 2000, 2005), Grecja (1995, 2000), Hiszpania (2000, 2005), Holandia
(1995, 2000, 2005), Irlandia (1995, 2000, 2005), Niemcy (1995, 2000, 2005), Portugalia
(1990, 1995, 2000, 2005), Wiochy (1995, 2000, 2005). W ramach wydatkéw rozpatrzo-
no dwanascie grup towaréw i ushug zgodnych z klasyfikacja przychod6éw i rozchodéw
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stosowana przez EUROSTAT, tzw. klasyfikacja spozycia indywidualnego wedtug cech
dla badan budzetéw gospodarstw domowych, ktéra wyrézmia takie kategorie, jak: zyw-
nos$¢ i napoje bezalkoholowe, napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe, odziez i obuwie,
uzytkowanie mieszkania i nosniki energii, wyposazenie mieszkania i prowadzenie go-
spodarstwa domowego, zdrowie, transport, tacznos¢, rekreacja i kultura, edukacja, re-
stauracje i hotele, inne towary i ustugi.

Korzystajac z dostgpnych danych, oszacowano metoda najmniejszych kwadra-
tow parametry modeli opisujacych zaleznos¢ wydatkéw konsumpcyjnych ponie-
sionych na okreslone towary i ustugi od dochodéw. Po wyznaczeniu wektora reszt
zastosowano niekonstruktywny test Harrisona-McCabe’a (zob. [Harrison, McCabe
1979]) w celu sprawdzenia, czy wyst¢puje zjawisko heteroskedastycznosci skiad-
nikéw losowych. Na poziomie istotnosci 0,1 stwierdzono niejednorodnos¢ warian-
cji dla nastgpujacych kategorii: zywno$¢ i napoje bezalkoholowe, napoje alkoho-
lowe i wyroby tytoniowe, wyposazenie mieszkania i prowadzenie gospodarstwa
domowego, tacznosé, edukacja, rekreacja i kultura, inne towary i ustugi. W kolej-
nym kroku zaproponowano sze$¢ mozliwych modeli opisujacych zaleznos¢ wa-
riancji do wartosci zmiennej objasniajacej (tj. dochodéw):

) o=0,+0X,

2) ol =a,+X,

3) 6l =0, X",

4) o =0,exp(aX),

5) o,=0,+a, X +a,X?,

6) ol =0, + X +0o, X"

Tabela 2. Wartosci logarytméw naturalnych funkcji wiarygodnosci dla szesciu modeli heteroskedastycznosci

Rodzaj modelu, w ktérym wystapita Wartosci logarytmu funkcji wiarygodnosci
heteroskedastycznosé model 1 | model 2 [ model 3 | model4 | model S | model 6
Ogolny -29,770] -29,396| -102,134 | -101,279| -29,688| -28,300
Zywnos¢ i napoje bezalkoholowe 2,839| 14,587 -5,140 4,944 2,836 15434

Napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe 10444| 27,661 -6,365 -6,088( 10,502] 27,607
Wyposazenic micszkania i prowadzenie | 60| 2g081| 13136 8030| 9693 27422

gospodarstwa domowego

tacznosé 24,386| 52,750| 44,513 46,820 24286 55611
Rekreacja i kultura 41781 19384 1,417 0,197 4309 18,864
Edukacja 37869 79379 64,720 66,128| 38475| 77816
Inne towary i ustugi 0243| 11,729| -14,552 | -16.871 0,242] 10,586

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Parametry modeli (1-6) zostaly oszacowane metoda najmniejszych kwadratéw,
a ich wartosci teoretyczne postuzyty do konstrukcji macierzy V. Oszacowanie ma-
cierzy kowariancji pozwolilo na zastosowanie dyskryminacyjnej reguly najwigk-
szej wiarygodnosci. Dla modeli (1-6) wyznaczono wartosci funkcji wiarygodnosci
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o postaci (2), korzystajac z przyblizenia wektora sktadnikéw losowych modelu za
pomoca wektora reszt. Najlepszy schemat heteroskedastycznosci dla konkretnego
modelu wybrano, szukajac wariantu o maksymalnej wartosci funkcji wiarygodno-
sci (lub jej logartymu). Otrzymane rezultaty prezentuje tab. 2.

Zastosowanie dyskryminacyjnej reguty najwigkszej wiarygodnosci prowadzi do
wyboru najlepszego schematu heteroskedastycznosci sposrdd zaproponowanych (w
tab. 2 wytluszczono optymalny wariant). W analizowanym zagadnieniu do opisu
zmian wariancji znajduja zastosowanie modele nr 2 lub nr 6. Wybér adekwatnego
w danej sytuacji modelu heteroskedatycznosci umozliwia zastosowanie uogdlnio-
nej metody najmniejszych kwadratéw do szacowania parametrow.
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RECOGNITION OF THE HETEROSCEDASTICIY TYPE
OF DISTURBANCES OF THE ECONOMETRIC MODEL
BY APPLYING THE MAXIMUM LIKELIHOOD
DISCRIMINANT RULE

Summary

This paper presents a method of determination of the heteroscedasticity type in
the linear econometric model. The postulated concept combines advantages of the
non-constructive test with the usage of the maximum likelihood discriminant rule.
The suggested solution is illustrated by models describing the dependence of ex-
penses and income.
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