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1. Wstep

Podczas przeprowadzania réznych analiz statystycznych niezbedne jest spetnie-
nie zalozenia o réwnosci wariancji dla wielu zmiennych. Zalozenie to w praktyce
jest sprawdzane z wykorzystaniem takich testéw statystycznych, jak np. test Bart-
letta, Cochrana—Coksa lub Hartleya. Do najczesciej stosowanych w statystyce me-
tod oceny wariancji estymatora na podstawie analizy podpréb nalezy metoda boot-
strap. Jest to nieparametryczna metoda wykorzystujaca analizy symulacyjne. Ta
metoda mozemy aproksymowac rozklady estymatoréw i statystyk testowych. Na
tej podstawie moga by¢ konstruowane réznorodne testy statystyczne, wykorzystu-
jace rezultaty z wielokrotnie generowanych préb (podpréb) z wylosowanej préby,
ktéra jest traktowana jako nowa populacja. Otrzymywane w ten sposéb ciagi war-
tosci rozwazanych statystyk stanowia podstawe do podjgcia decyzji o przyjeciu lub
odrzuceniu odpowiedniej hipotezy.

W artykule zaproponowano test réwnosci wariancji wykorzystujacy metode bo-
otstrap. Na podstawie uzyskanych rezultatéw z préby, zgodnie z zatozeniami
wspomnianej metody, generowane sa proby bootstrapowe. Wykorzystujac rezulta-
ty pochodzace z tych préb, uzyskiwane sg wartosci statystyki pozwalajacej na oce-
n¢ jednorodnosci wariancji. Ostateczna decyzja jest podejmowana na podstawie
uzyskanego rozkladu otrzymanych wartosci w N seriach generowan préb bootstra-
powych. Rozwazania analityczne uzupeilniono symulacjami komputerowymi.
Przedstawiono por6éwnania testu Bartletta réwnosci wariancji oraz testu wykorzy-
stujacego metod¢ bootstrap. Zwrécono uwage na przypadki, kiedy moze by¢ uza-
sadnione zastosowanie w analizach testu opartego na metodzie bootstrap.
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2. Postawienie problemu

Zaktadamy, ze analizowana zmienna X ma ciagty rozktad w k badanych popula-
cjach. Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe tej zmiennej w badanych
populacjach oznaczamy przez E(X;)=4; oraz D(X;) = g;dlai=1,2, ..., k.

Interesuje nas weryfikacja hipotezy o réwnosci wszystkich wariancji, co moze-
my zapisaé nastg¢pujaco:

H,:0{ =0;=..=0,, (1
wobec hipotezy alternatywnej H, : 0, = O'f. , dla pewnych i=.

Stosowane klasycznie metody weryfikacji hipotezy o réwnosci wielu wariancji
wymagaja spetnienia zalozenia o normalnosci rozktadu kazdej ze zmiennych. Przy
spetnieniu tego zalozenia do weryfikacji hipotezy (1) mozemy wykorzystac np. test
Bartletta, Hartleya, a réwniez Cochrana (por. [Kendall, Stuart 1963]). W wielu
praktycznych zastosowaniach nie mozemy przyja¢ wspomnianego zaloZenia i
woéwczas nie jest mozliwe stosowanie wspomnianych testéw. Oslabienie zalozenia
normalnosci badanych rozkladéw mozna uzyskaé, wykorzystujac nieparametrycz-
ne metody wnioskowania statystycznego.

Zal6zmy, ze z badanych k populacji o dowolnych ciaglych rozktadach pobiera-
my prébki losowe o liczebnosciach n,, ny, ..., n,. Oznaczmy przez x;; j-ty pomiar
dla i-tej zmiennej (i = 1, 2, ..., koraz j = 1, 2, ..., n;). Rezultaty uzyskane w po-
szczegllnych prébach mozemy wobec powyzszego zapisac nastgpujaco:

1. préba: x,,x;,.... %,

2. proba: x,),xy,....X,, ,

k-ta préba: x,;,%,,,..., X, -

Wariancj¢ z préby dla i-tej zmiennej zapiszemy nastepujaco:

LSy =% i= 1,2,k @
n, —193

S =

gdzie: X, :lzx,.j Li=12, .,k 3)
i j=1

Wartosci wariancji (2) moga by¢ wykorzystane do weryfikacji hipotezy (1) za
pomoca testéw Bartletta oraz, jesli liczebnosci we wszystkich prébkach sa jedna-
kowe, czyli gdy n; =n, = ... = n;, za pomoca testéw Hartleya i Cochrana, jesli
spelnione jest wczesniej wspomniane zalozenie normalnosci rozktadéw. W prakty-
ce badaf statystycznych czesto spotykamy sig¢ z sytuacjami, gdy wspomnianego
zalozenia nie mozna przyjac. W takich przypadkach jednym z mozliwych rozwia-
zan jest wykorzystanie metod nieparametrycznych, ktére nie wymagaja spetnienia
zalozenia normalnosci rozkladu badanych zmiennych. W dalszej czgsci zostanie
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zaproponowany test wykorzystujacy nieparametryczne metody statystyczne, nie
wymagajace spetnienia zalozenia o normalnosci rozkladéw analizowanych zmien-
nych losowych.

3. Konstrukcja testu wykorzystujagca metode bootstrap

Zalézmy, ze badana jest populacja ze wzgl¢du na zmienna losowa X o rozkla-
dzie F. Przyjmijmy, ze z populacji pobierana jest préba losowa (X;, X,, ..., X,), a
(x1, x2, ..., X,) jest realizacja tej proby. Wowczas rozklad prawdopodobienstwa

P(Xﬂzxk)=l,k=1,2,...,n 4
n

nosi nazwe rozktadu bootstrapowego z préby (por. np. [Efron, Tibshirani 1993;
Domanski, Pruska 2000]). Oznaczmy ten rozklad przez F . Préba bootstrapowa
nazywamy wektor losowy x =(X,,X,,...X,), taki ze X, (i=1,2, ..., N) sa

niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie F (4), a N jest ustalona liczba
naturalna. Realizacje tego wektora losowego oznaczmy przez X = (X, ,%,,...,Xy)-

Metody bootstrapowe pozwalaja na szacowanie nieznanych parametréw populacji
oraz umozliwiaja weryfikacj¢ hipotez, a takze ocen¢ wariancji estymatoréw.
W oparciu o te metody mozna réwniez przeprowadza¢ weryfikacje hipotez staty-
stycznych.

Zakladamy, ze z k populacji o rozkladach ciaglych pobrano préby o liczebno-
Sciach n,, n,, ..., n;. Dla tak uzyskanej préby wyznaczana jest wartos¢ statystyki jak
w tescie Hartleya

_ max$;]

T &)

=i
min S’

gdzie § ,.2 jest zadana (2), a

s? :;Zk:(n,. -1Ss?, n=zk:n,. .
n—kD i=1

Odpowiednio duze wartosci statystyki T Swiadczg przeciw hipotezie (1). Jezeli roz-
wazane zmienne losowe maja rozklady normalne, wartosci krytyczne mozma odczytaé z
tablic wartosci krytycznych testu Hartleya. Jezeli nie jest spelnione zalozenie normalno-
Sci rozkladu, pozostaje ustali¢ wartos¢ krytyczna pozwalajaca na podjgcie decyzji o bra-
ku podstaw lub o odrzuceniu hipotezy o réwnosct wariancji przy ustalonym poziomie
istotnosci & W tym celu na podstawie uzyskanej préby wyznaczane sa oceny wariancji
S [.2 (i=1,2, .., k). Nastgpnie wartosci z préby podlegaja nastgpujacej transformacji:

- Xio . .
xq=?,(l=l,2,...,k;]=l,2,...,n,-). (6)
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Po takiej transformacji wariancje dla wszystkich zmiennych sa jednakowe. Je-
zeli tak okreslone préby beda w dalszej czesci traktowane jako populacje, z kté-
rych bgda losowane préby bootstrapowe, to dla zmiennych okreslonych (6) praw-
dziwa jest Hy (por. np. [Chou 1996]).

W celu okreslenia wartosci krytycznych statystyki (5) ze zmodyfikowanej pré-
by losowane s3a préby bootstrapowe. Kazda sposréd k tak zmodyfikowanych préb
traktujemy jako sztuczng populacje i ze wszystkich préb dokonujemy N-krotnego
(N 2 1000) losowania zwrotnego. Dla i-tej préby (i = 1, 2, ..., k) kazdorazowo lo-
sujemy n; elementéw, tworzac w ten sposéb prébe bootstrapowa. Dla kazdej takiej
préby bootstrapowej wyznaczamy $rednia i wariancj¢ na podstawie (3) i (2). Tym

sposobem dla kazdej zmiennej X; (i = 1, 2, ..., k) otrzymujemy N-elementowy
zbidr wartosci wariancji bootstrapowych.
U =(81.55Su}, )
gdzie
ST =— 5, - )
n—13

jest wariancja s-tej préby bootstrapowej dla i-tej zmiennej oraz

== 1 ] ~t
X,=—) %, 9
B =
jest $rednia s-tej préby bootstrapowej dla j-tej zmiennej, a )'c,.:.: jest j-ta obserwacja
w s-tej probie bootstrapowe;j dla i-tej zmiennej (i=1,2, ..., k;s=1,2, ..., N;j =1,
2, vy n,-).
Kazdorazowo po wylosowaniu proby bootstrapowej wyznaczana jest wartosé
statystyki
2%
=S5 (o2 N =12, .. R (10)
min S
Na podstawie uzyskanych wynikéw wyznaczamy kwantyle statystyki 7* rzgdu
1-a, ktére stanowig podstawe do podjecia decyzji o ewentualnym odrzuceniu hipo-

tezy Hy (prawostronny obszar odrzucenia hipotezy).

4. Porownanie klasycznych metod i proponowanej metody
(symulacje komputerowe)

W przeprowadzonych symulacjach komputerowych rozwazano zmienne losowe
o trzech typach rozktadéw ciaglych: jednostajnych, tréjkatnych oraz beta. W zad-
nym z tych przypadkéw nie jest mozliwe zastosowanie do weryfikacji hipotezy (1)
testow Bartletta, Hartleya i Cochrana ze wzgl¢du na niespelnienie zalozenia o nor-
malnosci rozkltadéw badanych zmiennych. Parametry analizowanych zmiennych
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losowych przedstawiono w tab. 1. Opis symulacji i wyniki przedstawiono w pkt.
4.2. Po przeprowadzeniu tych symulacji dokonano poréwnania proponowanej me-
tody z klasycznym testem Bartletta przy zalozeniu normalnosci rozkladu badanej
zmiennej (pkt 4.3).

4.1. Charakterystyka badanych rozktadéw

W kolejnych etapach symulacji komputerowych rozwazano zmienne losowe
o rozkladach jednostajnych, tréjkatnych oraz beta. W kazdym z tych przypadkéw
poddano analizie trzy zmienne losowe X, Y i Z, rézniace si¢ wariancjami. Dla po-
szczeg6lnych typ6w rozktadéw zmienne byty nastgpujace:

¢ Rozklady jednostajne zadane byty nastgpujacymi funkcjami gestosci:

’ e 5, b . . . . . . -
* €] gdzie dla zmiennych X, Y'i Z ¢ przyjmuje wartosci 6, 7 i 8.

1
f(x)={c-5
0, x&[5,cl,
Funkcje gestosci fi(x), fo(x) i f5(x) zmiennych losowych X, Y i Z przedstawiono

narys. 1.
15 15 15
fi(x)
1 — 1 1
fa(x)

05 05 — 05 o)

0+ 04 T 0 -+ T T
4 5 6 7 8 4 5 6 ? 8 4 5 6 7 8 9

Rys. 1. Funkcje gestosci zmiennych losowych o rozkiadach jednostajnych
Zrédto: obliczenia wtasne.

® Zmienne losowe o rozktadach tréjkatnych zadane byly nast¢pujaco:

2
f(x)={(c-5)
0, x€[5,c],

gdzie dla zmiennych X, Y i Z ¢ przyjmuje wartosci 7, 9 i 13.
Funkcje gestosci tych zmiennych losowych przedstawiono na rys. 2.

15 15 15
fi(x)
1 1 1
fa(x)
05 05 0s f3(x)
04 0 ™= 0 - T T T ve——

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1 4 5 6 7 B8 9 10 11 12 13 14 1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Rys. 2. Funkcje gestosci zmiennych losowych o rozktadach tréjkatnych
Zrddto: obliczenia wiasne.

(x—95), x€[5,¢],

e W trzeciej czesci symulacji rozwazano zmienne losowe o rozkiadach beta B(6,2),
B(4,2) oraz B(2,2). Odpowiednie funkcje gestosci zostaty przedstawione na rys. 3.
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Rys. 3. Funkcje gestosci zmiennych losowych o rozkladach beta
Zrédlo: obliczenia wiasne.

Wariancje rozwazanych zmiennych losowych zostaly przedstawione w tab. 1.
Najwigksze dysproporcje wariancji wystgpowaly w przypadku rozkladéw tréjkat-
nych, a najmniejsze w przypadku rozkladéw beta. W symulacjach skorzystano z
procedur Brandta [1998].

Tabela 1. Podstawowe informacje o analizowanych rozktadach zmiennych losowych

Rozktady | Rozktad | DX DY Dz DX
Jednostajne | J[5,6] 1/12 J[5.7] 2/12 J(5.8] 312 |3
Tréjkatne T(5,7] 2/9 T([5;9) 8/9 T[5,13] 32/9 |16
Beta B(6,2) 1/48 B(4,2) 2/63 B(2,2) 120 [24

Zrédlo: obliczenia wiasne.
4.2. Przebieg symulacji komputerowych

Symulacje komputerowe zostaly przeprowadzone dla kazdego z wymienionych
wczesniej typéw rozktadéw zmiennych losowych. W kazdym przebiegu poddawa-
no analizie trzy zmienne losowe X), X; i Xj o identycznych badz r6znych rozkla-
dach, wedlug nastepujacego schematu (w kazdym przebiegu symulacji analizowa-
ne zmienne byly tej samej klasy):

I przebieg: wszystkie trzy zmienne losowe mialy jednakowe rozktady.

II przebieg: dwie zmienne losowe mialy jednakowe rozklady, a trzecia zmien-
na losowa charakteryzowata si¢ wigksza wariancja.

III przebieg: wszystkie trzy zmienne losowe charakteryzowaly si¢ réznymi wa-
riancjami spetniajacymi warunek: D’X; < D’X, < D*X;.

Schemat doboru zmiennych losowych w procesie symulacji przedstawiono w tab. 2.

Tabela 2. Schemat uktadu zmiennych losowych w kolejnych etapach symulacji

Przebieg Zmienna losowa
symulacji X, X, X,
1 X X X
11 X X Y
111 X Y Y4

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Dla kazdego z rozwazanych przypadkéw w pierwszym przebiegu symulacji wa-
riancje wszystkich trzech zmiennych losowych byly jednakowe, czyli hipoteza (1)
powinna by¢ odrzucana z prawdopodobienstwem zblizonym do przyjetego pozio-
mu istotnosci . W analizach przyjmowano poziomy istotnosci 0,1 i 0,05. We
wszystkich symulacjach losowano prébki o liczebnosci ny = ny = n3 = 10, przy licz-
bie powtérzen N = 1000.

4.2.1. Wyniki symulacji

Rezultaty przeprowadzonych symulacji komputerowych przedstawiono w tab. 3 (dla
poziomu istotnos$ci o= 0,1) i w tab. 4 (dla poziomu istotnosci & = 0,05). W obu
przypadkach dla I przebiegu hipoteza H, byla prawdziwa, a dla dwéch pozostatych
przebiegbéw falszywa. Najwigksze réznice wariancji wystgpowaly dla III przebiegu
symulacji.

Tabela 3. Cz¢sto$é odrzucenia Hy (= 0,1)

Przebieg Rozktady
symulacji | jednostajne | tréjkatne beta
1 0,076 0,112 0,093
11 0,743 0,693 0,146
11 0,968 0,952 0,246

Zrédio: symulacje komputerowe.

Przy poziomie istotnosci = 0,1, przy zalozeniu prawdziwosci H,, czestosci
odrzucenia tej hipotezy byly zblizone do poziomu istotnosci. We wszystkich prze-
biegach wraz ze wzrostem dysproporcji wariancji zmiennych nastgpowal znaczny
wzrost czestosci odrzucen H,. Najmniej zauwazalny wzrost wystepowal dla
zmiennych o rozkladzie beta, jednak w tym przypadku dysproporcje wariancji
zmiennych losowych byly najmniejsze.

Tabela 4. Czgstos¢ odrzucenia Hy (o= 0,05)

Przebieg Rozklady
symulacji | jednostajne [ tréjkatne beta
1 0,017 0,014 0,017
11 0,392 0,253 0,026
111 0,903 0,861 0,057

Zrédio: symulacje komputerowe.

Przy poziomie istotnosci &= 0,05 uzyskano rezultaty zblizone do poprzedniego

przypadku. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na stosunkowo niewielkie czestosci od-
rzucenia hipotezy Hy dla II i III przebiegu symulacji dla rozktadéw beta.
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0,2

jednostajne
tréjkatne 0+t

jednostajne
tréjkatne

Rys. 4. Czgstos¢ odrzucenia hipgtezy Hy dla a= 0,1 (po lewej) oraz a= 0,05 (po prawe;j)
Zrédio: obliczenia wlasne.

4.2.2. Porownanie proponowanej metody i klasycznego testu Bartletta

W ostatnim etapie symulacji przeprowadzono poréwnanie proponowanej meto-
dy oraz klasycznego testu Bartletta. W tym przypadku przyjeto zalozenie normal-
nosci rozkltadéw. Rozwazano nastgpujace rozklady zmiennych losowych X:
N(10,1), ¥: N(10,2) oraz Z: N(10,3). W poszczegélnych przebiegach zmienne lo-
sowe byly przyporzadkowane wedlug schematu zamieszczonego w tab. 2. Wyniki
symulacji przedstawiono w tab. 5.

Tabela 5. Czgsto$¢ odrzucenia Hy

Przebieg a=0,1 a=0,05
symulacji bootstrap test Bartletta bootstrap test Bartletta
)| 0,078 0,0985 0,015 0,0512
11 0,652 0,6725 0,280 0,5588
111 0,908 0,8862 0,647 0,8001

Zrédto: symulacje komputerowe.

D1 przebieg
B I przebieg
311 przebieg

Rys. 5. Oceny prawdopodobieristw odrzucenia Hy dla proponowanego testu i testu Bartletta
Zrédto: obliczenia wlasne.
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Poréwnanie proponowanej metody z testem Bartletta pozwala stwierdzié, ze
w przypadku jednakowych wariancji obserwowanych zmiennych (I przebieg) pro-
ponowany test jest bardziej zachowawczy niz test Bartletta, szczegélnie przy po-
ziomie istotnosci 0,05. W przypadku gdy nie wszystkie wariancje sg jednakowe (II
i Il przebieg), rezultaty uzyskiwane z wykorzystaniem proponowanego testu sg
zblizone do wynikéw uzyskiwanych klasycznym testem. Rezultaty analiz symula-
cyjnych zostaly réwniez przedstawione na rys. 5.

5. Wnioski

Metody statystyczne moga by¢ stosowane tylko wéwczas, gdy spelnione sa
wszystkie wymagane zalozenia. Przy testowaniu hipotez statystycznych bardzo
czesto musi by¢ spetnione zalozenie normalnosci rozktadu testowanych zmien-
nych. Jesh to zalozenie nie jest spetnione, nie ma podstaw do stosowania tej meto-
dy. Klasycznie stosowane testy réwnosci wariancji wymagaja, by rozklady bada-
nych zmiennych byly normalne.

W artykule przedstawiono propozycj¢ testu réwnosci wariancji dla k zmien-
nych. Poniewaz w proponowanym teécie wykorzystano metod¢ bootstrap, mozna
bylo ostabi¢ wspomniane wyzej zalozenia, wymagajac jedynie ciagtosci rozkladéw
badanych zmiennych. Jak wykazaly symulacje komputerowe, proponowany test
pozwala przeprowadzi¢ weryfikacje hipotezy o réwnosci wariancji wielu zmien-
nych o rozkladach ciaglych. Dla rozwazanych rozkladéw, gdy prawdziwa byla hi-
poteza Hy o réwnosci wariancji, proponowany test byt zbyt zachowawczy, tzn. hi-
poteza H, byla odrzucana rzadziej niz wynikatoby to z przyjetego poziomu istotno-
$ci. W miare réznicowania si¢ wariancji zmiennych znacznie czg¢sciej odrzucana
byta hipoteza H,,.

Przeprowadzono symulacyjne poréwnanie proponowanego testu oraz klasycz-
nego testu Bartletta dla réwnosci wariancji dla zmiennych o rozktadach normal-
nych. Podobnie jak poprzednio, proponowany test byl zbyt zachowawczy, a w
przypadku réznych wariancji test proponowany byl nieco stabszy od klasycznego
testu Bartletta. Jesli jednak nie sa spelnione zalozenia dotyczace normalnosci roz-
ktadu zmiennych, to proponowany test daje mozliwos¢ przeprowadzenia weryfika-
cji hipotezy gloszacej rownos¢ wariancji.
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ON THE BOOTSTRAP TEST OF HOMOGENITY VARIANCES

Summary

The assumption of homogeneity of variance is supposed in various statistical
methods such as ANOVA, discriminant analysis, cluster analysis, etc. The paper
presents a test for homogeneity of variance using bootstrap methods that does not
rely on normal distribution assumption. There are presented analytical results and
the results of Monte Carlo study. There are compared the proposed test and classi-
cal Hartley’s homogeneity variance test.
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