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1. Wstep

Ponizszy artykut jest kontynuacja pracy [Korzeniewski 2005], ktéra dotyczyta
tego samego algorytmu. W niniejszej pracy zaproponowana zostala nowa wersja
algorytmu, w ktérej liczba skupien jest ustalana za pomocg miernika liczbowego
opartego na statystyce ¥; przeprowadzony zostat tez eksperyment oceniajacy algo-
rytm w por6wnaniu z innymi wybranymi metodami.

2. Sformulowanie algorytmu

Algorytm wykorzystuje metod¢ sredniego przesunigcia okna/préby, zapropo-
nowana przez Comaniciu i Meera [2000]. Idea tej metody jest nastgpujaca. Niech
{x:}i=1, .. n, bedzie dowolnym zbiorem » punktéw z d-wymiarowej przestrzeni eu-
klidesowej. Wielkos¢

M,(x)=|lUn Y [x—x||=l/n > x-x, )
5,E€8,(x) %, €8,(x)
gdzie §,(x) jest kula o $rodku w punkcie x i promieniu 4, n,, jest liczba punktéw

zbioru zawartych w tej kuli i nazywa si¢ srednim przesuni¢ciem okna/préby (por.
Korzeniewski (2005)). Promien kuli # nazywamy szerokoscia okna/préby. Dla do-
wolnego punktu ze zbioru danych odpowiadajacym mu punktem granicznym przy
szerokosci okna h nazywamy granic¢ ciagu srodkéw okien (czyli srodkéw cigzko-
sci préby) wystepujacych po prawej stronie wzoru (1).
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Formalne sformutowanie algorytmu jest nastgpujace. Krokiem wstgpnym jest
przyblizenie mediany odleglosci pomigdzy dwoma réznymi punktami zbioru da-
nych za pomoca mediany 300 par odlegtosci punktéw wylosowanych ze zbioru.
Liczba powtérzen rowna 300 daje zawsze bardzo podobne wartosci mediany, gdy
odleglosci pomigdzy punktami nalezacymi do tego samego skupienia sa tego sa-
mego rz¢du co odleglosci pomiedzy punktami nalezacymi do réznych skupien. W
przypadku gdy te dwa rodzaje odleglosci znacznie odbiegaja od sicbie oraz gdy
ponadto rozklad odleglosci par punktéw jest symetryczny dwumodalny, to osza-
cowania mediany takiego rozkladu s mniej stabilne, ale wystarczajace na potrzeby
naszego algorytmu.

1. Dla k=2 losujemy w sposéb zalezny 2 punkty ze zbioru danych i dla kazdego
punktu znajdujemy odpowiadajacy mu punkt graniczny w procedurze $redniego przesu-
ni¢cia dla ustalonej szerokosci okna A.

2. Sprawdzamy, czy wsrod wszystkich par utworzonych sposréd k punktéw gra-
nicznych (dla k = 2 bedzie tylko jedna para) istnieje cho¢ jedna, dla ktérej odleglosc jest
mniejsza od A.

3. Pierwsze dwa kroki powtarzamy 2000 razy w celu ustalenia prawdopodobien-
stwa spelnienia warunku z kroku drugiego.

4. Pierwsze trzy kroki powtarzamy dla wszystkich mozliwych szerokosci okna A
(ustalajac pewien maty przyrost Ak réwny np. najmniejszej odlegtosci pomiedzy dwoma
réznymi punktami zbioru) z zakresu od zera do najwigkszej odleglosci w badanym zbio-
rze punktéw. Otrzymujemy w ten sposéb dla k =2 funkcje¢ o wartosciach z przedziatu
(0;1), zalezna od h.

5. Pierwsze cztery kroki powtarzamy kolejnodla k=3,4,5 ...

6. Dla kazdego k i kazdego h obliczamy wartosé statystyki ¥, stuzacej do weryfi-
kowania hipotezy o réwnosci kilku wskaznikéw struktury dla 10 kolejnych przyrostéw
4h . Uznajemy, ze funkcja posiada faz¢ pozioma, tym samym zbidr ma k skupien, jezeli
wartosé statystyki jest mniejsza od 20 dla przynajmniej jednej wartosci k. Srednia aryt-
metyczna 10 wskaznik6éw struktury, dla ktérych obliczona byla statystyka 3, nazywamy
wysokoscia, na ktérej znajduje si¢ faza pozioma.

7. Poszukiwanie faz poziomych, czyli tym samym skupien, koficzymy na tym k, dla
ktérego wysokos¢, na ktorej znajduje sie faza pozioma jest wigksza od liczby w(k).

Wartos¢ 4h w ponizej przeprowadzonym eksperymencie poréwnawczym przy-
jeto réwna 1/100 obliczonej mediany zbioru odleglosci par punktéw. Natomiast
wartosci w(k), decydujace o zakonczeniu poszukiwania wiekszej od dotychczaso-
wej liczby skupien, dobrane zostaly tak, by liczebnos¢ kazdego sposréd ewentual-
nych k skupien byla nie mniejsza od przyjetej liczebnosci minimalnej skupienia.
Liczebnos¢ minimalng skupienia przyjgto réwna 5% liczebnosci calego zbioru.
Warunek ten pozwala wyliczy¢ wartosci w(k) przy dodatkowym zatozeniu, ze ist-
nieje jedno skupienie stanowiace 5% zbioru, liczebnosci zas pozostatych k — 1 sku-
pien s3 mniej wigcej jednakowe. Dla zbioréw o liczebnosci rownej 100 w(k) jest
réwne 0,92, 0,93, 0,96, 0,98, 0,99 dla k réwnego odpowiednio 2, 3, 4, 5, 6. Ze
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wzgledu na prawdopodobienstwa tego rzg¢du liczbe powtérzen w kroku trzecim
przyjeto réwna 2000, poniewaz przy mniejszej poréwnywanie odsetkéw bliskich 1
jest niemozliwe.

3. Eksperyment porownawczy

Zalozenia eksperymentu. W celu por6wnania algorytmu z innymi metodami
wyznaczania liczby skupien w zbiorze danych wybrano nastgpujace metody (por.
[Sugar, James 2003]). W ponizszych wzorach B oznacza wariancj¢ pomiedzy sku-
pieniami (mi¢dzygrupowa), W za$ wariancj¢ wewnatrzgrupowa, d — wymiar prze-
strzeni euklidesowej, w ktérej znajduja si¢ punkty zbioru, K — badang liczb¢ sku-
pien, n — liczebnos¢ zbioru danych. Pierwsza metoda to indeks Calinskiego—
—Harabasza. Wedlug niego, nalezy wybrac taka liczbg skupien K , ktéra maksyma-
lizuje wielkosé
B(K)/(K-1)

CH(K)= . ()
W (K)/(n—K)
Druga metoda to indeks Krzanowskiego—Lai
KL( K) = M , 3)
DIFF(K +1)
gdzie
DIFF(K)=(K -1)"*w(K -1)- K¥*W(K), @)

przy czym znéw wybra¢ nalezy K, ktére maksymalizuje wielko$¢ dang wzorem

3).

Trzecia metoda to indeks Hartigana

H(K):(n—K—l)(W—(K)——lj, 5

W(K +1)

przy ktérym wybieramy najmniejsze K, dla ktérego wielkos¢ dana wzorem (5) jest
mniejsza lub réwna 10.

Czwarta metoda to indeks sylwetkowy Rousseeuwa, dany wzorem

S(l = b(l) a(l) , (6)
max{a(;), (i)}

gdzie a(i) jest srednig odlegloscig pomigdzy i-tym elementem a wszystkimi inny-
mi punktami nalezacymi do tego samego skupienia, b(i) za$ jest srednia odleglo-
$§cia do najblizszego skupienia. Wybieramy K, ktére maksymalizuje srednia dla
calego zbioru wielkos¢ dana wzorem (6).

Powyzsze metody réznia si¢ w sposéb zasadniczy od zaproponowanego algo-
rytmu, wymagaja bowiem uprzedniego pogrupowania zbioru danych w skupienia.

170



W zwiazku z tym metody te zostaly zastosowane do dwdch réznych w swej idei
metod grupowania, tj. do metody k Srednich (z losowym wyborem punktéw star-
towych) oraz do algorytmu aglomeracyjnego sredniego laczenia. Ta ostatnia meto-
da polega na tym, ze w kazdym kroku aglomeracji taczymy dwa skupienia (lub
punkty), ktérych srodki ciezkosci sa najblizsze.

Za pomoca programu CLUSTGEN, autorstwa Milligana (por. [Milligan 1985],
zrédio http://www.pitt.edw/~csna/Milligan/readme.html), wygenerowano po 160
zbioréw danych sktadajacych si¢ ze 100 elementéw w kazdej z przestrzeni R*, R®,
R®, po 40 zbioréw o 2, 3, 4, 5 skupieniach. Nastepnie wygenerowano po 160 zbio-
réw danych sktadajacych si¢ ze 120 elementéw w kazdej z przestrzeni R*, R® ,R?,
po 40 zbioréw o 2, 3, 4, 5 skupieniach, przy czym 100 elementéw kazdego zbioru
byto takich samych, jak poprzednio natomiast 20 dodatkowych elementéw miato
charakter zanieczyszczajacy.

Tabela 1. Liczby skupien pokazywane przez zaproponowany algorytm oraz czgstosci ich wyst¢po-
wania dla zbioréw 100-elementowych z przestrzeni euklidesowych o réznych wymiarach

Wymiar Zbiory danych Zbiory danych Zbiory danych Zbiory danych
przestrzeni | z liczba skupien z liczba skupien z liczbg skupien z liczba skupien
euklidesowej 2 3 4 5

R 2 sk.~78 3 sk.~100 4 sk.~75 5 sk.~44

3 sk.~22 3 sk.~25 4 sk.~56

RS 2 sk-~100 3 sk.~100 4 sk.~48 5 sk.~66

3, 5sk.~52 4 sk.~34

R® 2 sk.~100 3 sk.~100 4 sk.~100 5 sk.~66

4, 6 sk.~34

Zrédto: obliczenia wiasne.

Tabela 2. Liczby skupien pokazywane przez zaproponowany algorytm oraz czgstosci ich wystepo-
wania dla zbioréw 120-clementowych z przestrzeni euklidesowych o réznych wymiarach

Wymiar Zbiory danych Zbiory danych Zbiory danych Zbiory danych
przestrzeni | z liczba skupien z liczba skupien z liczba skupien z liczba skupien
euklidesowe;j 2 3 4 5
4 sk.~22 5 sk.~12
R 3 sk.~100 4 sk.~100 5 sk.~78 3, 4 sk.~56
6 sk.~34
I sk.~10 4 sk.~34 5 sk.~46
R® 3 sk.~100 2 sk.~10 5 sk.~66 6 sk.~54
4 sk.~80
3 sk.~34 4 sk.~12 5sk.~12
R® 3 sk.~100 4 sk.~66 5 sk.~88 6 sk.~88

Zrédto: obliczenia wiasne.

Wyniki eksperymentu. Wyniki dla zaproponowanego algorytmu przedstawiaja
tab. 1 i 2 natomiast dla pozostatych czterech metod - tab. 3, 4, 5, 6. W polach tab.
1 oraz tab. 2 podano dla kazdego rodzaju zbioru liczby skupien wskazywane przez
algorytm, a obok nich wyrazona w procentach czgstos¢ wystepowania tych liczb.
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Tabele 3-6 skonstruowane sa nieco inaczej, podano w nich czg¢stosci wystgpowania
wskazan prawidlowej liczby skupien, liczby réznej od prawidlowej o 1 oraz liczby
réznej od prawidlowej o wiecej niz 1. W tabelach 3 oraz 4 grupowanie punktéw
przeprowadzone byto metoda aglomeracyjna sredniego taczenia, natomiast w tab. 5
oraz 6 metoda k-srednich. Ponadto nalezy zaznaczyc¢, ze w tab. 1, 3, 5 rozwazano te
same zbiory 100-elementowe, natomiast w tabelach 2, 4, 6 — te same zbiory 120-
elementowe.

Tabela 3. Podane w procentach prawidtowo (OK) oraz btednie (Bt.=1, Bt.>1) wskazane czgstosci wy-
stgpowania liczb skupien pokazywanych przez cztery oceniane metody dla zbioréw 100-elementowych

Zbiory danych | Zbiorydanych | Zbiorydanych | Zbiory danych

Wymiar przestrzeni | Wielkos¢| z liczba skupiert | z liczba skupien | z liczba skupien | z liczba skupieft
euklidesowe;j biedu 2 3 4 5

S |CH|H|KL| S [CH| H|KL| S [CH| H |KL| S |CH| H |[KL

OK. |165|/66|100 0 ([0 [ M(50)12|2|M4|0|0[0[0]16] 0

R* Bt=1 [2[16]0]0|50]|32|50|28[2[16[16{50]2 |18]| 4|50

Bt.>1 [33]18] 0 ]100]50|34| 0 |70{96[50]|84]50)98|82]|80|50

OK. |34/50(100{18(18]32|34|30|/0|50(15( 0/ 0|00 |80

R® Bt=1 | 0[O0O[O0[18]34]|50]66|56]| 0 |18[ 0 [68] 0 |34][16] 4

Bt>1 (64|50] 0 |64|50]|18] O [14[100{32]85)32]100/66|84(16

OK. [16|50|68(16/16|16(M{16]/ 0| 0| 0 [18] 0 [32[18]|32

R® Bi=1 [18]16(32]50|50|50|66]34(2 |50]50]0]0|18]0/{32

Bt>1 [66{34] 0 ]34]34]|34]| 0]50(98|50]50]82]100/50|82]36

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Tabela 4. Podane w procentach prawidlowo (OK) oraz biednie (Bt.=1, Bt.>1) wskazane czgstosci wystgpowa-
nia liczb skupieni pokazywanych przez cztery oceniane metody dla zbioréw 120-elementowych

Zbiory danych | Zbiory danych | Zbiory danych | Zbiory danych

Wymiar przestrzeni [Wielko$¢| z liczba skupien | z liczba skupien | z liczbg skupien | z liczba skupien
euklidesowej biedu 2 3 4 5

S |cH/ H |KL| s [cH| H |[KL| s [cH[ H [KL| s [CH| H [KL

OK. [64(67]100{18(33/32)|32]15(0 [0 |32]/35|/ 0150 |38

R* Bt=1 |2 17|/ 0] 0 [35[/50(68]35|5 |68[18]15] 0 |35[/0 (12

Bi>1 [34]|17| 0 (82(32|18]| 0 {50|95]32|50]50(100[50]100] 50

OK. [16/50/95|0 (0 |17|18{ 0[O0 (0|0 |35/0]/0[0]12

R® Bt=1 [ 2| 0|5 32|68]67(82{50|/0)0]|0/[50]{0{35]32]38

Bt>1 182)|50) 0 [68(32]17] 0 |50]100{100{100] 15100/ 65 | 68 [ 50

OK. [18(32)82(67(0 |17|32|17(0 18|00 ]O0 (15|00

R® Bt.=1 [16)18]18[15]68|17|68[(50/ 0| 0|0 |18[5 [35]0 (50

Bt>1 |66}50| 0 [18[32]67] 0 }33]100]82[100]| 82|95 |50 [100f 50

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 5. Podane w procentach prawidiowo (OK) oraz bigdnie (Bt.=1, Bt.>1) wskazane cz¢stosci wystepo-
wania liczb skupien pokazywanych przez cztery oceniane metody dla zbioréw 100-elementowych

Zbiory danych | Zbiory danych | Zbiory danych | Zbiory danych
Wymiar przestrzeni (Wielko$é|z liczba skupieni|z liczbg skupien|z liczba skupien|z liczba skupien
cuklidesowe;j biedu 2 3 4 5

S|CH{H[KL|S |CH|H |KL| S |CH|H [KL| S |CH| H |[KL

OK. 165[(22|010}56(55| 0 |34[34[20]| 0 |32(22(22]| 0 |34

R* Bt.=1 (20| 0| 0|22({34)10] 2 |22(10]36]22[34(32]|78]| 0 |22
Bt.>1 |15|78[100[68)10|35]|98(44|56]44|78[34|46] 0 |100{44

OK. |88(44/12]12| 0 (12|10)12{34/22)|2 ]10{10|10| 0 |22

R® Bt=1 | 0 [12]22]10[100]
Bt>1 [12|44(68]78] 0 56
OK. [78]56[12(22]32(34] 00 [22]22|0|22]|12(32]10]12
R Bt=1 [0 |0 |0][22|66]22]22]44]44]|44]10]|46|44[68]|10]44
Bt>1 [22|44[88(56[ 2 [44]{78]56(34]34]|90]32]44]| 0 [80[44

12|56]144(22| 0 |56]68[65[10]22
78134(22{56]98|34{22[25[90

X|E

Zrédto: obliczenia whasne.

Tabela 6. Podane w procentach prawidiowo (OK) oraz biednie (Bt.=1, Bt.>1) wskazane czgstosci wystgpo-
wania liczb skupieri pokazywanych przez cztery oceniane metody dla zbioréw 120- elementowych

Zbiory danych | Zbiory danych | Zbiory danych | Zbiory danych
Wymiar przestrzeni [Wielkos¢z liczba skupien|z liczba skupien|z liczba skupien|z liczba skupien
euklidesowej biedu 2 3 4 5
S |CH/ H [KL| S |CH S [CH{H [KL| § |CH KL
OK. |90f12/{0/0(22]0 10(441 0 [34]| 0 |32 22
2 2 5
8

H
2
R* Bt.=1 10 32|6822 34122 44110)56] 0 |22
Bi.>1 78(9868|10]78 56[34]95]22(90[12]|98]|56
10
0

OK. [56[22]|2[12]22]|22 22(12] 0 |10[22]22 44

R® Bt=1 32|/ 0] 0[10]56]34 44

Bt>1 {12|78(98]78]22]44|95 34

OK. [44]30]|10[22| 0{10] 0 22(12] 0 [22{22]34|10]12

R® Bt=1 [22] 5|0 [22[78[22]10 34[32(12]44|44]| 24 44
Bt>1 [34]65[90(56[22(68]90]56]|44]|56|88[34[34]|22]68]44

wie Rz
LSS |R|R|R[R[SIE

34|56]110156[12 22

44(32190[34]68 90|34

Zrédto: obliczenia wlasne.

4. Whnioski koncowe

Zaproponowany algorytm nalezy oceni¢ jako dobry. W przypadku zbioréw nie-
zanieczyszczonych algorytm na ogé6t poprawnie pokazuje liczbe skupien — gdy poka-
zuje bledna liczbe skupien, to blad nie przekracza 1. W przypadku zbioréw zanie-
czyszczonych algorytm pokazuje na ogét o jedno skupienie za duzo. To moze wyni-
ka¢ stad, ze dodatkowo generowane punkty zanieczyszczajace wokét istniejacych
skupien (tak dziata program Milligana) moga formowa¢ nowe, niewielkie skupienia i
algorytm je odnajduje. Duzo slabiej spisaly si¢ pozostate metody — wybrane dzialaja
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dobrze w nielicznych przypadkach. Fakt ten wynika zapewne z niedoskonatosci za-
stosowanych metod grupowania. Aglomeracja, jak wiadomo, posiada wade tancu-
cha, a metoda k-srednich z losowymi punktami startu tez nie spisuje si¢ dobrze (np.
w sensie odsetka punktéw z dodatnimi indeksami silhouette). Jednak wada, ktdra
potwierdzaja réwniez inne badania, jest wysoka niestabilnos¢ tych indekséw wzgle-
dem zastosowanej metody grupowania danych w skupienia. Bardzo czg¢sto oceniane
indeksy wykazuja przy ustalaniu liczby skupien btad wiekszy od 1. Wydaje sig, ze
poszukiwanie metod wyznaczania liczby skupiefi w zbiorze danych niezaleznie od
metody grupowania elementéw zbioru ma sens.
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PERFORMANCE COMPARISON OF SOME METHODS
OF DETERMINING THE NUMBER OF CLUSTERS
IN A DATA SET

Summary

This paper is an attempt to compare the performance of an algorithm for deter-
mining the number of clusters in a data set proposed by the author with other met-
hods of determining the number o clusters. The other methods include the Rousse-
euw silhouette index, the Krzanowski-Lai index, the Calinski-Harabasz index and
the Hartigan index. The comparison was carried out on the Euclidean space sets
generated by the Milligan’s CLUSTGEN program in 4,6 and 8 dimensions. The
algorithm proposed does not depend on the grouping of set’s point therefore the
other methods were applied to two different in nature grouping methods i.e. the k-
means method and the average linkage agglomeration method. The results seem to
prove the new algorithm’s usefulness.
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