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1. Wstep

Artykut zawiera propozycj¢ metody wyznaczenia minimalnej liczby skupien w
zbiorze danych. Kiedy znamy taka liczbe, mozemy zmodyfikowaé dowolny indeks,
uznajac za wlasciwa liczbg skupien tg, ktdra wskazuje indeks pod warunkiem, ze
jest ona nie mniejsza od znalezionej minimalnej liczby skupien. Jesli jest mniejsza,
to za wlasciwa liczb¢ skupien uznajemy znaleziona minimalna liczbg skupien. Me-
toda oparta jest na analizie rozktadu odleglosci pomiedzy dwoma elementami zbio-
ru danych i wymaga tylko znajomosci wszystkich par odlegtosci w danym zbiorze,
czyli macierzy odleglosci. W tekscie przedstawiono sformutowanie metody oraz jej
oceng za pomoca cksperymentu, w ktérym badany jest odsetek poprawionych
wskazan dla zbioréw z przestrzeni euklidesowych wygenerowanych z zastosowa-
niem programu CLUSTGEN.

2. Sformulowanie metody

W celu uzasadnienia idei metody rozwazmy rozklady odleglosci (por. rys. 2 i
rys. 3) pomigdzy parami punktéw dla dwéch przyktadowych zbioréw punktéw z
przestrzeni R (por. rys. 1). Na osi poziomej zaznaczone sa odlegtosci. Kazdej od-
legtosci odpowiada (na osi pionowej) pewna liczebnos¢ wzgledna, ktéra odnosi si¢
do przedziatu o szerokosci dwéch jednostek. Na przyktad punktowi o wartosci 50
odpowiada liczba odleglosci pomigdzy parami punktéw, ktére maja wartos¢ z
przedziatu od 48 do 50. Na osi pionowej podane sa relacje liczebnosci odlegtosci,
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ktére znalazly si¢ w danym przedziale, do liczebnosci przedziatu najliczniejszego
(w najwigkszym maksimum lokalnym relacja ta ma wtedy wartos¢ 1). Na rysunku
2 widoczne sg wyrazne dwa maksima lokalne wystepujace w rozkladzie odleglosci
par punktéw, na rys. 3 zas — cztery maksima lub pie¢ maksiméw. Skad biora si¢ te
maksima? Jesli wezmiemy pod uwage typowy punkt zbioru, tzn. nalezacy do kté-
regos ze skupien, to pierwsze maksimum lokalne tworza odlegtosci do innych
punktéw z tego samego skupienia. Nastepnie wraz ze zwigekszaniem si¢ odlegtosci
na osi poziomej czestos¢ wystgpowania takich odleglosci maleje, do momentu na-
potkania wigkszej grupy punktéw z innego skupienia. Gdyby odleglosci pomigdzy
poszczeg6lnymi wyraznie oddzielonymi skupieniami byly parami rézne, to na wy-
kresie liczba maksiméw lokalnych bylaby réwna liczbie skupien. Tak oczywiscie
by¢ nie musi, jak wida¢ na przykladzie zbioru nr 2. Sklada si¢ on z o$miu skupien,
a na wykresie czestosci odleglosci sa co najwyzej cztery (moze pieé¢) wyrazne mak-
sima lokalne. Powodem jest to, ze odleglosci pomi¢dzy niektérymi parami skupien
sa bardzo podobne. Oczywiste wydaje si¢ jednak to, ze liczba skupien w zbiorze
danych nie moze by¢ wigksza od liczby maksiméw lokalnych na wykresie rozkta-
du czgstosci odleglosct pomigdzy parami punktéw. Modyfikacja dowolnego indek-
su wyznaczajacego liczbe skupien w zbiorze danych, jaka chcemy zaproponowaé
w tym artykule, jest nastgpujaca: liczba skupien w zbiorze danych powinna byé
taka, na jaka wskazuje indeks, przy czym nie mniejsza od liczby maksiméw lokal-
nych rozktadu czestosci odlegltosci pomigdzy parami punktow.

Rys. 1. Dwa przyktadowe zbiory punktéw z przestrzeni dwuwymiarowej: zbidr nr 1 (po lewej) z
dwoma skupieniami, zbi6r nr 2 (po prawej) z oSmioma skupieniami
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Rozktad cz¢stosci odleglosci pomigdzy parami punktéw dla zbioru nr |
Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 3. Rozkiad czgstosci odlegtosci pomigdzy parami punkt6w dla zbioru nr 2
Zré6dto: opracowanie wlasne.

Przy takiej modyfikacji problemem zasadniczym staje si¢ zdefiniowanie mak-
simum lokalnego badanej krzywej. Jezeli przyjmiemy zbyt maly skok odleglosci
(rozpigtos¢ przedziatu) na osi poziomej, to zazwyczaj otrzymamy zbyt duzo mak-
simow lokalnych. Jezeli zas skok odleglosci bedzie zbyt duzy, to mozemy otrzy-
ma¢ zbyt mato maksiméw lokalnych i nie uzyskamy zadnej poprawy efektywnosci
indekséw. Postgpujac podobnie jak w przypadku réznych regut doboru wartosci
parametru wygladzania, mozemy postugiwaé si¢ takimi parametrami, jak rozstgp
kwartylowy lub mediana rozkladu odleglosci pomiedzy parami punktéw zbioru.
Podobnych probleméw moze nastreczaé ,,wyrazisto$¢” maksimum lokalnego,
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tzn. czy np. dwa maksima lokalne znajdujace si¢ blisko siebie traktowaé jako jedno
maksimum czy jako dwa maksima.

W celu ustalenia konkretnej liczby maksiméw lokalnych metoda préb i bledow
dobrana zostata nastgpujaca procedura.

1. Szerokos¢ przedzialu odleglosci (skok na osi odcigtych) przyjeto réwna
1/15 rozstgpu kwartylowego rozktadu odlegtosci.

2. Dla kazdego przedziatu odlegtosci znajdujemy liczb¢ par punktéw, dla kto-
rych odleglos¢ nalezy do tego przedziatu. Otrzymujemy krzywa czestosci rozkiadu
odlegtosci pomigdzy parami punktéw.

3. Wygladzamy krzywa czgstosci za pomoca sredniej ruchomej pigciookreso-
wej (np. czgstosé w przedziale odlegtosci (48,50) jest 1/5 sumy czestosci z prze-
dzialéw (44,46), (46,48), (48,50), (50,52), (52,54)).

4. Przyjmujemy, ze maksimum lokalne istnieje w danym przedziale odleglo-
sci, jezeli czestos¢ tego przedziatu jest ostro wigksza od czgstosci przedzialdow sa-
siednich i nie mniejsza od czgstosci przedzialéw oddalonych o dwa przedziaty.

3. Eksperyment badawczy

Zalozenia eksperymentu

W celu dokonania oceny zaproponowanej modyfikacji do badania wybrano te
same indeksy wyznaczajace liczb¢ skupien w zbiorze danych jak w pracy [Sugar,
James 2003]. Ponizej podane sa formutly na te indeksy. W tych wzorach B oznacza
wariancj¢ pomigdzy skupieniami (miedzygrupowa), W za$ — wariancj¢ wewnatrz-
grupowa, d — wymiar przestrzeni euklidesowej, w ktérej znajduja si¢ punkty zbio-
ru, K to badana liczba skupien, n — liczebno$¢ zbioru danych. Pierwszy indeks to
indeks Calinskiego-Harabasza. Wedlug niego nalezy wybrac taka liczbg skupien K,
ktéra maksymalizuje wielkosé:

CH(K)=LK)/ﬂ_ (N

W(K)/(n-K)

Drugi indeks to indeks Krzanowskiego-Lai
DIFF (K)

KL(K)=|—o", 2)

DIFF (K +1)

gdzie

DIFF(K)=(K-1)"W(K -1)-K¥*W(K), 3)

przy czym znéw wybrac nalezy K, ktére maksymalizuje wielkos¢ dang wzorem 2.
Trzeci indeks to indeks Hartigana:

H(K)=(n—K—1)(LK)—1J, @

W(K +1)
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przy ktéorym wybieramy najmniejsze K, dla ktérego wielkos¢ dana wzorem 4 jest
mnigjsza lub réwna 10.

Czwarty indeks to indeks sylwetkowy Rousseeuwa dany wzorem

()=

max{a(i),b(i)}
gdzie a(i) jest srednia odlegloscia pomigdzy i-tym elementem a wszystkimi innymi
punktami nalezacymi do tego samego skupienia, b(i) jest za$ srednia odlegloscia do
najblizszego skupienia. Wybieramy K, ktére maksymalizuje $rednig dla catego
zbioru wielkos¢ dang wzorem 5.

Za pomoca programu CLUSTGEN, autorstwa J. Milligana, (por. [Milligan
1985]), wygenerowanych zostato 216 stuelementowych zbioréw danych. Zbiory
byly podzielone réwno po 72 z kazdej z przestrzeni R* , R® oraz R®. Réwny byt tez
podziat ze wzgledu na liczbg skupien w kazdym zbiorze, tzn. 54 zbiory z 2 skupie-
niami, 54 z 3 skupieniami, 54 z 4 skupieniami i 54 zbiory z 5 skupieniami. Kazdy
ze zbioréw zostal 100 razy pogrupowany w roztaczne klasy metoda k-Srednich
(k=2,3, .., 11) z losowo wybranymi punktami startowymi. Dla kazdego grupo-
wania znalezione zostaly badane 4 indeksy i za wskazanie koncowe przyjeto naj-
czesciej wystgpujaca (dla danego indeksu) liczbe skupien. Wskazanie to zostato
poréwnane ze wskazaniem wynikajacym z zaproponowanej modyfikacji.

Wyniki eksperymentu

Modyfikacja raczej nie wptywa na indeksy Calinskiego-Harabasza i1 Hartigana.
Indeksy te prawie zawsze pokazuja za duzo skupien. Wskazania poprawnej liczby
skupien tych indekséw byly stabe — ponizej 15 % (odsetka poprawnych wskazan
indekséw nie ma w tab. 1).

&)

Tabela 1. Liczby niezmienionych, lepszych oraz gorszych wskazan liczby skupien indekséw
zmodyfikowanych

. Zbiory danych | Zbiory dan Zbiory dan Zbiory danych
Wy"“"”.- J. gl zliquzslm;y;eﬁ zlic;ya;ku;y;;i zliakﬁ4slm§ehﬁ zli;;yqsskug?eﬁ
euldidesowe zmodyfikowanego s T P TR [ s Jou] H [KL| s [cH] H [KL] S [oH] B [KL

Zviany 2[17]18{1a] 4 [17]16] 7 [16] 1818 17[18[ 18] 18] 18

R'  |wsdaanielepze [0 ] 0] 0] o[B3[1[2[9[2]0ofo]1[ofo]o]o
wskazaniegorsze | 6 | 1] 0] 4| 1]0]0]2]0]0]0]0]0]0]0]0
Ziany B17[17]14] 6 [16]17] 8 | 17] 18] 18] 16| 18| 18] 18] 18

R*  |wskazanielepze | 0] 0] 0]0|12]2]1]9]1]0]0]2]0]0]0]0
wskazaniegorsze | 5 | 1| 1]4]0]0]0|1]0]0]0|0]0]0][0]0

bez zmiany 141617151 2 [17]17]10] 16] 18] 18] 18] 18| 18] 18] 18

R®  |wakazanielpse | 0] 0] 0] 0|14] 1]1]8]2]l0l0]0]l0]lo0lo0]0

weiazaniegorsze | 4] 2] 1]3]2]0]0]2]0]0]o]o]loJo]o]o

Zr6dto: obliczenia wiasne.
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Wskazania indeksu Krzanowskiego-Lai (poprawne w ok. 25%) zostaly pogor-
szone w ok. 7% przypadkéw oraz poprawione w ok. 14% przypadkéw. Pogorsze-
nia mialy miejsce tylko w odniesieniu do zbioréw z dwoma skupieniami. Wtedy
zaproponowana modyfikacja wskazywala o jedno skupienie za duzo. Poprawienia
wskazan miaty miejsce giéwnie w przypadku zbioréw z trzema skupieniami, wtedy
indeks wskazywat dwa skupienia, modyfikacja za$ wskazywala trzy.

Najlepszym indeksem w tym badaniu okazal si¢ indeks sylwetkowy, ktéry
wskazywal poprawna liczbe skupien w ok. 32% zbioréw. Wskazania tego indeksu
zostaly pogorszone w ok. 8% przypadkéw oraz poprawione w 25% przypadkéw.
Podobnie jak w przypadku indeksu Krzanowskiego-Lai pogorszenia mialy miejsce
tylko w odniesieniu do zbioréw z dwoma skupieniami (modyfikacja wskazywala o
jedno skupienie za duzo), lepsze wskazania zas — w przypadku zbioréw z trzema
skupieniami.

4. Whnioski

Ogodlnie zaproponowana modyfikacja dla badanych czterech indekséw liczby
skupien w zbiorze danych poprawia wskazania tych indekséw (przynajmniej najlep-
szych z nich). Tak jak mozna si¢ bylo spodziewac, modyfikacja nie wnosi wiele no-
wego, gdy liczba skupien w zbiorze jest dos¢ duza — wtedy odlegtosci pomigdzy nie-
ktérymi skupieniami sa podobne i przy badaniu rozktadu odlegltosci pomigdzy para-
mi punktéw trudno te skupienia rozrézni¢. Trzeba oczywiscie pamigta¢ o tym, ze
przeprowadzone badanie dotyczyto tylko grupowania elementéw zbioru metodg
k-érednich. W celu uzyskania pelniejszej oceny nalezaloby zastosowaé, by¢ moze,
inne metody grupowania. Nie nalezy sie tudzié, ze samo analizowanie macierzy od-
legtosci da ostateczna i poprawna odpowiedz na pytanie o liczbe skupien w zbiorze
danych, ale taka analiza (jak pokazuje zaproponowana modyfikacja) moze by¢ po-
mocna. Wydaje si¢, ze analizowanie macierzy odleglosci (pod wzgledem rozktadu
odlegtosci pomigdzy parami punktéw) moze wspomagaé réwniez metody klasyfika-
cyjne — badanie tego zagadnienia bedzie prowadzone w najblizszej przysztosci.
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A PROPOSAL OF MODIFICATION OF ARBITRARY DATA SET
CLUSTER NUMBER INDEX

Summary

In the paper a proposal of the modification of an arbitrary data set cluster num-
ber index is given. The idea of the modification is to obtain a lower bound of the
number of clusters in a data set through analysing the distribution of pairwise dis-
tances. The modification was tested on 216 data sets from Euclidean spaces with
the grouping done by the k-means method. The indices modified were the
Rousseeuw silhouette index, the Krzanowski-Lai index, the Calinski-Harabasz in-
dex and the Hartigan index.
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