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BADANIE RELACJI MIEDZY ZROZNICOWANIEM
POJEDYNCZYCH MODELI
A BLEDEM MODELU ZAGREGOWANEGO

1. Wstep

Zastosowanie modeli zagregowanych w klasyfikacji i1 regresji cieszy si¢ bardzo
duzym zainteresowaniem w ostatnich latach. Budowa takiego modelu polega na
tym, ze wartosci teoretyczne wielu pojedynczych modeli faczone sa ze soba za
pomoca réznych operatoréw agregacji. W przypadku klasyfikacji przewaznie sto-
suje si¢ glosowanie majoryzacyjne, a w regresji — usrednianie.

Oprécz wysokiej jakosci pojedynczych modeli, istnieje takze drugi czynnik
wplywajacy na jakos¢ modelu zagregowanego. Czynnik ten okreslany jest jako
zroznicowanie modeli czastkowych [Ruta, Gabrys 2001]. Jest wiele sposobdéw
wprowadzania zréznicowania do zbioru pojedynczych modeli, np. poprzez ich bu-
dowg¢ na podstawie réznych podzbioréw zmiennych objasniajacych czy tez obser-
wacji wybranych z pierwotnego zbioru uczacego. Gdy wartoscia zmiennej ob-
jasnianej jest klasa (dyskryminacja), pojecie zréznicowania modeli nie jest doktad-
nie zdefiniowane [Ruta, Gabrys 2002]. W regresji natomiast znaczenie zréznico-
wania moze zosta¢ pokazane przez dekompozycje bledu modelu zagregowanego
przedstawione przez Ueda i Nakano [1996] oraz Krogha i Vedelsby’ego [1995]

Badania empiryczne zaprezentowane w tym artykule miaty na celu sprawdze-
nie, czy dekompozycje te pozwola na sformutowanie relacji zachodzacych migdzy
stopniem zréznicowania pojedynczych modeli a bledem modelu zagregowanego.
Ponadto celem tego opracowania bylo takze sprawdzenie, ktéra z tych dwéch de-
kompozycji jest bardziej uzyteczna w badaniu wspomnianej relacji. Ujawnienie si¢
jasnej relacji migdzy stopniem zréznicowania a bigdem modelu zagregowanego
jest wazne, bo coraz czesciej pojawiaja sig algorytmy, ktére taki czynnik, jak zréz-
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nicowanie modeli, w sposéb jawny biora pod uwage w procesie konstrukcji mode-
lu zagregowanego (np. [Opitz 1999; Camey, Cunningham 1999]).
2. Dekompozycje bledu modelu zagregowanego w regresji

Ueda i Nakano [1996] pokazali, ze sredni btad kwadratowy podlega dekompo-
zycji na trzy skladowe:
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Na podstawie tej dekompozycji widaé, ze blad modelu zagregowanego zalezy
takze od stopnia skorelowania migdzy wartosciami teoretycznymi pojedynczych
modeli, ktéry mierzony jest przez trzecia skladowa tej dekompozycji, czyli kowa-
riancje.

Dekompozycja Ueda i Nakano pokazuje, jak mierzy¢ zréznicowanie modeli, nie
pokazuje natomiast, jaka jest relacja migdzy stopniem zréznicowania pojedynczych
modeli a ich jakoscia. Okazuje si¢ jednak, Zze te dwa czynniki sa ze soba powiaza-
ne, co pokazuje druga dekompozycja autorstwa Krogha i Vedelsby’ego [1995].

Wykazali oni, ze w przypadku pojedynczej obserwacji, btad predykcji na pod-
stawie modelu zagregowanego jest réznicq dwéch wielkos’ci

wer = O =2, —Zw(yk ¥ Zwk(yk 3.0 (5)

gdzie: y, torzeczywista wartos¢ zmiennej objasmanej,
y, — wartos¢ teoretyczna k-tego pojedynczego modelu,
y,, — wartos¢ teoretyczna modelu zagregowanego, obliczana jako:

K
S =2 WSy (6)
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K
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Pierwszy element mierzy usredniony blad pojedynczych modeli i okresla, jaka
jest ich jakos¢. Drugi natomiast, zwany czynnikiem zréznicowania (ambiguity
term), okresla stopien rozproszenia wartosci teoretycznych poszczegdlnych modeli
wokot wartosci teoretycznej modelu zagregowanego, czyli mierzy ich zréznicowa-
nie. W zwiazku z tym, ze jest on zawsze dodatni, odjgcie go od pierwszego ozna-
czaé bedzie, ze blad modelu zagregowanego bedzie réwny usrednionemu bigdowi
pojedynczych modeli lub bedzie od niego mniejszy. Im wigksza wartos¢ czynnika
zréznicowania, tym wigksza powinna by¢ redukcja bledu przez model zagregowa-
ny. Jednakze, jezeli zr6znicowanie pojedynczych modeli rosnie, to rosnie takze
warto$¢ pierwszego elementu tej dekompozycji. Oznacza to zatem, ze maksymali-
zacja samego tylko zréznicowania nie wystarcza, by zapewni¢ wysoka jako$¢ mo-
delu zagregowanego. Potrzebne jest zapewnienie wilasciwej relacji migdzy stop-
niem zréznicowania a jakoscia pojedynczych modeli, by osiagna¢ niski bfad mode-
lu zagregowanego.

3. Badanie empiryczne

Celem empirycznej czesci artykutu jest zbadanie, czy zachodza $ciste relacje
mi¢dzy stopniem zréznicowania pojedynczych modeli, mierzonym za pomoca
przedstawionych dekompozycji, a bledem modelu zagregowanego. Zastosowane
metody agregacji to bagging [Breiman 1996], polegajacy na losowym doborze ob-
serwacji do kolejnych préb uczacych; metoda losowych podprzestrzeni [Ho 1998],
polegajaca na losowym doborze cech do kolejnych zbioréw uczacych oraz metoda
random forest [Breiman 2001], w ktdrej losowemu doborowi podlegaja zaréwno
cechy, jak i obiekty.

W odniesieniu do dekompozycji (5) najpierw wyliczono jej elementy sktadowe,
a potem zbadano relacje miedzy kowariancjq a wartoscia bledu modelu zagrego-
wanego. Dla dekompozycji Krogha i Vedelsby’ego w pierwszym kroku wyliczony
za$ zostal udziat czynnika zr6znicowania w sumie obydwu sktadnikéw tej dekom-
pozycji, a nastgpnie zbadano jego relacje w stosunku do btedu modelu zagregowa-
nego.

Do eksperymentéw zastosowano ogdlnodostgpne zbiory z repozytorium baz da-
nych Uniwersytetu Kalifornijskiego [Blake, Keogh, Merz 1988], dzielac je za kaz-
dym razem na czgs$¢ uczaca (80%) i testowa (20%). Ich charakterystyka znajduje
si¢ wtab. 1.

Tabela 1. Zastosowane zbiory danych

Nazwa Liczba obserwacji Liczba zmiennych objasniajacych
Boston 506 13
Ozon 366 12
Friedman 1 500 10

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: http://www.ics.uci.eduw/~mlearn/MLSummary.html.
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Pierwszy eksperyment mial na celu zastosowanie przedstawionych dekompozy-
cji do zbadania relacji migdzy bledem modelu zagregowanego a stopniem zrézni-
cowania pojedynczych modeli w metodzie losowych podprzestrzeni w zaleznosci
od liczby cech dobieranych do préb uczacych. W tym celu dla zbioru Boston loso-
wano od 2 do 12 cech, dla zbioru Ozon — od 2 do 11, a dia zbioru Friedman 1 — od
2 do 9, dodajac za kazdym razem kolejng cech¢. Model zagregowany obejmowat
50 pojedynczych modeli. Wartosci btedu modelu zagregowanego oraz sktadowych
dekompozycji wyliczone zostaly na podstawie zbioréw testowych. Wszystkie wy-
niki zilustrowano wykresami. Na rysunkach 1-6 na jednym wykresie przedstawio-
no wartosci blegdu modelu zagregowanego oraz kowariancji (udzialu zréznicowa-
nia). Ze wzgledu na duze réznice w rzgdzie wielkosci ilustrowanych wartosci lewa
0§ stanowi skalg¢ dla wartosci btedu modelu, a prawa — dla kowariancji (udziatu
zréznicowania). Ograniczone rozmiary opracowania powoduja, ze pokazane bgda
tylko wybrane wyniki, ale przedstawione wnioski dotycza catosci badan.

Wyniki empiryczne pokazuja brak wyraznej relacji migdzy zréZznicowaniem mierzo-
nym za pomoca kowariancji a blgdem modelu zagregowanego. Ilustracja tego faktu jest
rys. 1, na ktérym malejaca warto$¢ kowariancji faczy si¢ poczatkowo z malejaca, a na-
stepnie rosnaca wartoscia btedu modelu zagregowanego. Wyniki uzyskane na podstawie
dekompozycji Krogha i Vedelsby’ego za$ pokazuja (rys. 2), ze wyzszy udziat czynnika
zréznicowania w sumie sktadowych tej dekompozycji faczy si¢ z nizsza wartoscia biedu
modelu zagregowanego. Wynika stad zatem, ze zapewnienie odpowiedniej relacji mig-
dzy stopniem zréznicowania modeli czastkowych a ich jakoscia pozwala na obnizenie
bledu modelu zagregowanego.
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Rys. 1. Wartosci kowariancji i btgdu modelu  Rys. 2. Wartosci udziatu czynnika zréznicowania

zagregowanego w metodzie losowych w dekompozycji Krogha i Vedelsby’ego i bigdu
podprzestrzeni dla zbioru Ozon modelu zagregowanego w metodzie losowych
Zrédto: opracowanie wiasne. podprzestrzeni dla zbioru Ozon

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Celem drugiego eksperymentu byfo zastosowanie omawianych dekompozycji
do zbadania, jak w metodzie bagging ksztaltuje si¢ relacja migdzy btedem modelu
zagregowanego a stopniem zréznicowania modeli w zaleznosci od liczby modeli
sktadowych. W zwiazku z tym zbudowano model zagregowany na podstawie od 20
do 100 modeli, dodajac za kazdym razem kolejne 10 modeli.
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Rys. 3. Wartosci kowariancji i bigdu modelu
agregowanego w metodzie bagging dla zbioru
Friedman |
Zrédto: opracowanie wiasne.

Rys. 4. Wartosci udziatu czynnika zréznicowania
w dekompozycji Krogha i Vedelsby’ego i bi¢du
modelu zagregowanego w metodzie bagging dla
zbioru Friedmani
Zrédio: opracowanie whasne.
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Rys. 5. Wartosci kowarianc;ji i bigdu modelu
zagregowanego w metodzie random forest dla
zbioru Boston
Zr6dto: opracowanie wiasne.

Rys. 6. Wartosci udziatu czynnika zréznicowania
w dekompozycji Krogha i Vedelsby’ego i biedu
modelu zagregowanego w metodzie random forest
dla zbioru Boston
Zr6dio: opracowanie wiasne.
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Wyniki z zastosowaniem dekompozycji Ueda i Nakano, pokazane na rys. 3, po-
twierdzajg brak wyraznego zwiazku miedzy zréznicowaniem mierzonym za pomo-
cq kowariancji a blgdem modelu zagregowanego. Dopiero druga z zastosowanych
dekompozycji (autorstwa Krogha i Vedelsby’ego) pozwala sformutowaé relacje
migdzy stopniem zréznicowania modeli a blgdem modelu zagregowanego: wigk-
szemu udziatowi czynnika zrézmicowania w sumie sktadowych tej dekompozycji
towarzyszy nizsza wartos¢ btgdu modelu zagregowanego.

Dla metody agregacji random forest, przy zastosowaniu obydwu dekompozycji,
zbadano relacje migdzy wartoscia bledu modelu zagregowanego a zréznicowaniem
poszczegblnych modeli w zaleznosci od liczby cech losowo dobieranych na kaz-
dym etapie budowy drzewa regresyjnego. Losowano analogiczna liczbg cech jak w
przypadku metody losowych podprzestrzeni, a model zagregowany obejmowat
100 sktadowych.

Wyniki przedstawione na rys. 5 potwierdzajg wcze$niejsze wnioski: pomiar
zréznicowania pojedynczych modeli za pomoca kowariancji nie pozwala wnio-
skowa¢ o wartosci bigdu modelu zagregowanego. Na podstawie wynikéw uzyska-
nych z zastosowaniem dekompozycji Krogha i Vedelsby’ego (rys. 6) mozna zas
stwierdzi¢, ze nizszej wartosci btedu modelu zagregowanego towarzyszy wyzszy
udziat czynnika zr6znicowania w sumie sktadowych tej dekompozycji.

4. Whnioski

Przechodzac do sformulowania wnioskéw ostatecznych, mozna stwierdzi¢, ze blad
modelu zagregowanego zalezy zasadniczo od dwéch czynnikéw: jakosci pojedynczych
modeli (mierzonej przecigtnym ich blgdem) i stopnia ich zréznicowania. Wyniki empi-
ryczne uzyskane na podstawic dekompozycji Ueda i Nakano wskazujg na brak jasnej
relacji migdzy stopniem zréznicowania modeli mierzonego za pomoca kowariancji a
btedem modelu zagregowanego. Dekompozycja Krogha i Vedelsby’ego pokazuje za$, ze
zwigkszanie udziatu czynnika zréznicowania w sumie sktadnikéw tej dekompozycji po-
zwala na obnizenie bledu modelu zagregowanego. Dodatkowy wniosek, jaki mozna wy-
ciagna¢ na podstawie przeprowadzonych badan, jest taki, ze zapewnienie wlasciwej rela-
cji migdzy stopniem zréznicowania modeli czastkowych a ich przecigtnym bltedem za-
pewni redukcj¢ btegdu modelu zagregowanego.

Uzyskane wyniki empiryczne pozwalajq stwierdzié, ze z dwéch dekompozycji
przedstawionych w tym artykule dekompozycja Krogha i Vedelsby’ego moze zo-
sta¢ uznana za bardziej uzyteczna w analizie relacji miedzy stopniem zréznicowa-
nia modeli a btedem modelu zagregowanego. Dekompozycja ta bowiem pozwala
na sformutowanie zaleznosci zachodzacej miedzy jakoscia pojedynczych modeli,
stopniem ich zréznicowania a blgdem modelu zagregowanego.
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ANALYSIS OF RELATIONSHIP BETWEEN SINGLE MODELS
DIVERSITY END ERROR OF AGGREGATED MODEL

Summary

Ensembles become more and more popular in classification and regression
problems. Very often they have better empirical and theoretical properties than sin-
gle models. One factor that is needed in order to get high performance of aggre-
gated model is recognized as models diversity. The paper discusses the problem of
ensemble diversity in regression using the idea of ensemble error decomposition
introduced by Ueda, Nakano (1995) and Krogh, Vedelsby (1996). We show also
results of experiments concerning the relationship between ensemble error and en-
semble diversity, measured by means of the two presented decompositions.
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