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1. Wstep

Artykul poswigcony jest badaniu zaleznosci wartosci ekstremalnych. Zalez-
nosci te rozpatrywane sg z punktu widzenia zastosowan w finansach i ubezpiecze-
niach, glownie w zarzadzaniu ryzykiem. Badanie dotyczylo zaleznosci zachodza-
cych migdzy matymi lub duzymi wartosciami rozpatrywanych zmiennych loso-
wych.

Zaleznosci wartosci ekstremalnych sa wykorzystywane w zarzadzaniu ryzy-
kiem, gléwnie przy wyznaczaniu miar ryzyka i skladek ubezpieczeniowych. Ich
znajomos¢ pomocna jest rOwniez podczas przeprowadzania dynamicznej analizy
finansowej, prognoz ostrzegawczych dotyczacych kryzysow finansowych. Ponadto
mozna je wykorzystaé przy badaniu wyplacalnosci towarzystw ubezpieczeniowych
i instytucji finansowych, zarzadzania kredytami, jak i w réznych rodzajach dziatal-
nosci ubezpieczeniowej, takich jak ubezpieczenia komunikacyjne czy dotyczace
szkod katastrofalnych. Istnienie zaleznosci ekstremalnych jest bardzo niebezpiecz-
ne z punktu widzenia ubezpieczyciela. Nastepuje wtedy kumulacja duzych szkod
rdznego typu.

2. Podstawy teoretyczne

Oznaczmy symbolem H(x, y) dystrybuant¢ facznego rozktadu zmiennych loso-
wych X i Y oraz symbolami F(x) i G(y) dystrybuanty brzegowe tych zmiennych.
Zal6zmy ponadto, ze dystrybuanty brzegowe sa ciagle. Analiza zaleznosci wartosci
ekstremalnych, ktéra b¢dziemy si¢ zajmowac, oparta bedzie na funkcjach lacza-
cych (copula). Funkcje taczace sa tacznikami miedzy rozktadem tacznym a rozkfa-
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dami brzegowymi. Umozliwiaja lepsza, pelniejsza analiz¢ zaleznosci zachodzacych
mi¢dzy zmiennymi losowymi. Rozbijaja one taczny rozkiad na dwie czesci: struk-
turg zaleznosci i rozktady brzegowe. Struktura zaleznosci zalezy jedynie od funkcji
faczacych, nie jest zalezna od rozktadéw brzegowych.

Definicja [11; 6; 9]. Funkcjq taczqcq C nazywamy dystrybuant¢ skupiona na
[0, 1] x [0, 1] o jednostajnych na [0, 1] rozktadach brzegowych.

Podstawowym twierdzeniem teorii funkcji faczacych jest przedstawione poni-
zej twierdzenie Sklara.

Twierdzenie 1 [11; 6].

a. Istnieje doktadnie jedna funkcja taczaca C, spetniajaca ponizsze rownanie

H(x, y) = C(F(X), G()). (D

b. Dla danej funkcji taczacej C i dystrybuant jednowymiarowych F i G rowna-
nie (1) wyznacza dystrybuantg faczna o dystrybuantach brzegowych rownych Fi G.

Gdy dystrybuanty brzegowe nie sa ciagle, wowczas funkcja laczaca jest jedno-
znacznie okreslona jedynie na iloczynie kartezjanskim zbioréw wartosci dystry-
buant.

Twierdzenie Sklara umozliwia nam, w przypadku ciaglych dystrybuant
brzegowych, przedstawienie funkcji taczacej nast¢pujacym wzorem:

C(u,v)= H(F™' (), G“(v)).

Podstawowymi wilasnosciami funkcji taczacych jest ich niezmienniczo$¢ ze
wzgledu na rosnace przeksztalcenia oraz, oczywiscie, brak zaleznosci od rozkla-
déw brzegowych.

Sposrod wszystkich funkcji taczacych mozna wymienié trzy podstawowe:

CL(u,v)=(u+v—1)+,
Cyu,vy=unv,
Cr(u,v)=u.

Dwie pierwsze funkcje to dolne i gorne ograniczenie Frecheta-Hoeffdinga,
a trzecia przedstawia niezaleznos¢. Dla dowolnej funkcji laczacej C zachodzi
nastgpujaca zaleznos¢, wyjasniajaca nazwg wymienionych funkcji taczacych

Cp(u,v) < C(u,v) < Cy(u, v).

W praktyce czgsto wykorzystuje si¢ parametryzowane rodziny funkcji tacza-
cych. Parametry opisujace elementy tych rodzin oddaja zwykle stopien zalezno$ci
zachodzacej miedzy badanymi zmiennymi losowymi. Najbardziej znanymi sg
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rodziny archimedesowych funkcji faczacych. Archimedesowa funkcja iqczqca
okreslona jest wzorem [9]:

C(u,v) = ¢~ p(u) + (),

gdzie generator ¢: [0, 1] > [0, =] jest malejaca, wypukla funkcja spetniajaca wa-
runki: ¢(0) =, ¢(1) = 0. Charakteryzuje sie¢ prostota, poniewaz jest jednoznacz-
nie wyznaczona przez funkcj¢ jednej zmiennej ¢. Do najbardziej znanych rodzin
archimedesowych funkcji taczacych naleza rodziny:

Claytona:

CS vy =(w® 4y - 1)_1/ .

gdzie parametr «>0. Funkcja laczaca Claytona opisana jest generatorem

p(u)=u"% 1.
Franka:

C‘f(u,v)=iln 1+ > ,

a
gdzie dla a # 0 oraz generator ¢, (1) = —l“(e : — 1)'
e” —1

Gumbela:
CS (u,v) = exp(—[(— Inu)® +(=In v)“]l/ aj,

gdzie a> 1 oraz p(u) = (- Inu)%.

Innym przyktadem rodzin, rowniez czg¢sto stosowanych w praktyce, sa rodziny
eliptycznych funkcji lqczqcych [3]. Sa to funkcje faczace indukowane przez wielo-
wymiarowe rozklady eliptyczne, takie jak wielowymiarowe rozktady normalne czy
Studenta. Eliptyczne funkcje taczace sa charakteryzowane przez macierze korela-
cji. Parametrem funkcji taczacej Studenta jest tez liczba stopni swobody.

Przedstawione powyzej funkcje taczace charakteryzuja sie symetrig. Zachodzi
bowiem zaleznos¢:

C(u,v)=C(v,u).
Funkcje faczace oparte sa na dystrybuancie lacznej H(x, y). Jednakze funkcja

przetrwania H(x,y)=P(X >x,Y>y) réwniez indukuje tzw. funkcje lqczacq
przetrwania, opisang wzorem
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H(x,y)=C(F(x),G(»)).
Funkcja ta zwigzana jest ze zwykla funkcja taczaca C formula;
Cu,v)=u+v-1+C(1—-u,1-v).
Jesli zachodzi zaleznosé
C(u,v)=C(u,v),
to mowimy, ze funkcja taczaca jest rotacyjnie symetryczna. Eliptyczne funkcje

laczace oraz funkcja faczaca Franka sa rotacyjnie symetryczne [6; 3].

3. Wspolczynniki zalezno$ci wartosci ekstremalnych

Wspolczynniki zaleznosci wartosci ekstremalnych (tail dependence coeffi-
cients): dolny A oraz gorny Ay sa podstawowymi narzedziami ufatwiajacymi
w duzym stopniu analiz¢ zalezno$ci migdzy ekstremalnymi wartosciami badanych
zmiennych losowych. Odgrywaja one na tym obszarze rolg klasycznych wspol-
czynnikéw korelacji. Definiujemy je w nast¢pujacy sposob:

AL (X, )= lim0 P(X < F‘l(u)‘Ys G“(u)),

Ay(X.1)= lim (x> F—l(u)‘Y> G7'(w).

Mozna pokaza¢ [3], ze wspolczynniki te, bedac granicznymi prawdopodobienstwa-
mi warunkowymi opartymi na kwantylach, zaleza jedynie od funkcji taczacych,
zwyklych i przetrwania. Zachodza bowiem zaleznosci:
C(u,u
240X, 1) = lim S8 9

u—>0 U

Ay(X, 1) = lim EUZ% 120

u—1 1-u

Dla archimedesowych funkcji taczacych otrzymujemy prostsze wzory

-1
2
2, = lim £ 2209)
u—0 u
-1
1-2u+9™'(2
Ay = lim 224+ 9 Qo)
u—l l1-u

zalezne jedynie od generatorow tych funkcji.
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Dolna (gorna) niezalezno$¢ wartosci ekstremalnych wystgpuje, gdy otrzymuje-
my A; =0 (Ay =0). Dla rotacyjno-symetrycznych funkcji taczacych obydwa
wspoélczynniki zaleznosci wartosci ekstremalnych sa sobie rowne, tzn. A, =4,;.
W przypadku funkcji taczacych gaussowskich (indukowanych przez wielowymia-
rowy rozktad normalny) i Franka zachodzi 4, = A, =0. Natomiast dla funkcji
faczacej Claytona otrzymujemy:

iL :2—1/(1 =2—0,5(1-T)/T, A«U — 0

ki

a dla funkcji Gumbela:
Ap=0, Ay =2-2Y2 22_2k7

gdzie rjest wspotczynnikiem korelacji rang Kendalla. Widzimy, ze gdy struktura
zaleznosci opisana jest funkcja aczaca Claytona, to zachodzi jedynie zaleznos¢ dla
malych wartosci zmiennych X oraz Y, a dla funkcji faczacej Gumbela mamy
zalezno$¢ dla wartosci duzych. Dodatkowo wspotczynniki zaleznosci wartosci
ekstremainych dla funkcji taczacej Gumbela i Claytona zaleza od wartosci
parametru o oraz wspolczynnika korelacji Kendalla. Natomiast funkcja taczaca
Studenta z liczba stopni swobody 4 jest zalezna zarowno dla matych, jak i duzych
wartosci. Zachodza dla niej nastgpujace zaleznosci:

- /k (1 -
j’L:’lU =2tk+l[ %)‘ja

gdzie p jest wspdlczynnikiem korelacji Pearsona, a f;, jest funkcja przetrwania
jednowymiarowego rozkladu Studenta z k stopniami swobody.

Istnieje wiele metod estymacji wspolczynnikéw zaleznosci wartosci ekstremal-
nych (zob. [4; 5; 10]). Sa to metody zaréwno parametryczne, jak i nieparametrycz-
ne. Wykorzystuja cala probg lub tylko wartosci ekstremalne z proby.

Jedna z metod polega na estymacji parametréw rozkiadow brzegowych oraz
parametréw wybranej rodziny funkcji faczacych metoda najwiekszej wiarygodno-
sci. Nastgpnie wybierana jest rodzina najlepsza wedlug ustalonego kryterium. Na
przyktad maksymalizuje si¢ wartos¢ funkcji wiarygodnosci, czy warto$¢ AIC. Inne
kryteria polegaja na wyborze najlepszego dopasowania do empirycznej funkcji
faczacej

C(w,v) = Hy(Fy ' (@), G ),

gdzie H,, F,, G, sa empirycznymi dystrybuantami, lub na optymalnym dopaso-
waniu dystrybuanty K(z) zmiennej losowej Z = F(X, ¥) do dystrybuanty empirycz-
nej K,,.
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Wspotczynnik korelacji wartosci ekstremalnych A (dolnych lub goérnych)
mozemy estymowaé, wyznaczajac najpierw empiryczny wspolczynnik korelacji
Kendalla i wykorzystujac zaleznosci zachodzace migdzy tym wspdlczynnikiem
a estymowanym wspolczynnikiem dla zidentyfikowanej wezeéniej rodziny funkeji
taczacych. Na przykiad dla rodziny funkcji taczacych Claytona estymator wspol-
czynnika A; wyznaczymy wedlug wzoru:

’EL _ 2—0,5(1—1,,)/1',, ’
gdzie 7,, jest empirycznym wspotczynnikiem korelacji Kendalla.

Inna metoda estymacji wspotczynnika korelacji wartosci ekstremalnych opiera
si¢ na empirycznej wersji tego wspoétczynnika. W przypadku zaleznosci dla matych
wartosci empiryczna wersja tego wspolczynnika jest rowna

Ak =2c, (£, L)

Mozna tez, zamiast brania proby z calej dziedziny, ustali¢ dolny tA/ lub gérny
thu prog i bada¢ jedynie dane o wartosciach mniejszych lub wigkszych od tych
wielkosci.

W analizie zaleznosci wartosci ekstremalnych mozna wykorzystaé tez funkcje
laczace wartosci ekstremalnych (tail dependence copula). Wyznaczone sa one na
ustalonym poziomie u€[0, 1) oraz stanowia bardzie] zaawansowane narzedzie
badawcze. Nie jest to jednak wartos¢ jak w przypadku wspdlczynnikow zaleznosci
wartosci ekstremalnych, ale funkcja charakteryzujaca zaleznosc.

Funkcja taczaca dolne wartosci ekstremalne okreslona jest wzorem {8; 12]

c(F 0, K7 )
C(u,u) ’

C,(x,y) = P(X <F 0, 7<FJ\ X su, v < u) =

gdzie F, (x) jest nastgpujaca warunkowa dystrybuanta:

C(xAu,u)

F,(x)=PX<xX<uY<u)= o)

Mozna sprawdzi¢, czy otrzymana powyzej funkcja jest tez funkcja taczaca. Gdy C
jest archimedesowa funkcja taczaca, to C, jest réwniez archimedesowa funkcja
z generatorem @, (f) = qo(tq)_l(2qo(u))) —20(u).

Natomiast funkcja taczaca gorne wartosci ekstremalne Eu oparta jest na funkgcji
Yaczacej przetrwania C . Okres$lona jest ona wzorem:
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Exny)=PL¥>1—i;%xxY>1—F;ky»X>1—mY>1—@=

C(1-F'»,1-F ')

b

C(l-u,1-u)
gdzie F(x)= P(X >xX>uY> u) = —C(g(:,l;’)u)
Moéwimy, ze funkcja charakteryzuje sie regularng zmiennosciq (regularly

varying) z indeksem a € R w punkcie x, jesli lim M=t“. Stosujemy wtedy

y—x S
oznaczenie f €R},. Powolna zmienno$¢ zachodzi gdy @ =0, a szybka gdy a = .

4. Podstawowe twierdzenia

Przedstawione ponizej twierdzenie umozliwi nam badanie granicznego zacho-
wania funkcji taczacej wartosci ekstremalne.

Twierdzenie 2 [7]. Niech C bedzie archimedesowa funkcja taczaca z generato-
rem .
a. Jesli ¢ em‘la, gdzie 0 < @<, to lim Cy(x, y)= Cgl (x, y) (funkcja tacza-
u—0

ca Claytona).
b. Jesli ¢ 6918, to lim C,(x, y)=C(x, y) (niezaleznos¢).
u—0

c. Jesli @ 691900, to lim C,(x, y)=Cpy(x,y) (gorne ograniczenie Frecheta-
u—0

-Hoeffdinga).

Widzimy, ze w zaleznosci od rodzaju regularnej zmiennosci generatora archi-
medesowej funkcji faczacej C otrzymujemy w granicy dla funkcji taczacej dolne
wartosci ekstremalne albo funkcj¢ Claytona, albo niezaleznos¢ lub ewentualnie
gérne ograniczenie Frecheta-Hoeffdinga. Generator funkcji taczacej Claytona nale-

zy do klasy 919,,, a Gumbela i Franka do klasy 918.

Chcac badac¢ graniczne zachowanie funkcji taczacej gérne wartosci ekstremal-
ne gdy u dazy do 1, nalezy zamieni¢ zmienne losowe X, ¥ na —X, -Y, a funkcje
taczaca C na funkcje przetrwania C i zastosowa¢ twierdzenie 2.

Nastepne twierdzenie umozliwi nam badanie granicznego zachowania funkc;ji
przetrwania sumy zmiennych losowych. Tego typu sumy odgrywaja duza rolg
w zagadnieniach finansowych i ubezpieczeniach, glownie w zarzadzaniu portfela-
mi. Niech X, ¥ beda zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie z ciaglymi
dystrybuantami F(x), a struktura zaleznosci tych zmiennych losowych bgdzie opi-
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sana archimedesowa funkcja przetrwania C? z generatorem ¢. W twierdzeniu wy-
korzystamy odpowiadajaca jej funkcje laczaca przetrwania C(u,v)=u+v-1+
+C?(1-u,1-v). W tym przypadku zachowanie funkcji przetrwania sumy X+ ¥
w granicy zaleze¢ bedzie od charakterystyki funkcji przetrwania F . Wyréznione
zostang trzy przypadki, trzy klasy funkcji przetrwania: Frecheta, Weibulla oraz
Gumbela, podobnie jak w przypadku standardowego badania zdarzen ekstremal-
nych (zob. [2]).

Twierdzenie 3. [12]. Niech m?a, gdzie a> 0, > 0, oraz xp spetnia warunek
F(XF) =1.
a. Frechet: jesli F eﬂlfﬂ, to

lim =L—P(X +Y22x)=q" (a, B).

x—o F(x

b. Weibull: jesli xp < o oraz F(xp -1/-) eRZp, to

: 1 W
lim =————P(X+Y22xr-1/x)= a, f).
x——)ooF(xF—l/x) ( Fi®=4"(@p)
F(x+1
c. Gumbel: jesli istnieje funkcja a(x) > 0 taka, ze lim ch(_x)_)= e dla
xX=xp F(x)

teR,to

: 1 _ G
XI_I:?I:WP(X+ Y22x)=q ().

Wystepujace w tresci twierdzenia 3 stale qF oraz qW zaleza od wartosci para-
metru a oddajacego sit¢ zaleznosci i indeksu S charakteryzujacego funkcje prze-
trwania rozpatrywanych zmiennych losowych. Natomiast stata qG zalezy jedynie
od parametru a. Stale te mozemy wyznaczy¢, korzystajac z pomocniczej zmiennej
losowej ¥, o gestosci

-1

fatr=(1+2%)

gdzie x> 0. Dla funkcji przetrwania nalezacych do klasy Frecheta (rozktady
Pareto, Cauchy’ego, czy gamma-logarytmiczny) otrzymujemy

9" (@, B =1+ E[(l + Y;‘/ﬂ)ﬂ_l].

Gdy indeks f € N \ {0}, wowczas wzdr ten przyjmuje jawna postac
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oF (@ )= Z( J (- "”(“ﬁ)/f,‘flf"/‘“ﬂ“”-

Gdy funkcje przetrwania naleza do klasy Weibulla (rozktad jednostajny, czy
beta), otrzymujemy

¢" (a,p)= E{(l " Y;/ﬂ)—ﬂ-l].

Natomiast dla klasy Gumbela (rozktady gamma, normalny czy logarytmiczno-nor-
malny) stata wystgpujaca w twierdzeniu 3 jest réwna

r’(1+1/Qa))
I'l+1/a)

Stale te rozpatrywane jako funkcje parametru a sg funkcjami rosnacymi dla
funkcji przetrwania F nalezacych do klasy Weibulla i Gumbela oraz do klasy
Frecheta gdy > 1. W tych przypadkach w miar¢ wzrostu wartosci parametru q,
czyli wraz ze wzrostem sily zaleznosci, maleje efekt dywersyfikacyjny [1; 12].
Prawdopodobienstwo uzyskania duzych wartosci przez sume¢ zmiennych losowych
si¢ zwigksza. W sytuacji gdy rozklad nalezy do klasy Frecheta dla f< 1, stale
malejg w miare wzrostu wartosci parametru a, ale nalezy przy tym pamietaé, ze
wtedy wartosci oczekiwane tych zmiennych losowych sa nieskonczenie duze.
W praktyce zwykle unika sig takich sytuacji.

Twierdzenie 3 mozna uogélnié¢ na sume wiekszej liczby zaleznych zmiennych
losowych (zob. [1]).

g%(@)=0 SE[Y“/z]

5. Miary ryzyka

Rozpatrzmy teraz miary ryzyka sumy zmiennych losowych oparte na kwanty-
lach. Zatézmy, ze funkcje przetrwania tych zmiennych naleza do klasy Frecheta
i Gumbela. Jedna z najbardziej popularnych miar ryzyka stosowanych w finansach
i ubezpieczeniach jest wartos¢ zagrozona VaR (Value-at-Risk). Jest to po prostu
wartos¢ kwantyla

VaRy (1-p)=F~'(1- p),
gdzieO<p<1.

W przypadku gdy p przyjmuje bardzo mate wartosci, mozemy stosowac twier-
dzenie 3. Funkcja przetrwania sumy zmiennych losowych jest wtedy w przyblize-
niu réwna iloczynowi stalej g( &) zaleznej od sity zaleznosci « i funkcji przetrwania
zmiennych losowych, tzn. zachodzi [1; 12]:

Fy oy (x)=q(a)Fy(0,5x).
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Natomiast wartos¢ zagrozona jest w przyblizeniu rowna wyrazeniu
VaRy,y(1- p)=V(p,a)= 2F“[ i ))

gdzie p < g(a).

Inna, czesto stosowana w finansach i ubezpieczeniach, miara ryzyka jest
ekstremalna wartos¢ zagrozona (Tail Value-at-Risk). Jest to nastgpujaca warun-
kowa wartos¢ oczekiwana

TailVaR y (1- p) = E(X|X >VaRy (1- p)).

¢ Dla bardzo malych wartosci p jest ona w przyblizeniu réwna

TailVaRy (1~ p) ~V(p, a) + (@) jf(o,Sx)dx.
V(p.a)

Na podstawie wartosci zagrozonej VaR mozna zdefiniowac nastgpujaca skiad-
ke ubezpieczeniowa [12]:

pr(X) = E(X)+(r —ry)(VaRyx (p) - E(X)).
Przyjmuje ona klasyczna postaé:
czysta skiadka + rezerwa bezpieczenstwa,
gdzie rezerwa bezpieczenstwa zalezy od wartosci zagrozonej i réznicy migdzy

stopa kapitatu r 1 stopg wolna od ryzyka r.

Przyklady

Podamy teraz przyblizone wartosci funkcji przetrwania, wartosci zagrozone;j
oraz ekstremalnej wartosci zagrozonej dla sum zmiennych losowych o rozkladach
Pareto, wykladniczego i normalnego.

a. Niech zmienne losowe X i Y majg rozklad Pareto (klasa Frecheta) z funkcja

— g
przetrwania F(x) = (Q) , gdzie x > c. Wtedy otrzymujemy
x
— B
Fro(=a@( 2]

g
VaRy,y(1- p)~ 2c(q(a)) ,
p
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VB
TailVaR ~ izc(q(a))
p-1 )

b. Niech X'i Y maja rozklad wyktadniczy (klasa Gumbela) z funkcja przetrwa-
nia réwna F(x) = exp(~x/m). Wtedy mamy

Fy,y(x)~g(a)exp(-0,5x/m),
VaRy,y(1- p)=-2mln(p/q(a)),
TailVaR ~2m(1 - In(p/q(c))).

c. Niech X i Y maja rozktad normalny N(m, o) (klasa Gumbela). Wtedy otrzy-
mujemy

Fyvy (1) = 1= g(@)[1- &((x - m)/20))],

VaRy,y(1- p) ~20@"(1- p/q(a))+m.
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ANALYSIS OF TAIL DEPENDENCE AND MEASURE OF RISK

This paper is devoted to the tail dependence, i.e. the dependence for the small or big values of the
random variables. These dependences are studied from the finance and insurance point of view, the
management of risk mainly.

The tail dependence coefficients and the tail dependence copulas are presented. The basic
properties of these notions and the methods of estimation of such coefficients are studied. Two
theorems, which let us analyze the tail dependences, are presented. One theorem is used to the
approximation of the basic measures of risks: VaR and TailVaR.
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