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PROBLEM�W DECYZYJNYCH

W monogra�i przedstawiono metodyk� konstruowania i badania algorytm�w de	
cyzyjnych
 kt�ra jest nowym podej�ciem do problem�w przetwarzania i podejmo	
wania decyzji na podstawie wielowymiarowych obserwacji� Polega ona na trans	
formacji danych do postaci jednowymiarowej za pomoc quasi	odwrotno�ci do	
brze dobranej krzywej wype�niajcej
 a nast�pnie na rozwizaniu jednowymiaro	
wego problemu decyzyjnego� W efekcie transformacji uzyskuje si� redukcj� wy	
miaru problemu i jego znaczc kompresj�
 bez utraty istotnych informacji prze	
strzennych zawartych w danych wielowymiarowych� Prowadzi to do mo�liwo�ci
konstruowania szybkich algorytm�w podejmowania decyzji
 kt�re mog dzia�a�
na bie�co
 na podstawie aktualnie uzyskiwanych obserwacji� Podej�cie to rozwija
kierunki bada� prowadzone obecnie w automatyce
 polegajce na projektowaniu
elastycznych system�w
 �czcych konwencjonalne techniki z r��norodnymi me	
todami uczenia
 kt�re wykorzystuj zgromadzone obserwacje pomiarowe i pozwa	
laj na korygowanie pracy systemu�

Opracowano uk�ady r�wna� funkcyjnych i rekurencyjne metody wyznaczania
odwzorowa� quasi	odwrotnych do wielowymiarowych krzywych typu Peano
 Hil	
berta i Sierpi�skiego� Wykazano
 �e transformacje te zachowuj istotne informacje
statystyczne zawarte w wielowymiarowych danych� Wyprowadzono teoretyczn
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�

zale�no�� mi�dzy wymiarami fraktalnymi danych przed i po transformacji� Udo	
wodniono
 �e badana klasa krzywych wype�niajcych zachowuje ryzyko Bayesa
dla dowolnego rozk�adu obserwacji o ograniczonym no�niku� Zde�niowano now
klas� krzywych wype�niajcych
 kt�re zachowuj zadan miar� probabilistyczn
i wykorzystano j w problemach kwantyzacji� Zbadano asymptotyczn warto��
dystorsji wektorowych kwantyzator�w otrzymanych poprzez redukcj� wymiaru
obserwacji� Zde�niowano te� poj�cie powierzchni wype�niajcej oraz odpowied	
nie odwzorowanie quasi	odwrotne oraz zbadano ich podstawowe w�asno�ci� Wpro	
wadzono poj�cie multi	karty
 kt�ra jest uog�lnieniem tradycyjnej karty kontrol	
nej i pozwala ocenia� stan wielowymiarowego procesu na podstawie przekszta�	
conych
 skalarnych obserwacji
 zbadano te� jej w�asno�ci� Otrzymane rezultaty
teoretyczne zastosowano w odniesieniu do wielowymiarowych problem�w decy	
zyjnych
 dotyczcych rozpoznawania i monitorowania stanu procesu
 diagnostyki
i problem�w statystycznego wykrywania zmian w procesie oraz problem�w kwan	
tyzacji� Zaowocowa�o to powstaniem szczeg��owych metod
 spe�niajcych na�o	
�one wymagania teoretyczne� W wielu przypadkach zaproponowano tak�e proste
obliczeniowo algorytmy heurystyczne� Podstawow cech wszystkich opracowa	
nych metod jest ma�a z�o�ono�� obliczeniowa procesu podejmowania decyzji�
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Wsp��czesne trendy w automatyce skupiaj si� obecnie g��wnie na projektowaniu
elastycznych system�w
 w kt�rych �czy si� konwencjonalne
 oparte na modelach
techniki
 z ogromn r��norodno�ci metod i podej��
 w�r�d kt�rych najcz��ciej
wymienia si� sztuczne sieci neuronowe
 rozmyte systemy wnioskowania
 algorytmy
genetyczne i ewolucyjne
 a tak�e systemy automatycznego uczenia
 systemy eks	
pertowe
 systemy diagnostyki
 statystyczn kontrol� jako�ci i monitorowania pro	
ces�w itd� �����
 �����
 ����
 ����
 �����
 ����� Tradycyjne metody koncentruj si�
g��wnie na dynamice systemu
 wyborze zmiennych pomiarowych
 ustalaniu struk	
tury systemu i wyborze algorytm�w sterowania
 ignorujc r�wnocze�nie ogromn
ilo�� danych generowanych przez systemy pomiarowe� Dane te s niezastpionym
�r�d�em informacji pozwalajcym na ulepszanie systemu ������

W sytuacji
 gdy z�o�ono�� problemu lub brak wiedzy a priori na jego temat
uniemo�liwiaj otrzymanie satysfakcjonujcych rozwiza�
 pojawia si� potrzeba
wykorzystania metod uczenia opartych na bazie zebranych do�wiadcze�� Wy	
maga to gromadzenia i przetwarzania du�ych ilo�ci informacji� O ile w stosunku
do wst�pnego przetwarzania informacji nie stawia si� nadmiernych ogranicze�
czasowych
 o tyle sam proces podejmowania bie�cej decyzji
 je�li ma by� u�y	
tecznym elementem systemu automatyki
 powinien trwa� mo�liwie kr�tko�

W niniejszej monogra�i zaproponowano i zbadano nowe podej�cie do proble	
m�w przetwarzania i podejmowania decyzji ����
 ����
 ����� na podstawie wie	
lowymiarowych obserwacji� Podej�cie to polega na transformacji wielowymiaro	
wych danych do postaci jednowymiarowej za pomoc quasi	odwrotno�ci dobrze
dobranej krzywej wype�niajcej� Transformacje te zachowuj istotne informacje
statystyczne zawarte w wielowymiarowych danych� W ostatecznym rezultacie

po procesie wst�pnego przetwarzania
 kt�re mo�e dotyczy� zar�wno oryginalnych
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wielowymiarowych danych
 jak i danych przetransformowanych do postaci ska	
larnej
 otrzymujemy szybkie algorytmy podejmowania decyzji
 kt�re mog by�
wykonywane na bie�co
 z uwzgl�dnieniem aktualnie uzyskiwanych obserwacji�

Monogra�a ta zawiera propozycj� metodyki konstruowania i badania algoryt	
m�w decyzyjnych
 kt�ra opiera si� na transformacji obserwacji przez quasi	od	
wrotno�� krzywej wype�niajcej
 rozwizaniu jednowymiarowego problemu de	
cyzyjnego i opracowaniu szybkiej metody podj�cia decyzji� Metodyka ta oparta
jest na publikacjach autorki
 kt�re zosta�y tu usystematyzowane i uzupe�nione
nowymi wynikami�

��� Notka historyczna na temat krzywych
wype	niaj
cych

Rozwa�ane tu krzywe wype�niajce s cig�ym odwzorowaniem przekszta�caj	
cym odcinek jednostkowy na d	wymiarow kostk� jednostkow �Id
 d � ��� Ozna	
cza to
 �e krzywa wype�niajca przechodzi co najmniej raz przez ka�dy punkt
kostki Id�

Krzywe wype�niajce zosta�y po raz pierwszy opisane przez G� Peano w roku
���� �����
 a nast�pnie przez Hilberta ���� oraz W� Sierpi�skiego ������ Stanowi
one dow�d na mo�liwo�� istnienia cig�ego odwzorowania przestrzeni mniej wy	
miarowej w przestrze� o wi�kszym wymiarze� Odwzorowanie takie nie mo�e by�
jednak homeomor�zmem
 co wynika ze znanego w topologii twierdzenia o nie	
zmienniczo�ci wymiaru przestrzeni ������ W konsekwencji
 tak�e �adna krzywa
wype�niajca nie mo�e by� odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym�

Krzywymi wype�niajcymi p�aszczyzn� zacz�to si� zajmowa� ju� pod koniec
XIX wieku� Prace te zapocztkowa� G� Peano ������ Przez d�ugi czas nie intere	
sowano si� w zasadzie krzywymi wype�niajcymi przestrze� wi�cej ni� dwuwy	
miarow
 mimo �e wiedziano o istnieniu wielowymiarowych krzywych �popatrz
np� praca Steinhausa z ���� r� ������� Sam G�Peano poda�
 opr�cz konstrukcji
krzywej wype�niajcej kwadrat
 tak�e konstrukcj� krzywej wype�niajcej kostk�
tr�jwymiarow�

Pod koniec lat ��� Butz zajmowa� si� generowaniem wielowymiarowych krzy	
wych Peano ���� i Hilberta ����
 ����� W ���� roku S�C� Milne ����� pokaza�
 jak
uog�lni� dwuwymiarow krzyw Peano ����� do krzywej w przestrzeni d�wymia	
rowej� Milne udowodni� r�wnie�
 �e zde�niowana przez niego krzywa zachowuje
miar� Lebesgue�a i spe�nia warunek H�oldera z wyk�adnikiem r�wnym ��d
 gdzie
d oznacza wymiar wype�nianej kostki�

Krzywe wype�niajce traktowano jako patologiczne obiekty podwa�ajce utar	
te wyobra�enia dotyczce poj�cia krzywej i wymiaru przestrzeni� Tematyka krzy	
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wych wype�niajcych od�y�a wraz z pojawieniem si� i rozwojem poj�cia fraktala
�����
 ����
 ���� Obecnie wiemy
 �e krzywe wype�niajce mog by� traktowane jako
atraktory pewnych abstrakcyjnych system�w dynamicznych�

��� Obszary zastosowa� krzywych wype	niaj
cych

Rola krzywych sprowadza si� do redukcji wymiaru przestrzeni danych przy zacho	
waniu ich podstawowych w�asno�ci statystycznych� Obszar zastosowa� krzywych
wype�niajcych jest do�� szeroki� W latach trzydziestych krzywe Peano by�y sto	
sowane w teorii ca�kowania w przestrzeniach wielowymiarowych �����
 �����
 ������
Krzywe wype�niajce
 fraktalne w swej naturze ���
 ����
 maj w�asno�ci staty	
styczne pozwalajce na zastosowania w r��nych dziedzinach oblicze��

Obecnie krzywe wype�niajce
 traktowane raczej jako krzywe skanujce
 s
stosowane g��wnie w przetwarzaniu obraz�w
 w szczeg�lno�ci do ich skanowania

kodowania ���
 ���
 �����
 �����
 ����
 ����� i przetwarzania �����
����
�����
 ����
 ����

����
 �����
 �����
 kwantyzacji wektorowej �����
 �����
 kompresji obraz�w w prze	
strzeni i kolorze �����
 �����
 �����
 ����� Nale�y zauwa�y�
 �e nie ka�da rodzina
krzywych skanujcych wielowymiarow przestrze� jest zbie�na ������ W zwizku
z tym
 nie ka�da taka rodzina de�niuje krzyw wype�niajc� Przyk�adem tego
typu rodzin krzywych mog by� rodziny krzywych alfa	g�stych ������

Krzywe skanujce mog by� stosowane nie tylko w przetwarzaniu obraz�w

ale tak�e w rozwizywaniu zada� optymalizacji ����� ich efektywno�� jest jednak
ograniczona do ustalonej struktury i dok�adno�ci danych� Krzywe skanujce nie
wykazuj wielu w�asno�ci asymptotycznych
 kt�rymi cechuj si� krzywe wype�	
niajce�

Kolejnym znanym obszarem zastosowa� krzywych wype�niajcych jest opty	
malizacja� W przypadku optymalizacji kombinatorycznej najcz��ciej krzywe sto	
sowane s do heurystycznego rozwizywania problemu komiwoja�era z odleg�o	
�ciami euklidesowymi i problem�w pokrewnych ���
 �����
 ������ W�r�d krzywych
wype�niajcych kwadrat szczeg�lne zastosowanie w rozwizywaniu tego typu za	
da� znalaz�a krzywa Sierpi�skiego ������ Podej�cie to zosta�o uog�lnione dla przy	
padku wielowymiarowego problemu komiwoja�era w pracach autorki �����
 ������

O mo�liwo�ci zastosowania krzywych wype�niajcych w odniesieniu do zada�
wielowymiarowej optymalizacji cig�ej wspomina si� w pracach ����
 �����
������
Poza skr�towymi wzmiankami prace te nie zawieraj jednak w tym aspekcie �ad	
nych konkretnych wynik�w� Jest to o tyle zrozumia�e
 �e we wspomnianych pro	
blemach optymalizacyjnych krzywa wype�niajca proponowana jest jedynie jako
formalne narz�dzie zamiany zmiennych� W nurcie tym mieszcz si� r�wnie� prace
wsp��autorskie �����
 ������ Nale�y zauwa�y�
 �e po takiej zamianie zmiennych
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nowa funkcja celu nie jest funkcj r��niczkowaln �poza obszarami
 gdzie jest
funkcj sta��� Jak dotd nie badano zastosowania do transformacji danych krzy	
wych typu Lebesgue�a �����
 kt�re wprawdzie nie zachowuj miary Lebesgue�a

lecz s prawie wsz�dzie r��niczkowalne �w przestrzeni jednowymiarowej��

�� Om�wienie tematyki niniejszej monogra�i

Kluczowym elementem opracowanej w niniejszej monogra�i metodologii rozwi	
zywania wielowymiarowych problem�w decyzyjnych jest zastosowanie dobrze zde	
�niowanej transformacji quasi	odwrotnej do odwzorowania w postaci krzywej wy	
pe�niajcej w celu przekszta�cenia zbioru wielowymiarowych danych
 kt�re sta	
nowi punkt wyj�cia w procesie decyzyjnym
 w cig danych jednowymiarowych
zawartych w odcinku jednostkowym� Z�o�ono�� obliczeniowa takiej transformacji
danych powinna by� jak najmniejsza� W naszym przypadku jest ona liniowa ze
wzgl�du na wymiar problemu d� Transformacja ka�dego elementu zbioru danych
za pomoc quasi	odwrotno�ci krzywej wype�niajcej mo�e odbywa� si� niezale�	
nie
 w dowolnym momencie czasowym i nie wymaga konstrukcji ca�ej krzywej wy	
pe�niajcej� Transformacja quasi	odwrotna pozwala uporzdkowa� liniowo dane
z przestrzeni wielowymiarowej� Jest to znacznie bardziej interesujca transfor	
macja ni� odpowiadajca jej pierwotna krzywa
 gdy� mo�e by� wykorzystana
w wielu bardzo r��norodnych zastosowaniach� W jej efekcie uzyskujemy redukcj�
wymiaru problemu
 a w konsekwencji jego znaczc kompresj�
 bez utraty istot	
nych informacji przestrzennych zawartych w danych wielowymiarowych� W od	
wzorowaniach bazujcych na krzywej wype�niajcej istotny jest fakt
 �e po�o�one
blisko siebie punkty z odcinka I� przekszta�cane s na punkty blisko siebie po	
�o�one w Id� W zwizku z tym
 w transformacji quasi	odwrotnej
 punkty le�ce
blisko siebie na odcinku s obrazami punkt�w blisko siebie po�o�onych w prze	
strzeni wielowymiarowej�

W �adnym wypadku nie twierdzimy
 i� odwzorowania bazujce na krzywych
wype�niajcych stanowi �atwy �rodek przeciwdzia�ajcy ��przekle�stwu wielo	
wymiarowo�ci! Bellmana� Jednowymiarowe dane �dane po przetransformowaniu
na odcinek� musz by� przechowywane z dostatecznie du� dok�adno�ci
 kt�ra
pozwoli na ich rozr��nianie� Nale�y doda�
 �e transformacja oparta na krzywej
wype�niajcej jest transformacj nieliniow i nie jest inwariantna ze wzgl�du na
liniowe przekszta�cenia oryginalnej przestrzeni danych�

W rozdziale � przedstawiona zosta�a metoda reprezentacji krzywych wype�	
niajcych w postaci uk�adu r�wna� funkcyjnych ����
 kt�ry ma jednoznaczne
rozwizanie� Przedstawiono rekurencyjne algorytmy wyznaczania warto�ci lokal	
nych wsp��rz�dnych danej krzywej
 traktowanych jako warto�� dwuwymiarowej
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i �

funkcji okre�lonej dla danego argumentu t � ��� ��� Algorytmy te nie wymagaj
tworzenia jakiegokolwiek przybli�enia ca�ej krzywej
 dzia�aj bowiem w spos�b
lokalny� Ponadto w rozdziale � przeanalizowano podstawowe w�asno�ci trzech
najbardziej znanych dwuwymiarowych krzywych wype�niajcych" krzywej Pe	
ano
 Hilberta i Sierpi�skiego� Autorka poda�a najmniejsze
 optymalne
 warto�ci
sta�ej wyst�pujce w odpowiednim warunku H�oldera �por� ������ w przypadku
krzywej Hilberta oraz krzywej Peano� Sta�a z warunku H�oldera okre�la stopie�
zachowywania blisko�ci przez poszczeg�lne krzywe
 co ma istotne znaczenie dla
korzystania z krzywych wype�niajcych w problemach decyzyjnych�

W rozdziale � przedstawiono przegld r��nych sposob�w de�niowania wie	
lowymiarowych krzywych wype�niajcych� Samopodobn krzyw wype�niajc
kostk� Id mo�na traktowa� jako obiekt fraktalny� Nale�y te� zauwa�y�
 �e wszyst	
kie znane krzywe wype�niajce posiadaj cech� samopodobie�stwa� W zwizku
z tym om�wiono jedn z najbardziej popularnych technik de�niowania obiekt�w
fraktalnych
 systemy iterowanych odwzorowa� zw��ajcych
 tzw� IFS
 jako narz�	
dzie do generowania krzywych wype�niajcych� W szczeg�lno�ci
 przedstawiono
metod� konstrukcji wielowymiarowej krzywej Sierpi�skiego za pomoc odpowied	
niego uk�adu IFS� Proponowana konstrukcja jest oryginalnym wk�adem autorki�

Cech charakterystyczn proponowanej metody generowania wielowymiaro	
wej krzywej Sierpi�skiego jest bardzo precyzyjny wyb�r zbioru pocztkowego

kt�ry podlega dalszemu iterowaniu poprzez IFS� Pozwala to na wyznaczanie w
sko�czonej liczbie krok�w dok�adnych warto�ci atraktora IFS
 kt�rym jest krzywa
wype�niajca�

W rozdziale � wskazano tak�e na zwizki odpowiednich system�w iterowa	
nych odwzorowa� z uk�adami r�wna� funkcyjnych de�niujcymi te same krzywe
wype�niajce� Na koniec przedyskutowano metod� de�niowania wielowymiaro	
wych krzywych wype�niajcych
 polegajc na sk�adaniu odwzorowa� dwuwy	
miarowych� W twierdzeniu ����� wskazano na s�ab przydatno�� praktyczn tego
typu metod w por�wnaniu do metod bezpo�redniej konstrukcji wielowymiarowych
krzywych
 kt�rych przyk�adem mog by� konstrukcje wykorzystujce uk�ady ite	
rowanych odwzorowa� zw��ajcych lub rozwijane w nast�pnym rozdziale metody
opisu wielowymiarowych krzywych w postaci uk�adu r�wna� funkcyjnych�

W rozdziale � zaproponowano oryginalne opisy de�nicyjne wielowymiaro	
wych krzywych wype�niajcych kostk� Id
 podane w postaci odpowiednich uk�a	
d�w r�wna� funkcyjnych� Rozwizaniem tych uk�ad�w r�wna� s odwzorowania
w postaci krzywej wype�niajcej� Korzystajc z om�wionej metodyki de�niowa	
nia krzywych wype�niajcych
 podano oryginalne uog�lnienia dwuwymiarowych
krzywych Hilberta
 Peano i Sierpi�skiego do postaci wielowymiarowej oraz zba	
dano ich w�asno�ci� W pracy pos�u�ono si� uk�adami r�wna� funkcyjnych
 kt�re
oparte s bezpo�rednio na postulowanych w�asno�ciach geometrycznych poszcze	
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g�lnych krzywych� W ka�dym z przypadk�w wyj�ciowy uk�ad r�wna� funkcyjnych
zosta� przekszta�cony do r�wnowa�nej postaci
 umo�liwiajcej jego efektywne roz	
wizanie za pomoc odpowiedniej procedury rekurencyjnej�

W rozdziale � zbadano r�wnie� podstawowe w�asno�ci zaproponowanych od	
wzorowa�� Pokazane zosta�y te� odpowiednie szczeg��owe sformu�owania wa	
runku H�oldera spe�nianego przez poszczeg�lne krzywe wielowymiarowe� Wska	
zano r�wnie�
 w jaki spos�b nale�y wybra� przekszta�cenie uk�adu r�wna� funk	
cyjnych de�niujcych dan krzyw
 tak by uzyska� posta� pozwalajc efektywnie
wyznacza� warto�ci odwzorowania quasi	odwrotnego � � Szczeg��owo om�wiono
proces de�niowania quasi	odwrotno�ci krzywej Sierpi�skiego�

W rozdziale ��� zebrano w�asno�ci krzywych wype�niajcych
 kt�re s zda	
niem autorki istotne z punktu widzenia zastosowa� w problemach decyzyjnych�
W konsekwencji zde�niowano klas� krzywych wype�niajcych
 kt�re umo�liwiaj
efektywne u�ycie transformacji opartej na quasi	odwrotno�ci krzywej wype�nia	
jcej w rozwizywaniu wielowymiarowych problem�w decyzyjnych�

W rozdziale � zbadano problem zmiany wymiaru wielowymiarowych danych
po ich transformacji przy u�yciu quasi	odwrotno�ci krzywej wype�niajcej� Bada	
nym wymiarem by� popularny wymiar fraktalny
 nazywany wymiarem pude�ko	
wym� W szczeg�lno�ci
 wyprowadzono teoretyczn zale�no�� mi�dzy wymiarem
pude�kowym wielowymiarowych danych a wymiarem pude�kowym danych prze	
transformowanych przy u�yciu krzywej wype�niajcej� Wyniki tych bada� sta�y
si� podstaw do zaproponowania nowej
 �atwiejszej obliczeniowo
 metody oceny
wymiaru fraktalnego obiekt�w wielowymiarowych�

W rozdziale � om�wiono metody kwantyzacji
 kt�re �cz transformacj� wie	
lowymiarowych danych za pomoc quasi	odwrotno�ci wybranej krzywej wype�	
niajcej ze skalarn kwantyzacj w odniesieniu do danych przetransformowa	
nych na odcinek I�� Rozwizanie problemu kwantyzacji jest istotnym sk�adni	
kiem wielu algorytm�w decyzyjnych� Pokazano
 �e zastosowanie r��nych warian	
t�w algorytm�w uczenia na bazie danych skalarnych umo�liwia mody�kowanie
kryterium kwantyzacji i w konsekwencji � w�asno�ci asymptotycznych otrzymy	
wanych kwantyzator�w �przy liczbie kwantyzator�w d�cej do niesko�czono	
�ci�� Pozwala to na kszta�towanie rozk�adu g�sto�ci kwantyzator�w na odcinku
I�
 a tak�e
 co wynika z w�asno�ci odwzorowania F i jego quasi	odwrotno�ci � 

umo�liwia r�wnie� wp�yw na rozk�ad g�sto�ci odpowiednich kwantyzator�w
 wy	
znaczonych poprzez przetransformowanie za pomoc krzywej wype�niajcej roz	
wizania z odcinka I� do przestrzeni Id� Zaproponowano now klas� krzywych wy	
pe�niajcych
 kt�re zachowuj zadan miar� probabilistyczn� Mo�e by� ona teo	
retycznym narz�dziem
 majcym zastosowanie w kwantyzacji wielowymiarowych
danych� W rozdziale � podano tak�e algorytm aproksymacji tego typu krzywych

w sytuacji
 gdy dane s tylko niezale�ne obserwacje wielowymiarowej zmiennej
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losowej o nieznanym rozk�adzie� Otrzymane odwzorowanie daje mo�liwo�� szyb	
kiego wyznaczania zbioru punkt�w kwantyzacji
 kt�rych g�sto�� rozk�adu jest
taka sama jak g�sto�� rozk�adu danych wej�ciowych�

Podstawow klas problem�w decyzyjnych b�dcych przedmiotem bada� ni	
niejszej monogra�i s problemy rozpoznawania� W rozdziale � zbadano w�asno�ci
nowych algorytm�w rozpoznawania
 kt�rych wsp�ln cech by�o wykorzystanie
krzywych wype�niajcych
 a dok�adnie ich quasi	odwrotno�ci
 jako narz�dzia do
transformacji wielowymiarowych danych do postaci jednowymiarowej� Podsta	
wowym rezultatem zawartym w rozdziale � jest pokazanie
 �e krzywa wype�	
niajca
 kt�ra zachowuje miar� Lebesgue�a i jest odwracalna prawie wsz�dzie
�z dok�adno�ci do zbioru miary zero� mo�e by� wykorzystana �a dok�adnie jej
quasi	odwrotno��� jako odwzorowanie
 kt�re zachowuje ryzyko Bayesa dla do	
wolnego rozk�adu danych o no�niku zawartym w wielowymiarowej kostce Id�
W rozdziale tym zde�niowano tak�e i zbadano w�asno�ci separujce krzywych
wype�niajcych w odniesieniu do r��nych typ�w no�nik�w rozk�ad�w�

Ze wzgl�du na zachowywanie ryzyka Bayesa przez transformacje wykorzystu	
jce krzywe wype�niajce
 mo�emy w odniesieniu do przetransformowanych da	
nych u�y� dowolnego
 dostatecznie wra�liwego klasy�katora
 nie tracc nic z infor	
macji statystycznych zawartych w oryginalnych danych� Je�eli regu�a klasy�kacji
w jednym wymiarze jest asymptotycznie optymalna �zbie�na do ryzyka Bayesa�

to klasy�kator taki zastosowany w odniesieniu do przetransformowanych danych
jest tak�e asymptotycznie optymalny�

Podstawow cech rozwa�anych algorytm�w rozpoznawania jest szybko�� sa	
mego procesu podejmowania decyzji� W ko�cowym efekcie konstrukcji klasy�ka	
tora otrzymujemy dyskryminacyjny podzia� odcinka I� na m pododcink�w od	
powiadajcych poszczeg�lnym klasom
 przy czym m jest nie wi�ksze ni� d�ugo��
cigu uczcego�

W rozdziale � zde�niowano odwzorowanie analogiczne do krzywej wype�niaj	
cej
 kt�re przekszta�ca kwadrat jednostkowy I� # ��� ��� ��� �� w wielowymiarow
kostk� Id oraz odpowiednie odwzorowanie quasi	odwrotne� Pokazano
 �e wpro	
wadzone odwzorowanie spe�nia warunek H�oldera� Odwzorowanie to mo�na wy	
korzysta� bezpo�rednio do reprezentacji wielowymiarowych danych na p�aszczy�	
nie� Pokazano zastosowanie tego typu wizualizacji w rozwizywaniu problem�w
rozpoznawania�

Przedmiotem bada� w rozdziale � by� problem szybkiego wykrywania zmian
zachodzcych w procesie stochastycznym ����� na podstawie sekwencji niezale�	
nych obserwacji� Problem ten ma wiele istotnych zastosowa�
 poczynajc od ste	
rowania i kontroli jako�ci przemys�owych proces�w produkcyjnych �����
 ���
 �����

����
 poprzez automatyczne wykrywanie uszkodze� w systemie dynamicznym
�����
 ����
 a sko�czywszy na uaktualnianiu wsp��czynnik�w w adaptacyjnych al	
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gorytmach sterowania ������ Podstawowym zadaniem umo�liwiajcym efektywne
sterowanie procesem jest natomiast jak najszybsze wykrycie momentu zmiany�

W rozdziale � zaproponowano now metodyk� wykrywania zmian w monitoro	
wanym procesie� Krzywe wype�niajce stanowi wygodne narz�dzie do transfor	
macji wielowymiarowych danych do postaci jednowymiarowej� Transformacja ta
jest niezmiennicza wzgl�dem miary probabilistycznej w tym sensie
 �e zachowuje
prawdopodobie�stwa odpowiadajcych sobie zdarze� w przestrzeni wielowymia	
rowej i po transformacji na odcinek I�� W rozdziale tym zde�niowano poj�cie
multi	karty
 kt�ra jest uog�lnieniem tradycyjnej karty kontrolnej i pozwala oce	
nia� stan wielowymiarowego procesu na podstawie przekszta�conych
 skalarnych
obserwacji�

Proponowane podej�cie mo�na stosowa� nie tylko w odniesieniu do oryginal	
nych obserwacji wielowymiarowego procesu
 ale tak�e do danych przetworzonych
�na przyk�ad wielowymiarowych residu�w itd��� Zbadano w�asno�ci teoretyczne
multi	karty wyznaczonej na podstawie histogramu� Je�li g�sto�� rozk�adu na od	
cinku estymowana jest za pomoc histogramu o szeroko�ci przedzia��w hn
 zale�	
nej od liczby obserwacji n
 w taki spos�b
 �e hn � � w odpowiednim tempie
 to
przedzia�y ufno�ci multi	karty empirycznej maj asymptotycznie te same praw	
dopodobie�stwa i �czna ich d�ugo�� jest taka sama
 jak d�ugo�� przedzia��w
wyznaczonych przy znajomo�ci teoretycznego rozk�adu�

Opr�cz powy�szego algorytmu
 posiadajcego pe�n podbudow� teoretyczn

zaproponowano r�wnie� dwa algorytmy heurystyczne konstrukcji multi	karty
 wy	
korzystujce algorytmy uczenia stosowane w samoorganizujcych sieciach neuro	
nowych ����
 ������

Algorytm uczenia typu Kohonena pozwala na efektywne wyznaczenie granic
decyzji w multi	karcie oraz na adaptacyjne
 prowadzone na bie�co
 na podstawie
aktualnych obserwacji
 mody�kacje granic decyzji wyra�onych w postaci przedzia	
��w multi	karty� Zbadany w niniejszym rozdziale algorytm �typu Kohonena� nie
ma wprawdzie w pe�ni okre�lonych w�asno�ci asymptotycznych
 jednak�e dzia�a
na bie�co i w konsekwencji nie wymaga przechowywania i �cznego przetwarzania
du�ej ilo�ci danych� Ze wzgl�du na brak za�o�e� dotyczcych postaci rozk�ad�w
analizowane algorytmy maj charakter nieparametryczny� W konsekwencji
 wy	
magania czynione w odniesieniu do monitorowanego procesu dotycz tylko istnie	
nia odpowiednich rozk�ad�w prawdopodobie�stwa oraz ewentualnie niezale�no�ci
kolejnych obserwacji procesu�

Stosowane do tej pory metody statystyczne wymagaj
 by rozk�ad prawdo	
podobie�stwa monitorowanego procesu by� znany i na og�� za�o�enia
 �e rozk�ad
ten jest rozk�adem normalnym� Zaproponowane tu podej�cie stanowi atrakcyjne
narz�dzie w przypadku
 gdy wiadomo
 �e sterowany proces nie spe�nia tego za	
�o�enia� Transformacja wielowymiarowych danych do postaci jednowymiarowej
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otwiera nowe mo�liwo�ci w konstruowaniu algorytm�w jako�ciowego diagnozowa	
nia stanu procesu�

Rezultaty przedstawione w rozdzia�ach � �� niniejszej monogra�i s wynikami
w�asnych bada� autorki
 usystematyzowanymi i pokazanymi na tle wsp��czesnego
stanu wiedzy� Cz��� z tych rezultat�w by�a wcze�niej publikowana w pracach
�����
 �����
 �����
 �����
 �����
 �����
 �����
 �����
 �����
 ����� z lat ����������
W tym samym czasie powsta�y tak�e inne prace
 w kt�rych przedstawiono zasto	
sowania krzywych wype�niajcych �����
 �����
 �����

Wcze�niej autorka zajmowa�a si� problemami optymalizacyjnymi i proble	
mami decyzyjnymi
 g��wnie w systemach transportowych �����
 �����
 ����
 ����

�����
 �����
 ����
 �����
 �����
 oraz problemami dok�adno�ci i szybko�ci algoryt	
m�w �����
 �����
 �����
 ������ W trakcie prowadzonych bada� autorka zetkn��a si�
z heurystyczn metod rozwizywania problemu komiwoja�era i pokrewnych pro	
blem�w transportowych za pomoc krzywych wype�niajcych �����
 ���� W�asne
prace na temat wielowymiarowego problemu komiwoja�era �����
 ����� spowodo	
wa�y zainteresowanie wykorzystaniem w�asno�ci krzywych wype�niajcych w roz	
wizywaniu innych problem�w decyzyjnych
 szczeg�lnie dotyczcych rozpoznawa	
nia i monitorowania stanu procesu
 diagnostyki oraz statystycznego sterowania
jako�ci� Podsumowaniem prowadzonych w tej dziedzinie bada� jest niniejsza
monogra�a�

��� Podstawowe de�nicje i twierdzenia na temat
krzywych wype	niaj
cych

Autorka ma �wiadomo��
 �e tematyka krzywych wype�niajcych jest stosunkowo
ma�o znana� W niniejszym podrozdziale zosta�y wi�c zebrane podstawowe kla	
syczne wyniki dotyczce krzywych wype�niajcych�

De�nicja ��� Krzyw� wype�niaj�c� F nazywamy ci�g�e odwzorowanie odcinka
w przestrze� d�wymiarow� F " I � Rd� kt�rego obraz F �I� zawiera d�wymiarow�
kul�	

Twierdzenie Hahna�Mazurkiewicza ���� okre�la rodzaj przestrzeni
 kt�r mo�na
wype�ni� krzyw�

Twierdzenie ����� Przestrze� topologiczna Hausdor
a mo�e zosta� w ca�oci
wype�niona przez ci�g�� krzyw� wtedy i tylko wtedy� gdy przestrze� ta jest zwarta�
sp�jna� lokalnie sp�jna i metryzowalna �czyli jest continuum Peano�	

W niniejszej pracy b�dziemy si� zajmowa� tylko takimi krzywymi wype�niaj	
cymi
 kt�re odwzorowuj odcinek w d	wymiarow kostk� Id� Bez straty og�lno�ci
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mo�na przyj�
 �e rozpatrywany odcinek jest odcinkiem jednostkowym I� # ��� ��

a d	wymiarowa kostka jest r�wnie� kostk jednostkow

Id # I� � I� � � � �� I��

Krzywa wype�niajca F " I� � Id jest surjekcj
 czyli odwzorowaniem na ca�y
obszar Id�

Z twierdzenia Cantora ����
 ���� wynika
 �e istnieje r��nowarto�ciowe odwzo	
rowanie mi�dzy kostkami o r��nych wymiarach In � Im n �# m
 przy n� m
sko�czonych� W szczeg�lno�ci
 istnieje r��nowarto�ciowe odwzorowanie odcinka
I� w d	wymiarow kostk� Id
 odwzorowanie to nie mo�e by� jednak cig�e ������
Jest to konsekwencj twierdzenia Brouwera �por�������

Twierdzenie ����� �O niezmienniczoci wymiaru � Nie istnieje homeomor�zm
pomi�dzy przestrzeniami Rm i Rn� jeli tylko n �# m	

W rozpatrywanym tu przypadku odwzorowa� z I� w Id mo�emy z homeomor�	
zmem uto�samia� cig� bijekcj�
 gdy� cig�a bijekcja f " X � Y zwartej prze	
strzeni X na przestrze� Hausdor$a Y jest homeomor�zmem�

Reasumujc
 w przypadku rozpatrywania r��nych odwzorowa� pomi�dzy od	
cinkiem I� a wielowymiarow kostk Id mo�emy mie� do czynienia z trzema na	
st�pujcymi przypadkami"

� odwzorowanie jest cig�e i r��nowarto�ciowe
 lecz nie jest surjekcj �nie
jest odwzorowaniem na ca� kostk� Id�
 a obrazem tego odwzorowania jest
krzywa �w�a�ciwa
 czyli nieprzecinajca si�� Jordana


� odwzorowanie jest bijekcj
 nie jest jednak odwzorowaniem cig�ym �twier	
dzenie Netto ������


� odwzorowanie jest krzyw wype�niajc
 czyli cig� surjekcj
 nie jest jed	
nak r��nowarto�ciowe �nie jest injekcj�� W konsekwencji nie jest to krzywa
w�a�ciwa�

Wielowymiarowa kostka mo�e wi�c posiada� przedstawienie parametryczne
na odcinku
 nie jest ono jednak r��niczkowalne �����
 w przeciwie�stwie do kla	
sycznych krzywych �����

Istnienie krzywej wype�niajcej mo�na pokaza� korzystajc z nast�pujcej
konstrukcji ����
 kt�r przedstawimy w tym miejscu jedynie schematycznie�

Okre�lmy cig niesko�czony funkcji cig�ych f�� f�� � � � � fn � � � Ka�da z tych
funkcji jest zwyk� krzyw Jordana i stanowi kolejn aproksymacj� idealnej krzy	
wej wype�niajcej� Za���my
 �e w n	tej iteracji kostka Id zosta�a podzielona na �dn
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pokrywajcych j podkostek o boku ��n� Krzywa fn�I�� powinna mie� punkty
wsp�lne z ka�d z tych podkostek� %atwo dowie�� w tym przypadku
 �e cig
f�� f�� � � � � fn � � � jest jednostajnie zbie�ny
 a zatem jego granica jest funkcj ci	
g�� Oznaczmy t� funkcj� przez F � Ka�dy punkt kostki jest warto�ci funkcji F 

czyli F �I�� # Id
 gdy�

S
n fn�I�� # Id�

Naszkicowany powy�ej spos�b konstrukcji krzywej wype�niajcej wi�e si�
z sekwencyjnym podzia�em wype�nianej przestrzeni wielowymiarowej na elemen	
tarne obszary
 najcz��ciej tego samego kszta�tu i obj�to�ci� W konsekwencji
 zde	
�niowane zostaje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie pomi�dzy wspomnia	
nymi wcze�niej elementarnymi obszarami a odpowiednimi pododcinkami odcinka
jednostkowego I�� W odwzorowaniu tym ssiednie pododcinki s powizane z s	
siadujcymi ze sob obszarami �����
 ������ W taki spos�b mog by� de�niowane
klasyczne krzywe wype�niajce" krzywa Peano �����
 krzywa Hilberta ���� i krzywa
Sierpi�skiego ������

Krzywe wype�niajce nie s zwyk�ymi krzywymi Jordana
 poniewa� przez
pewne punkty wype�nianej przestrzeni przechodz wi�cej ni� jeden raz
 krzywe
te s samoprzecinajce� By unikn� nieporozumie� terminologicznych
 nale�y jed	
nak zauwa�y�
 �e sam Jordan de�niowa� krzyw jako obraz odcinka jednostkowego
w cig�ym odwzorowaniu
 kt�re niekoniecznie musi by� r��nowarto�ciowe ������
W tym sensie okre�lenia krzywa Jordana w odniesieniu do krzywej wype�niajcej
u�ywa� Sierpi�ski ������

Innego typu dow�d istnienia krzywej wype�niajcej kostk� poda� w ���� roku
Lebesgue �por� ������� Krzyw wype�niajc mo�na otrzyma� korzystajc z tego

i� dowolna �ze wzgl�du na wymiar d� kostka Id jest cig�ym obrazem zbioru
Cantora ����� tw� �
 rozdz� XVI��� Dow�d istnienia krzywej wype�niajcej kostk�
Id wykorzystujcy powy�szy fakt mo�na znale�� tak�e w ksi�ce �����

Przypomnijmy
 �e zbi�r Cantora jest zawarty w odcinku jednostkowym I�
i powstaje z tego odcinka poprzez sukcesywne odrzucanie �rodkowej jednej trze	
ciej ka�dego pododcinka� Ka�dy element zbioru Cantora daje si� przedstawi� jako
suma �t���&�t����&� � �&�tj��j � � � � gdzie tj jest r�wne � lub �� W konsekwencji

do zbioru Cantora nale� wszystkie liczby
 kt�rych tr�jkowe rozwini�cia zawie	
raj tylko cyfry � i �� W skr�conej notacji mo�na liczby te zapisa� w postaci"
fO���t����t����t�� � � � jtj � f�� �gg ������

Zbi�r Cantora C jest homeomor�czny z pot�g niesko�czon zbioru z�o�onego
z dwu element�w B # f�� �g � f�� �g � � � � � natomiast kostka Cantora Cn #
C �C �C jest homeomor�czna ze zbiorem Cantora dla dowolnego n ����� tw� �

rozdz� XVI���

Dowolnie wymiarowa kostka Id
 �cznie z kostk Hilberta I�
 jest cig�ym
obrazem zbioru Cantora ����� tw� �
 rozdz� XVI���
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Wprowadzenie funkcji Cantora pozwala na zde�niowanie odpowiadajcej po	
wy�szemu odwzorowaniu krzywej wype�niajcej�

Rozszerzajc w spos�b liniowy odwzorowanie ze zbioru Cantora na ca�y od	
cinek
 otrzymujemy krzyw wype�niajc�

Funkcja Cantora f " C � I� jest zde�niowana w ten spos�b
 �e je�li x #
fO���t����t����t�� � � � jtj � f�� �gg
 to f�x� # fO��t�t�t� � � ��g� Funkcja ta jest
cig� surjekcj ���� i �atwo j rozszerzy� na ca�y przedzia� I�� Powstaje wtedy
funkcja zwana ��schodami diab�a! ����� s� ����
 kt�ra jest odwzorowaniem odcin	
kami sta�ym w podprzedzia�ach I� nie nale�cych do zbioru Cantora�

W ten spos�b powstaje krzywa wype�niajca
 kt�ra w przeciwie�stwie do
poprzedniej konstrukcji nie zachowuje miary Lebesgue�a� Odwzorowanie to jest
prawie wsz�dzie sta�e
 a w zwizku z tym jest prawie wsz�dzie r��niczkowalne �nie
jest r��niczkowalne na zbiorze miary zero�� Je�li jednak popatrzymy na w�asno�ci
tego typu krzywej przez pryzmat zbioru jej warto�ci �obszar w kostce Id�
 to
stwierdzamy
 �e obszar r��niczkowalno�ci krzywej jest zbiorem miary zero�

Krzywe wype�niajce wielowymiarow przestrze� s klas odwzorowa� ci	
g�ych
 kt�re spe�niaj warunek H�oldera postaci

jjF �t��� F �t��jj � �jt� � t�j�� t�� t� � I�� �����

gdzie zar�wno � jak i � s sta�ymi zale�nymi od rodzaju krzywej oraz od wy	
miaru topologicznego wype�nianej przestrzeni� Wiadomo przy tym
 �e istnieje �ci	
s�y zwizek pomi�dzy wymiarem topologicznym d wype�nianej kostki Id
 a mak	
symaln warto�ci wyk�adnika � �����
 ������ Nie istnieje bowiem d	wymiarowa
krzywa wype�niajca z wyk�adnikiem � wi�kszym od ��d�

W�asno�ci krzywych wype�niajcych
 istotne z punktu widzenia zastosowa�
w problemach decyzyjnych
 zostan dalej szczeg��owo zbadane i przedstawione
w rozdziale ����

Brak jest niestety w literaturze
 nie tylko polskiej ale i �wiatowej
 opracowania
tworzcego jednolite podej�cie do tematyki krzywych wype�niajcych� W wielo	
krotnie w niniejszej monogra�i cytowanej ksi�ce Sagana �����
 kt�ra jest nie	
ocenionym �r�d�em informacji na temat historii krzywych wype�niajcych
 nie
dostrzega si� w og�le problemu istnienia odwzorowa� qausi	odwrotnych �odwzo	
rowa� pe�nicych rol� odwrotno�ci odwzorowania w postaci krzywej�
 pomija si�
rol� wyk�adnika w warunku H�oldera �����
 a w konsekwencji zadowala si� samym
faktem istnienia wielowymiarowych krzywych wype�niajcych
 bez uwzgl�dnia	
nia ich w�asno�ci w tym aspekcie� Problemy te
 w r��nych fragmentach
 zosta�y
podj�te w pracach ����
 ����
 �����
 �����
 ������
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Krzywe wype�niaj�ce kwadrat

Krzywymi wype�niajcymi p�aszczyzn� zacz�to si� zajmowa� ju� pod koniec XIX
wieku� W roku ���� G� Peano �����
 a w ���� D� Hilbert ���� zaprezentowali
krzywe przechodzce przez ka�dy punkt kwadratu� Trzeci
 najbardziej znan
konstrukcj� krzywej wype�niajcej kwadrat poda� w ���� r� W� Sierpi�ski� Krzywe
te traktowano jako patologiczne obiekty podwa�ajce utarte wyobra�enia doty	
czce poj�cia krzywej i wymiaru przestrzeni�

Przez d�ugi czas nie interesowano si� krzywymi wype�niajcymi przestrze�
wi�cej ni� dwuwymiarow
 chocia� znane by�y metody de�niowania wielowy	
miarowych krzywych wype�niajcych �popatrz np� praca Steinhausa z ���� r�
�����
 ������� Nale�y wspomnie�
 �e w swej oryginalnej pracy G� Peano poda� nie
tylko konstrukcj� krzywej wype�niajcej kwadrat
 lecz tak�e krzywej wype�niaj	
cej kostk� tr�jwymiarow ������

Niekiedy wszystkie krzywe wype�niajce okre�lane s mianem krzywych Pe	
ano� W niniejszej pracy nazwy krzywa Peano b�dziemy u�ywa� tylko w odnie	
sieniu do konkretnej konstrukcji podanej przez Peano
 a nie jako og�lnej nazwy
wszystkich krzywych wype�niajcych�

W rozdziale tym przedstawione zostanie jednolite podej�cie do opisu dwu	
wymiarowych krzywych wype�niajcych� Reprezentowanie krzywej wype�niaj	
cej w postaci uk�adu r�wna� funkcyjnych pozwala na jednoznaczne zde�niowa	
nie konkretnej krzywej� R�wnania funkcyjne opisuj charakterystyczne w�asno�ci
geometryczne � r��nego typu symetrie oraz samopodobie�stwa � poszczeg�lnych
krzywych� Inspiracj do stworzenia tej klasy de�nicji krzywych wype�niajcych
by�a dla autorki praca W� Sierpi�skiego ������ Poza krzyw Sierpi�skiego przed	
stawione zostan opisy pozosta�ych dwu klasycznych krzywych" krzywej Hilberta
i krzywej Peano� We wszystkich przypadkach zaproponowane zostan proste algo	
rytmy rekurencyjne
 pozwalajce na wyznaczanie �x�t�� y�t�� �z zadan dok�ad	
no�ci� przy ustalonej warto�ci argumentu t � I�� Podane zostan tak�e wa	



�
 Rozdzia� �� Krzywe wype�niaj�ce kwadrat

runki wyznaczenia dok�adnych warto�ci x�t� oraz y�t�� Ponadto w rozdziale tym
przeanalizowano podstawowe w�asno�ci omawianych dwuwymiarowych krzywych
wype�niajcych� W szczeg�lno�ci
 podano najlepsze warto�ci sta�ej wyst�pujcej
w odpowiednich dla ka�dej z krzywych postaciach warunku H�oldera� W przy	
padku krzywej Hilberta i krzywej Peano s to
 o ile autorce wiadomo
 nowe re	
zultaty� Sta�a w warunku H�oldera okre�la stopie� zachowywania blisko�ci przez
poszczeg�lne krzywe� W nast�pnym rozdziale proponowany tu spos�b de�nio	
wania krzywych wype�niajcych zostanie uog�lniony w odniesieniu do krzywych
wielowymiarowych o wymiarze wi�kszym ni� ��

��� Krzywa Sierpi�skiego

W ���� roku Sierpi�ski ����� zde�niowa� krzyw wype�niajc kwadrat I� #
���� ��� ���� �� jako odwzorowanie"

x�t� # f�t�� y�t� # f�t� ����� � � t � �� �����

w kt�rym f�t� jest jednowymiarow funkcj jednoznacznie okre�lon przez wa	
runki"

�
f�t� # f��t��
f�t� # �f�t & �����

t � R� �����

� 	 f�t��� & f�t & ���� # �� � � t � �� �����

R�wnania ����� oraz �����
 ����� tworz uk�ad r�wna� funkcyjnych
 kt�rego
jednoznacznym rozwizaniem jest funkcja b�dca krzyw wype�niajc ������ Wa	
runek ����� mo�na zapisa�
 korzystajc z w�asno�ci �����
 w r�wnowa�nej
 �atwiej	
szej do bezpo�redniego zastosowania postaci jako"

f�t� # ���� ��� 	 f���� & �t�� � � t � ����

f�t� # ���� & ��� 	 f����� �t�� ��� � t � ����

f�t� # ���� & ��� 	 f���� & �t�� ��� � t � ����

f�t� # ���� ��� 	 f����� �t�� ��� � t � ��

Ponadto z r�wnania ����� wynika
 �e f�t� jest funkcj cykliczn z okresem �
 czyli
f�t� # f�t & �� �por� �������
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W niniejszej monogra�i przyj�to zasad� de�niowania krzywych wype�niaj	
cych kostk� jednostkow ��� �� � � � � � ��� ��� W zwizku z tym poka�emy da	
lej
 �e stosujc odpowiedni zamian� zmiennych
 �atwo jest otrzyma� r�wno	
wa�n posta� opisu krzywej Sierpi�skiego wype�niajcej kwadrat jednostkowy
I� # ��� ��� ��� ��� Poprzez odpowiednie przesuni�cie i przeskalowanie funkcji f�t�
otrzymamy
 w postaci uk�adu r�wna� �����
 r�wnowa�ny opis dwuwymiarowej
krzywej Sierpi�skiego w I��

Niech g�t� b�dzie funkcj spe�niajc warunki"

g�t� # g�t & ��� t � R�

g�t� # �� g�t� ����� t � R�

g�t� # g�� t���� � � t � ���� ��� � t � ��

g�t� # ��� & g��� t& ������� ��� � t � ����

�����

Krzywa wype�niajca
 zde�niowana jako Fg�t� # �g�t�� g�t������� t � I�
 jest
dwuwymiarow krzyw Sierpi�skiego wype�niajc kwadrat I�� %atwo sprawdzi�

�e Fg�t� jest identyczna z krzyw �f�t���� f�t��� ����� dla t � I��

Mo�na poda� wiele innych r�wnowa�nych de�nicji dwuwymiarowej krzywej
Sierpi�skiego� Poni�ej przedstawiona zostanie de�nicja sformu�owana w postaci
uk�adu r�wna� funkcyjnych
 w kt�rych korzystamy z geometrycznych w�asno�ci
krzywej Sierpi�skiego� Tego typu de�nicja dwuwymiarowej krzywej Sierpi�skiego
b�dzie w nast�pnym rozdziale punktem wyj�cia do zde�niowania wielowymiaro	
wej krzywej�

Twierdzenie ����� Odwzorowanie FS�t� # �xS�t�� yS�t��� t � I�� spe�niaj�ce
warunki�

xS�t� # xS��t���� yS�t� # yS��t���� t � ��� ����� �����

xS�t� # ��� & yS�t � ����� yS�t� # ���� xS�t� ����� t � ����� ����� �����

xS�t� # �� yS�t � ����� yS�t� # xS�t� ����� t � ����� ����� �����

xS�t� # yS��� t�� yS�t� # xS��� t�� t � ����� ��� �����

jednoznacznie de�niuje dwuwymiarow� krzyw� Sierpi�skiego wype�niaj�c� kwa�
drat I�	
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Dalsza cz��� niniejszego podrozdzia�u zmierza� b�dzie do wykazania s�uszno	
�ci twierdzenia ������ Dok�adniej
 udowodnimy dalej
 �e krzywa FS�t� jest iden	
tyczna z krzyw Fg�t��

Przedtem wyka�emy
 �e uk�ad r�wna� ����������� mo�na przekszta�ci� do r�w	
nowa�nej postaci
 kt�ra prowadzi bezpo�rednio do otrzymania rekurencyjnego
algorytmu wyznaczania po�o�enia punktu z kwadratu odpowiadajcego ustalo	
nemu argumentowi t � I� �parametrowi krzywej�� Wyznaczenie dok�adnej warto	
�ci FS�t� jest mo�liwe w przypadku takich argument�w t
 kt�re maj sko�czone
czw�rkowe rozwini�cia� Najpierw zauwa�my
 �e z FS�t� # FS��t��� dla t � ��� ����
wynika
 i� FS��� # ��� ���

Ustalenie punktu pocztkowego odwzorowania FS��� # ��� �� wraz z r�wna	
niami ����������� pozwala na sformu�owanie konstruktywnego algorytmu wyzna	
czania warto�ci FS dla ustalonego argumentu t � I�� Podstaw algorytmu s
nast�pujce r�wnania"

S�� FS��� # ��� ���

S�� xS�t� # xS��t���� yS�t� # yS��t���� t � ��� �����

S�� xS�t� # ��� & yS�t� ����� yS�t� # ���� xS�t� ����� t � ����� �����

S�� xS�t� # �� yS�t � ����� yS�t� # xS�t� ����� t � ����� �����

S�� xS�t� # yS��� t�� yS�t� # xS��� t�� t � ����� ���

R�wnanie �S�� oznacza
 �e krzywa Sierpi�skiego jest symetryczna wzgl�dem
przektnej kwadratu�

W celu wyznaczenia konkretnej warto�ci FS�t� nale�y u�y� uk�adu r�wna�
�S����S�� w formie rekurencji wstecz� R�wnania �S����S�� r��ni si� od uk�adu
r�wna� ����������� tylko w punktach granicznych t # ���� t # ���� t # ����
W ka�dym z tych przypadk�w wybrane zosta�o tylko jedno z r�wna� z uk�adu
�����������
 kt�re jest stosowane w odniesieniu do danej warto�ci t� Prowadzi to do
ujednoznacznienia wyboru przekszta�cenia i zapewnia zbie�no�� rekurencyjnego
algorytmu opartego na �S����S��� Uk�ad r�wna� �S����S�� mo�na rozwiza�
 ko	
rzystajc z prostej procedury rekurencyjnej� W poni�szym przyk�adzie poka�emy

w jaki spos�b nale�y korzysta� z przekszta�ce� �S����S�� w celu obliczenia okre	
�lonej warto�ci FS�t��

Przyk�ad zastosowania r�wna	 
S���
S�� do obliczania warto�ci FS�t� dla
ustalonej warto�ci argumentu t � I�"



���� Krzywa Sierpi�skiego ��

Niech t # ����� Poniewa� t � ���
 korzystamy z �S�� i otrzymujemy FS������ #
FS��������� W ten spos�b wykonali�my pierwsz iteracj� algorytmu rekurencyj	
nego� Po�o�enie krzywej w punkcie t # ���� zosta�o wyra�one poprzez warto��
odwzorowania FS������� W nast�pnej iteracji stosujemy r�wnanie �S��
 gdy�
���� � ����� ���� i w konsekwencji otrzymujemy xS������ # xS�������� #
��� � yS�������� oraz yS������ # yS�������� # xS��������� Dalej
 z �S��
mamy xS������ # ��� & yS������ i yS������ # ��� � xS������� Nast�pnie

z �S�� wynika xS������ # xS������� oraz yS������ # yS�������
 co ko�czy
drug iteracj� algorytmu� W ostatniej iteracji korzystamy z �S�� i otrzymujemy
xS����� # �� yS��� # � oraz yS����� # xS��� # �� Po odpowiednich podstawie	
niach
 ostatecznie FS������ # ����� ����� �

Zbie�no�� algorytmu opartego na uk�adzie r�wna� �S����S�� jest zapewniona
w przypadku
 gdy warto�ci t maj sko�czone czw�rkowe rozwini�cia
 czyli t #
ik ��k
 gdzie ik jest liczb ca�kowit z przedzia�u � � ik � �k
 a k jest pewn
liczb naturaln� %atwo sprawdzi�
 �e jednokrotne zastosowanie r�wna� �S����S��
prowadzi do wyra�enia warto�ci FS�t� w zale�no�ci od FS��� bd� w zale�no�ci
od argumentu ik�� ��k��
 gdzie � � ik�� � �k���

Lemat ��� Uk�ad r�wna� �S����S�� jest r�wnowa�ny z r�wnaniami �����������	
Rozwi�zaniem uk�adu r�wna� �S����S�� jest krzywa wype�niaj�ca FS�t� " I� �
I�	

Dow�d� Wykazanie r�wnowa�no�ci ����������� oraz �S����S�� wymaga wyzna	
czenia na podstawie �S����S�� warto�ci FS w punktach ���� ���� ��� oraz spraw	
dzenia
 �e spe�niaj je
 odpowiednio
 r�wnania �����
 ����� oraz ������ Z r�wna�
�S�� i �S�� wynika
 �e FS����� # ����� ����
 z �S�� i �S�� wynika
 �e FS����� #
��� ��
 skd dalej otrzymujemy FS����� # ��� ��� Sprawdzenie odpowiednich wa	
runk�w ����������� jest zupe�nie elementarne�

Dalej przejdziemy do dowodu
 �e r�wnania �S����S�� de�niuj krzyw wype�	
niajc I�� W pierwszym etapie okre�limy warto�ci FS�t� dla t # ���� ���� ���� ��
S to
 jak zobaczymy
 wsp��rz�dne wierzcho�k�w kwadratu I�� Z r�wna� �S��
i �S�� wynika
 �e FS��� # �yS��� ��� xS��� ��� # �yS���� xS���� # ��� ��� Dalej

z �S�� i �S�� otrzymujemy FS����� # ��� yS����� ����� xS����� ����� # ��� ��

a std xS����� # yS�� � ���� # � oraz yS����� # xS����� # �� Dalej
 z �S��
wynika
 �e FS����� # ��� yS����� ����� xS����� ����� # ��� ���

W nast�pnym etapie wyznaczymy warto�ci FS�t� dla wszystkich nie ustalo	
nych do tej pory warto�ci t # i���� i # �� �� �� � � � � ��� Otrzymane punkty maj
wsp��rz�dne b�dce wielokrotno�ci ���
 a mianowicie"

FS������ # �xS�� 	 �������� yS�� 	 �������� # ����� ��

FS����� # ���� & yS����� ����� ���� xS����� ����� # ����� ����
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Rys� ���� Kolejne przybli�enia krzywej Sierpi�skiego w ��D
Fig� ���� Approximations of the Sierpi�ski space��lling curve in ��D

FS������ # ���� & yS������ ����� ���� xS������ ����� # ����� ��

FS������ # ��� yS������ ����� xS������ ����� # ��� ����

FS����� # ��� yS����� ����� xS����� ����� # ����� ����

FS������ # ��� yS������ ����� xS������ ����� # ��� ����

FS������ # �yS��� ������ xS��� ������ # ����� ��

FS������� # �yS��� ������� xS��� ������� # ����� ����

FS������� # �yS��� ������� xS��� ������� # ����� ��

FS������� # �yS��� ������� xS��� ������� # ��� ����

FS������� # �yS��� ������� xS��� ������� # ����� ����

FS������� # �yS��� ������� xS��� ������� # ��� �����
Po�czenie za pomoc odcink�w kolejnych punkt�w odpowiadajcych warto	

�ciom t # �� ����� ����� � � ������� � prowadzi do otrzymania cig�ego przybli�enia
krzywej wype�niajcej FS�t�� Na rysunku ��� przedstawiono trzy kolejne przybli	
�enia krzywej Sierpi�skiego� Nale�y zwr�ci� uwag� na fakt
 i� jest to inna metoda
aproksymacji krzywej Sierpi�skiego
 ni� metoda oryginalnie proponowana przez
samego Sierpi�skiego� %atwo sprawdzi�
 �e przedstawiona tu metoda aproksy	
macji krzywej Sierpi�skiego jest identyczna z generowaniem rodziny krzywych
Sierpi�skiego	Knoppa ������

Niech F k
S �t� oznacza k	te przybli�enie krzywej
 okre�lone dok�adnie w tym

sensie
 �e F k
S �t� # FS�t�
 w punktach t � T k
 gdzie T k # ftki # i��k� i #

�� �� �� � � � � �kg
 a k jest dowoln liczb naturaln� W punktach po�rednich
 czyli
dla t �� T k
 funkcja F k

S �t� jest zde�niowana jako"

F k
S �t� # ��� �k �t � tki ��F k

S �tki � & �k �t� tki �F
k
S �tki���� �����

F k
S �t� jest funkcj cig� � odcinkami liniow� %atwo wykaza� �przez indukcj��


�e"
jjF k

S �tki �� F k
S �tki���jj # jjFS�tki �� FS�tki���jj #

p
� 	 ��k �
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Std
 dla dowolnego t � I�
 mamy jjF k��
S �t�� F k

S �t�jj � p
� 	 ��k�

W konsekwencji dla ka�dego naturalnego k i m oraz dla ka�dego t � I� za	
chodzi"

jjF k�m
S �t�� F k

S �t�jj � jjF k��
S �t�� F k

S �t�jj& � � �& jjF k�m
S �t�� F k�m��

S �t�jj
� p

� 	 ��k�� & ��� & � � �& ��m� �
p

� 	 ��k���

Wnioskujemy std
 �e cig funkcji F k
S �t� jest jednostajnie zbie�ny� W zwizku

z tym jego granica jest tak�e funkcj cig�� Przypomnijmy
 �e w przypadku
funkcji ograniczonych cig�o�� jest r�wnowa�na z jednostajn cig�o�ci� Po	
dobnie �atwo mo�na wykaza�
 �e FS jest funkcj jednostajnie cig� na zbio	
rze 
kT k �k # �� �� � � ��� Funkcja limk�� F k

S �t� jest zgodna z FS�t� na zbiorze

kT k �k # �� �� � � ��
 g�stym w I�
 a poniewa� jest funkcj cig� �jednostajnie�

musi by� wi�c identyczna z FS�t� na ca�ym odcinku I� �jest to r�wnie� alter	
natywny dow�d cig�o�ci FS�t� na ca�ym odcinku I��� Funkcja FS odwzorowuje
zbi�r 
kT k
 g�sty w I�
 w zbi�r wszystkich punkt�w o wsp��rz�dnych posiadaj	
cych sko�czone dw�jkowe rozwini�cia
 kt�ry jest zbiorem g�stym w I�� Poniewa�
I� jest zbiorem zwartym
 std FS�I�� jest tak�e zbiorem zwartym �zawierajcym
zbi�r g�sty w I��� W zwizku z tym FS�I�� # I�
 co ko�czy dow�d lematu� �

W ten spos�b pokazali�my
 �e r�wnania �S����S�� jednoznacznie de�niuj
krzyw wype�niajc kwadrat I��

Dalej przejdziemy do dowodu twierdzenia ������ Funkcj� xS�t� mo�emy prze	
d�u�y� na ca� prost w taki sam spos�b
 jak funkcj� g�t�
 czyli" xS�t� # xS��& t�
dla t � � oraz xS�t� # xS�t � �� dla t � �� W celu unikni�cia komplikacji za	
pisu
 dla rozszerzonej funkcji u�yto tego samego oznaczenia
 xS�	�
 co dla funkcji
okre�lonej na I�� Dalej poka�emy
 �e xS�t� spe�nia te same warunki
 kt�re spe�nia
funkcja g�t�
 czyli warunki ������

Lemat ��� Dla ka�dego t � I� zachodzi

xS�t� # �� xS�t� ����� ������

Dow�d� Wystarczy pokaza�
 �e warunek ������ jest spe�niony dla ��� � t � �

poniewa�
 je�li t � ���
 to xS�t� ���� # xS�t� ��� & �� # xS�t & �����

%atwo sprawdzi�
 �e r�wnanie ������ jest spe�nione dla ka�dego t � T �� Poka	
�emy
 �e ze spe�nienia ������ dla ka�dego t � T k wynika spe�nienie tego warunku
dla t � T k��� Wymaga to rozpatrzenia kolejnych szczeg�lnych przypadk�w�

Niech t � T k�� oraz t � ����� ��� Wtedy zachodzi ��� t� � ��� ����� Z r�wna�
�S�� i �S�� otrzymujemy xS�t� # yS���t� # yS����t��� # xS��t������ Poniewa�
������ jest spe�nione dla t � T k
 a ��t � �� � ����� �� oraz ��t � �� � T k 
 wi�c
xS�t� # ���xS��t�������� # ����xS�t����� # yS�t����&����� Dalej mamy
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�t � ���� � ����� ����
 zatem
 korzystajc z �S��
 otrzymujemy yS�t � ���� #
�� xS�t� ��� & ���� # �� xS�t� �����

W nast�pnym przypadku niech t � T k�� oraz t � ����� ����� Wtedy zachodzi
��� t� � ����� ����� Z r�wna� �S��
 �S�� i �S�� otrzymujemy xS�t� # yS��� t� #
����xS�����t� # ����xS������t���� Poniewa� ������ jest spe�nione dla t � T k�

a ������t� � ����� �� oraz ������t� � T k
 wi�c xS�t� # �������xS ����t���� #
xS�� � �t��� # yS��t � ����� Dalej
 poniewa� ��t � �� � ��� ����
 korzystamy
z �S�� i otrzymujemy yS��t � ���� # yS�t � ����� Z r�wnania �S�� wynika
 �e
dla dowolnego s � ��� ���� zachodzi yS�s� # � � xS�s & ����� W konsekwencji

yS�t � ���� # � � xS�t � ��� & ���� # � � xS�t � ����
 co ko�czy ten fragment
dowodu�

Dalej
 niech t � T k�� oraz t � ����� ����
 wtedy ��� t� � ����� ����� Z r�wna�
�S��
 �S�� i �S�� otrzymujemy xS�t� # yS�� � t� # xS����� t� # xS�� � �t����
Poniewa� ������ jest spe�nione dla t � T k� a ��� �t� � ��� ���� oraz ��� �t� � T k�

zatem xS�� � �t & ���� # � � xS�� � �t�� W ten spos�b otrzymujemy xS�t� #
��� xS��� �t & ������� # ���� yS��t� ������� Poniewa� ��t� ���� � ��� ����

mo�emy skorzysta� z �S��
 co prowadzi do r�wno�ci yS��t������� # yS�t������
Z r�wnania �S�� wynika
 �e yS�t����� # xS�t����&��������� Po podstawieniu
otrzymujemy ���� xS�t� ���� & ��� # �� xS�t� ����
 co ko�czy ten fragment
dowodu�

W ko�cu
 w ostatnim przypadku
 niech t � T k�� oraz t � ����� ����� Mo�emy
skorzysta� z warunk�w �S��
 �S�� i �S��
 gdy� ��� t� � ����� ����� Otrzymujemy"
xS�t� # yS�� � t� # xS����� t� # ��� & yS����� t�� Dalej
 korzystajc z �S��

mamy ��� & yS�t� ���� # ��� & yS����� �t��� # ��� & xS��� ��� & �t����

Poniewa� ������ jest spe�nione dla t � T k� a ��t � ���� � ����� �� oraz ��t �
���� � T k
 wi�c xS��t � ���� # � � xS��t � ��� W ten spos�b otrzymujemy
xS�t� # ��� & �� � xS��t � ����� # � � xS�t � ����
 co ko�czy ten fragment
dowodu�

Funkcja xS�t� jest funkcj jednostajnie cig�
 zatem warunek ������ jest spe�	
niony dla t � T k� k # �� �� � � � � gdzie zbi�r 
kT k jest zbiorem g�stym w I�
 co
pozwala na przed�u�enie warunku ������ na ca�y odcinek jednostkowy� �

Lemat �� Dla ka�dego t � ����� ���� zachodzi

xS�t� # ��� & xS����� �t���� ������

Dow�d� Niech t � ����� ����
 wtedy z r�wnania �S�� wynika
 �e xS�t� # ��� &
yS�t � ���� # ��� & yS��t � ������� Z r�wnania �S�� otrzymujemy ostatecznie
xS�t� # ���&xS��������t��� # ���&xS������t���� Podobnie
 dla t � ����� ����
mamy
 korzystajc z �S��
 xS�t� # � � yS�t � ���� # � � yS��t � ���� # � �



���� Krzywa Sierpi�skiego �

xS��� �t���� Z lematu ��� otrzymujemy dalej xS�t� # �� ���xS����� �t���� #
��� & xS���� � �t���� W ko�cu
 poniewa�
 dla dowolnego argumentu s � I�

xS�s� # xS�s� ��
 zatem xS�t� # ��� & xS����� �t���
 co ko�czy dow�d� �

Pozosta� jeszcze do udowodnienia nast�pujcy lemat"

Lemat ��� Dla ka�dego t � ����� �� zachodzi

xS�t� # xS��t���� ������

Dow�d� Z prostych przekszta�ce� wynika
 �e dla s # � � t � ��� ���� mamy
xS�t� # xS��� s� # yS�s� # yS��s��� # xS��� �s���� Dalej
 korzystajc z tego

�e dla dowolnego s zachodzi xS�s� # xS�s & �� otrzymujemy �po podstawieniu
s # �� t� xS��� �s��� # xS��� �s��� # xS��t���
 co ko�czy dow�d lematu� �

Z lemat�w ���
 ���
 ��� oraz z r�wnania ����� wynika
 �e funkcja xS�t� spe�nia
r�wnania de�niujce funkcj� g�t�� Poniewa� g�t� jest okre�lona jednoznacznie

a xS�t� jest funkcj cig� �jednostajnie�
 zatem s one identyczne
 czyli xS�t� #
g�t�� t � R� Wystarczy teraz wykaza�
 �e yS�t� # xS�t� ���� dla ka�dego t � I�

by m�c stwierdzi�
 �e obie krzywe
 Fg�t� oraz FS�t�
 s identyczne�

Lemat ��� Dla ka�dego t � I� zachodzi

yS�t� # xS�t� ����� ������

Dow�d� Dla t � ����� ���� warunek ������ otrzymujemy wprost z �S��� Dalej
 dla
tego samego przedzia�u przynale�no�ci t
 zachodzi xS�t� # �� yS�t� ����� Std

dla t � ��� ����
 wynika yS�t� # � � xS�t & ����� Z kolei z ������ otrzymujemy
yS�t� # �� � & xS�t� ���� # xS�t� �����

W przypadku
 gdy t � ����� ��
 z �S�� otrzymujemy yS�t� # xS��� t�� Dalej

z ������ wynika
 �e xS��� t� # ��xS��� t& ���� # ��xS����� t�� Korzystajc
ponownie z �S��
 otrzymujemy

�� xS����� t� # �� yS�� & t � ���� # �� yS�t � �����

Poniewa� t���� � ���
 mo�emy wi�c podstawi� yS�t����� # xS�t����������
Je�eli t � ����� ��
 to z ������ wynika ��xS�t����� # xS�t������ Gdy natomiast
t � ����� ��
 wtedy � � xS�t � ���� # � � xS�t � ��� & �� # � � xS�t & �����
Korzystajc ponownie z r�wnania �S��
 otrzymujemy dalej � � xS�t & ���� #
xS�t� ����
 co ko�czy dow�d lematu� �

W ten spos�b w lematach ������� pokazali�my
 �e odwzorowanie FS�t� #
�xS�t�� yS�t�� jest r�wnowa�ne z odwzorowaniem Fg�t� # �g�t�� g�t � �����
 co
ko�czy dow�d twierdzenia ������
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W�asno�ci krzywej Sierpi	skiego

Z uk�adu r�wna� ����������� wynika bezpo�rednio
 �e warto�ci funkcji FS�t� znaj	
duj si� w kwadracie ��� ��� ��� ��
 a w szczeg�lno�ci" dla t � ����� ��� ��� ���� znaj	
duj si� w kwadracie ��� ����� ��� ���� dla t � ����� ���� znajduj si� w kwadracie
����� ��� ��� ���� dla t � ����� ���� znajduj si� w kwadracie ����� ��� ����� �� 
a dla t � ����� ���� przyjmuj warto�ci w kwadracie ��� ����� ����� ��� Ponadto �ze
wzgl�du na ������ warto�ci odwzorowania FS�t� dla t � ��� ���� znajduj si� w tr�j	
kcie o wierzcho�kach w punktach ��� ��� ������ ��� ��
 natomiast dla t � ����� ��
przyjmuj warto�ci w tr�jkcie o wierzcho�kach w punktach ��� ��� ��� ��� ��� ���

Lemat ��� Istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie mi�dzy pododcinkami
Ak
i # ���� 	 i��k� ��� 	 �i & ����k�� �i # �� � � � � � 	 �k � �� k naturalne�� oraz odpo�

wiednimi tr�jk�tami prostok�tnymi Qk
i # FS�Ak

i � o przyprostok�tnych o d�ugoci
��k pokrywaj�cymi I�	

Dow�d� Dow�d lematu wynika ze spe�nienia powy�szej w�asno�ci przez krzywe
aproksymujce F k

S �t�� k # �� �� � � � Por�wnaj te� dow�d podobnej w�asno�ci
w pracy ������ �

Krzywa Sierpi�skiego jest odwzorowaniem cig�ym
 nie jest jednak r��nicz	
kowalna �����
 spe�nia natomiast warunek H�oldera z wyk�adnikiem ���� Nale�y
nadmieni�
 �e sta�a wyst�pujca w tym warunku ma najmniejsz warto�� w po	
r�wnaniu z analogicznymi sta�ymi wyst�pujcymi w odpowiednich warunkach
H�oldera sformu�owanych dla innych dwuwymiarowych krzywych wype�niajcych�
Warunek ten mo�emy zapisa� w nast�pujcej postaci"

Lemat ��� Dla ka�dego t�� t� � I� zachodzi

jjFS�t��� FS�t��jj� � �� min jt� � t�j� j�� �t� � t��j � ��jt� � t�j� ������

gdzie � # �	 �

Nale�y zauwa�y�
 �e warto�� �� # � jest niepoprawialna
 gdy� mo�na wskaza�
takie pary punkt�w t�� t�
 na przyk�ad � i ���
 dla kt�rych jjFS�t���FS�t��jj� #
�� jt� � t�j�

Dow�d lematu ��� podano
 korzystajc z innego opisu krzywej Sierpi�skiego

w pracy Platzmana i Bartholdiego ������ Przedstawiono tam tak�e inn wer	
sj� algorytmu generowania krzywej Sierpi�skiego� Podstaw tego algorytmu jest
r�wnanie rekurencyjne
 kt�re pozwala na wyznaczanie punkt�w wierzcho�kowych
kolejnych aproksymacji krzywej na podstawie poprzedniej aproksymacji�

Dla por�wnania podamy tu wspomniany algorytm
 korzystajc jednak z wpro	
wadzonych wcze�niej oznacze� i de�nicji�
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Niech F �t� oznacza krzyw wype�niajc� Dalej
 niech F ��� # F ��� # ��� ��

F ����� # ��� ��
 F ����� # ��� ��
 F ����� # ��� ��� Poni�sze r�wnanie de�niuje
dwuwymiarow krzyw Sierpi�skiego�

F �i��k� #
�
F �bi��c��k��� & F �di��e��k���

�
��

i # �� �� �� � � � � �k � �� k # �� �� � � �
������

Funkcja F �t� ma warto�ci okre�lone dla wszystkich punkt�w odcinka jednostko	
wego o sko�czonych czw�rkowych rozwini�ciach
 jednocze�nie jest jednostajnie
cig�a na wy�ej wspomnianym zbiorze punkt�w
 w zwizku z tym mo�na j prze	
d�u�y� na ca�y odcinek I��

Nietrudno pokaza� �poprzez indukcj��
 �e zde�niowane odwzorowanie F �t�
jest identyczne z FS�t�
 czyli z dwuwymiarow krzyw Sierpi�skiego�

Algorytm zaproponowany przez Platzmana i Bartholdiego jest algorytmem
wygodnym w sytuacji
 gdy generowane jest pewne przybli�enie ca�ej krzywej
Sierpi�skiego� W przypadku ograniczenia si� do dok�adno�ci ��k 
 a wi�c przy
wyznaczaniu wszystkich warto�ci F �i��k�� i # �� �� � � � � �k � punkt�w wierzcho�	
kowych krzywej wype�niajcej
 nale�y O��k� razy wyznaczy� warto�� funkcji F �
Je�li natomiast chcemy okre�li� warto�� F �t� jedynie dla pewnego ustalonego t

podanego z t sam co poprzednio dok�adno�ci ��k
 to musimy wykona� w naj	
gorszym razie O��k��� iteracji algorytmu Platzmana i Bartholdiego� Skorzystanie
z r�wna� �S����S�� gwarantuje wtedy znacznie mniejsze nak�ady obliczeniowe

rz�du O�k�� Niewtpliwie
 dla naszych cel�w
 czyli do przetwarzania pojedynczych
obserwacji na bie�co
 bardziej efektywna b�dzie wersja algorytmu bazujca na
uk�adzie r�wna� �S����S���

��� Krzywa Hilberta

W roku ���� Hilbert ���� opisa� kolejn
 po krzywej Peano
 krzyw wype�niajc
kwadrat� Istnieje bardzo wiele r��nych sposob�w de�niowania dwuwymiarowej
krzywej Hilberta �����
 ����
 ������

Proponujemy tutaj de�nicj� krzywej Hilberta analogiczn do opisu �����������
krzywej Sierpi�skiego
 w kt�rej korzystamy z podstawowych w�asno�ci geome	
trycznych krzywej� Podobnie jak w przypadku krzywej Sierpi�skiego
 de�nicja
tego typu prowadzi w prosty spos�b do otrzymania konstruktywnego algorytmu
generowania punkt�w krzywej Hilberta� Opis krzywej za pomoc uk�adu r�wna�
funkcyjnych jednoznacznie de�niuje odwzorowanie I� � I� oraz pozwala na bar	
dzo precyzyjne zbadanie jego w�asno�ci� Dzi�ki temu opisowi b�dziemy w stanie
wyznaczy� optymaln warto�� sta�ej w warunku H�oldera dotyczcym dwuwymia	
rowej krzywej Hilberta�
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Niech FH�t� # �xH�t�� yH�t��� t � I� oznacza odwzorowanie przeprowadza	
jce punkty z odcinka w punkty kwadratu jednostkowego�

Twierdzenie ����� Odwzorowanie FH�t� # �xH�t�� yH�t��� t � I� spe�niaj�ce
warunki�

xH�t� # yH��t���� yH�t� # xH��t���� � � t � ���� ������

xH�t� # ���� yH����� t�� yH�t� # ���� & xH����� t�� � � t � ���� ������

xH�t� # xH��� t�� yH��� t� & yH�t� # �� � � t � �� ������

jednoznacznie de�niuje dwuwymiarow� krzyw� Hilberta	

%atwo zauwa�y�
 �e z r�wnania ������ wynika
 i� xH��� # yH���
 natomiast
z yH�� � t� & yH�t� # � otrzymujemy yH����� # ���� Przepisujc r�wnanie
������ w postaci xH�t� # ��� & yH����� t� oraz yH�t� # ���� xH����� t� dla
��� � t � ���
 a nast�pnie podstawiajc t # ���
 dostajemy xH��� # �� Std
tak�e wynika
 �e yH��� # ��

Dalej
 korzystajc kolejno z ������ i ������
 otrzymujemy przy t � ����� ����

xH�t� # ��� & yH���� � t� # ��� & xH�� � �t��� # ��� & xH��t � ���� #
��� & yH�t� ���� i podobnie yH�t� # ���� xH����� t� # ���� yH��� �t��� #
���� ��� & yH��t� ���� # xH�t� ����� W ten spos�b wykazali�my nast�pujc
w�asno��"

Lemat ��� Z uk�adu r�wna� ��	������	��� wynika� �e r�wnanie ��	��� jest r�w�
nowa�ne z r�wnaniami

xH�t� # ��� & yH�t� ����� yH�t� # xH�t� ����� ��� � t � ���� ������

�

W�asno�� wewn�trznego podobie�stwa odwzorowania ������ mo�na zastpi�
r�wnowa�n w�asno�ci ������
 majc charakter przesuni�cia wzgl�dem argu	
mentu t� Dalej b�dziemy cz�sto korzysta� z tego w�a�nie r�wnania�

Wyznaczenie wprost warto�ci FH��� # ��� �� pozwala na sformu�owanie na
podstawie ������������� konstruktywnego algorytmu generowania krzywej
 kt�ry
umo�liwia dok�adne wyznaczenie wsp��rz�dnych punkt�w z kwadratu odpowia	
dajcych punktom z odcinka o sko�czonych dw�jkowych rozwini�ciach� Wyzna	
czymy jeszcze warto�ci FH w punktach ��� i ���� Umo�liwi to otrzymanie reku	
rencyjnego algorytmu pozwalajcego na obliczenie dok�adnych warto�ci krzywej
Hilberta w punktach
 kt�rym odpowiada zbi�r warto�ci odwzorowania o sko�czo	
nych dw�jkowych rozwini�ciach obu wsp��rz�dnych� Z r�wna� ������ wynika
 �e
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FH��� # FH����� # �xH���� ��yH���� # ��� ��
 natomiast z ������ otrzymujemy
FH����� # FH����� & ���� # ���� & yH������� xH��������

Dalej FH������ # FH���� 	 ���� # �yH�������� xH��������
 std xH����� #
��� & xH������� oraz yH����� # yH��������

W konsekwencji otrzymujemy FH����� # ��� �� oraz FH����� # FH������� #
�xH������ �� yH������ # ��� ���

Poni�szy uk�ad r�wna� jest r�wnowa�ny z r�wnaniami �������������"

H�� FH��� # ��� ��� FH����� # ��� ���

H�� xH�t� # yH��t���� yH�t� # xH��t���� t � ��� �����

H�� xH�t� # ��� & yH�t � ����� yH�t� # xH�t� ����� t � ����� �����

H�� xH�t� # xH��� t�� yH��� t� & yH�t� # �� t � ����� ���

Lemat ��� Uk�ad r�wna� funkcyjnych �H����H�� jest r�wnowa�ny z uk�adem
r�wna� ��	������	���	 Rozwi�zaniem uk�adu r�wna� �H����H�� jest krzywa wy�
pe�niaj�ca FH�t� " I� � I�	

Dow�d� Post�powanie dowodowe przebiega� b�dzie podobnie jak w przypadku
analogicznego lematu sformu�owanego dla krzywej Sierpi�skiego� Wykazanie r�w	
nowa�no�ci uk�adu r�wna� �H����H�� z uk�adem r�wna� �������������
 jako ele	
mentarne
 pominiemy� W pierwszym etapie okre�limy warto�ci FH�t� dla t #
���� ���� �� S to
 jak wida�
 wsp��rz�dne wierzcho�k�w kwadratu I��

W kolejnym etapie wyznaczymy warto�ci FH�t� dla wszystkich argument�w
t # i���� i # �� �� �� � � � � ��� Otrzymane punkty maj wsp��rz�dne b�dce wielo	
krotno�ci ���
 a mianowicie"

FH����� # FH�� & ���� # ���� & yH���� xH���� # ����� ���
FH����� # FH���� & ���� # ���� & yH������ xH������ # ����� �����
FH����� # FH��� ���� # �xH������ �� yH������ # ����� ���
FH������ # �yH�������� xH�������� # ��� �����
FH����� # FH������ # FH����	���� # �yH�������� xH�������� # ����� �����
FH������ # FH���� & ���� # ���� & yH������ xH������ # ��� �����
FH������ # FH��� ����� # �xH������� �� yH������� # ��� �����
FH����� # FH��� ���� # �xH������ �� yH������ # ����� �����
FH������� # FH��� ����� # �xH������� �� yH������� # ��� �����
Poprzez po�czenie odcinkami punkt�w z I� odpowiadajcych kolejnym war	

to�ciom t # i���� �i # �� �� �� � � � � ��� na odcinku I�
 otrzymujemy cig� aprok	
symacj� krzywej wype�niajcej� Na rysunku ��� przedstawiono trzy pierwsze przy	
bli�enia krzywej Hilberta� Jest to inna metoda aproksymacji ni� rozwa�ane do tej
pory �por� ������� Jej cech charakterystyczn jest okre�lenie punkt�w w�z�owych
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Rys� ���� Kolejne przybli�enia krzywej Hilberta w ��D
Fig� ���� Approximations of the Hilbert space��lling curve in ��D

� punkt�w z kwadratu budujcych dane przybli�enie � na podstawie dok�ad	
nych warto�ci odwzorowania� Zbi�r punkt�w w�z�owych tworz
 jak zobaczymy

wszystkie punkty I�
 kt�rych wsp��rz�dne maj sko�czone dw�jkowe rozwini�cia�

Niech F k
H�t� oznacza k	t aproksymacj� krzywej
 okre�lon dok�adnie w tym

sensie
 �e F k
H�t� # FH�t�
 w punktach t � T k
 gdzie

T k # ftki # i��� 	 �k�� i # �� �� �� � � � � � 	 �kg�

a k jest dowoln liczb naturaln�
Odcinkami liniowe przybli�enie dwuwymiarowej krzywej Hilberta jest wtedy

postaci

F k
H�t� # ��� � 	 �k �t� tki ��F k

H�tki � & � 	 �k �t � tki �F k
H�tki����

Zauwa�my
 �e F k
H�t� jest funkcj cig�� %atwo pokaza� �przez indukcj��
 �e

jjF k
H�tki � � F k

H�tki���jj # ��k
 przy czym r��nica ta dotyczy zawsze tylko jednej
wsp��rz�dnej�

Std jjF k��
H �t��F k

H�t�jj � p
� 	��k
 a w konsekwencji dla ka�dego naturalnego

k i m oraz t � I� zachodzi

jjF k�m
H �t�� F k

H�t�jj � jjF k��
H �t�� F k

H�t�jj& � � �& jjF k�m
H �t�� F k�m��

H �t�jj
� p

� 	 ��k�� & ��� & � � �& ��m� �
p

� 	 ��k���

Wynika std
 �e cig funkcji F k
H�t� jest jednostajnie zbie�ny� Jego granica jest

wi�c funkcj cig�� Dalszy cig dowodu przebiega analogicznie jak w przypadku
dowodu lematu ��� sformu�owanego dla krzywej Sierpi�skiego� �
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W�asno�ci krzywej Hilberta

Z r�wna� �H����H�� wynika bezpo�rednio
 �e warto�ci funkcji FH�t� znajduj si�
w kostce ��� ��� ��� ��
 a w szczeg�lno�ci" dla t � ��� znajduj si� w kwadracie
��� ����� ��� ���� dla ��� � t � ��� znajduj si� w kwadracie ����� ��� ��� ���� 
dla ��� � t � ��� znajduj si� w kwadracie ����� �� � ����� �� natomiast dla
��� � t � � znajduj si� w kwadracie ��� ����� ����� ���

Lemat ���� Istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie mi�dzy pododcin�
kami Ak

i # �i��k� �i & ����k�� i # �� � � � � �k � � oraz odpowiednimi podkostkami
Qk
i # FH�Ak

i � o boku ��k pokrywaj�cymi I�� gdzie k jest dowoln� liczb� naturaln�	

Dow�d� Dow�d lematu wynika ze spe�nienia powy�szej w�asno�ci przez krzywe
F k
H�t�� k # �� �� � � � �

Lemat ���� Dla ka�dego t � I� zachodzi

jjFH�t�jj� � � t� ������

Dow�d� Najpierw poka�emy
 �e w�asno�� ������ jest spe�niona przez wszystkie
punkty wierzcho�kowe kolejnych aproksymacji krzywej FH�t�
 czyli �e

jjFH�tki �jj� � � tki

zachodzi dla ka�dego tki � T k # fi��� 	 �k� i # �� �� � � � � � 	 �kg
 dla dowolnego
naturalnego k� %atwo sprawdzi�
 �e nier�wno�� ������ jest spe�niona dla k # �

a dok�adniej dla wszystkich t � T � # f�� ����� ����� � � � � ������ �g� Dalej poka	
�emy
 �e ze spe�nienia warunku ������ dla pewnego k � � wynika spe�nienie go
dla k & �
 co zako�czy pierwsz cz��� dowodu poprzez indukcj��

Niech t � T k�� oraz niech t � ���� Z r�wnania �H�� wynika
 �e

FH�t� # �yH��t���� xH��t�����

Poniewa� �t � T k
 wi�c jjFH�t�jj� # x�H�t� & y�H�t� # �y�H��t� & x�H��t���� � ��� 	
���t� # �t� Dalej
 niech t � T k�� oraz t � ����� ����� Z r�wnania �H�� wynika
 �e
xH�t� # ���&yH�t����� oraz yH�t� # xH�t������ Poniewa� t���� � ���
 mamy
yH�t� ���� � ���
 otrzymujemy wi�c jjFH�t�jj� # x�H�t� & y�H�t� # ��� & y�H�t�
����&yH�t�����&x�H�t������� yH�t�����&���&��t������ ���&��t������

Z kolei niech t � T k�� oraz niech t � ����� ����� Z r�wna� �H�� i �H�� wynika

�e xH�t� # xH�� � t� # ��� & yH���� � t� oraz yH�t� # � � yH�� � t� # � �
xH����� t�� natomiast z �H�� wynika dalej
 �e xH�t� # ��� & xH��� �t� oraz
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yH�t� # � � yH�� � �t�� %atwo sprawdzi�
 �e je�li t � T k��
 to �� � �t� � T k

a zatem

jjFH�t�jj� # x�H�t� & y�H�t� # ��� & �y�H��� �t� & x�H��� �t����
&xH��� �t���� yH��� �t� � ��� & ��� 	 ��� �t� & ��� # � ��� t� � � t�

Ostatnia nier�wno�� wynika z prostego faktu
 �e dla ��� � t � ��� zawsze musi
by� �� t � t�

W ko�cu
 niech t � T k�� oraz t � ����� ��� W tym przypadku punkty z krzywej
le� w kwadracie ��� ����� ����� ��
 std jjFH�t�jj� � � & ��� # ���� Dla t � ���
mamy wi�c jjFH�t�jj��t � ��� 	 ��� # ��� � �� Je�li nier�wno�� jjFH�tki �jj� � � tki
zachodzi dla tki � T k� k # �� �� � � � � czyli na zbiorze g�stym w I�
 to nier�wno��
ta jest spe�niona dla ka�dego t � I�
 co ko�czy dow�d w�asno�ci ������� Fakt ten
wynika bezpo�rednio z jednostajnej cig�o�ci FH�t�� �

Sformu�ujemy twierdzenie
 kt�re poprawia warto�� sta�ej w warunku H�oldera
sformu�owanym w odniesieniu do dwuwymiarowej krzywej Hilberta�

Twierdzenie ����� Dla ka�dego t�� t� � I� zachodzi

jjFH�t��� FH�t��jj� � �� jt� � t�j� ������

gdzie �� # �	

Dow�d� Post�powanie dowodowe przeprowadzimy podobnie jak w przypadku le	
matu ����� Najpierw poka�emy
 �e warto�� �� w nier�wno�ci ������ jest nie mniej	
sza ni� wymieniona w twierdzeniu warto�� �� Niech t� # ����� oraz t� # ������
Korzystajc z r�wna� �H����H��
 wyznaczamy FH������� # ����� ���� oraz
FH������� # ����� ����� Std otrzymujemy r�wno�� jj����� ����� ����� ����jj� #
��� # � 	 �����

Dalsza cz��� dowodu b�dzie mia�a charakter indukcyjny� Na pocztku poka	
�emy
 �e w�asno�� ������ jest spe�niona przez wszystkie punkty wierzcho�kowe
kolejnych aproksymacji krzywej FH�t�
 czyli poka�emy
 �e jjFH�t���FH�t��jj� �
� jt� � t�j zachodzi dla wszystkich t�� t� � T k
 dla dowolnego naturalnego k�

T k jest zde�niowane tak samo jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia
 czyli
T k # fi��� 	 �k�� i # �� �� � � � � � 	 �kg�

%atwo sprawdzi�
 �e nier�wno�� ������ jest spe�niona dla k # �
 a dok�adniej
dla wszystkich t�� t� � T � # f�� ����� ����� � � � � ������ �g� Dalej poka�emy
 �e ze
spe�nienia warunku ������ dla pewnego k � � wynika spe�nienie go dla k & �
 co
zako�czy pierwsz cz��� dowodu przez indukcj��

Niech t�� t� � T k�� oraz t�� t� � ����
Z r�wnania �H�� �lub z ������� wynika
 �e

FH�ti� # �yH��ti���� xH��ti����� i # �� ��
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Poniewa� �t�� �t� � T k 
 std

jjFH�t��� FH�t��jj� # �xH�t��� xH�t���� & �yH�t��� yH�t����

# ��� 	 �yH��t��� yH��t���� & ��� 	 �xH��t��� xH��t����

� ��� 	 j�t� � �t�j # � jt� � t�j�

Analogiczne rezultaty otrzymamy w przypadku
 gdy t�� t� � ����� ���� lub t�� t� �
����� ����
 lub t�� t� � ����� ���

Dalej
 niech t�� t� � T k�� oraz niech t� � ��� ����
 t� � ����� ����� Z r�wna�
�H����H�� wynika
 �e

xH�t�� # yH��t���� # ���� yH��� �t���� # ���� xH����� t��

oraz podobnie
yH�t�� # yH����� t���

Korzystajc z lematu ����
 otrzymujemy

jjFH�t��� ����� ��jj� # x�H����� t�� & y�H����� t�� � � ����� t���

Dalej
 podobnie jak dla t�
 dla t� otrzymujemy xH�t�� # yH�t������&���� yH�t��
# xH�t� � ����� Std wynika
 �e

jjFH�t��� ����� ��jj� # x�H�t� � ���� & y�H�t� � ���� � � �t� � �����

Z nier�wno�ci tr�jkta otrzymujemy"

jjFH�t��� FH�t��jj � ���� ����� t����� & ���� �t� � ��������

Poniewa� dla dowolnego nieujemnego a i b zawsze zachodzi a��� & b��� �
��a & �b����
 zatem

jjFH�t��� FH�t��jj � ���� �t� � t������

Dalej
 niech t�� t� � T k�� oraz t� � ��� ����
 t� � ����� ����� Z r�wna� �H����H��
wynika
 �e xH�t�� # yH��t���� oraz yH�t�� # xH��t����
 natomiast

xH�t�� # xH��� t�� # yH����� t�� & ��� # ��� & xH��� �t����
# ��� & xH��� ��� �t��� # ��� & xH���t� � �������

oraz podobnie yH�t�� # ��� & yH���t� � ��������
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Wprowad�my oznaczenia s� # �t� oraz s� # � �t� � ����� Po odpowiednim
podstawieniu otrzymujemy"

jjFH�t��� FH�t��jj� # ��� 	 �� & xH�s��� yH�s����

&��� 	 �� & yH�s��� xH�s���� # ��� 	 �jjFH�s��� FH�s��jj�
&�xH�s�� xH�s�� & �yH�s�� yH�s�� & � & �xH�s��� ��� & xH�s��� yH�s��
&� & �yH�s��� ��� & yH�s��� xH�s����

Poniewa� zawsze zachodzi xH�t�� yH�t� � I�
 zatem

jjFH�t��� FH�t��jj� � ��� 	 �jjFH�s��� FH�s��jj� & ����

Zauwa�my ponadto
 �e si � T k� i # �� �� W zwizku z tym

jjFH�s��� FH�s��jj� � � �s� � s�� # �� �t� � t��� ���

Po podstawieniu do poprzedniej nier�wno�ci otrzymujemy

jjFH�t��� FH�t��jj� � ��� 	 ����t� � t��� �� � � �t� � t���

co ko�czy dow�d dla t�� t� � T k�� oraz t� � ��� ����
 t� � ����� �����
Rozwa�my dalej przypadek t�� t� � T k�� oraz t� � ����� ����� t� � ����� �����

Z r�wna� �H����H�� wynika
 �e xH�t�� # ��� & yH�t� � ���� # ��� & xH��t� �
���� # ��� & xH�� � �t���� # ��� & yH���� � t�� oraz analogicznie yH�t�� #
��� � xH���� � t��� Podobnie
 xH�t�� # xH�� � t�� # ��� & yH���� � t�� #
��&xH����t����� # ���&xH����&�t���� # ���&yH�t������� Przekszta�cajc
dalej yH�t��� otrzymujemy yH�t�� # � � yH�� � t�� # � � xH���� � t�� # � �
yH�� � �t���� # � � �� � yH��t� � ����� # ��� & xH�t� � ����� Z lematu ����
wynika
 �e

jjFH�t��� ����� ����jj� # �xH�t��� ����� & �yH�t��� �����

# y�H����� t�� & x�H����� t�� � � ����� t��

oraz
jjFH�t��� ����� ����jj� # �xH�t��� ����� & �yH�t��� �����

&y�H �t� � ���� & x�H�t� � ���� � � �t� � �����

Std
 korzystajc z nier�wno�ci tr�jkta
 otrzymujemy"

jjFH�t��� FH�t��jj � ��������� t����� & �����t� � ��������

Ze znanej nier�wno�ci a��� & b��� � ��a& �b���� wynika

jjFH�t��� FH�t��jj � �����jt� � t�j�����
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Rozwa�my teraz przypadek t�� t� � T k�� oraz t� � ����� ����
 t� � ����� ���
Z r�wna� �H����H�� wynika
 �e xH�t�� # yH�t������&��� # xH��t������&���
oraz yH�t�� # yH��t�� ����
 natomiast xH�t�� # xH��� t�� # yH����� t����� #
��&xH��t������� oraz podobnie
 yH�t�� # ��xH����t�&���� # ��xH��t��
����� Niech s� # �t� � � oraz s� # ��t� � ����� Po podstawieniu do poprzednich
r�wno�ci otrzymujemy"

jjFH�t��� FH�t��jj� # ���� 	 xH�s�� & yH�s���� & �� & yH�s��� ���xH�s����

# ��� 	 �jjFH�s��� FH�s��jj� & � xH�s�� xH�s�� & � yH�s�� yH�s��
&� xH�s�� yH�s�� & � xH�s�� yH�s��� & �� xH�s��� yH�s���

Poniewa� dla dowolnego t � I� mamy xH�t�� yH�t� � I�� wi�c

jjFH�t��� FH�t��jj� � ��� 	 �jjFH�s��� FH�s��jj� & �� & ��

Zauwa�my ponadto
 �e si � T k� i # �� �� W zwizku z tym

jjFH�s��� FH�s��jj� � ��s� � s�� # ���t� � t��� ���

Po podstawieniu do poprzedniej nier�wno�ci otrzymujemy

jjFH�t��� FH�t��jj� � ��� 	 ����t� � t��� �� & �� & � � ��t� � t���

co ko�czy dow�d dla t�� t� � T k�� oraz t� � ����� ����
 t� � ����� ���
Ostatni przypadek to t�� t� � T k�� oraz t� � ��� ����
 t� � ����� ��� Tym razem

mo�emy skorzysta� z faktu
 i� FH�t�� przyjmuje warto�ci w kwadracie ��� �����
��� ����
 natomiast FH�t�� przyjmuje warto�ci w kwadracie ����� ��� ����� ��� Std
wynika
 �e jjFH�t�� � FH�t��jj� � ���� Poniewa� t� � t� � ���
 od razu mo�emy
wi�c stwierdzi�
 �e

jjFH�t��� FH�t��jj���t� � t�� � ���� � ��

Funkcja FH�t� jest cig�a jednostajnie
 std je�li ������ jest spe�nione dla
t�� t� � T k # fi��� 	 �k�g� �k # �� �� � � � �
 to ������ jest spe�nione tak�e dla
ka�dego t�� t� � I�
 co ko�czy dow�d twierdzenia ������ �

W pracy ���� pokazano
 �e warto�� �� � ��
� � Oszacowanie odpowiedniej sta�ej

podane przez A�R� Butza ���� jest jeszcze s�absze i w przypadku dwuwymiarowym
wynosi �� � ��� Twierdzenie ����� podaje najlepsz
 niepoprawialn warto��
sta�ej �� # ��
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��� Krzywa Peano

W roku ���� Peano ����� skonstruowa� pierwsz krzyw wype�niajc kwadrat�
W odwzorowaniu odcinka w kwadrat jednostkowy u�yto tr�jkowych rozwini��
liczb� Obok przypadku dwuwymiarowego Peano przedstawi� tak�e przypadek
tr�jwymiarowy�

Inne warianty krzywych wype�niajcych kwadrat
 podobnych w konstrukcji
do krzywej Peano
 zaproponowa� w ���� roku Moore ������ Krzywe te bazuj
na nieparzystych
 innych ni� tr�jkowe
 podzia�ach odcinka� Z kolei Wunderlich
����� przedstawi� odmienne sposoby porzdkowania przestrzeni dwuwymiarowej
prowadzce w konsekwencji do r��nych wariant�w krzywej
 bazujcych nadal na
podzia�ach tr�jkowych �krzywe typu switch	back�� Istnieje dok�adnie ��� r��nych
krzywych tego typu
 w�r�d kt�rych wyst�puje tak�e oryginalna krzywa Peano
������

W niniejszej pracy ograniczymy si� do klasycznej krzywej podanej przez Pe	
ano ������ Uog�lnienie krzywej Peano na przypadek wielowymiarowy przedstawi�
Milne w pracy �����
 a wcze�niej
 w mniej precyzyjny spos�b
 Butz �����

Tutaj proponujemy inn
 now de�nicj� dwuwymiarowej krzywej Peano
 w kt�	
rej korzystamy z podstawowych w�asno�ci geometrycznych odwzorowania i kt�r
�atwo uog�lni� na przypadek wielowymiarowy�

De�nicja ta jest analogiczna do opisu ����������� krzywej Sierpi�skiego� Po	
dobnie jak w przypadku krzywej Sierpi�skiego
 de�nicja w postaci uk�adu r�w	
na� funkcyjnych prowadzi w prosty spos�b do otrzymania konstruktywnego algo	
rytmu generowania punkt�w krzywej Peano� Podany dalej uk�ad r�wna� funkcyj	
nych jednoznacznie de�niuje odwzorowanie I� � I� oraz pozwala na precyzyjne
zbadanie jego w�asno�ci� Dzi�ki temu opisowi mo�na wyznaczy� optymaln war	
to�� sta�ej w warunku H�oldera dotyczcym dwuwymiarowej krzywej Peano�

Niech FP �t� # �xP �t�� yP �t��� t � I� oznacza odwzorowanie przeprowadzajce
punkty z odcinka I� w punkty kwadratu I��

Twierdzenie ���� Odwzorowanie FP �t� # �xP �t�� yP �t��� t � I� spe�niaj�ce
warunki�

FP �t� # FP ��t���� � � t � ���� ������

xP �t� # ��� & xP �t� ����� yP �t� # ���� yP �t� ����� ��� � t � ���� ������

xP �t� # �� xP �t� ����� yP �t� # ��� & yP �t � ����� ��� � t � � ������

jednoznacznie de�niuje dwuwymiarow� krzyw� Peano	
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%atwo zauwa�y�
 �e z FP �t� # FP ��t��� dla t � ��� ���� wynika FP ��� # ��� ���
Ponadto z r�wnania ������ otrzymujemy FP ����� # ��� ����
 FP ����� # ��� ����

FP ��� # ��� ���

Ustalenie warto�ci FP ��� pozwala na sformu�owanie rekurencyjnego algoryt	
mu
 kt�ry umo�liwia dok�adne wyznaczenie wsp��rz�dnych punkt�w z kwadratu
odpowiadajcych punktom z odcinka �argumentom odwzorowania� o sko�czonych
tr�jkowych rozwini�ciach� Podstaw algorytmu s nast�pujce r�wnania"

P�� FP ��� # ��� ���

P�� xP �t� # xP ��t���� yP �t� # yP ��t���� � � t � ����

P�� xP �t� # ��� & xP �t� ����� yP �t� # ���� yP �t� ����� ��� � t � ����

P�� xP �t� # �� xP �t� ����� yP �t� # ��� & yP �t � ����� ��� � t � ��

R�wnania �P����P�� r��ni si� od uk�adu r�wna� ������������� tylko zast	
pieniem pewnych ogranicze� typu � przez ostre nier�wno�ci
 co pozwala na jedno	
znaczne zastosowanie uk�adu r�wna� �P����P�� do wyznaczania warto�ci FP �t��
Dla granicznych warto�ci t # ��� oraz t # ��� spe�niony jest zar�wno warunek
�P��
 jak i �P�� oraz odpowiednio �P�� i �P��
 lecz w obliczeniach stosujemy
zawsze tylko jeden z nich�

Lemat ���� Uk�ad r�wna� funkcyjnych �P����P�� jest r�wnowa�ny z r�wnania�
mi ��	������	���	 Rozwi�zaniem uk�adu r�wna� �P����P�� jest krzywa wype�nia�
j�ca FP �t� " I� � I�	

Dow�d� Dow�d powy�szego lematu przeprowadzimy podobnie
 jak w przypadku
krzywych Hilberta i Sierpi�skiego �por� podrozdzia�y ���
 ����� W pierwszym eta	
pie aproksymacji krzywej najpierw okre�limy warto�ci FP �t� dla t # �� ���� ���� ��
Dalej
 dla t # ���� ���� � � � ���
 z r�wnania �P�� otrzymujemy"

FP ����� # ����� ����
 FP ����� # ����� ���
Nast�pnie z �P�� uzyskujemy"

FP ����� # ����� ����
 FP ����� # ����� ���� oraz
FP ����� # ����� ��
 FP ����� # ����� �����
W kolejnym etapie aproksymacji wyznaczymy warto�ci FP �t� dla wszystkich

nie ustalonych do tej pory warto�ci t # i���� i # �� �� �� � � ���� Otrzymane w ten
spos�b punkty z I� maj wsp��rz�dne b�dce wielokrotno�ci ����

Poprzez po�czenie odcinkami punkt�w z I�� odpowiadajcych kolejnym war	
to�ciom t # i���� i # �� �� �� � � � � ��
 otrzymujemy nast�pne cig�e przybli�enie
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Rys� ���� Kolejne przybli�enia krzywej Peano w ��D
Fig� ���� Approximations of the Peano space��lling curve in ��D

krzywej Peano� %atwo pokaza� poprzez indukcj�
 �e uk�ad r�wna� �P����P�� po	
zwala wygenerowa� warto�ci odwzorowania FP �t� dla wszystkich warto�ci t � T k

gdzie

T k # ftki # i��k� i # �� �� �� � � � � �kg�
a k jest liczb naturaln� Na rysunku ��� przedstawiono trzy kolejne przybli�enia
krzywej Peano
 przy czym pierwsz �k # �� aproksymacj� krzywej stanowi po
prostu odcinek �czcy punkt pocztkowy ��� �� z punktem ko�cowym krzywej
wype�niajcej
 czyli punktem ��� ��� Kolejne przybli�enia stanowi krzywe od	
cinkami liniowe
 �czce punkty wierzcho�kowe odpowiadajce warto�ciom t #
�� ���k� � � � � ��k � ����� �� k # �� ��

Niech F k
P �t� oznacza k�t aproksymacj� krzywej okre�lon dok�adnie
 w tym

sensie
 �e F k
H�t� # FH�t�
 w punktach t � T k
 k # �� �� � � � Funkcja ta przyjmuje

warto�ci
F k
P �t� # ��� �k�t� tki ��F k

P �tki � & �k�t� tki �F k
P �tki���

dla t nie nale�cych do T k� F k
P �t� jest funkcj cig�
 odcinkami liniow� %atwo

pokaza� �przez indukcj��
 �e jjF k
P �tki � � F k

P �tki���jj #
p

� ��k� Obie wsp��rz�dne
F k
P �tki � i F k

P �tki��� r��ni si� dok�adnie o ��k � Std otrzymujemy

jjF k��
P �t�� F k

P �t�jj �
p

� ��k�

W konsekwencji dla ka�dego naturalnego k i m i dla ka�dego t � I� zachodzi"

jjF k�m
P �t�� F k

P �t�jj � jjF k��
P �t�� F k

P �t�jj& � � �& jjF k�m
P �t�� F k�m��

P �t�jj
� p

� 	 ��k�� & ��� & � � �& ��m� �
p

� 	 ��k 	 ����

Wnioskujemy std
 �e cig funkcji F k
P �t� jest jednostajnie zbie�ny� Jego granica

jest wi�c funkcj cig�� Dalszy cig dowodu jest analogiczny jak w przypadku
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Rys� ���� Kolejne przybli�enia krzywej Peano w ��D
Fig� ���� Approximations of the Peano space��lling curve in ��D

odpowiednich lemat�w ���
 ���
 kt�re dotycz krzywej Sierpi�skiego i krzywej
Hilberta� �

Punkty wierzcho�kowe kolejnych aproksymacji krzywej Peano nie obejmuj
wszystkich punkt�w z kwadratu o wsp��rz�dnych majcych sko�czone tr�jkowe
rozwini�cia� Na przyk�ad
 punkty ����� �� lub ��� ���� nie pojawi si� w�r�d punk	
t�w wierzcho�kowych kolejnych krzywych aproksymujcych
 niezale�nie od war	
to�ci k�

Na podstawie r�wna� funkcyjnych ������������� �bd� r�wnowa�nie r�wna�
�P����P��� mo�na w prosty spos�b wyznaczy� dodatkowe punkty wierzcho�kowe

kt�re b�d stanowi� podstaw� innych sposob�w aproksymacji krzywej FP �t��

Na rysunku ��� przedstawiono dwa kolejne przybli�enia krzywej Peano
 przy
czym pierwsz �dla k # �� aproksymacj� krzywej stanowi odcinki �czce ko	
lejno punkty kwadratu odpowiadajce argumentom t # �� ���� ���� �� Nast�pnym
przybli�eniem jest funkcja odcinkami liniowa
 �czca punkty wierzcho�kowe od	
powiadajce warto�ciom argument�w t # i��� 	��� i # �� �� � � � � ��� Kolejne przy	
bli�enia prowadz do wyznaczania warto�ci odwzorowania dla t # i��� 	 �k�� i #
�� �� � � � � � 	 �k� k # �� �� � � �

Zauwa�my
 �e z ������ wynika
 �e FP ������ # FP �������
 natomiast kon	
sekwencj r�wnania ������ jest FP ����� # �� � xP ������� ��� & yP �������� Da	
lej
 z ������ wynika FP ������ # �� � xP ������� ��� & yP �������� Po elementar	
nych przekszta�ceniach otrzymujemy FP ������ # ��� ����
 FP ����� # ��� �� oraz
FP ������ # ��� �����

Podobnie
 z ������ wynika FP ������ # FP �������
 natomiast z ������ wy	
nika
 �e FP ����� # ���� & xP ������� ��� � yP �������� Dalej
 z ������ otrzy	
mujemy FP ������ # ���� & xP ������� ��� � yP �������� I znowu
 po elemen	
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tarnych przekszta�ceniach mamy FP ������ # ����� ��
 FP ����� # ��� �� oraz
FP ������ # ����� �����

Analogicznie mo�na wyznaczy�"
FP ������ # ����� ��

FP ������� # FP ������� # FP ������������ ����

FP ������ # FP ������� # ��� ����

FP ������� # FP ������� # FP ������� # FP ������� # ����� ����

FP ������� # ��� ����

FP ������� # FP ������� # ����� ���
Zauwa�my
 �e z ������ wynika
 i� FP ����� # �� � xP ������ ��� & yP ������


natomiast z ������ wynika
 �e FP ����� # �FP ������
 a z ������ otrzymujemy
FP ����� # ���� & xP ������� ��� � yP �������� Po elementarnych przekszta�ce	
niach prowadzi to do wyznaczenia FP ����� # ����� ����
 FP ������ # ����� ����
oraz FP ����� # ����� ����� Podsumowujc
 do wyznaczenia dok�adnej warto	
�ci odwzorowania FP �t� w punktach t # i��� 	 �k�� i # �� �� � � � � � 	 �k� k #
�� �� � � � wystarczy znajomo�� warto�ci FP ����� # ��� ��
 FP ����� # ����� ����
oraz FP ����� # ��� ���

Lemat ��� Uk�ad r�wna� �P����P�� wraz z warunkami�
FP ��� # ��� ���
FP ����� # ��� ���
FP ����� # ����� �����
FP ����� # ��� ��

jest r�wnowa�ny z uk�adem r�wna� ��	������	��� de�niuj�cych krzyw� Peano
FP " I� � I�	 Uk�ad r�wna� �P����P��� wraz z podanymi warunkami pocz�t�
kowymi� pozwala w sko�czonej liczbie rekurencji dok�adnie wyznaczy� wszystkie
punkty odwzorowania� kt�rych wsp��rz�dne maj� sko�czone tr�jkowe rozwini�cia�
a dok�adniej� pozwala wyznaczy� w sko�czonej liczbie rekurencji wartoci FP �t�
dla wszystkich t � fi��� 	 �k�� i # �� �� � � � � � 	 �kg� dla dowolnego naturalnego k	

Formalny dow�d powy�szego lematu mo�na otrzyma� poprzez indukcj�� �

Podstawowe w�asno�ci dwuwymiarowej krzywej Peano

Z r�wna� ������������� wynika bezpo�rednio
 �e warto�ci funkcji FP �t� znajduj
si� w kwadracie ��� ��� ��� ��
 a w szczeg�lno�ci" dla t � ��� przyjmuj warto�ci
w kwadracie ��� �������� ���� dla ��� � t � ��� � w kwadracie ����� �������� ���� 
itd� ���
 a dla ��� � t � � przyjmuj warto�ci w kwadracie ����� ��� ����� ���

Lemat ���� Istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie mi�dzy pododcin�
kami Ak

i # �i��k� �i & ����k�� i # �� � � � � �k � � oraz odpowiednimi podkostkami
Qk
i # FP �Ak

i � o boku ��k pokrywaj�cymi I�� gdzie k jest dowoln� liczb� naturaln�	
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Dow�d lematu wynika ze spe�nienia powy�szej w�asno�ci przez krzywe aproksy	
mujce F k

P �t�� k # �� �� � � � �

Bezpo�rednio z r�wna� ������������� wynika nast�pujca w�asno�� krzywej
Peano"

Lemat ���� Dla ka�dego t�� t� � ��� oraz a # ���� ���� � � � � ��� zachodzi

jjFP �t��� FP �t��jj # jjFP �t� & a�� FP �t� & a�jj� ������

Dalej poka�emy
 �e krzywa Peano spe�nia nast�pujcy warunek symetrii"

Lemat ���� Dla ka�dego t � I� zachodzi

xP �t� & xP ��� t� # ��
yP �t� & yP ��� t� # ��

������

Dow�d� Rozpoczniemy od pokazania
 �e warunek ������ jest spe�niony przez
wszystkie punkty wierzcho�kowe kolejnych przybli�e� krzywej FP �t�
 czyli punkty
wyznaczone dla T k # fi��k� i # �� �� �� � � � � �kg
 dla dowolnego naturalnego k�
%atwo sprawdzi�
 �e r�wno�� ������ jest spe�niona dla k # �
 a dok�adniej dla
wszystkich t � T ��

Dalej poka�emy
 �e ze spe�nienia warunku ������ dla pewnego k � � wynika
spe�nienie go dla k & �
 co zako�czy pierwsz cz��� dowodu poprzez indukcj��

W dowodzie skorzystamy z uk�adu r�wna� ������������� de�niujcych krzyw
Peano� Ze wzgl�du na symetri� wystarczy pokaza�
 �e r�wno�� ������ spe�niona
jest dla t � ����

Niech t � T k�� oraz t � ����� ����� Wtedy �� t � ����� �����
Po u�yciu r�wna� ������������� otrzymujemy

xP ��� t� # �� xP ����� t� # �� ���� xP ����� t� # ���� xP ��� �t����
yP ��� t� # ��� & yP ����� t� # ���� yP ����� t� # ���� yP ��� �t����

Poniewa� ��� � t � ��� oraz ���� � t� � T k��
 otrzymujemy �� � �t� � T k�
Mo�emy zatem przyj�
 �e"

xP ��� �t� # �� xP ��t� �� # �� xP �t� ���� 	 ��
yP ��� �t� # �� yP ��t� �� # �� yP �t� ���� 	 ��

Po dalszych przekszta�ceniach

xP ��� t� # ��� & xP �t� ���� # ��� & xP �t� ����� ���
# ��� & �� xP �t�� ��� # �� xP �t�
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oraz

yP ��� t� # ���� ��� & yP �t� ���� # ���� ����� yP �t� �����
# ��� & ����� yP �t�� # �� yP �t��

Analogiczne rozwa�ania mo�na przeprowadzi� dla pozosta�ych warto�ci t
 ko	
lejno zak�adajc
 �e t � ����� ����� � � � � ��� ����� Poniewa� FP �t� jest funkcj cig�
�jednostajnie� w I�
 warunek ������ mo�na przed�u�y� na ca�y odcinek I�� �

Z lematu ���� wynika nast�pujca w�asno��
 z kt�rej dalej b�dziemy wielo	
krotnie korzysta�� W celu unikni�cia niepotrzebnych komplikacji poni�szy lemat
sformu�owany jest w uproszczonej postaci� W rzeczywisto�ci lemat ���� jest praw	
dziwy r�wnie� dla innych par liczb � � s� t � ��

Lemat ���� Dla ka�dego t � I� oraz dla ka�dego s # ���� ���� � � � � takiego� �e
� � s� t � ��� lub ��� � s� t � ���� lub ��� � s� t � �� spe�niona jest jedna
z r�wnoci�

jxP �s�� xP �t�j # xP �js� tj��
jyP �t�� yP �s�j # yP �jt� sj�� ������

Dow�d� Niech s # ��� oraz t � s� Wtedy FP �s� # ����� ����� Z r�wna� ������
wynika
 �e ���� xP �t�� # ���� xP ��t��� oraz ���� yP �t� # ���� yP ��t����

Z lematu ���� mamy xP ��t� # � � xP �� � �t� oraz yP ��t� # �� yP �� � �t��
Po podstawieniu otrzymujemy
 odpowiednio
 ���� xP �t� # xP ������� t���� #
xP ���� � t� i ��� � yP �t� # yP ������ � t���� # yP ���� � t�� Podobnie
 dla
t � s # ���� Z ������ wynika
 �e xP �t����� # ���&xP �t��������� # xP �t�����
oraz yP �t�� ��� # ���� yP �t� ����� ��� # �yP �t� �����

Dalej
 dla s # ��� oraz t � ��� mamy ��� � xP �t� # ��� � xP ��t��� #
��� � ����� � xP ��t � ��� # ��� & xP ���� � t� # xP ���� � t� oraz yP �t� #
yP ��t��� # ��� � yP �� � �t��� # ��� � yP ���� � t� # yP ���� � t�� Podobnie

dla s # ��� oraz t � ����� ���� mamy ���� xP �t� # ���� xP �t � ����� ��� #
��� � xP ��t � ���� # ��� � ��� & xP �� � �t��� # xP ���� � t� oraz yP �t� #
���� yP �t � ���� # ���� yP ��t� ���� # yP ��� �t��� # yP ����� t��

Z kolei dla s # ��� i t � ����� ���� otrzymujemy
 po podw�jnym zastosowaniu
w�asno�ci ������
 x�t����� # ���&xP �t��������� # xP �t����� oraz yP �t� #
����yP �t����� # �������&yP �t����� # yP �t������ Analogiczne post�powanie
prowadzi do wykazania s�uszno�ci lematu dla pozosta�ych par liczb s� t� �

Lemat ���� Dla ka�dego t � I� zachodzi

jjFP �t�jj� � � t� ������
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Dow�d� Najpierw poka�emy
 �e nier�wno�� ������ jest spe�niona dla wszystkich
punkt�w wierzcho�kowych kolejnych przybli�e� krzywej FP �t� w postaci punkt�w
kwadratu o wsp��rz�dnych majcych sko�czone tr�jkowe rozwini�cia
 czyli dla
FP �t�� t � T k 
 gdzie

T k # fi��� 	 �k�� i # �� �� �� �� �� �� �� � � � � � 	 �kg

oraz dowolnego naturalnego k� Zauwa�my
 �e �aden zbi�r T k nie zawiera punkt�w
postaci �i � ���� ��k
 i # �� �� � � � � �k� Mimo to zbi�r 
kT k �k # �� �� � � �� jest
zbiorem g�stym w I��

%atwo sprawdzi�
 �e nier�wno�� ������ jest spe�niona dla k # �
 a dok�adniej
dla wszystkich t � T �� Dalej poka�emy
 �e ze spe�nienia warunku ������ dla
pewnego k � � wynika spe�nienie go dla k&�
 co zako�czy pierwsz cz��� dowodu
poprzez indukcj��

Niech t � T k�� oraz t � ����
Z ������ wynika
 �e FP �t� # �xP ��t���� yP ��t����� Poniewa� �t � T k
 zatem

jjFP �t�jj� # x�P �t� & y�P �t� # �x�P ��t� & y�P ��t���� � ��� 	 � ��t� # � t�

Dalej
 niech t � T k�� oraz t � ����� ����� Z ������ wynika
 �e xP �t� #
��� & xP �t � ���� oraz yP �t� # ���� yP �t � ����� Poniewa� t � ��� � ���
 po
elementarnych przekszta�ceniach wynikajcych z pierwszej cz��ci dowodu i tego

�e dla t � ��� � ��� zachodzi xP �t� ���� � �
 yP �t � ���� � ���
 otrzymujemy

jjFP �t�jj� # x�P �t� & y�P �t� # ���� & xP �t� ������ & ����� yP �t� ������

� ��� & ��� 	 xP �t� ���� & ��� & � �t� ���� � ��� & � �t� ���� # � t�

Analogiczne rozwa�ania mo�na przeprowadzi� dla kolejnych przedzia��w I��
Dla t � ����� ���� nale�y dwukrotnie zastosowa� w�asno�� ������� Otrzymamy
wtedy FP �t� # ���� & xP �t� ����� yP�t� ������ Std wynika
 �e

jjFP �t�jj� # x�P �t� & y�P �t� # ��� & x�P �t � ���� & ��� 	 xP �t� ����
&y�P �t� ���� � ��� & � �t� ���� # � t�

Natomiast dla t � ����� ���� korzystamy z w�asno�ci ������� Wtedy zachodzi
FP �t� # ��� xP �t � ����� ��� & yP �t � ������ W konsekwencji otrzymujemy

jjFP �t�jj� # x�P �t� & y�P �t�
# � & x�P �t� ����� � xP �t� ���� & ��� & ��� 	 yP �t� ���� & y�P �t� ����

� � & ��� & ��� 	 ��� & � �t� ���� # � t�

Analogiczne wnioskowanie mo�emy przeprowadzi� dla t � ����� �����



�� Rozdzia� �� Krzywe wype�niaj�ce kwadrat

W ko�cu
 niech t � T k�� oraz t � ����� ��� Poniewa� zawsze jjFP �t�jj� � �

zatem dla t � ��� otrzymujemy

jjFP �t�jj��t � � 	 ��� # ���� � ��

co ko�czy pierwsz cz��� dowodu� W celu przed�u�enia nier�wno�ci ������ na ca�y
odcinek I� korzystamy z jednostajnej cig�o�ci FP �t�
 co ko�czy dow�d lematu�

�

Twierdzenie ���� Dla ka�dego t�� t� � I� zachodzi

jjFP �t��� FP �t��jj� � �� jt� � t�j� ������

gdzie �� # �	

Dow�d� Post�powanie dowodowe przeprowadzimy podobnie jak w przypadku
twierdzenia ������ Najpierw poka�emy
 �e w�asno�� ������ jest spe�niona przez
wszystkie punkty wierzcho�kowe zde�niowane tak samo jak w lemacie ����
 czyli
poka�emy
 �e ������ zachodzi dla wszystkich t�� t� � T k
 gdzie

T k # fi��� 	 �k�� i # �� �� �� �� �� �� �� � � � � � 	 �kg� k # �� �� � � �

%atwo sprawdzi�
 �e nier�wno�� ������ jest spe�niona dla k # �
 a dok�adniej
dla wszystkich t�� t� � T � # f�� ����� ����� � � � � ������ �g� Dalej poka�emy
 �e ze
spe�nienia warunku ������ dla pewnego k � � wynika spe�nienie go dla k & �
 co
zako�czy pierwsz cz��� dowodu przeprowadzan poprzez indukcj��

Niech t�� t� � T k�� oraz t�� t� � ���� Z r�wnania ������ wynika
 �e FP �ti� #
FP ��ti���
 i # �� �� Poniewa� �t�� �t� � T k
 otrzymujemy

jjFP �t��� FP �t��jj� # �xP �t��� xP �t���� & �yP �t��� yP �t����

# ��� 	 �xP ��t��� xP ��t���� & ��� 	 �yP ��t��� yP ��t����

� ��� 	 j�t� � �t�j # � jt� � t�j�

Analogiczny wynik uzyskamy dla t�� t� � ����� ����
 � � � 
 t�� t� � ����� ���
Kolejna klasa przypadk�w b�dzie dotyczy�a sytuacji
 gdy oba punkty FP �t��

i FP �t�� le� w ssiednich podkwadratach w I�
 a wi�c gdy t� oraz t� nale� do
ssiednich podprzedzia��w �i��� �i& ������ ��i& ����� �i& ������ i # �� �� � � � � ��

Bez straty og�lno�ci mo�emy przyj�
 �e t� � t�� Niech t�� t� � T k�� oraz
t� � ��� ����
 t� � ����� ����� Z nier�wno�ci tr�jkta wnioskujemy
 �e

jjFP �t��� FP �t��jj � jj����� ����� FP �t��jj& jjFP �t��� ����� ����jj�



���� Krzywa Peano �

Z lematu ���� otrzymujemy

j���� xP �t��j # xP ����� t���
j���� yP �t��j # yP ����� t���

natomiast z lematu ���� wynika
 �e je�li

D� # jj����� ����� FP �t��jj # jjFP ����� t�jj�

to D� � � ����� t������
Podobnie
 niech D� # jjFP �t��� ����� ����jj� Z lematu ���� wynika
 �e

jxP �t��� ���j # xP �t� � �����
jyP �t��� ���j # yP �t� � �����

natomiast z lematu ���� otrzymujemy D� � � �t� � �������� Poniewa� zawsze
zachodzi a��� & b��� � ��a & �b����
 zatem

jjFP �t��� FP �t��jj � ���t� � t�������

Dla kolejnej pary podkwadrat�w
 czyli dla t� � ����� ���� oraz t� � ����� ����
mamy

jjFP �t��� FP �t��jj � jj����� ��� FP �t��jj& jjFP �t��� ����� ��jj�

Z uk�adu r�wna� ������������� oraz lematu ���� wynika
 �e

���� xP �t�� # ���� ���� xP �t� � ����� # ���� xP ��t� � ����
# ���� ������ xP ��� �t��� # xP ����� t��

oraz
yP �t�� # ���� yP �t� � ���� # ���� yP ��t� � ����
# yP ��� �t���� # yP ����� t���

Dalej
 z lematu ���� wynika
 �e je�li

D� # jj����� ��� FP �t��jj # jjFP ����� t�jj�

to D� � � ����� t������
Podobnie
 niech D� # jjFP �t��� ����� ��jj� Z r�wna� ������ wynika
 �e

xP �t��� ��� # ��� & xP �t� � ����� ��� # xP �t� � �����
yP �t�� # ���� yP �t� � ���� # ���� ��� & yP �t� � �����
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Nast�pnie
 z lematu ���� otrzymujemy D� # jjFP �t� � ����jj � � �t� � ��������
Z og�lnej nier�wno�ci a��� & b��� � ��a & �b���� wynika dalej
 �e

jjFP �t��� FP �t��jj � ���t� � t�������

Analogiczne rozumowanie mo�na przeprowadzi� dla kolejnych par ssiednich pod	
kwadrat�w I��

Niech t�� t� � T k�� oraz t� � ��� ����
 t� � ����� ����� Z nier�wno�ci tr�jkta
otrzymujemy

jjFP �t��� FP �t��jj � jj����� ��� FP �t��jj& jjFP �t��� ����� ��jj�

Z lematu ���� oraz uk�adu r�wna� ������������� wynika
 �e

j���� xP �t��j # xP ����� t��� j���� yP �t��j # yP ����� t���
j���� xP �t��j # xP �t� � ����� j���� yP �t��j # yP �t� � �����

Korzystajc z lematu ���� oraz ze znanej nier�wno�ci a��� & b��� � ��a & �b����

otrzymujemy dalej

jjFP �t��� FP �t��jj � � ����� t����� & � �t� � ������� � �� �t� � t�������

Podobne rozumowanie mo�na przeprowadzi� r�wnie� dla przypadk�w t� �
����� ���� i t� � ����� ���� oraz t� � ����� ���� i t� � ����� ��� Pozosta�e wa	
rianty mo�na sprawdzi�
 szacujc wprost maksymaln warto�� ilorazu jjFP �t���
FP �t��jj��jt� � t�j� Na przyk�ad
 dla t� � ����� ���� oraz t� � ����� ���� mini	
malna warto�� jt�� t�j jest r�wna ���
 natomiast maksymalna warto�� jjFP �t���
FP �t��jj� wynosi ���� Std wynika dalej
 �e

jjFP �t��� FP �t��jj��jt� � t�j � ��

Po sprawdzeniu wszystkich wariant�w mo�emy wnioskowa�
 �e nier�wno�� ������
jest spe�niona dla ka�dej pary t�� t�
 kt�rej elementy nale� do 
kT k �k # �� �� � � ��
� zbioru g�stego w I�� Z cig�o�ci FP �t� wynika dalej spe�nienie nier�wno�ci ������
dla wszystkich t�� t� � I�
 co ko�czy dow�d twierdzenia� �

Nale�y zauwa�y�
 �e sta�a w warunku H�oldera ������ nie mo�e mie� warto	
�ci mniejszej ni� ����
 gdy� istniej takie pary punkt�w t�� t� � I�
 dla kt�rych
warunek ������ jest spe�niony w postaci r�wno�ci� Na przyk�ad
 dla t� # ����
i t� # ���� otrzymujemy FP ������ # ��� ���� oraz FP ������ # ����� ����
 co
prowadzi wprost do r�wno�ci w warunku H�oldera�



���� Podsumowanie �	

�� Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiona zosta�a metoda reprezentacji krzywych
wype�niajcych w postaci uk�adu r�wna� funkcyjnych majcego jednoznaczne
rozwizanie� Przedstawiono rekurencyjne algorytmy wyznaczania wsp��rz�dnych
danej krzywej
 traktowanych jako warto�� dwuwymiarowej funkcji okre�lonej dla
danego argumentu t � I�� Nale�y zwr�ci� uwag� na fakt
 i� algorytmy te nie
wymagaj tworzenia jakiegokolwiek przybli�enia ca�ej krzywej
 dzia�aj bowiem
w spos�b lokalny� Z�o�ono�� obliczeniowa algorytm�w wyznaczania wsp��rz�d	
nych danej krzywej zale�y liniowo od dok�adno�ci reprezentacji warto�ci argu	
mentu t� Ponadto w powy�szym rozdziale przeanalizowano podstawowe w�asno�ci
omawianych dwuwymiarowych krzywych wype�niajcych� Podano tak�e najlep	
sze warto�ci sta�ej wyst�pujcej w odpowiednich dla ka�dej z krzywych postaciach
warunku H�oldera� Sta�a z warunku H�oldera okre�la stopie� zachowywania blisko	
�ci przez poszczeg�lne krzywe
 co ma istotne znaczenie dla korzystania z krzywych
wype�niajcych w problemach decyzyjnych�

W przypadku krzywej Sierpi�skiego warto�� sta�ej jest od dawna znana �����
i r�wna si� �� W powy�szym rozdziale przeanalizowano tak�e w�asno�ci krzywej
Hilberta oraz krzywej Peano� Udowodniono
 �e najmniejsza warto�� sta�ej wy	
st�pujcej w odpowiednim warunku H�oldera jest w przypadku krzywej Hilberta
r�wna ����
 natomiast w przypadku krzywej Peano jest r�wna �����



Rozdzia� �

Metody konstruowania

wielowymiarowych krzywych

wype�niaj�cych

W rozdziale tym przedstawiono r��ne
 stosowane obecnie
 metody de�niowania
wielowymiarowych krzywych wype�niajcych� S one g��wnie zwizane ze spoj	
rzeniem na krzyw jako na obiekt geometryczny
 kt�ry charakteryzuje samopodo	
bie�stwo� Wprawdzie w og�lnej de�nicji krzywej wype�niajcej nie ma wymagania
samopodobie�stwa
 jednak�e wszystkie znane krzywe wype�niajce t� w�a�nie ce	
ch� posiadaj� W zwizku z tym trudno wprost uto�samia� krzywe wype�niajce
z pewn klas obiekt�w fraktalnych
 niemniej jednak nie s znane krzywe wy	
pe�niajce
 kt�re mia�yby inn
 niefraktaln natur�� W przypadku de�niowania
konkretnej krzywej szczeg�lnie u�yteczne s systemy odwzorowa� zw��ajcych

kt�re mog s�u�y� jako metoda de�niowania krzywych o dowolnym wymiarze�

W niniejszym rozdziale poka�emy zwizki odpowiednich system�w iterowa	
nych odwzorowa� z uk�adami r�wna� funkcyjnych de�niujcymi krzywe wype�	
niajce� Wyniki te s oryginalnym wk�adem autorki� Tak�e metoda konstrukcji
wielowymiarowej krzywej Sierpi�skiego ma charakter oryginalnego wyniku�

Na koniec przedstawiono r�wnie� ca�kiem inne podej�cie do problemu de�	
niowania wielowymiarowych krzywych wype�niajcych
 polegajce na sk�adaniu
odwzorowa� dwuwymiarowych� Twierdzenie ����� wskazuje na s�ab przydatno��
praktyczn tego typu metod
 szczeg�lnie w kontek�cie w�asno�ci zachowywania
przez krzyw blisko�ci
 w por�wnaniu do metod bezpo�redniej konstrukcji wielo	
wymiarowych krzywych
 kt�rych przyk�adem mog by� konstrukcje
 w kt�rych
zastosowano uk�ady iterowanych odwzorowa� zw��ajcych lub uk�ady r�wna�
funkcyjnych zaproponowane w nast�pnym rozdziale� W�asno�ci krzywych wska	
zane w twierdzeniu ����� s nowym rezultatem sformu�owanym przez autork��
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��� Krzywe fraktalne

Poj�cie fraktala zosta�o wprowadzone przez Mandelbrota i w cigu ostatnich dwu	
dziestu lat sta�o si� nieod�cznym sk�adnikiem prawie wszystkich dziedzin nauki
i techniki ����
 �����
 ���
 ������

Fraktalem jest obiekt geometryczny
 de�niowany iteracyjnie
 posiadajcy ce	
chy samopodobie�stwa � fragmenty fraktala s pomniejszonymi kopiami ca�o�ci

ponadto wymiar takiego obiektu nie jest liczb ca�kowit� W ���� roku Man	
delbrot ����� poda� jako wyr��nik fraktala jego wymiar� Zgodnie z t de�nicj
fraktalem jest obiekt
 kt�rego wymiar Hausdor$a ����
 ���� przekracza wymiar to	
pologiczny� Sam Mandelbrot nie traktowa� jednak tej de�nicji zbyt dogmatycznie

gdy� niewtpliwie istniej obiekty o fraktalnej naturze
 to znaczy cechujce si� sa	
mopodobie�stwem
 kt�re tej ostatniej de�nicji nie spe�niaj� Przyk�adem takich
obiekt�w s w�a�nie krzywe wype�niajce
 traktowane jako cig�e odwzorowanie
Fd odcinka I # ��� �� w Fd�I�
 zwarty i ograniczony zbi�r w przestrzeni metrycz	
nej np� En� W przypadku krzywych wype�niajcych omawianych w niniejszej
monogra�i
 zbiorem Fd�I�� jest kostka wielowymiarowa Id� Istniej jednak tak�e
krzywe wype�niajce inne obiekty geometryczne poza kostk wielowymiarow
 na
przyk�ad krzywa zwana smokiem �dragon� Heighway�a ������

Klasyczna krzywa wype�niajca
 traktowana jako obiekt topologiczny
 jest
jednowymiarowa
 natomiast zbi�r jej warto�ci ma wymiar d� Poj�cie wymiaru
w topologii ma d�ug i skomplikowan histori�� Istnieje kilka r��nych de�nicji
wymiaru topologicznego
 kt�re jednak pokrywaj si� w przypadku przestrzeni
metrycznych o�rodkowych �takich
 jak na przyk�ad En� ����
 ����� W odniesie	
niu do potrzeb niniejszej pracy wystarczy uto�samienie wymiaru topologicznego
z wymiarem pokryciowym dim wprowadzonym przez Lebesgue�a�

De�nicja �� Przestrze� X ma wymiar pokryciowy d� jeli w ka�de sko�czone�
otwarte pokrycie tej przestrzeni mo�na wpisa� pokrycie otwarte rz�du d& � i nie
mo�na wpisa� pokrycia rz�du d	 Przez rz�d pokrycia rozumiemy maksymaln�
liczb� element�w pokrycia� kt�rych przekr�j jest niepusty �ka�dy uk�ad z�o�ony
z wi�kszej liczby element�w jest zbiorem pustym�	

Zgodnie z t de�nicj pojedynczy punkt
 przeliczalny zbi�r punkt�w
 a tak�e
zbi�r Cantora maj wymiar � prosta i krzywe Jordana �w�a�ciwe
 nieprzecinajce
si�� maj wymiar �
 natomiast Ed oraz kostka Id maj wymiar d� Wymiar topo	
logiczny zostaje zachowany przy transformacjach
 kt�re s homeomor�czne� To
w�a�nie z tej w�asno�ci � twierdzenia o niezmienniczo�ci wymiaru topologicznego
���� � wynika niemo�no�� istnienia przekszta�cenia homeomor�cznego mi�dzy od	
cinkiem i kostk�



���� Iterowane systemy przekszta�ce� zw�aj�cych �

Zar�wno wymiar Hausdor$a
 jak i inne wymiary fraktalne
 przyjmuj w przy	
padku krzywej wype�niajcej te same ca�kowitoliczbowe warto�ci� Mimo to
 krzy	
we te przytaczane s jako interesujca klasa obiekt�w fraktalnych �����
 ���
 �����
ze wzgl�du na iteracyjne metody ich konstruowania oraz ze wzgl�du na samo	
podobie�stwo
 kt�re ujawnia si� w�a�nie na etapie konstruowania �de�niowania�
konkretnej krzywej�

Przy opisie fraktali cz�sto u�ywa si� poj�cia wymiaru Hausdor$a �Hausdor$a
�Besicovitcha� ����
 ����� Wymiar Hausdor$a jest raczej poj�ciem teoretycznym
i nie bywa u�ywany w praktyce ze wzgl�du na du�y stopie� komplikacji oblicze�
�����
 ����� Cz�sto bywa on nies�usznie uto�samiany z innymi
 prostszymi de�	
nicyjnie wymiarami fraktalnymi
 takimi jak wymiar samopodobie�stwa
 wymiar
pojemno�ciowy
 wymiar pude�kowy �tzw� box�couting�� Znane s jeszcze inne
wymiary zwizane z obiektami fraktalnymi
 takie jak wymiar informacyjny
 wy	
miar korelacyjny
 wymiar Minkowskiego�Bouligand�a czy wymiar Lapunova ����

���
 ����
 �����
 ����� Faktem jest
 i� mimo r��nych de�nicji
 w wielu konkretnych
przypadkach warto�ci tych wymiar�w s takie same bd� bezpo�rednio wzajemnie
przeliczalne�

Reasumujc
 samopodobna krzywa Fd wype�niajca kostk� Id jest do�� zde	
generowanym obiektem fraktalnym
 gdy� wymiar topologiczny Fd�I�� # Id jest
r�wny d
 podobnie jak wymiar pude�kowy
 wymiar Hausdor$a czy wymiar sa	
mopodobie�stwa� Pozornym paradoksem jest r�wnie� to
 �e ka�d z klasycznych
krzywych wype�niajcych mo�na przedstawi� w postaci granicy cigu krzywych
Jordana �odwzorowa� r��nowarto�ciowych� o wymiarze topologicznym r�wnym
�
 mniejszym od wymiaru fraktalnego �ale i topologicznego� atraktora
 czyli
kostki Id�

Wymiar topologiczny krzywej wype�niajcej jest r�wny wymiarowi przestrze	
ni
 w kt�rej jest ona zanurzona
 w zwizku z tym jej wymiary fraktalne �nawet
wymiar samopodobie�stwa� s r�wne wymiarowi topologicznemu Fd�I���

W istocie rzeczy
 znacznie ciekawszym problemem ni� problem wymiaru samej
krzywej jest okre�lenie zwizku wymiaru fraktalnego �na przyk�ad pude�kowego�
zbior�w E � I oraz wymiaru fraktalnego obiekt�w powsta�ych po przekszta�ceniu
ich przez krzyw wype�niajc Fd
 czyli wymiaru Fd�E� � Id� Problem ten b�dzie
dok�adniej zbadany w rozdziale ��

��� Iterowane systemy przekszta	ce� zw��aj
cych

Jedn z najbardziej popularnych technik de�niowania obiekt�w fraktalnych s
systemy iterowanych odwzorowa� zw��ajcych
 popularnie nazywanych IFS ����

���
 ���� od u�ywanego w j�zyku angielskim terminu iterated function system�



� Rozdzia� �� Metody konstruowania wielowymiarowych krzywych

Formalnie IFS zosta�y wprowadzone przez Hutchinsona ����
 niemniej jednak ju�
w latach pi��dziesitych Wunderlich zastosowa� tego typu metody do opisu r��	
nego typu krzywych wype�niajcych podobnych do krzywej Peano �����
 ������

De�nicja �� ��� Odwzorowanie S " X � X� gdzie X jest zupe�n� i zwart�
przestrzeni� metryczn� z metryk� 	� jest nazywane odwzorowaniem zw��aj�cym
w X� jeli istnieje taka liczba � � s � �� �e dla ka�dego x� y � X

	�S�x�� S�y��� s 	�x� y��

przy czym s jest nazywane wsp��czynnikiem kontrakcji odwzorowania S	

Dalej
 niech S�� � � � � Sn b�d odwzorowaniami zw��ajcymi w X ze wsp��	
czynnikami kontrakcji
 odpowiednio s�� � � � � sn� Dowodzi si� �por� ����
 ����
 �e
istnieje niepusty zbi�r zwarty Z � X taki
 �e

Z # 
ni��Si�Z��

kt�ry jest atraktorem systemu S�� � � � � Sn� Zbi�r Z nazywany jest fraktalem ge	
nerowanym przez system iterowanych odwzorowa� S�� � � � � Sn�

Niech H�X� oznacza rodzin� wszystkich niepustych
 zwartych podzbior�w X �
Transformacja S # 
ni��Si�E�
 gdzie E � H�X� spe�nia warunek

Z # �k��Sk�E��

dla ka�dego zbioru E � H�X� takiego
 �e Si�E� � E� i # �� � � � � n�
Sk oznacza tu z�o�enie k odwzorowa� S
 czyli S� # S� Sk # S �Sk�� �dow�d

por� ����
 �����
Hutchinson ����
 ��� wykaza�
 �e system iterowanych odwzorowa� �zw��aj	

cych�" S�� S�� � � � � Sn
 spe�niajcych warunki

Si�xn� # Si���x��� i # �� �� � � � � n� �� �����

gdzie x� oraz xn s punktami sta�ymi odwzorowa� S� oraz Sn
 de�niuje krzyw
�fraktaln��

Je�li spe�niony jest warunek �����
 to istnieje cig�e odwzorowanie odcinka
jednostkowego w atraktor systemu S�� S�� � � � � Sn� Jednak�e
 w takim uj�ciu
 IFS
nie de�niuje bezpo�rednio krzywej
 lecz zbi�r osiganych przez ni warto�ci
 czyli
obraz odcinka jednostkowego Fd�I��� Opis de�nicyjny przy u�yciu IFS nie pozwala
wi�c na bezpo�rednie wskazanie zale�no�ci pomi�dzy argumentem �t � I�� oraz
warto�ci odwzorowania �Fd�t� � Id�� Innymi s�owy
 IFS nie daje przedstawienia
parametrycznego krzywej
 kt�re jest niezb�dne w przypadku stosowania krzywych
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Rys� ���� Aproksymacja dwuwymiarowej krzywej Hilberta w przestrzeni ��D
Fig� ���� Approximation of the ��D Hilbert space��lling curve in ��D

wype�niajcych do rozwizywania rozmaitych problem�w obliczeniowych
 w tym
tak�e problem�w decyzyjnych�

Trudno�� t� pozwala rozwiza� metoda de�niowania krzywych wype�niaj	
cych wprowadzona przez Barnsleya ���� Metoda ta polega na traktowaniu krzy	
wej wype�niajcej jako wykresu funkcji �t� Fd�t��� t � ��� �� w przestrzeni d &
��wymiarowej� Uk�ad odwzorowa� zw��ajcych
 spe�niajcy warunek Hutchin	
sona �����
 dodatkowo zostaje uzupe�niony o system liniowych transformacji �zw�	
�ajcych� dzia�ajcych na odcinku jednostkowym
 kt�rego atraktorem jest ca�y
odcinek ��� ��� Atraktorem obu system�w odwzorowa�
 traktowanych �cznie
 jest
natomiast w tym przypadku pewna krzywa Jordana o niesko�czonej d�ugo�ci� Na
rysunku ��� przedstawiono otrzyman w ten spos�b aproksymacj� dwuwymiaro	
wej krzywej Hilberta
 zanurzonej w kostce I��

����� Krzywa Hilberta jako atraktor systemu odwzorowa�
zw	
aj�cych

R�wnania ������������� w de�nicji dwuwymiarowej krzywej Hilberta �por� roz	
dzia� ���� mo�na zastpi� r�wnowa�nymi r�wnaniami postaci"

Z�� xH�t� # yH�� 	 t���� yH�t� # xH�� 	 t���� � � t � ����
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Z�� xH�t� # ��� & xH�� 	 t���� yH�t� # yH�� 	 t���� ��� � t � ����

Z�� xH�t� # ��� & xH�� 	 t���� yH�t� # �� yH�� 	 t���� � � t � ����

Z�� xH�t� # yH�� 	 t���� yH�t� # �� xH�� 	 t���� � � t � ����

Z�� mo�emy dalej przedstawi� w r�wnowa�nej postaci"

xH�t��� # yH�t���� yH�t��� # xH�t���� t � I��

Przekszta�cajc w podobny spos�b tak�e �Z��
 �Z�� i �Z��
 mo�emy sformu�owa�
wniosek
 �e uk�adowi r�wna� �Z����Z�� odpowiadaj cztery pary odwzorowa�
zw��ajcych �gi�x� y�� wi�t�� postaci"

O�� g��x� y� # �y��� x���� �x� y� � I�


w��t� # t��� t � I��

O�� g��x� y� # ���� & x��� y���� �x� y� � I�


w��t� # ��� & t��� t � I��

O�� g��x� y� # ���� & x��� �� y���� �x� y� � I� 


w��t� # ��� & t��� t � I��

O�� g��x� y� # �y��� �� x���� �x� y� � I�


w��t� # ��� & t��� t � I�


kt�re de�niuj dwuwymiarow krzyw Hilberta za pomoc zbioru iterowanych
odwzorowa��

System iterowanych odwzorowa� �g�� � � � � g�� spe�nia warunek Hutchinsona
�����
 a jego atraktorem jest
 co �atwo sprawdzi�
 kwadrat I�� System odwzoro	
wa� �w�� � � � � w�� dzia�a na odcinku jednostkowym
 a jego atraktorem jest ca�y
odcinek I�� System �O����O�� jest r�wnowa�ny z opisem dwuwymiarowej krzy	
wej Hilberta przedstawionym w pracy ���� Podobn r�wnowa�no�� odpowiedniego
uk�adu r�wna� funkcyjnych oraz IFS mo�na �atwo pokaza� w odniesieniu do
wszystkich krzywych omawianych w niniejszej monogra�i�

Korzystajc z IFS
 �atwo uog�lni� na przypadek wielowymiarowy zar�wno
dwuwymiarow krzyw Hilberta
 jak i dwuwymiarow krzyw Peano� Nowy sys	
tem odwzorowa� musi jednak zawiera� �d �w przypadku krzywej Hilberta� lub �d

�w przypadku krzywej Peano� element�w
 gdzie d jest wymiarem przestrzeni ������
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����� Krzywa Sierpi�skiego jako atraktor systemu iterowanych
odwzorowa�

Jak wynika z rozdzia�u ���
 istnieje wiele r�wnowa�nych reprezentacji dwuwy	
miarowej krzywej Sierpi�skiego� Poni�ej przedstawimy kolejn z nich� Ma ona
bezpo�redni zwizek z traktowaniem krzywej wype�niajcej jako specjalnego ro	
dzaju krzywej fraktalnej�

Lemat �� Odwzorowanie F �t� # �x�t�� y�t�� okrelone poprzez r�wnania po�
staci� �

x�t� # ���� x���t& �������
y�t� # ���� y���t & �������

� � � t � ����

�
x�t� # ���� x���t� �������
y�t� # ���� y���t� �������

� ��� � t � ��

�
x�t� # ��� & x��� ��t� �������
y�t� # ���� y��� ��t� �������

� ��� � t � ����

�
x�t� # ��� & x���t� �������
y�t� # ��� & y���t� �������

� ��� � t � ����

�
x�t� # ���� x��� ��t� �������
y�t� # ��� & y��� ��t� �������

� ��� � t � ����

�
x�t� # x�� & t�
y�t� # y�� & t�

� t � �

�����

jest r�wnowa�ne z krzyw� Sierpi�skiego FS�t� w przedziale ��� ��	

Zauwa�my
 �e ze wzgl�du na symetri� omawianej krzywej wzgl�dem prostej
y # �� �
 r�wnania odnoszce si� do przedzia��w argumentu" t � ����� ���� i t �
����� ���� mo�na zastpi� jedn par r�wna� postaci�

x�t� # x����� t�
y�t� # �� y����� t�

� ��� � t � ���� �����

Opis krzywej Sierpi�skiego
 sformu�owany w postaci uk�adu r�wna� funk	
cyjnych �����
 jest �ci�le zwizany z metod generowania krzywych za pomoc
systemu iterowanych odwzorowa� zw��ajcych �IFS��
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Ka�demu z uk�ad�w r�wna� w �����
 podobnie jak w przypadku krzywej Hil	
berta
 mo�na przyporzdkowa� wprost par� odwzorowa�" z odcinka jednostko	
wego I� i z kostki I�
 odpowiednio
 w I� oraz w I��

Uog�lnienie krzywej Sierpi�skiego na przypadek wielowymiarowy za pomoc
IFS jest znacznie bardziej skomplikowane ni� w przypadku krzywej Hilberta czy
Peano� W nast�pnym podrozdziale przedstawiono pewne uog�lnienie tego typu

kt�rego u�yjemy do dok�adniejszego zbadania w�asno�ci krzywych wype�niaj	
cych�

����� Zastosowanie IFS do konstrukcji wielowymiarowej krzywej
Sierpi�skiego

W niniejszym podrozdziale poka�emy oryginaln konstrukcj� zbioru par odwzoro	
wa� typu IFS
 kt�re prowadz do r�wnoleg�ego podzia�u d�wymiarowej kostki Id
oraz odcinka jednostkowego I�� S one podstaw do zde�niowania wielowymia	
rowej krzywej wype�niajcej
 b�dcej wielowymiarowym uog�lnieniem krzywej
Sierpi�skiego� Otrzymana krzywa jest identyczna z krzyw FMd
 kt�ra zosta	
nie zde�niowana w nast�pnym rozdziale za pomoc uk�adu r�wna� funkcyjnych"
������
 ������
 ������
 ��������������

Zastosowanie IFS do konstrukcji wielowymiarowych krzywych typu Hilberta
czy Peano jest wzgl�dnie �atwe ���
 �����
 cho� niewtpliwie wymaga wprowa	
dzenia wielu dodatkowych poj��
 kt�re nie s potrzebne w rozwijanym w pracy
podej�ciu
 polegajcym na tworzeniu uk�adu r�wna� funkcyjnych opisujcych
geometryczne w�asno�ci krzywej�

W przypadku krzywej typu Sierpi�skiego zadanie to jest jeszcze trudniejsze

wymaga bowiem poszerzenia klasy stosowanych odwzorowa� o transformacje

kt�re nie s sensu stricto odwzorowaniami zw��ajcymi�

Zde�niujmy najpierw system odwzorowa� dzia�ajcych w kostce Id� Niech W

oznacza rodzin� odwzorowa� wi " Rd � Rd nast�pujcej postaci"

wi�x�� x�� � � � � xd� #

�����
����

�
� � ��� � ���i� 	 x�
�
� � ��� � ���i� 	 x�

	 	 	
�
� � ��� � �d�i� 	 xd

�����

gdzie �j�i � f�� �g� j # �� �� � � � � d� i # �� �� � � � � �d � ��
Rodzina W ma �d element�w
 kt�re zosta�y ponumerowane w taki spos�b


�e wektory gd�i # ����i� ���i� � � � � �d�i�
 de�niujce jednoznacznie dane wi
 s upo	
rzdkowane w ten sam spos�b jak wierzcho�ki kostki jednostkowej w schema	
cie binarnych kod�w Graya �por� na przyk�ad ������ Oznacza to
 �e gd�i �i #
�� �� �� � � � � �d � �� tworz list� d�wymiarowych wektor�w
 zawierajcych tylko
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� i �
 w kt�rej to li�cie ssiednie wektory r��ni si� mi�dzy sob dok�adnie
na jednej pozycji� W sensie geometrycznym taka lista opisuje zamkni�t drog�
�hamiltonowsk� przechodzc przez wszystkie wierzcho�ki d�wymiarowej kostki�
Spo�r�d wielu r��nych mo�liwo�ci ograniczymy si� tu do porzdku de�niowa	
nego przez klasyczny
 re'eksywny �odbity� binarny kod Graya
 w kt�rym kod
d& ��wymiarowy powstaje z d�wymiarowego Gd # �gd��� gd��� � � � � gd��d��� w na	
st�pujcy spos�b"

Gd�� # ��gd��� ��� �gd��� ��� � � � � �gd��d��� ��� �gd��d��� ��� �gd��d��� ��� � � � � �gd��� ����

W przypadku d�wymiarowym wprowadza to nast�pujc kolejno�� uporzd	
kowania wierzcho�k�w kostki Id"

gd�� # ��� �� � � � � ��
gd�� # ��� �� � � � � ��
���
gd��d�bd # ��� �� � � � � ��
���
gd��d�� # ��� �� � � � � �� ��

gdzie bd jest okre�lone przez nast�pujcy schemat obliczeniowy" b� # �� bk #
�k�� � bk�� & �� k # �� �� � � � � d� Dok�adniej
 gd�i �i # �� �� � � � � �d � �� jest
de�niowane rekurencyjnie
 jak nast�puje"

De�nicja � Niech g��� # ���� g��� # ���	

gd�i # ����i� � � � � �d���i� ��� gdy i # �� �� � � � � �d�� � ��
gd�i # �����d�i��� � � � � �d����d�i��� ��� gdy i # �d��� �d�� & �� � � � � �d � ��

gdzie gd���i # ����i� � � � � �d���i�	

Lemat �� bd � �� gdy d � �	 Wyra�enie ��dbd zale�y od wymiaru d i jego
warto� zmienia si� od �

� do �
� wraz ze wzrostem d od � do niesko�czonoci	 �

Zauwa�my ponadto
 �e gd��d�bd ma wszystkie wsp��rz�dne r�wne �� W zwizku
z tym mo�na sformu�owa� nast�pujcy prosty lemat"

Lemat � Punktem sta�ym odwzorowania w�d�bd jest punkt ��� �� � � � � ��	 �

Ka�de odwzorowanie wi�x�� � � � � xd�� �i # �� �� � � � � �d � �� transformuje
kostk� Id w podkostk� f�x�� � � � � xd� " aj � xj � ej � j # �� � � � � dg� kt�rej wszyst	
kie kraw�dzie maj d�ugo�� r�wn ej � aj # ����
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Jednym z wierzcho�k�w wi�Id�
 niezale�nie od numeru odwzorowania i
 jest
punkt ����� ���� � � � � ����
 natomiast wierzcho�kiem charakterystycznym �punk	
tem sta�ym danego odwzorowania� jest zawsze wierzcho�ek o wsp��rz�dnych r�w	
nych gd�i # ����i� � � � � �d�i�� Jak wida�
 ka�de odwzorowanie wi jest transformacj
zw��ajc okre�lon na Id
 ze wsp��czynnikiem kontrakcji ����

Ka�dy punkt kostki Id mo�e by� rozpatrywany jako obraz innego punktu Id
wzgl�dem pewnego odwzorowania z rodziny W 
 czyli

�d��	
i��

wi�Id� # Id� gdzie wi�S� # fy " y # wi�x�� x � Sg� S � Id� �����

Z�o�enie wi� �wi� � � � � �win dowolnego n�elementowego cigu odwzorowa� z W 

dzia�ajcych na Id
 de�niuje podkostk� o kraw�dziach d�ugo�ci ��n� Suma wszyst	
kich otrzymanych w ten spos�b podkostek pokrywa kostk� Id� Oznacza to
 �e dla
ka�dego naturalnego n zachodzi

�d��	
i���

�d��	
i���

� � �
�d��	
in��

wi� � wi� � � � � �win�Id� # Id� �����

Innymi s�owy
 system odwzorowa�"

W # fw�� w�� � � � � w�d�� " Id � Idg
jest hiperbolicznym systemem iterowanych funkcji �IFS� �por� rozdzia� � w ���
lub ������ Z zale�no�ci ����� wynika bezpo�rednio
 �e atraktorem tego systemu
odwzorowa� jest ca�a kostka Id�

Zauwa�my
 �e dla ka�dego x � Id mo�na wyznaczy� �niekoniecznie jedno	
znacznie� p��niesko�czony cig numer�w odwzorowa� z rodziny W postaci


 # i�� i�� � � � � in� � � � � � � ij � �d � �� j # �� � � �

takich
 �e
x � wi� � wi� � 	 	 	 � win�Id�� n # �� �� � � � �

Wn
� # wi� � wi� � 	 	 	 � win�Id� �n # �� �� � � �� jest malejcym cigiem niepustych

zbior�w domkni�tych �w przestrzeni zwartej�
 w zwizku z tym ich iloczyn nie
jest zbiorem pustym �����

Poniewa� ka�de odwzorowanie wi �i # �� � � � � �d � �� jest odwzorowaniem
zw��ajcym
 mo�emy zatem wnioskowa�
 �e istnieje dok�adnie jeden taki punkt
x � Id
 �e

x #
�

n��

Wn
� �Id�� �����
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Ka�dy cig 
 # i�� i�� � � � � in� � � � � kt�rego elementy ij s numerami odwzo	
rowa� rodziny W 
 ij � f�� �� � � � � �d � �g� de�niuje adres jakiego� punktu z Id
w przestrzeni kodowej � �por� ���
 ������

Ponadto
 zgodnie z �����
 ka�dy adres 
 � � jednoznacznie wyznacza pewien
punkt x � Id�

Zde�niujmy na odcinku I� rodzin� odwzorowa� a�nicznych

H # fh�� h�� � � � h�d�� " I� � rodzina podzbior�w I�g�

w kt�rej

hi�t� #
bd
��d

& ��d�i� �� & ��dt� � � t � �� i # �� �� � � � � �d � � �����

oraz

h��t� #

���
��

�� ��d & bd 	 ���d & ��d 	 t� � � t � �� bd 	 ��d�

���d & bd 	 ���d & ��d 	 t� �� bd 	 ��d � t � ��
�����

Odwzorowania hi �i # �� �� � � � � �d � �� s niewtpliwie a�nicznymi odwzo	
rowaniami zw��ajcymi I� ze wzgl�du na zwyk� metryk� euklidesow� Sytuacja
komplikuje si� w przypadku metryki (�t�� t�� # min�jt� � t�j� �� jt� � t�j� rozu	
mianej jako odleg�o�� po zamkni�tym okr�gu o d�ugo�ci jednostkowej�

Dodatkowo
 h� nie jest funkcj
 a raczej jest odwzorowaniem punkt�w z od	
cinka I� w zbiory punkt�w z odcinka I�
 gdy� dla th # ��d � bd 	 ���d warto��
h��th� nie jest okre�lona jednoznacznie� A mianowicie
 h� odwzorowuje punkt th
w zbi�r dwuelementowy f�� �g�

Ka�de odwzorowanie hi �i # �� �� � � � � �d � �� przekszta�ca I� w domkni�ty
przedzia� zawarty w I� bd� w sum� dwu roz�cznych
 domkni�tych podprzedzia	
��w I� o �cznej d�ugo�ci ��d�

Z formalnego punktu widzenia H nie jest systemem odwzorowa� zw��ajcych

ale
 podobnie jak w przypadku rodziny W� rodzina H pokrywa ca�y odcinek I�
w tym sensie
 �e"

I� #
�d��	
i���

hi��I��� ������

Cig iterowanych odwzorowa� h�n� �t�� t � I�
 dla kt�rego h�n� �t� # h� �
h� � � � � h��n razy��t�
 zbiega si� do orbity �z okresem �� punkt�w ff�� f�g
 czyli
h��f�� # f� i h��f�� # f�� %atwo sprawdzi�
 �e

f� #
�d

��d � �
� �d � bd

�d
	 � & �d

��d � �
�
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f� #
��d

��d � �
� �d � bd

�d
	 � & �d

��d � �
�

Zbi�r ff�� f�g jest punktem sta�ym odwzorowania h�
 to znaczy h��ff�� f�g� #
ff�� f�g�

Zauwa�my
 �e h� � h��f�� # f� i h� � h�
 ograniczone do przedzia�u ��� th�

s cig�ymi odwzorowaniami zw��ajcymi ze wsp��czynnikiem kontrakcji ���d

i podobnie h� �h��f�� # f� oraz h� � h�
 obci�te do przedzia�u �th� ��
 s cig�ymi
odwzorowaniami zw��ajcymi ze wsp��czynnikiem kontrakcji ���d�

Ka�de n�elementowe z�o�enie odwzorowa� ze zbioru H # fh�� h�� � � � � h�d��g
zastosowane w odniesieniu do dowolnego podzbioru I� prowadzi nadal do otrzy	
mania podzbioru I��

Rozpatrzmy wszystkie mo�liwe n�elementowe z�o�enia odwzorowa� z H � Z de	
�nicji �����
 ����� wynika natychmiast
 �e suma wszystkich obraz�w I� powsta�ych
w wyniku dzia�ania takich z�o�onych odwzorowa� pokrywa ca�e I�
 czyli

I� #
�d��	
i���

hi��I�� #
�d��	
i���

�d��	
i���

hi� � hi��I�� #
�d��	
i���

	 	 	
�d��	
in��

hi� � hi� � 	 	 	 � hin�I���

Std mo�emy wnioskowa�
 �e ka�dy punkt t � I� jest skojarzony z p��nie	
sko�czonym cigiem liczb 
 # i�� i�� � � � � in� � � � � b�dcych numerami odwzoro	
wa� z rodziny H 
 czyli liczbami ca�kowitymi ze zbioru f�� �� � � � � �d � �g i mo�e
by� przedstawiony w postaci"

t � hi� � hi� � 	 	 	 � hin�I��� n # �� �� � � �

Lemat �� Dla ka�dego t � I� istnieje malej�cy ci�g niepustych zbior�w zwar�
tych

Hn
� # hi� � hi� � hi� � � � � � hin�I��� Hn��

� � Hn
�

taki� �e

t �
�

n��

Hn
� �

�

Naturalnie zbi�r
T�
n��H

n
� nie jest zbiorem pustym
 a ze wzgl�du na w�asno�ci

h�
 niekoniecznie jest to pojedynczy punkt z I��
Cig liczb postaci 
 # i�� i�� � � � � in� � � � tworzy adres t � I� w przestrzeni

adres�w �� W tym momencie nale�y zauwa�y�
 �e istniej punkty nale�ce do
I�
 kt�re maj wiele adres�w� Mo�na tak�e znale�� pary punkt�w
 kt�re maj
ten sam adres w przestrzeni �� To ostatnie zjawisko jest konsekwencj istnienia
odwzorowania h�
 kt�re w �cis�ym sensie nie jest zw��ajce�



���� Iterowane systemy przekszta�ce� zw�aj�cych ��

Obie rodziny odwzorowa� W oraz H maj t� sam przestrze� adres�w ��
Istotne dla dalszych rozwa�a� zwizanych z konstrukcj krzywej wype�niajcej
jest traktowanie odwzorowa� hi� � hi� � 	 	 	 � hin � � � � oraz wi� � wi� � � � � � win �
� � � zwizanych z tym samym adresem 
 # i�� i�� � � � � in� � � � jako odwzorowa�
dzia�ajcych r�wnolegle
 odpowiednio na I� oraz Id�

Niech

�n # f�i�� i�� � � � � in� " i�� � � � � in � f�� �� � � � � �d � �gg
oznacza zbi�r wszystkich n�elementowych cig�w �i�� i�� � � � � in�
 przy czym ij �
f�� �� � � � � �d � �gg
 j # �� � � � � n�

Wszystkie punkty t � hi� � hi� � 	 	 	 � hin�I�� maj te same adresy w podprze	
strzeni adres�w �n oraz adresy z t sam n�elementow sekwencj pocztkow
w ��

Podobnie
 wszystkie x � wi� �wi� � 	 	 	 �win�
�Id� z odpowiedniej podkostki Id

maj identyczne adresy w �n�
Niech

Rnd # fBn " Bn # wi� �wi� � � � � � win�Id�� i�� i�� � � � � in � f�� �� � � � � �d � �gg
b�dzie zbiorem wszystkich podkostek
 kt�re s obrazami kostki Id we wszyst	
kich mo�liwych n�krotnych z�o�eniach transformacji pochodzcych z rodziny W �
Z w�asno�ci ����� wynika bezpo�rednio
 �e dla ka�dego naturalnego n
 zbi�r Rnd

pokrywa Id�
Podobnie
 niech

)Pnd # fAn " An # hi� � hi� � 	 	 	 � hin�I��� i�� i�� � � � � in � f�� �� � � � � �d � �gg
b�dzie zbiorem wszystkich obraz�w I�
 otrzymanych w wyniku dzia�ania wszyst	
kich przekszta�ce� b�dcych n�krotnym z�o�eniem transformacji z rodziny H �

Zauwa�my
 �e

)P�d # fhi�I��� i # �� �� � � � � �d � �g # f
h
�� bd���d

i


h
�� ��d � bd����d� �

i
�h

bd���d� ��d & bd���d
i
� � � � �

h
bd���d & ��d � ����d� bd���d & ��d � ����d

i
g�

De�nicja �� Podzbi�r I�� kt�ry jest domkni�tym odcinkiem lub sum� dwu roz�
��cznych domkni�tych odcink�w� b�dziemy nazywa� p�odcinkiem	

Lemat �� Ka�dy element zbioru

)Pnd # fhi� � hi� � 	 	 	 � hin�I��� i�� i�� � � � � in # �� �� � � � � �d � �g
jest p�odcinkiem	



�� Rozdzia� �� Metody konstruowania wielowymiarowych krzywych

Dow�d 
przez indukcj��� Zauwa�my
 �e th # � � bd 	 ��d jest punktem sta	
�ym odwzorowania h�d�bd � Poniewa� )P�d jest zbiorem p	odcink�w" hi���� th�� 

hi��th� ���
 gdzie hi���� th�� � ��� th� lub hi���� th�� � �th� �� oraz hi��th� ��� � ��� th�
lub hi��th� ��� � �th� ��� i # �� �� � � � �d � �� Za���my
 �e An jest dowolnym ele	
mentem )Pnd
 takim �e"

W�� An jest p�odcinkiem�

W�� Je�li An sk�ada si� z dwu roz�cznych odcink�w
 to punkt th nie nale�y do
An�

%atwo sprawdzi�
 �e dla ka�dego A� � )P�d spe�nione s warunki W� i W��
Nale�y wykaza�
 �e dowolny An�� � )Pn���d tak�e spe�nia W� i W�� Bezpo�rednio
z de�nicji wynika
 �e )Pn���d # fhi�An�� An � )Pnd� i # �� �� �� � � � � �d � �g�
Je�eli An sk�ada si� z pojedynczego przedzia�u
 to tak�e jego obraz hi�An�� �i #
�� �� � � � � �d � �� jest pojedynczym przedzia�em�

Punkt th nale�y do An�� tylko wtedy
 gdy An�� # h�d�bd�An� oraz th �
An� An � )Pnd� W zwizku z tym th �� h��An��

h��An� sk�ada si� z dwu roz�cznych przedzia��w jedynie w sytuacji
 gdy
th � An� W ten spos�b pokazali�my
 �e gdy An jest pojedynczym domkni�tym
przedzia�em
 w�wczas warunki W� i W� s spe�nione dla dowolnego hi�An��

Je�li An jest par przedzia��w
 to tak�e hi�An� �i # �� �� � � � � �d ��� jest
sum dwu roz�cznych przedzia��w� Zgodnie z W�
 th �� An� Transformacja h�
odwzorowuje dowolny przedzia� S � I� w sum� dwu roz�cznych przedzia��w
tylko wtedy
 gdy th jest punktem wewn�trznym S� Z warunku W� wynika
 �e
h��An� jest tak�e sum dwu roz�cznych domkni�tych przedzia��w� W zwizku
z tym h��An� nadal spe�nia warunek W�
 co ko�czy dow�d lematu� �

Na podstawie lematu ��� mo�emy do lematu ��� doda� nast�pujc obserwa	
cj��

Dla dowolnego 
 � � zbi�r
T�
n��H

n
� sk�ada si� z jednego bd� dwu punkt�w

z I�� Z powy�szej uwagi wynika natychmiast
 �e ka�dy adres z przestrzeni adres�w
� jest skojarzony z co najwy�ej dwoma punktami odcinka jednostkowego I��

Lemat �� Dla ka�dej pary liczb naturalnych n i n� � n oraz dowolnego zbioru
An # hi� � hi� � 	 	 	 � hin� � 	 	 	 � hin�I�� � )Pnd mo�na wskaza� zbi�r An� #
hi� � hi� � 	 	 	 � hin� �I�� � )Pn�d taki� �e An � An� 	

Podobnie� dla ka�dego Bn # wi� � wi� � 	 	 	 � win�
� 	 	 	win�Id� � Rnd istnieje

Bn� # wi� � wi� � 	 	 	 � win�
�Id� � Rn�d� przy czym Bn � Bn� 	 �

W konsekwencji
An� #

	
An� �Pnd � An�An�

An�



���� Iterowane systemy przekszta�ce� zw�aj�cych ��

czyli dowolny p	odcinek An� ma pokrycie
 kt�rego elementy s p	odcinkami An �
)Pnd
 n� � n�

Analogicznie

Bn� #

	
Bn�Rnd � Bn�Bn�

Bn�

co oznacza
 �e ka�da podkostka Bn� mo�e by� pokryta przez mniejsze podkostki
Bn � Rnd
 n� � n�

W tym momencie mo�emy sformu�owa� nast�pujce twierdzenie�

Twierdzenie ���� Istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie fnd� kt�re
jednoznacznie kojarzy elementy ze zbioru p�odcink�w )Pnd z elementami zbioru
Rnd� w taki spos�b� �e

fnd�An� # wi� � wi� � 	 	 	 � win�Id� � Rnd� gdzie An # hi� � hi� � 	 	 	 � hin�I���

Innymi s�owy� fnd przyporz�dkowuje jednoznacznie p�odcinki An � )Pnd podkost�
kom fnd�And�	 Ponadto� dla ka�dego naturalnego n� � n� fnd przyporz�dkowuje
An� � )Pn� do kostki fnd�An�� # wi� � wi� � 	 	 	 � win�

�Id� � Rn�d 	

Dow�d� Wynika bezpo�rednio z lemat�w ��� i ���� �

Dwa r��ne p�odcinki An i A
�

n � )Pn b�dziemy nazywa� przyleg�ymi
 je�li
An A�

n �# ��
Lemat �� An � )Pnd oraz A

�

n � )Pnd s� przyleg�e� jeli n�elementowe adresy
punkt�w ze zbior�w An i A

�

n r��ni� si� na dok�adnie jednej pozycji i r��nica ta
wynosi � modulo �d	 Ponadto� je�eli k �k � n� oznacza numer pozycji� na kt�rej
oba adresy si� r��ni�� to pozosta�a cz�� wektora koduj�cego adres jest postaci
ik�� # �� ik�� # �d � bd� � � � in # �d � bd� �

Z lematu ��� wynika
 �e An i A
�

n s przyleg�e w jednym z nast�pujcych przy	
padk�w"

gdy n�elementowe adresy punkt�w z p�odcink�w An i A
�

n r��ni si� jedy	
nie na ostatniej pozycji
 czyli maj posta� odpowiednio" i�� i�� � � � � in oraz
i�� i�� � � � � in & ��mod �d�  

adresy r��ni si� na przedostatniej pozycji
 natomiast ostatnia pozycja kodowa
jest w obu przypadkach r�wna zeru
 czyli adresy maj posta� i�� � � � � in��� �
oraz i�� � � � � in�� & ��mod �d�� � 

adresy r��ni si� na jednej z wcze�niejszych pozycji i pozosta�a cz��� obu adre	
s�w jest r�wna odpowiednio" � � � � ik� �� �d � bd� � � � � �d � bd oraz � � � � ik &
��mod �d�� �� �d� bd� � � � � �d � bd�
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Kostki Bn i B
�

n � Rnd b�d nazywane przyleg�ymi
 je�li maj wsp�ln �d�
���wymiarow �cian� boczn� Innymi s�owy
 warunek Bn B�

n �# � nie wystarcza
do zagwarantowania przyleg�o�ci dwu r��nych podkostek Bn i B

�

n� Przedstawion
poni�ej de�nicj� przyleg�o�ci zaproponowa� Milne w pracy ����� dotyczcej wie	
lowymiarowej krzywej Peano�

De�nicja �� Dwie podkostki Bn # fx " ai � xi � dig i B�

n # fx " ei � xi � fig�
gdzie d� � a� # d� � a� # 	 	 	 # dd � ad # f� � e� # 	 	 	 # fd � ed # ��n� s�
przyleg�e wtedy i tylko wtedy� gdy istnieje i� � f�� � � � � dg takie� �e suma Bn

S
B

�

n

mo�e by� wyra�ona w postaci�

Bn

	
B

�

n # fai � xi � di� i # �� � � � � d� i �# i� h � xi� � lg�

gdzie �h� l� r�wna si� �ai� � fi� � lub �ei� � di� �	

Jest oczywiste
 �e wsp��rz�dne �rodk�w dwu przyleg�ych podkostek r��ni si�
tylko na jednej pozycji� Ponadto
 je�li Bn i B

�

n s przyleg�e
 to dla ka�dej pary
punkt�w x � Bn i y � B

�

n odleg�o�� euklidesowa mi�dzy x i y jest nie wi�ksza ni�p
��c�� & �d� ��c� # c

p
d & �
 gdzie c # ��n�

Ponadto
 je�li Bn i B
�

n nie s przyleg�e
 ale istnieje B�
n
 kt�ra jest przyleg�a

zar�wno do Bn jak i do B
�

n
 to najwi�ksza mo�liwa odleg�o�� pomi�dzy x � Bn

i y � B
�

n r�wna si� c
p
d & ��

Zauwa�my
 �e je�li Bn i B
��

n s przyleg�e oraz gdy B
��

n i B
�

n s tak�e przyleg�e
wzgl�dem siebie
 przy czym �rodki podkostek Bn
 B

�

n i B�
n nie s wsp��liniowe


to najwi�ksza mo�liwa odleg�o�� mi�dzy x � Bn i y � B
�

n nie przekracza warto�ci
c
p
d& ��
Zauwa�my r�wnie�
 �e"

Lemat �� Ka�de odwzorowanie wi � W transformuje przyleg�e podkostki Bn

i B
�

n � Rnd w dwie przyleg�e podkostki Bn�� i B
�

n�� � Rn���d	 �

Twierdzenie ���� fnd przekszta�ca przyleg�e p�odcinki An� A
�

n � )Pnd� odpo�
wiednio� w przyleg�e podkostki Bn� B

�

n � Rnd	 Ponadto dla ka�dego naturalnego
n� � n� przyleg�e p�odcinki An� � A

�

n�
� )Pn�d s� odwzorowywane� odpowiednio�

w przyleg�e podkostki Bn� � B
�

n�
� Rn�d	

Dow�d� Dow�d wynika bezpo�rednio z faktu
 �e przyleg�e p�odcinki An i A
�

n �
)Pnd mog by� zde�niowane
 zgodnie z lematem �����
 jako

hi� � 	 	 	 � hik � h� � �h�d�bd��	n�k��
�I��
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oraz
hi� � 	 	 	 � hik��	mod �d
 � h� � �h�d�bd��	n�k��
�I���

Z de�nicji fnd wynika
 �e

Bn # fnd�An� # wi� � 	 	 	 �wik � w� � �w�d�bd
��	n�k��
�Id��

B
�

n # fnd�A
�

n� # wi� � 	 	 	 � wik��	mod �d
 �w� � �w�d�bd
��	n�k��
�Id��

R��nica mi�dzy odwzorowaniami wik i wik��	mod �d
 dotyczy tylko jednej wsp��	
rz�dnej� Odwzorowania te transformuj Id w przyleg�e wzgl�dem siebie podkostki

a w� � �w�d�bd

��	n�k��
�Id� #
h
�� ��n�k

i
� 	 	 	 �

h
�� ��n�k

i
# ��� ��n�k�d trans	

formuj Id w dwie przyleg�e podkostki z Rn�k���
Dow�d ko�czy obserwacja
 �e dowolna transformacjawi��	 	 	�wik�� zachowuje

przyleg�o�� podkostek �por� lemat ����� �

Z lemat�w ���
 ��� oraz twierdzenia ����� mo�na wywnioskowa�
 �e je�li An

A

��

n s p�odcinkami r�wnocze�nie przyleg�ymi do A
�

n
 to fnd transformuje je w pod	
kostki
 odpowiednio" Bn
 B

��

n i B
��

n 
 kt�rych �rodki nie s wsp��liniowe�
Wybierzmy punkt th # ��bd 	��d
 kt�ry jest punktem sta�ym przekszta�cenia

h�d�bd 
 jako punkt charakterystyczny
 kt�ry b�dzie podstaw konstrukcji krzywej�
W kostce Id odpowiada mu ��� �� � � � � �� � punkt sta�y przekszta�cenia w�d�bd �

Okre�lmy rekurencyjnie zbi�r Pnd � I� w taki spos�b
 �e

P�d #
�d��	
i��

hi�th� #
n
i 	 ��d� i # �� �� � � � � �d

o
�

Dalej
 niech

P�d #
�d��	
i��

hi�P�d� # f
	

hi� � hi��th�� i�� i� � f�� �� � � � � �d � �gg

oraz analogicznie

Pnd #
�d��	
i��

hi�P	n��
d� #
n
hi� � 	 	 	 � hin�th�� i�� � � � � in � f�� � � � � �d � �g

o
�

Mo�na w prosty spos�b
 przez indukcj�
 udowodni� nast�pujcy rezultat"

Lemat �� Dla ka�dego naturalnego n

Pnd # fi 	 ��nd� i # �� �� � � � � �ndg
�
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Teraz mo�emy ju� przystpi� do zde�niowania rodziny odwzorowa� aproksy	
mujcych krzyw wype�niajc Id� Powi�my punkty Pnd z obrazami ��� �� � � � � ��
w n�elementowym z�o�eniu odwzorowa� z rodziny W � Ka�demu punktowi t �
hi� � 	 	 	�hin�th� odpowiada punkt wi� �wi� � 	 	 	�win��� �� � � � � ��� W konsekwen	
cji otrzymamy odwzorowanie

Fnd�t� # wi��wi��	 	 	�win��� �� � � � � ��� t � hi��hi��	 	 	�hin�th�� t � Pnd� ������

Odwzorowanie to mo�na rozszerzy� na ca�y odcinek I�"

Fnd�t� # Fnd�t�� &
t� t�
cnd

Fnd�t��� Fnd�t��
�

� t � �t�� t� & cnd�� ������

Fnd�t� #
Fnd�t�� & Fnd�t��

�
&
t � t� � cnd
��nd � cnd

Fnd�t��� Fnd�t��
�

� t � �t� & cnd� t���

gdzie cnd # bd ��	n��
d oraz

t� # k ��nd� t� # �k & �� ��nd� k # �� �� � � � � �nd � ��

Funkcje Fnd�I�� � Id s krzywymi
 kt�re maj posta� linii �amanych�
Poka�emy dalej
 �e punkty w�z�owe w Fnd s tak�e punktami w�z�owymi

Fn���d� Naszkicowana tu konstrukcja krzywej wype�niajcej bazuje w istocie na
geometrycznym podej�ciu Moore�a �����
 ������

Zauwa�my
 �e w de�nicji odwzorowania Fnd wyst�puj dwa r��ne wsp��czyn	
niki skalujce� Ka�dy przedzia� �k ��nd� �k & �� ��nd�
 k # �� � � � � �nd � �
 po	
dzielony jest na dwa podprzedzia�y �k ��nd� bd��	n��
d & k ��nd� i �bd��	n��
d &
k ��nd� �k& �� ��nd�
 kt�re s podzbiorami przyleg�ych p	odcink�w z )Pnd� Wpro	
wadzenie dw�ch r��nych wsp��czynnik�w skalujcych pozwala na uzyskanie od	
wzorowania aproksymujcego krzyw wype�niajc
 kt�re przekszta�ca przyleg�e
p�odcinki )Pnd w zbiory zawarte odpowiednio w przyleg�ych podkostkach z Rnd�

De�nicja Fnd mo�e budzi� pewne wtpliwo�ci co do jej jednoznaczno�ci
 po	
niewa� istniej punkty t � Pnd
 kt�re maj podw�jne adresy w �n� Zauwa�my

�e dowolny zbi�r postaci hi� � 	 	 	 � hin�th� zawiera jeden lub dwa punkty z I��
W zwizku z tym mo�na zada� pytanie
 jak zde�niowa� Fnd�	� w wybranym punk	
cie t� w przypadku
 gdy t� � Pnd i r�wnocze�nie t� � hi� � hi� � 	 	 	 �hin�th� oraz
t� � h

i
�

�
� h

i
�

�
� 	 	 	 � hi�n�th�
 gdzie adresy i�� � � � � in oraz i

�

�� � � � � i
�

n r��ni si� na
co najmniej jednej pozycji�

Niech An� A
�

n � )Pnd b�d przyleg�ymi p�odcinkami
 kt�re �oba� zawieraj t��
Z lematu ��� wynika
 �e adresy punktu t� maj nast�pujc posta�"

i�� � � � ik� �� �d� bd� � � � �d � bd
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oraz
i�� � � � ik & ��mod �d�� �� �d� bd� � � � �d � bd�

Z drugiej strony
 n�elementowe adresy t� nie mog r��ni� si� tylko na ostatniej
pozycji
 gdy� odwzorowania zwizane z takimi adresami przekszta�caj th w dwa
r��ne punkty z I��

Przypomnijmy
 �e wierzcho�ek ��� �� � � � � �� jest punktem sta�ym odwzorowa	
nia w�d�bd


 podczas gdy w���� � � � � �� # ��� �� � � � � ��� Ponadto dowolne odwzo	
rowanie z rodziny W transformuje ��� �� � � � � �� do postaci ����� ���� � � � � �����

Lemat ��� Transformacje wi��� � ��wik�w��w�n�k���d�bd
oraz wi��� � ��wi

k���mod �d�
�

w� � w�n�k���d�bd
� �n # �� �� � � �  k # �� �� � � � � n� �� odwzorowuj� wierzcho�ek kostki

��� �� � � � � �� w ten sam punkt ��� �� � � � � ��	 �

Z powy�szych rozwa�a� wynika
 �e Fnd jest jednoznacznie zde�niowane�
Niech Qnd # Fnd�Pnd�� %atwo zauwa�y�
 �e

Qnd # f�x�� � � � � xd� � Id " xi # k ��n��� k # �� �� � � � � �n��� i # �� � � � dg�
Innymi s�owy
 Qnd jest zbiorem punkt�w z Id
 kt�rych wsp��rz�dne maj sko�	
czone �n�elementowe� dw�jkowe rozwini�cia� Ponadto dla dowolnego naturalnego
k
 zachodzi Fn�k�d�t� # Fn�d�t�� t � Pnd� Std
 Fn�k�d�Pnd� # Qnd�

Fnd ma nast�pujc w�asno��
 analogiczn do w�asno�ci odwzorowania fnd

a mianowicie"

Lemat ��� Fnd transformuje ka�dy p�odcinek An � )Pnd w Fnd�An� � fnd�An�
# Bn � Rnd	 Ponadto dowolny p�odcinek An� � )Pnd jest odwzorowywany w po�
staci Fnd�An�� � fnd�An�� # Bn� � przy czym n� � n� Jeli p�odcinki An� � A

�

n�
�

)Pn�d s� przyleg�e� to Fnd odwzorowuje je w przyleg�e podkostki Fnd�An�� � Bn� �

Bn� � Rn�d oraz Fnd�A
�

n�� � B
�

n� � B
�

n� � Rn�d� gdzie Bn� i B
�

n� s� przyleg�e	 �

Dalej poka�emy
 �e ka�da funkcja aproksymujca Fnd spe�nia warunek H�ol	
dera z wyk�adnikiem ��d"

Twierdzenie ��� Niech Fnd b�dzie odcinkami liniowym odwzorowaniem I�
w Id� zde�niowanym przez ��	���� ��	���	 Wtedy� dla dowolnych t�� t� � I� i do�
wolnego naturalnego n zachodzi�

k Fnd�t��� Fnd�t�� k� �d�j t� � t� j� �
d � t�� t� � I�

oraz
k Fnd�t��� Fnd�t�� k� �d (�t�� t��

�
d � t�� t� � I��

gdzie (�t�� t�� # min f�� j t� � t� j� j t� � t� jg oraz �d jest pewn� sta�� zale�n�
od d	



�
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Dow�d� Dla dowolnej pary punkt�w t�� t� � I� mo�na znale�� liczb� ca�kowit
N � �
 tak �e ��	N��
d �j t� � t� j� ��Nd� Std t�� t� spe�niaj jeden z nast�	
pujcych warunk�w"

C�� t�� t� nale� do tego samego p�odcinka AN � )PNd


C�� t�� t� nale� do przyleg�ych p�odcink�w
 oznaczmy je AN � A
�

N � )PNd


C� t�� t� nale� do dwu r��nych p�odcink�w AN � A
�

N 
 kt�re s przyleg�e do
trzeciego
 oznaczmy go A�

N oraz AN � A
�

N � A
�
N � )PNd�

Trzeci przypadek jest mo�liwy tylko wtedy
 gdy A�
N jest sum roz�cznych prze	

dzia��w i zbiory AN � A
�

N maj odpowiednio wsp�lne punkty ko�cowe z ka�dym
z nich�

Za���my dalej
 �e n � N i n � � przy N � �� Zgodnie z lematem ����

odwzorowanie Fnd transformuje zbiory AN � A

�

N � A
�
N �dla N � n� odpowiednio

w przyleg�e podkostki Id" BN � B
�

N � B
�
N � RNd� *rodki tych podkostek nie s

wsp��liniowe
 std

k Fnd�t��� Fnd�t�� k�
p
d & � ��N � � � N � n� ������

Biorc pod uwag�
 �e ��	N��
d � jt� � t�j
 otrzymujemy ��N � ��j t� � t� j���d�
Zastosowanie powy�szej nier�wno�ci w ������ ko�czy dow�d pierwszej cz��ci

twierdzenia dla �d # �
p
d& � i n � N � Analogiczne rozumowanie mo�na prze	

prowadzi� w odniesieniu do metryki (�t�� t���
Za���my teraz
 �e n � N � Rozpatrzmy najpierw przypadek
 w kt�rym t�� t�

znajduj si� bardzo blisko siebie w por�wnaniu z dok�adno�ci aproksymacji krzy	
wej n� Zauwa�my
 �e j t� � t� j� ��Nd � bd ��	n��
d � ��nd� Oba punkty t� i t�
znajduj si� r�wnocze�nie w pewnym p�odcinku An � )Pnd lub nale� odpowied	
nio do przyleg�ych p�odcink�w An� A

�

n � )Pnd� Przypomnijmy
 �e Fnd transformuje
przyleg�e p�odcinki An� A

�

n w przyleg�e podkostki Bn� B
�

n � Rnd� Poniewa� Fnd
jest odcinkami liniowa i transformujeh

i ��nd� �i& bd��d� ��nd
i

oraz
h
�i& bd��d� ��nd� �i& �� ��nd

i
�

odpowiednio w nast�pujce odcinki zawarte w Id"h
Fnd�i ��nd�� �Fnd�i ��nd� & Fnd��i& �� ��nd����

i
oraz h

�Fnd�i ��nd� & Fnd��i& �� ��nd����� Fnd��i& �� ��nd�
i
�
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zatem
 korzystajc z nier�wno�ci bd ��d � ��� �por� lemat ����
 otrzymujemy

k Fnd�t��� Fnd�t�� k�j t� � t� j ��n

bd ��	n��
d
� � 	 �n	d��
 j t� � t� j�

przy czym
j t� � t� j� ��Nd� N � n�

Dalej
 z j t� � t� j� ��Nd oraz ��N � ��j t� � t� j���d otrzymujemy

� 	 �n	d��
 j t� � t� j� � 	 ��	N�n
	d��
�j t� � t� j���d� j t� � t� j� ��Nd� n � N�

Rozpatrzymy teraz przypadek
 gdy nadal n � N oraz punkty t� oraz t� s
bliskie sobie w metryce (
 lecz odleg�o�� mi�dzy nimi w metryce euklideso	
wej jest du�a� Wtedy zachodzi j t� � t� j� � � ��Nd i (�t�� t�� � ��Nd� Jest
to przypadek
 kiedy ka�dy z punkt�w znajduje si� w pobli�u innego ko�ca od	
cinka jednostkowego� W tej sytuacji t� i t� nale� do tego samego p�odcinka
An # h� � �hbd��d�

�	n��
�I�� #
h
�� bd ��	n��
d

i


h
�� ��d � bd� ��	n��
d� �

i
� Bez

straty og�lno�ci mo�emy przyj�
 �e t� � t�� %czc r�wno�ci

k Fnd�t��� ��� � � � � ��� k# t�
��n

bd
�	n��
d

oraz

k Fnd�t��� ��� � � � � ��� k# t�
��n

�d � bd
�	n��
d

oraz korzystajc z nier�wno�ci tr�jkta
 otrzymujemy t� sam nier�wno�� co
w poprzednim przypadku� W ten spos�b zako�czyli�my dow�d twierdzenia� �

Z powy�szych rozwa�a� wynika
 �e Fnd jest funkcj h�olderowsk �czasami
nazywan tak�e funkcj Lipschitza� rz�du ��d ze sta� nie wi�ksz ni�

max
n

� 	 ��	d��
� �pd & �
o

# �
p
d & � dla d # �� �� � � �

W tym momencie mo�emy ju� zde�niowa� krzyw wype�niajc Fd�t� " I� �
Id jako granic� cigu odwzorowa� Fnd�

Fd # lim
n��

Fnd� ������

Lemat ��� Ci�g odwzorowa� fFndg�n�� jest jednostajnie zbie�ny w I� przy n�
� do ci�g�ego odwzorowania Fd transformuj�cego I� na kostk� Id� to znaczy
Fd�I�� # Id	 Ponadto Fd transformuje ka�dy p�odcinek An � )Pnd d�ugoci ��nd

na podkostk� Fnd�An� # Bn � Rnd o obj�toci ��nd	
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Dow�d� Rozpoczniemy od pokazania
 �e dla ka�dego t � I� cig warto�ci funkcji
fFnd�t�g jest cigiem Cauchy�ego� Wynika to z lematu ����
 poniewa� dla ka�dego
� � � mo�na znale�� N � log��

p
d��� takie
 �e dla wszystkich n�� n� � N

k Fn�d�t�� Fn�d�t� k� �� t � I��

Zauwa�my
 �e N jest niezale�ne od t� Przypomnijmy r�wnie�
 �e funkcje Fnd
�n # �� �� � � �� s funkcjami cig�ymi w I�� Std
 wobec jednostajnej zbie�no�ci
Fnd
 tak�e Fd jest cig�a�

Niech +P oznacza zbi�r wszystkich liczb o sko�czonych dw�jkowych rozwini�	
ciach postaci k ��nd� k # �� �� � � � � �nd
 gdzie n jest dowoln sko�czon liczb
naturaln� Podobnie
 niech +Q oznacza wszystkie takie punkty w Id
 kt�re maj
sko�czone dw�jkowe rozwini�cia� Zbi�r +Q jest g�sty w Id� Zgodnie z de�nicj
Fnd
 Fd odwzorowuje zbi�r +P z przedzia�u jednostkowego I� w zbi�r +Q
 g�sty
w Id� Zwarto�� I� oraz cig�o�� Fd gwarantuje zwarto�� Fd�I��� Std obraz Fd�I��
b�dcy domkni�tym i g�stym podzbiorem Id jest r�wny ca�ej kostce Id�

Dow�d drugiej cz��ci twierdzenia wynika bezpo�rednio z lematu ���� i de�nicji
odwzorowania fnd� �

Z twierdzenia ����� i lematu ���� bezpo�rednio wynika"

Twierdzenie ���� Niech Fd " I� � Id b�dzie zde�niowane przez ��	���	 Wtedy
Fd spe�nia warunek H�oldera z wyk�adnikiem ��d� czyli

k Fd�t��� Fd�t�� k� �
p
d & � j t� � t� j��d� t�� t� � I� ������

i r�wnoczenie

k Fd�t��� Fd�t�� k� �
p
d & � (�t�� t����d� t�� t� � I�� ������

Dow�d� Dow�d twierdzenia wynika z udowodnionych w twierdzeniu ����� w�a	
sno�ci funkcji Fnd aproksymujcych krzyw Fd� �

Jak wiadomo �por� rozdzia� ����
 je�li krzywa Fd jest odwzorowaniem odcinka
I� w kostk� Id i odwzorowanie to jest cig�e z wyk�adnikiem H�oldera r�wnym �
 to
� � ��d� W zwizku z tym wyk�adnik ��d z twierdzenia ����� osiga najwi�ksz
mo�liw warto���

Zauwa�my
 �e dla ka�dego sko�czonego n zachodzi Fd�t� # Fnd�t�� t � Pnd�
Std
 zgodnie z lematem ����
 Fd�t� # limn��Wn

� � t � +P 
 gdzie 
 � � jest
dowolnym adresem t � +P �

Lemat �� Dla ka�dego t � I� � +P istnieje dok�adnie jeden adres 
 zwi�zany
z t� czyli t � limn��Hn

� 	
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Dow�d� Niech t � limn��Hn
� i r�wnocze�nie t � limn��Hn

�
� 
 gdzie 
 # i�� i��

� � � � in� in��� � � � oraz 

�

# i�� i�� � � � � i
�

n� i
�

n��� � � �
 czyli 
 i odpowiednio 

�

r��ni
si� po raz pierwszy na n�tej pozycji� Std t � hi� � hi� � � � � � hin�I�� # An oraz
t � hi� �hi� � � � ��hi�n�I�� # A

�

n
 przy czym An� A
�

n � )Pnd� Poniewa� AnA�

n �# ��
zatem An i A

�

n musz by� przyleg�ymi p�odcinkami oraz t wsp�lnym punktem
ko�cowym An i A

�

n� Naturalnie t � hi� � hi� � � � � � hin � h��th�� W konsekwencji

t � Pn���d
 co jest sprzeczne z wyj�ciowym za�o�eniem� �

Niech Q oznacza zbi�r punkt�w takich
 �e co najmniej jedna wsp��rz�dna
punktu ma sko�czone dw�jkowe rozwini�cie� Naturalnie
 +Q � Q� Je�eli x � Q
 to
zawsze istniej liczba naturalna n i zbi�r Bn � Rnd
 takie �e x � �Bn
 gdzie �Bn

oznacza brzeg Bn
 std Q jest zbiorem miary zero�

Lemat ��� Dla ka�dego x � Id � Q istnieje dok�adnie jeden adres 
 punktu x
w przestrzeni adres�w �� czyli x � limn��Wn

� 	 �

Zgodnie z lematem ����
 mo�emy jednoznacznie zde�niowa� odwzorowanie
)F " I� � Id za pomoc adres�w punkt�w z I� oraz Id�

De�nicja �� Niech )Fd�t� # limn��Wn
� � gdzie 
 � � jest adresem t � I�� czyli

t � limn��H
n
� 	

Lemat ��� Odwzorowanie )Fd " I� � Id jest identyczne z odwzorowaniem Fd "
I� � Id zde�niowanym w ��	���� a mianowicie )Fd�t� # Fd�t�� t � I�	

Dow�d� %atwo pokaza�
 �e )Fd�t� # Fd�t� dla t � +P � Przypomnijmy tak�e
 i�
zbi�r +P jest g�sty w I�� Zgodnie z twierdzeniem �����
 odwzorowanie Fd obci�te
do +P jest jednostajnie cig�e� Std istnieje jednoznaczne rozszerzenie F " I� � Id
odwzorowania Fd " +P � Id� �

Z powy�szego lematu wynika
 i� jeste�my w stanie wyznaczy� dok�adne war	
to�ci odwzorowania Fd we wszystkich punktach odcinka I�
 kt�re maj sko�czone
dw�jkowe rozwini�cia� Co wi�cej
 warto�ci te mo�emy wyznaczy� w sko�czonej
liczbie operacji�

Niech +Rnd oznacza klas� wszystkich p��otwartych podkostek zawartych w Id

kt�rych domkni�cia tworz zbi�r Rnd� Je�li Bn # fa� � x� � c�� � � � � ad � xd �
cdg � Rnd
 wtedy odpowiadajca Bn p��otwarta podkostka Bo

n z +Rnd jest postaci
Bo
n # fa� � x� � c�� � � � � ad � xd � cdg � +Rnd�

Zauwa�my
 �e brzeg ka�dej podkostki Bn � Rnd sk�ada si� z �d �d� ���wy	
miarowych hiperkostek� Oznaczmy brzeg Bn przez �Bn�



	� Rozdzia� �� Metody konstruowania wielowymiarowych krzywych

Twierdzenie ���� Odwzorowanie Fd " I� � Id zde�niowane przez ��	��� za�
chowuje miar� Lebesgue�a� to znaczy ka�dy zbi�r borelowski B � Id spe�nia wa�
runek

d�B� # ��F��
d �B���

gdzie d jest miar� produktow� w Id	

Dow�d� Poniewa� Fd jest cig�e
 jest tak�e mierzalne� %atwo sprawdzi�
 �e mi	
nimalne 
�cia�o generowane przez +Rd sk�ada si� ze wszystkich podzbior�w bore	
lowskich Id� Korzystajc z twierdzenia Caratheodory ���� o przed�u�aniu miary

wystarczy pokaza�
 �e dla ka�dego zbioru

Bo
n � +Rd #

�	
n��

+Rnd

zachodzi
d�Bo

n� # ��F��
d �Bo

n��� ������

Zauwa�my
 �e z Bo
n � Bn wynika d�Bo

n� � d�Bn� # ��nd� Ponadto Bn��Bn �
Bo
n oraz ka�da kostka Bn ma �d �cian
 kostek o wymiarze �d� ��� Ka�da z tych

�cian ma punkt wsp�lny z ��k�	d��
 r��nymi podkostkami zawartymi w Bn i na	
le�cymi do Rn�k�d� Std liczba podkostek z Rn�k�d
 kt�re s zawarte w Bn i do	
datkowo maj punkty wsp�lne z brzegiem �Bn jest nie wi�ksza ni� � d ��k�	d��
�
Obj�to�� dowolnej podkostki z Rn�k�d jest r�wna ���	n�k
�d� W zwizku z tym
otrzymujemy

d�Bo
n� � d�Bn�� � d ��k�	d��
 ��	n�k
d � ��nd��� �d ��k��

gdzie k jest dowolnie du� liczb naturaln� Std wynika d��Bn� # ��
Przypomnijmy
 �e zgodnie z lematem ����
 Fd odwzorowuje wzajemnie jedno	

znacznie elementy ze zbioru )Pnd w podkostki ze zbioru Rnd� Wybierzmy An � )Pnd
tak
 �e Fd�An� # Bn� Oznaczmy nast�pnie przez Cn przeciwobraz brzegu �Bn�
Dalej
 niech Dk � I� b�dzie sum wn�trz zbior�w An�k 
 kt�rych odwzorowania
Fd�An�k� � Rn�k�d oraz kt�re nie maj punkt�w wsp�lnych z �Bn� Zbi�r I��Dk

jest zbiorem domkni�tym �Dk jest zbiorem otwartym� i dla ka�dego naturalnego
k mamy Cn � I��Dk� Teraz wystarczy zauwa�y�
 �e dla dowolnego naturalnego
k zachodzi"

� � ��Cn� � �

�
�

k��

�I� �Dk�

�
� ��I� �Dk� � �d ��k�	d��
 ��	n�k
d�

Std wynika natychmiast
 �e ��Cn� # ��
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Niech C oznacza przeciwobraz brzegu wszystkich �d � � podkostek z Rnd

kt�re maj wsp�lne pewne punkty brzegowe z kostk Bn� Musi wtedy zachodzi�

� � ��C� � ��d � �� �d ��k�	d��
 ��	n�k
d # ��d � �� �d ��nd�k�

Ponadto wiadomo
 �e

An � Cn � F��
d �Bo

n� � F��
d �Bn� � An 
 C�

Std otrzymujemy

��nd # ��An 
 C� � ��F��
d �Bo

n� � ��An � Cn� # ��nd�

Powy�sze stwierdzenie jest r�wnowa�ne z ������
 co ko�czy dow�d twierdzenia� �
Jak wiadomo
 Fd nie jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym� Przypo	

mnijmy ponadto
 �e +P jest zbiorem punkt�w takich
 �e dla ka�dego t � +P istnieje
t
� � +P � t �# t

�

oraz Fd�t� # Fd�t
�

��
Niech Dn � I� oznacza zbi�r punkt�w
 kt�re maj wsp�lne n�elementowe

adresy z innymi punktami z I�� Dok�adniej
 je�li t � Dn� to istnieje t
� � I�� t �# t

�

o tym samym n�elementowym adresie co t� W konsekwencji zachodzi ��	n��
d �
jt � t

� j � ��nd
 gdzie n # �� �� � � � � gdy� t i t
�

nale� do tego samego p�odcinka
An � )Pnd� Ponadto t i t

�

musz nale�e� do tego samego p�odcinka An�� � )Pn���d

An�� � )Pn���d
 � � �� W zwizku z tym adres t i t

�

sk�ada si� z � lub �d � bd na
n	tej i dalszych pozycjach� Std wynika
 �e

��Dn� �
�nd

�	d��
k �nd
� k # �� �� � � �

Oznaczmy przez D zbi�r wszystkich punkt�w w I�
 kt�re nie s jednoznacznie
wskazywane przez ich adres
 D #

SN
n��Dn
 N # �� �� � � �

%atwo pokaza�
 �e D jest zbiorem miary zero
 poniewa�

��D� � lim
N��

NX
n��

�
�	d��
N

# lim
N��

N

�	d��
N
# ��

Przypomnijmy
 �e +P jest zbiorem wszystkich punkt�w odcinka I�
 kt�re maj
sko�czone dw�jkowe rozwini�cia� Z de�nicji tej wynika
 �e +P � D� Dalej
 niech So
b�dzie g��wn przektn w kostce Id
 czyli odcinkiem �czcym punkty ��� � � � � ��
oraz ��� � � � � ���� Oznaczmy przez

Snd #
�d��	
i���

	 	 	
�d��	
in��

wi� � 	 	 	 �win�So�
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zbi�r punkt�w
 kt�re nale� do g��wnych przektnych wszystkich podkostek Rnd�
Dalej
 niech S oznacza zbi�r wszystkich takich punkt�w
 to znaczy S # 
ni��Snd
dla dowolnego sko�czonego n�

Zauwa�my
 �e w� jest postaci xi "# ��� � ��� xi� i # �� �� � � � � d i od	
powiednio w�d�bd

ma posta� xi "# ��� & ��� 	 xi� i # �� �� � � � � d� std
 dla
ka�dego naturalnego m
 wi� � 	 	 	 � wim�Id� # �a� b� � �a� b� � 	 	 	 � �a� b�
 gdzie
i�� i�� � � � � im � f�� �d � bdg� Naturalnie
 ja � bj # ��m� Niech t � D
 wtedy
adres punktu t jest postaci i�� i�� � � � � in� � � � � gdzie dla pewnego naturalnego n"
in��� in��� � � � �� f�� �d � bdg� Z postaci w� oraz w�d�� wynika
 �e Fd�D� � S�
Poniewa� jednak So jest przektn Id
 zatem F��

d �So� � D� W konsekwencji
zachodzi tak�e F��

d �S� � D� Poniewa� F��
d Fd�D� � D oraz Fd�D� � S
 wi�c

F��
d �S� � F��

d Fd�D� � D� Je�li F��
d �S� � D oraz D � F��

d �S�
 mo�emy wnio	
skowa�
 �e F��

d �S� # D�
Podobnie otrzymamy r�wno�� Fd�D� # S� Poniewa� dla dowolnego A � I�

zachodzi FdF��
d �A� # A  Fd�I��
 zatem FdF

��
d �S� # S  Fd�I�� # S� Ponadto

mamy F��
d �S� # D�

Niech Io� oznacza zbi�r punkt�w z odcinka jednostkowego" I� �D � F��
d �Q��

Przypomnijmy
 �e D oraz F��
d �Q� s zbiorami miary zero �gdy� Fd jest odwzo	

rowaniem zachowujcym miar� Lebesgue�a��

Lemat ��� Odwzorowanie Fd obci�te do Io� jest odwzorowaniem wzajemnie jed�
noznacznym Io� � Id	

Dow�d� Zgodnie z lematem ����
 istnieje odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne
mi�dzy punktami z Io� oraz �� Podobnie istnieje odwzorowanie wzajemnie jedno	
znaczne pomi�dzy punktami z Id �Q oraz adresami z przestrzeni �� Zauwa�my

�e Fd�Io�� # Id � Fd�D�� FdF

��
d �Q� # Id � S �Q� Z lematu ���� wynika bezpo	

�rednio
 �e Fd�t�� �# Fd�t��� je�li t� �# t� oraz t�� t� � Io� � �

Niech �d�x� " Id � I� b�dzie odwzorowaniem quasi	odwrotnym w stosunku
do Fd
 czyli niech � d�x� � F��

d �x�� x � Id� W konsekwencji zawsze Fd��d�x�� #
x� x � Id� Z poprzednich obserwacji wynika
 �e �d�x� mo�e by� jednoznacznie
okre�lone na zbiorze Id�S�Q oraz
 poniewa� S i Q s zbiorami miary zero
 jest
odwzorowaniem prawie wsz�dzie odwrotnym w stosunku do Fd�

Lemat ��� Odwzorowanie � d " Id � I�� spe�niaj�ce warunek � d�x� � F��
d �x��

x � Id� zachowuje miar� Lebesgue�a	

Dow�d� Najpierw poka�emy
 �e �d jest funkcj mierzaln� Funkcja jest mie	
rzalna
 gdy istnieje cig funkcji prostych
 kt�ry jest do niej jednostajnie zbie�ny�
Dotyczy to funkcji ograniczonych
 ale z takimi mamy tu do czynienia� Niech
��x� " Id � � b�dzie odwzorowaniem
 kt�re kojarzy z ka�dym punktem kostki Id



���� Systemy Lindenmayera 	

dok�adnie jeden adres 
 z �
 przy czym x � limn��Wn
� � Zde�niujmy cig funk	

cji prostych �nd�x� # min�hi� �	 	 	�hin�th�� lub �nd�x� # max�hi� �	 	 	�hin�th���
x � Wn

� � 
 # i�� � � � � in� � � � # ��x�� x � Id�
%atwo zauwa�y�
 �e cig �nd�x� �n # �� �� � � �� jest jednostajnie zbie�ny

i zgodnie z lematem ����
 zachodzi limn�� �nd�x� � F��
d �x��

Pozosta�o do pokazania
 �e ka�dy zbi�r borelowski A � I� spe�nia warunek

��A� # d����
d �A���

Zauwa�my
 �e ���
d �A� # fx " �d�x� � A� x � Idg # Fd�A  � d�Id��� Ponadto

�
��
d �A� r��ni si� od Fd�A� na zbiorze miary zero
 gdy� � d�Id� r��ni si� od I� na

zbiorze miary zero� Z lematu ����� wynika
 �e ��F��
d �

��
d �A�� # d����

d �A��� Po	
niewa� �d�x� � F��

d �x�
 zatem � d�
��
d �A� � F��

d �
��
d �A� oraz ���d�

��
d �A�� �

��F��
d �

��
d �A��� Dalej
 �d�

��
d �A� # A  � d�Id� � A  �I� � D � F��

d �Q��
 tak
wi�c zachodzi r�wnie� ���d�

��
d �A�� � ��A�� W konsekwencji otrzymujemy

��A� � d����
d �A���

Z drugiej strony
 poniewa� ���
d �A� � Fd�A�
 mamy tak�e d����

d �A�� �
d�Fd�A��� Ponadto zachodzi A � F��

d Fd�A� � A 
 D 
 F��
d �Q�
 std mo�emy

wnioskowa�
 �e ��A� # ��F��
d Fd�A��� Dalej
 je�li Fd�A� jest mierzalnym
 to

otrzymujemy ��F��
d Fd�A�� # d�Fd�A��
 std d����

d �A�� � ��A�
 co ko�czy
dow�d� �

W nast�pnym rozdziale �patrz �� sformu�owany zostanie
 mi�dzy innymi
 opis
takiej samej wielowymiarowej krzywej Sierpi�skiego
 w kt�rym zastosowano od	
powiedni uk�ad r�wna� funkcyjnych� Opis w postaci uk�adu r�wna� funkcyjnych
prowadzi do podobnego algorytmu wyznaczania warto�ci odwzorowania Fd
 mimo
�e przy de�niowaniu krzywej nie korzystano z poj�cia IFS�

��� Systemy Lindenmayera

W roku ���� biolog Aristid Lindenmayer zaproponowa� matematyczne modele
rozwoju biologicznych system�w kom�rkowych� Modele te sta�y si� podstaw
stworzenia j�zyka formalnego
 s�u�cego do czasowo	przestrzennego opisu obiek	
t�w wykazujcych cechy samopodobie�stwa� Od nazwiska tw�rcy nazywane s
one systemami Lindenmayera bd� te� L	systemami �����
 ������ Obiektami opi	
sywanymi za pomoc L	system�w mog by� nie tylko �ywe organizmy bd� ich
fragmenty
 ale i abstrakcyjne twory geometryczne
 czy te� og�lniej symboliczne
systemy dynamiczne� L	systemy okaza�y si� tak�e bardzo wygodnym narz�dziem
opisu struktur fraktalnych
 w tym szczeg�lnie krzywych wype�niajcych� W przy	
padku L	systemu otrzymujemy prosty przepis przetwarzania krzywej aproksymu	
jcej w celu uzyskania kolejnego przybli�enia krzywej wype�niajcej� W og�lnym
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przypadku proces generowania krzywej przebiega iteracyjnie i
 z natury rzeczy

mo�e by� kontynuowany dowolnie d�ugo
 natomiast jego asymptotyczne w�asno�ci
nie s brane pod uwag�� W zwizku z tym opis krzywej wype�niajcej
 utworzony
za pomoc L	systemu
 jest przydatny raczej w przypadku generowania gra�cz	
nych przedstawie� krzywej ni� w algorytmach przetwarzania danych �����

�� Iterowane krzywe dwuwymiarowe

Krzyw wype�niajc wielowymiarow kostk� mo�na otrzyma� poprzez odpo	
wiednie iterowanie krzywej wype�niajcej kwadrat jednostkowy �����
 �����
 �����

������

Poka�emy tutaj
 �e krzywe wype�niajce uzyskane t drog tylko w bardzo
szczeg�lnych przypadkach charakteryzuj si� optymaln warto�ci wyk�adnika
w warunku H�oldera
 po�dan ze wzgl�du na stopie� zachowywania blisko�ci
odwzorowania�

Niech F �t� # �x�t�� y�t�� b�dzie pewn dwuwymiarow krzyw wype�niajc
kwadrat
 na przyk�ad dwuwymiarow krzyw Hilberta
 Peano czy Sierpi�skiego�
Odwzorowanie to spe�nia warunek H�oldera

jjF �t��� F �t��jj � ����jt� � t�j���� t�� t� � ��� ��� ������

Ponadto F �t� spe�nia r�wnanie

jjF �t�jj # pjjF �t�p��jj� t � ��� ��� ������

gdzie p � � jest sta� zale�n od rodzaju krzywej� %atwo sprawdzi�
 �e wszystkie
omawiane w poprzednim rozdziale krzywe spe�niaj warunek ������ odpowiednio
dla p # � �krzywa Hilberta lub Sierpi�skiego� lub p # � �krzywa Peano��

Odwzorowania zde�niowane na przyk�ad przez z�o�enia typu"

G��t� # �x�t�� x�y�t��� y�y�t����

G��t� # �x�x�t��� y�x�t��� x�y�t��� y�y�t����

Gd�t� # �x�t�� x�y�t��� x�y�y�t���� � � � � x�y�d���t����

s krzywymi wype�niajcymi odpowiednio I�
 I�
 Id
 przy czym y�k oznacza
k�krotne z�o�enie funkcji y�t�� Warunkiem otrzymania krzywej wype�niajcej
jest stochastyczna niezale�no�� funkcji opisujcych jej wsp��rz�dne �����
 ������
W szczeg�lno�ci
 odwzorowania G��t�� G��t�� Gd�t�
 zde�niowane powy�ej
 spe�	
niaj w�a�nie ten warunek �����
 �����
 �����
 ������



���� Iterowane krzywe dwuwymiarowe 		

Twierdzenie ���� Niech G�t� # �vn����� � ��v����t�� vn����� � ��v����t�� � � � � vnd���
� � ��v��d�t�� b�dzie d�wymiarow� krzyw� wype�niaj�c�� przy czym dla ka�dego i� j�
przekszta�cenie vi�j�t� jest to�samociowo r�wne jednemu z odwzorowa� sk�ado�
wych krzywej wype�niaj�cej F �t� # �x�t�� y�t��� czyli x�t� lub y�t�	 Ponadto za�
���my� �e F �t� spe�nia warunki ��	��� oraz ��	���	 Krzywa wype�niaj�ca G�t�
spe�nia nier�wno�

jjG�t��� G�t��jj � +�jt� � t�jr� t�� t� � ��� ��� ������

gdzie r � ��K � K # maxj nj � natomiast +� jest pewn� sta�� zale�n� typu krzywej
dwuwymiarowej F �t� # �x�t�� y�t�� oraz wymiaru d	

Dow�d�Przypomnijmy
 �e dwuwymiarowa krzywa wype�niajca �x�t�� y�t�� spe�	
nia warunek ������
 kt�ry
 korzystajc z oznacze� z twierdzenia �����
 mo�emy
zapisa� w og�lnej postaci jako

v�t�p�� # v�t��p� ������

Dalej
 niech ti # t�p
��K i� i # �� �� �� � � � � b�dzie niesko�czonym cigiem punk	

t�w z odcinka I�� Korzystajc z w�asno�ci ������
 otrzymujemy dla j # �� ��
� � � � d"

vnj �j � � � � � v��j�ti� # vnj �j � � � �v��j�v��j�t���p�
K��	i�

# vnj �j � � � � � v��j�t���p�
K�nj i � vnj �j � � � � � v��j�t���pi�

������

std jjG�ti�jj � jjG�t��jj�pi # t
���K

i jjG�t��jj�t���
K

� � Ponadto zachodzi

jjG�ti�jj � vK�j � � � � � v��j�t���pi� i # �� �� � � � � ������

gdzie vK�j � � � �� v��j�t���pi jest warto�ci dowolnej wsp��rz�dnej G�ti�
 dla kt�rej
nj # K�

Z r�wnania ������ wynika
 �e F ��� # ��� ��
 a w konsekwencji

G��� # ��� �� � � � � ���

Za���my teraz
 �e istnieje taka sta�a � ��
 �e dla ka�dego zde�niowanego wcze	
�niej ti zachodzi jjG�ti�jj # jjG�ti� � G���jj � � tri 
 przy czym r � ��K � Gdyby
taka sta�a � istnia�a
 musia�aby spe�nia� warunek

� � jjG�ti�jj�tri � vK�j � � � � � v��j�t���tr� p�i p�
K i r

# vK�j � � � � � v��j�t���tr� 	 p	�
K r��
 i�

������
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Warto�� vK�j � � � �� v��j�t���tr� nie ulega zmianom
 natomiast je�li r � ��K 
 to
przy i d�cym do niesko�czono�ci
 tak�e wyra�enie p	�

K r��
 i d�y do niesko�	
czono�ci�

W zwizku z tym warto�� � nie mo�e by� ograniczona
 co przeczy wcze�niej	
szemu za�o�eniu� W konsekwencji
 wyk�adnik r w nier�wno�ci ������ nie mo�e
by� wi�kszy ni� ��K 
 co ko�czy dow�d twierdzenia� �

Jak wiadomo �����
 maksymalna warto�� wyk�adnika r w warunku H�oldera
jest r�wna odwrotno�ci wymiaru kostki
 kt�r krzywa wype�nia
 czyli r � ��d�
W powy�szym twierdzeniu K oznacza maksymaln liczb� z�o�e� elementarnych
funkcji x�t�� y�t�
 wyst�pujcych w de�nicji krzywej iterowanej G�t�� W przy	
padku d	wymiarowym minimalna warto�� K nie mo�e by� mniejsza ni� dlog� de

gdy� tylko wtedy ka�da z d wsp��rz�dnych opisana jest przez inn funkcj� z�o�on
� kombinacj� x�t� oraz y�t��

Twierdzenie ����� m�wi o tym
 �e warto�� wyk�adnika r # ��K nie mo�e
by� zwi�kszona� W konsekwencji
 poza szczeg�lnymi przypadkami
 gdy K jest
dok�adnie r�wne log� d
 krzywe wype�niajce zde�niowane metod iterowania
dwuwymiarowych odwzorowa� nie osigaj maksymalnej warto�ci wyk�adnika
w warunku H�oldera r�wnej ��d� Tylko w sytuacji
 gdy d # �� �� � � � � �K� K � �

mo�na zde�niowa� w ten spos�b krzyw wype�niajc kostk� Id
 kt�ra nale�y do
klasy funkcji h�olderowskich rz�du ��d� Innymi s�owy
 technika sk�adania odwzoro	
wa� dwuwymiarowych prowadzi wprawdzie do konstruowania wielowymiarowych
krzywych wype�niajcych
 lecz s to krzywe o na og�� gorszych w�asno�ciach za	
chowywania blisko�ci�

��� Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono przegld r��nych sposob�w de�niowania wielowymia	
rowych krzywych wype�niajcych� Samopodobn krzyw Fd wype�niajc kostk�
Id mo�na traktowa� jako obiekt fraktalny� W zwizku z tym om�wiono jedn
z najbardziej popularnych technik de�niowania obiekt�w fraktalnych
 systemy
iterowanych odwzorowa� zw��ajcych
 tzw� IFS
 jako narz�dzie do generowania
krzywych wype�niajcych� W szczeg�lno�ci
 przedstawiono metod� konstrukcji
wielowymiarowej krzywej Sierpi�skiego za pomoc odpowiedniego uk�adu IFS�
Proponowana konstrukcja jest oryginalnym wk�adem autorki w dziedzin�� Cech
charakterystyczn proponowanej metody jest bardzo precyzyjny wyb�r zbioru
pocztkowego
 kt�ry podlega dalszemu iterowaniu� Zbi�r ten sk�ada si� z punk	
t�w sta�ych dw�ch skojarzonych ze sob odwzorowa� �zde�niowanych w kostce
Id oraz na odcinku I��� Wyb�r ten pozwala na wyznaczanie w sko�czonej liczbie
krok�w dok�adnych warto�ci atraktora IFS
 kt�rym jest krzywa wype�niajca�



���� Podsumowanie 	�

W powy�szym rozdziale wskazano tak�e na zwizki odpowiednich system�w
iterowanych odwzorowa� z uk�adami r�wna� funkcyjnych de�niujcymi te same
krzywe wype�niajce� Wyniki te s r�wnie� oryginalnym wk�adem autorki�

Na koniec przedyskutowano metod� konstruowania wielowymiarowych krzy	
wych wype�niajcych
 polegajc na sk�adaniu odwzorowa� dwuwymiarowych�
W twierdzeniu ����� wskazano na s�ab przydatno�� praktyczn tego typu me	
tod
 szczeg�lnie w kontek�cie w�asno�ci zachowywania przez krzyw blisko�ci

w por�wnaniu do metod bezpo�redniej konstrukcji wielowymiarowych krzywych

kt�rych przyk�adem mog by� konstrukcje stosujce uk�ady iterowanych odwzo	
rowa� zw��ajcych lub rozwijane w nast�pnym rozdziale metody opisu wielowy	
miarowych krzywych w postaci uk�adu r�wna� funkcyjnych�



Rozdzia� �

Wielowymiarowe krzywe

wype�niaj�ce

W rozdziale tym zaproponowane zostan oryginalne opisy de�nicyjne wielowy	
miarowych krzywych wype�niajcych kostk� Id
 podane w postaci odpowiednich
uk�ad�w r�wna� funkcyjnych
 kt�rych rozwizaniem jest odwzorowanie w postaci
konkretnej krzywej wype�niajcej� Krzywe te s uog�lnieniami dwuwymiarowych
krzywych Hilberta
 Peano i Sierpi�skiego przedstawionych w rozdziale ��

Wspomniane uk�ady r�wna� funkcyjnych oparte s bezpo�rednio na postulo	
wanych w�asno�ciach geometrycznych poszczeg�lnych krzywych� Niekt�re z tych
w�asno�ci s od dawna znane �����
 �����
 nie by�y one jednak u�ywane do de	
�niowania krzywych� Jedynym wyjtkiem jest wspomniana w rozdziale � praca
Sierpi�skiego �����
 w kt�rej rozwa�ana jest dwuwymiarowa krzywa wype�niajca

nazwana potem krzyw Sierpi�skiego�

W ka�dym z przypadk�w wyj�ciowy uk�ad r�wna� funkcyjnych zostanie prze	
kszta�cony do r�wnowa�nej postaci
 umo�liwiajcej jego efektywne rozwizanie
dzi�ki odpowiedniej procedurze rekurencyjnej� Procedury te pozwalaj na wy	
znaczenie dok�adnych warto�ci odwzorowa� na zbiorach g�stych w I�� Natural	
nie
 zbiory te s r��ne dla r��nych typ�w krzywych� Ponadto odpowiedni zbi�r
warto�ci odwzorowania jest za ka�dym razem pewnym zbiorem g�stym w Id�

Z jednostajnej cig�o�ci badanych odwzorowa� �spe�nienie odpowiednich wa	
runk�w H�oldera na zbiorze g�stym w I�� wynika mo�liwo�� jednoznacznego prze	
d�u�enia ka�dego z odwzorowa� na ca�y odcinek I��

W rozdziale tym zbadano r�wnie� podstawowe w�asno�ci zaproponowanych
odwzorowa�
 w szczeg�lno�ci odpowiednie szczeg��owe sformu�owania warunku
H�oldera spe�nianego przez poszczeg�lne krzywe wielowymiarowe�




� Rozdzia� �� Wielowymiarowe krzywe wype�niaj�ce

�� Wielowymiarowa krzywa Hilberta

W przypadku de�niowania krzywej Hilberta wype�niajcej wielowymiarow kos	
tk� Id nale�y raczej m�wi� o ca�ej rodzinie wielowymiarowych krzywych Hilberta

kt�rej reprezentanci charakteryzuj si� podobnymi
 lecz nie identycznymi
 w�a	
sno�ciami geometrycznymi�

Og�ln koncepcj� de�niowania wielowymiarowej krzywej Hilberta
 w opar	
ciu o r��nego typu kody Graya
 przedstawi� Gilbert ����� W tym miejscu na	
le�y odwo�a� si� do og�lnego opisu konstrukcji krzywej wype�niajcej przytoczo	
nego w podrozdziale ��� oraz szczeg���w konstrukcji krzywej Sierpi�skiego z roz	
dzia�u �� U�ycie r��nych typ�w kod�w Graya do porzdkowania podzia�u kostki
wielowymiarowej prowadzi do otrzymania r��nych wariant�w wielowymiarowych
krzywych wype�niajcych ����
 ����� W niniejszej pracy ograniczymy si� do po	
rzdku de�niowanego przez klasyczny
 re'eksywny �odbity� binarny kod Graya

kt�rego opis znajduje si� w podrozdziale ������

Przedstawimy dalej now de�nicj� wielowymiarowej krzywej Hilberta
 kt�ra
zawiera
 ze wzgl�du na w�asno�ci symetrii
 z kt�rych korzystamy
 jedynie d&� wie	
lowymiarowych r�wna� funkcyjnych� Niech FHd�t� # �x��t�� x��t�� � � � � xd�t��� t �
��� �� oznacza odwzorowanie przeprowadzajce punkty z odcinka w punkty hyper	
kostki Id # ��� ������ ���� � ����� ��� W szczeg�lnym przypadku
 gdy wymiar kostki
�d� jest r�wny trzy
 r�wnania de�niujce krzyw wype�niajc maj posta�"

x��t� # x���t���
x��t� # x���t���
x��t� # x���t���

� � � t � ���� �����

x��t� # ��� & x������ t�
x��t� # ���� x������ t�
x��t� # x������ t�

� ��� � t � ���� �����

x��t� # x������ t�
x��t� # ��� & x������ t�
x��t� # ���� x������ t�

� ��� � t � ���� �����

x��t� # x���� t�
x��t� # x���� t�

x��t� # �� x���� t�
� ��� � t � �� �����

%atwo sprawdzi�
 �e FH���� # ��� �� ��
 a FH���� # ��� �� ��� Warto�� od	
wzorowania w punkcie ���
 czyli FH������ # ��� ���� ���� jest charakterystyczna
dla tej wersji krzywej� Na rysunku ��� przedstawiono aproksymacj� krzywej FH�
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Rys� ���� Aproksymacja krzywej Hilberta w ��D
Fig� ���� Approximation of the Hilbert space��lling curve in ��D

powsta� przez po�czenie punkt�w z kostki odpowiadajcych warto�ciom ar	
gument�w t # i��� & ����� i # �� � � � � �� � �� *rodkiem kostki I� jest punkt
odpowiadajcy argumentowi t # ����

Istnieje kilka r��nych algorytm�w generowania wielowymiarowych krzywych
Hilberta� Niekt�re z nich
 stosowane w przetwarzaniu obraz�w �����
 ����
 doty	
cz nie tyle idealnych krzywych
 ile dyskretnych odwzorowa�
 kt�re nie posiadaj
wymaganych w�asno�ci �por�wnaj rozdzia� ����� Cig� wersj� odwzorowania po	
zwala uzyska� algorytm Butza ����
 ����� Jest to bitowo zorientowany
 rekuren	
cyjny algorytm
 kt�ry ma podobne w�asno�ci jak przedstawiony w niniejszym
podrozdziale algorytm b�dcy rozwizaniem odpowiedniego uk�adu r�wna� funk	
cyjnych� Podobnie u�yteczne
 naturalnie w odpowiedniej implementacji
 mog by�
algorytmy
 w kt�rych zastosowano IFS �����
 ���
 �����
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Tr�jwymiarowa krzywa Hilberta
 zde�niowana za pomoc IFS przez Sagana
�����
 oraz krzywa generowana przez algorytm Butza ���� s r��nymi wersjami
wielowymiarowej krzywej Hilberta� R��ni si� one tak�e od krzywej zde�niowa	
nej przez uk�ady r�wna� ������������ Jak wida�
 ju� w przypadku tr�jwymiaro	
wym mo�na otrzyma� niewtpliwie r��ne krzywe
 cho� ich geometria jest bardzo
podobna i we wszystkich stosowany jest ten sam kod Graya do uporzdkowania
wierzcho�k�w kostki Id�

Wielowymiarow krzyw Hilberta wype�niajc kostk� Id mo�emy zde�nio	
wa� jako odwzorowanie FHd�t� # �x��t�� � � � � xd�t�� " I� � Id spe�niajce
nast�pujce warunki"

x��t� # xd��d t���
x��t� # x���d t���

	 	 	
xd�t� # xd����d t���

� t � ��� ��d�� �����

x��t� # ��� & xd����d�� � t�
x��t� # ���� x�����d�� � t�

x��t� # x�����d�� � t�
	 	 	

xd�t� # xd������d�� � t�

� t � ����d� ���d���� �����

	 	 	
x��t� # x�����d�k � t�
x��t� # x�����d�k � t�

	 	 	
xk���t� # xk������d�k � t�
xk�t� # ��� & xd����d�k � t�
xk���t� # ���� xk����d�k � t�
xk���t� # xk������d�k � t�

	 	 	
xd�t� # xd������d�k � t�

� t � ����d�k��� ���d�k�� �����

	 	 	
x��t� # x������ t�
x��t� # x������ t�

	 	 	
xd���t� # xd������� t�

xd���t� # ��� & xd����� t�
xd�t� # ���� xd������� t�

� t � ����� ����� �����
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x��t� # x���� t�
x��t� # x���� t�

	 	 	
xd���t� # xd����� t�
xd�t� # �� xd��� t�

� t � ����� ��� �����

Uk�ad r�wna� ����� opisuje rodzaj samopodobie�stwa de�niowanej krzywej�
Ostatni z uk�ad�w r�wna� ����� opisuje symetri� krzywej ze wzgl�du na zmienn
xd� Pozosta�e r�wnania ����������� dotycz wewn�trznych symetrii krzywej FHd�

Z r�wnania ����� wynika wprost
 �e FH�d��� # ��� � � � � ��� Przekszta�cimy
uk�ad r�wna� ����������� do postaci"

x��t� # xd��d t���
x��t� # x���d t���

	 	 	
xd�t� # xd����d t���

� t � ��� ��d�� ������

x��t� # ��� & xd����d�� � t�
x��t� # ���� x�����d�� � t�

x��t� # x�����d�� � t�
	 	 	

xd�t� # xd������d�� � t�

� t � ����d� ���d���� ������

	 	 	
x��t� # x�����d�k � t�
x��t� # x�����d�k � t�

	 	 	
xk���t� # xk������d�k � t�
xk�t� # ��� & xd����d�k � t�
xk���t� # ���� xk����d�k � t�
xk���t� # xk������d�k � t�

	 	 	
xd�t� # xd������d�k � t�

� t � ����d�k��� ���d�k�� ������

	 	 	
x��t� # x������ t�
x��t� # x������ t�

	 	 	
xd���t� # xd������� t�

xd���t� # ��� & xd����� t�
xd�t� # ���� xd������� t�

� t � ����� ����� ������
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x��t� # x���� t�
x��t� # x���� t�

	 	 	
xd���t� # xd����� t�
xd�t� # �� xd��� t�

� t � ����� ��� ������

Twierdzenie ����� Uk�ad r�wna� ��	������	���� wraz z warunkiem FHd��� #
��� � � � � ��� jest r�wnowa�ny z uk�adem r�wna� ��	�����	��	 Rozwi�zaniem uk�adu
r�wna� ��	������	��� jest krzywa wype�niaj�ca kostk� Id	

Dow�d� Dow�d powy�szego twierdzenia mo�na przeprowadzi� analogicznie jak
dowody lemat�w ���
 ���
 ���� dotyczcych krzywych dwuwymiarowych� �

U�ycie uk�adu r�wna� �������������
 wraz z warunkiem FHd��� # ��� � � � � ���
pozwala na wyznaczenie dok�adnych warto�ci odwzorowania we wszystkich punk	
tach t # i��kd� i # �� �� � � � � �kd� k # �� �� � � � W przypadku dowolnego
 natu	
ralnego
 sko�czonego k
 liczba rekurencji potrzebnych przy wyznaczaniu warto�ci
FHd�i��kd� nie przekracza �d&�� k� Skorzystanie z w�asno�ci poszczeg�lnych r�w	
na� prowadzi do wyznaczenia dok�adnej warto�ci FHd�i��kd� przy nak�adzie ob	
licze� rz�du O�k d�� Podobn z�o�ono�� obliczeniow ma wspomniany wcze�niej
algorytm Butza �����

Dalsze w�asno�ci krzywej Hilberta

Z w�asno�ci de�niujcych wielowymiarow krzyw Hilberta ����������� wynika
bezpo�rednio
 �e warto�ci funkcji FHd�t� znajduj si� w kostce Id
 a w szczeg�l	
no�ci" dla � � t � ���d znajduj si� w kostce ��� ����� ��� ����� � � �� ��� ���� dla
���d � t � ���d�� znajduj si� w kostce ����� ��� ��� ����� � � �� ��� ���� itd� ���

a dla ��d � ����d � t � � nale� do kostki ��� ����� � � �� ��� ����� ����� ���

Zauwa�my
 �e z ����������� wynika
 i�
FHd��� # ��� �� � � � � ��

FHd����� # ��� �� � � � � �� ���� ����

FHd����� # ��� �� � � � � �� ���� ���� ��

itd�

FHd����d� # ����� ���� �� �� � � � � ��

FHd��� # ��� �� � � � � �� ���
Korzystajc z r�wna� �����������
 jeste�my w stanie okre�li� pozosta�e wsp��	

rz�dne na odcinku
 kt�re s odwzorowywane w punkty wierzcho�kowe punkt�w
wierzcho�kowych kostki Id
 a w konsekwencji ich kolejno�� na krzywej wype�nia	
jcej�
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Przyk�adowo
 dla wymiaru d # �
 wierzcho�kowi ��� �� �� odpowiada argument
t # t�
 kt�ry musi si� znajdowa� w przedziale ����� ����
 gdy� tylko wtedy x��t� �
��� oraz x��t�� x��t� � ���� Std

x��t�� # � # ��� & x������ t���
x��t�� # � # ���� x������ t���

x��t�� # � # x������ t��

i dalej stosujc r�wnanie �����"

x���� �t���� # ����
x���� �t���� # ��
x���� �t���� # ����

W konsekwencji otrzymujemy"

x���� �t�� # ��
x���� �t�� # ��
x���� �t�� # �

oraz z ����� otrzymujemy"
x���t� � �� # ��
x���t� � �� # ��
x���t� � �� # ��

Z powy�szych r�wno�ci wynika
 �e �t� � � � ����� ����
 co w konsekwencji
prowadzi do

x���t� � �� # � # x������ �t���
x���t� � �� # � # ��� & x������ �t���
x���t� � �� # � # ���� x������ �t��

oraz �przy u�yciu ������

x����� ��t�� # ��
x����� ��t�� # ��
x����� ��t�� # ��

Oznaczmy
 dla skr�cenia zapisu
 t� # �� � ��t�� Korzystajc kolejno z r�w	
na� �����
 ����� i �����
 otrzymujemy"

x���t� � �� # ��
x���t� � �� # ��
x���t� � �� # ��
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std wynika
 �e t� # �t� � �
 czyli t� # ���� Automatycznie z r�wnania ����� wy	
nika
 �e punktowi ��� �� �� musi odpowiada� argument ����� # ���� Korzystajc
z oprzednich wynik�w
 mo�emy obliczy� warto�� t� jako ��� � t����� # ������
i wyznaczy� FH����t�� # FH���������� # ��� �� ��
FH�����t�� # FH�������� #
��� �� ��
 FH���t� � �� # FH�������� # ��� �� ��� W ten spos�b okre�lili�my przy	
porzdkowanie wierzcho�kom kostki Id odpowiednich punkt�w z odcinka I��

Nale�y zwr�ci� uwag� na fakt
 i� punktom wierzcho�kowym kostki Id odpo	
wiadaj pojedyncze warto�ci argumentu t � I�
 odwzorowanie FHd�t� jest w tych
punktach wzajemnie jednoznaczne�

Lemat ��� Dla ka�dego t�� t� � ���d oraz a # ���d� � � � � ��d � ����d zachodzi

jjFHd�t��� FHd�t��jj # jjFHd�t� & a�� FHd�t� & a�jj� ������

Dow�d� Dow�d lematu wynika bezpo�rednio z w�asno�ci uk�adu r�wna� de�niu	
jcych odwzorowanie
 czyli ������������ �

Twierdzenie ����� Wielowymiarowa krzywa Hilberta spe�nia warunek H�oldera�

jjFHd�t��� FHd�t��jj � �d jt� � t�j��d� t�� t� � I�� ������

gdzie �d # � �d& �����	

Dow�d� Dla dowolnej pary t�� t� � I� istnieje takie ca�kowite N � �
 �e

��	N��
d � jt� � t�j � ��Nd�

Zauwa�my
 �e bez straty og�lno�ci mo�emy przyj� t� � t�� Je�li N # �
 to
zachodzi jjFHd�t��� FHd�t��jj �

p
d oraz jt�� t�j � ��d
 co od razu prowadzi do

spe�nienia nier�wno�ci ������
 gdy�

jjFHd�t��� FHd�t��jj�jt� � t�j��d � �
p
d � �

p
d & ��

Je�eli N # �
 to z lematu ��� oraz z r�wnania ����� wynika
 �e

jjFHd�t��� FHd�t��jj # jjFHd�+t��� FHd�+t��jj�
gdzie jt� � t�j # j+t� � +t�j
 przy czym +t�� +t� � ��� ��d� bd� +t� � ��� ��d�
 a +t� �
���d� ��d���� W konsekwencji jjFHd�t��� FHd�t��jj � ���

p
d & �
 gdy� w najgor	

szym przypadku FHd�+t�� � ��� ����� ��� ����� � � �� ��� ����
 natomiast FHd�+t�� �
����� ��� ��� ����� � � �� ��� ����� Poniewa� jt�� t�j � ���d
 czyli jt�� t�j��d � ���

otrzymujemy po podzieleniu jjFHd�t�� � FHd�t��jj�jt� � t�j��d � dok�adnie war	
to�� sta�ej �d� Je�li N � �
 to post�pujemy podobnie
 korzystajc uprzednio
z w�asno�ci ������ �
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%atwo zauwa�y�
 �e podana w twierdzeniu warto�� �d zale�y od wymiaru
przestrzeni i jest jedynie zgrubnym oszacowaniem najlepszej sta�ej� Na przyk�ad
dla d # � warto�� ��d & ����� wynosi ������ Jak wykazano w podrozdziale ���

optymalna warto�� sta�ej wynosi w tym przypadku �����

Istnieje mo�liwo�� wyznaczenia optymalnej sta�ej tak�e dla wymiaru wi�k	
szego od d # �� Ze wzgl�du na z�o�ono��
 poka�emy metod� wyznaczania ta	
kiej sta�ej na przyk�adzie tr�jwymiarowej krzywej Hilberta zde�niowanej przez
������������

W szczeg�lnym przypadku
 gdy t� # � lub t� # �
 warto�� sta�ej w nier�wno�ci
H�oldera mo�na jeszcze bardziej ograniczy�� M�wi o tym nast�pujcy lemat"

Lemat ��� Tr�jwymiarowa krzywa Hilberta zde�niowana przez ��	��� ��	�� spe��
nia warunek

jjFH��t�jj� � +�� t� � � t � �� ������

gdzie +�� #
p

�� ������� jest najmniejsz� wartoci�� dla kt�rej zachodzi nier�w�
no� ��	���	

Dow�d� Dow�d ten ma podobn konstrukcj� jak dow�d analogicznego lematu
�por� lemat ���� i twierdzenie ������ w przypadku dwuwymiarowym�

Niech zbi�r

T � # f �� ������� ���� ������ ������ ���� �������� � g
# f F��

H���� �� ��� F��
H���� �� ��� F��

H���� �� ��� F��
H���� �� ���

F��
H���� �� ��� F��

H���� �� ��� F��
H���� �� ��� F��

H���� �� �� g

b�dzie zbiorem punkt�w na odcinku I�
 kt�rym odpowiadaj w transformacji FH�

wierzcho�ki kostki jednostkowej Id�
Warto�ci ze zbioru T k # f�t� & i���k� i # �� �� � � � � �k � �� t� � T �g b�d

punktami w�z�owymi w k	tej aproksymacji krzywej Hilberta� Zawsze spe�niony
jest warunek T k � T k��� Ponadto �atwo pokaza�
 korzystajc z �����������
 �e
punkty FH��t�
 przy t � T k
 maj wsp��rz�dne b�dce wielokrotno�ci ��k �

Wyznaczmy ��k # maxt�T k jjFH��t�jj�t� t �# �
 dla kolejnych warto�ci k #
�� �� �� � � � Poczwszy od k # � otrzymujemy warto�� ��� # ��� #

p
�� ��������

Maksimum osigane jest w punkcie ��� �� ���� dla argumentu tg # ������� #
����� & ��������� Proces indukcji niezupe�nej nale�y w tym miejscu uzupe�ni�
poprzez pokazanie
 i� ze spe�nienia ������ dla t � T k wynika
 �e ������ zachodzi
tak�e dla t � T k��
 przy czym k # �� � � �

Niech t � T k�� oraz niech t � ���d # ���� Wtedy
 korzystajc z ����� oraz
faktu
 i� �t � T k
 otrzymujemy jjFH��t�jj # jjFH���t�jj�� � �� � +����� ��t���� #
+����� t���
 co ko�czy dow�d dla t � ����
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Dla pozosta�ych warto�ci argumentu t
 poza przedzia�em ������� ������
 spe�	
nienie nier�wno�ci ������ wynika z analizy najgorszego przypadku w odpowied	
nich podprzedzia�ach� I tak
 dla t � ��� otrzymujemy max jjFH��t�jj # ����
 std
jjFH��t�jj��t � ��� 	 p�� � +���

Podobne rozumowanie mo�na przeprowadzi� w pozosta�ych przypadkach
 do	
tyczcych nie sprawdzonych do tej pory warto�ci argumentu t
 przy czym po	
dzia�u odcinka jednostkowego wystarczy dokona� z dok�adno�ci do
 co najwy�ej

�����

Przy t � ������� ������ mamy max jjFH��t�jj # jj��� �� ����jj
 std nier�wno��
������ jest spe�niona dla t � �tg� �������

Pozosta�a cz��� dowodu wynika z faktu
 �e w odpowiednich przedzia�ach �tg�
��� 	���	s��
� tg���� 	���s�� s # �� �� � � � � k&�
 minimalna warto�� t � T k�� jest
r�wna tsm # tg���� 	��	s��
� Ponadto przy t � �tg���� 	���	s��
� tg���� 	���s�
zachodzi

jjFH��t��jj� � max�� & ���� & ��� ��s��� � & ����� ��s��� # � & ����� ��s���

std otrzymujemy dla s � � i przy za�o�eniu
 �e k � �
 i�

max jjFH��t�jj��t � �� & ����� ��s�������tsm � � 	 ��������� # +��� ������

Przedzia� �tg� ��� 	 ���	k��
� tg� nie zawiera �adnego punktu nale�cego do T k��

dlatego mo�emy go pomin�� W przypadku s # � mamy tg � ��� 	 ��� # ������
Przedzia� ������� tg � ��� 	 ���� # ��������� �������� trzeba podzieli� na dwa
podprzedzia�y" ������� �����& ���� # ��������� �������� oraz �������� ���������
W przedziale ������� �������� zachodzi max jjFH��t�jj�	����� � �����	��������&
���������� � +��� Je�li s # �
 to tsm # ������� i nadal max jjFH��t�jj� � ��&�����
��s������� Gdy t � ��������� ��������
 wtedy otrzymujemy

max jjFH��t�jj��t � �� & ����� ��s������

tsm
# +��� ������

co ko�czy dow�d poprzez indukcj�� Poniewa� T k �k # �� �� � � �� jest zbiorem g�	
stym w ��� ��
 a FH��t� jest odwzorowaniem cig�ym
 w�asno�� ������ mo�emy
wi�c przed�u�y� na ca�y odcinek I�� �

Twierdzenie ���� Tr�jwymiarowa krzywa Hilberta� zde�niowana przez uk�ad
r�wna� ��	�����	��� spe�nia nier�wno� H�oldera�

jjFH��t��� FH��t��jj � �� jt� � t�j���� t�� t� � I�� ������

gdzie ��� #
p

� 	 ��������



���� Wielowymiarowe krzywe Sierpi�skiego ��

Dow�d� Dow�d twierdzenia mo�na przeprowadzi� w analogiczny spos�b jak do	
w�d lematu ���� �

Schemat dowodowy
 dotyczcy wyznaczania najlepszej sta�ej w warunku H�ol	
dera
 mo�na zastosowa� tak�e w przypadku wymiaru d � �� Jednak�e liczba
szczeg�lnych przypadk�w
 kt�r nale�y uwzgl�dni�
 ro�nie wyk�adniczo wraz ze
wzrostem wymiaru krzywej�

W pracy Butza ���� podano inne oszacowanie sta�ej w warunku H�oldera� Mimo
�e odnosi si� ono do nieco innego wariantu wielowymiarowej krzywej Hilberta

to
 ze wzgl�du na w�asno�ci
 z kt�rych korzystamy w dowodzie
 mo�e by� zasto	
sowane r�wnie� w odniesieniu do pozosta�ych typ�w wielowymiarowej krzywej
Hilberta� Je�eli d # �
 to warto�� sta�ej wyznaczona na podstawie twierdzenia
����� wynosi ���� �����
 odpowiednia warto�� wynikajca z oszacowania Butza jest
r�wna ���� �����
 natomiast optymalna warto�� sta�ej wyznaczona na podstawie
twierdzenia ����� wynosi nieco mniej ni� ��� �������

�� Wielowymiarowe krzywe Sierpi�skiego

Opis dwuwymiarowej krzywej Sierpi�skiego w postaci uk�adu r�wna� ����� jest
�ci�le zwizany z metod generowania krzywych z u�yciem iterowanych odwzoro	
wa� zw��ajcych �IFS� �por� rozdzia� ��� Na podstawie ka�dej z par r�wna� �����
mo�na poda� wprost par� odwzorowa�" odcinka jednostkowego I� i jednostkowej
kostki I�
 odpowiednio
 w I� oraz I��

Uog�lnianie dwuwymiarowej krzywej Sierpi�skiego na przypadek wielowymia	
rowy wymaga odpowiedzi na szereg pyta� wi�cych si� z wyborem postulowa	
nych w�asno�ci konstruowanej krzywej� Oczywi�cie
 nale�y dalej zwery�kowa�

czy w og�le istnieje wielowymiarowa krzywa wype�niajca
 kt�ra spe�nia postu	
lowane warunki� W przypadku dwuwymiarowym
 kwadrat I� podzielony jest na
dwa elementarne tr�jkty i krzywa wype�niajca I� faktycznie kolejno wype�	
nia najpierw jeden
 a potem
 symetrycznie
 drugi tr�jkt� Na pytanie
 co ma
by� odpowiednikiem tr�jkta w przypadku kostki Id
 trudno jest odpowiedzie�
wprost� Jak zobaczymy dalej
 spos�b podzia�u kostki Id na dwie cz��ci
 kt�re
mo�na pokry� samopodobnymi kopiami
 zostanie zde�niowany po�rednio
 jako
efekt dzia�ania odwzorowania b�dcego odpowiedni krzyw wype�niajc�

Opis z�o�ony z �d&� transformacji odwzorowujcych ca� kostk� Id na odpo	
wiedni podkostk� lub jej cz��� �tr�jktn w przypadku dwuwymiarowym� mo�na
zastpi� d&� uk�adami r�wna� funkcyjnych
 w kt�rych korzystamy z wybranych
w�asno�ci geometrycznych konstruowanej krzywej� Porzdek
 w kt�rym krzywa
wype�niajca przechodzi przez poszczeg�lne podkostki o boku ���
 zostanie dalej
zde�niowany z u�yciem odpowiednich kod�w Graya�



�� Rozdzia� �� Wielowymiarowe krzywe wype�niaj�ce

Wielowymiarow krzyw Sierpi�skiego
 dla wymiaru d b�dcego liczb parzy	
st
 mo�emy zde�niowa� jako odwzorowanie FSd�t� # �x��t�� � � � � xd�t�� " I� �
Id spe�niajce nast�pujce warunki"

x��t� # ���� x���d �t & cd���d�����
x��t� # ���� x���d �t & cd���d�����

	 	 	
xd�t� # ���� xd��d �t & cd���d�����

t � ��� bd���d��

������

x��t� # ���� x���d �t & cd���d � ������
x��t� # ���� x���d �t & cd���d � ������

	 	 	
xd�t� # ���� xd��d �t & cd���d � ������

t � ��� cd���d� ���

������

x��t� # ��� & x���� �d�t� bd���d�����
x��t� # ���� x���� �d�t� bd���d�����

	 	 	
xd�t� # ���� xd��� �d�t� bd���d�����
t � �bd���d� t��� t� # bd ���d & ��d�

������

x��t� # x���t� � t��
x��t� # �� x���t� � t��
x��t� # x���t� � t��

	 	 	
xd�t� # xd��t� � t��

t � �t�� t��� t� # t� & ��d���

������

	 	 	
x��t� # x���td�� � t��
x��t� # x���td�� � t��

	 	 	
xd�t� # �� xd��td�� � t��

t � �td��� td�� td # td�� & ��� # �� cd ���d�

������

Je�li w kt�rym� z powy�szych wyra�e� warto�� argumentu jest mniejsza od
zera
 to nale�y przyj� xi�t� # xi�t& �� dla t � �� i # �� �� � � � � d
 gdy natomiast
t � �
 przyjmujemy xi�t� # xi�t � ��
 i # �� �� � � � � d� W powy�szych uk�adach
r�wna� cd jest sta� zale�n od wymiaru� Sta�a ta okre�la wzgl�dne po�o�enie
��� �� �� � � � � �� w cigu binarnych
 d�elementowych kod�w Graya ����
 natomiast



���� Wielowymiarowe krzywe Sierpi�skiego ��

bd��d # � � cd��d� %atwo sprawdzi�
 �e dla d # � zachodzi cd��d # bd��d # ���
oraz w og�lnym przypadku c�k # ��� 	������k� ��k
 c�k�� # c�k��� k # �� �� � � �

Z uk�adu r�wna� ������������� wynika
 �e FSd�cd��d� # ��� � � � � ��
 a w kon	
sekwencji FSd��� # ��� � � � � �� oraz FSd��� # ��� � � � � ���

Przekszta�cimy uk�ad r�wna� ������������� do postaci"

x��t� # ���� x���d �t & cd���d�����
x��t� # ���� x���d �t & cd���d�����

	 	 	
xd�t� # ���� xd��d �t & cd���d�����

t � ��� bd���d��

������

x��t� # ���� x���d �t & cd���d � ������
x��t� # ���� x���d �t & cd���d � ������

	 	 	
xd�t� # ���� xd��d �t & cd���d � ������

t � ��� cd���d� ���

������

x��t� # ��� & x���� �d�t� bd���d�����
x��t� # ���� x���� �d�t� bd���d�����

	 	 	
xd�t� # ���� xd��� �d�t� bd���d�����
t � �bd���d� t��� t� # bd ���d & ��d�

������

x��t� # x���t� � t��
x��t� # �� x���t� � t��
x��t� # x���t� � t��

	 	 	
xd�t� # xd��t� � t��

t � �t�� t��� t� # t� & ���d���

������

	 	 	
x��t� # x���td�� � t��
x��t� # x���td�� � t��

	 	 	
xd�t� # �� xd��td�� � t��

t � �td��� td�� td # td�� & ��� # �� cd ���d�

������

Je�li d jest liczb nieparzyst
 to uk�ad r�wna� ������������� jest sprzeczny�
Jak �atwo sprawdzi�
 nie ma na przyk�ad jednoznacznego rozwizania uk�adu
r�wna� ������������� dla t # cd��d� Oznacza to
 �e gdy wymiar d jest liczb nie	
parzyst
 nie mo�na w postaci uk�adu r�wna� ������������� zde�niowa� krzywej



�� Rozdzia� �� Wielowymiarowe krzywe wype�niaj�ce

wype�niajcej
 a jedynie odwzorowanie niecig�e w przeliczalnej liczbie punkt�w
z odcinka I��

Podstawienie r�wna� ������
 ������ i ������ do pozosta�ych d � � r�wna�
������������� prowadzi do otrzymania �d � � nowych uk�ad�w r�wna� postaci"

x��t� # ���� ����� ��l� 	 x���d�t�ml���
x��t� # ���� ����� ��l� 	 x���d�t�ml���

	 	 	
xd�t� # ���� ����� �dl� 	 xd��d�t�ml���
ml # bd ���d & �l� �� ��d� t � �ml� ml����

l # �� �� � � � � �d � �

������

oraz

x��t� # ���� ����� ��l� 	 x���d�ml � t���
x��t� # ���� ����� ��l� 	 x���d�ml � t���

	 	 	
xd�t� # ���� ����� �dl� 	 xd��d�ml � t���

ml # bd ���d & l ��d� t � �ml��� ml��
l # �� �� � � � � �d � ��

������

gdzie �il # � lub � oraz ���l� ��l� � � � � �dl� # gd�l jest l�tym elementem cigu
kod�w Graya
 odpowiadajcym l�temu wierzcho�kowi kostki Id �por� rozdzia�
�������

Przypomnijmy
 �e z ������������� wynika" FSd�cd��d� # ��� �� � � � � �� oraz
FSd��� # FSd��� # ��� �� � � � � ��� Korzystajc z w�asno�ci �������������
 jeste�my
w stanie okre�li� pozosta�e wsp��rz�dne na odcinku
 kt�re s odwzorowywane
w punkty wierzcho�kowe punkt�w wierzcho�kowych kostki Id
 a w konsekwencji
kolejno�� wierzcho�k�w na krzywej wype�niajcej� W przypadku dowolnego
 pa	
rzystego d
 argument t # t�
 kt�ry odpowiada wierzcho�kowi ��� �� � � � � �� ��
 musi
znajdowa� si� w przedziale �bd ���d� ��d&bd ���d��� Tylko wtedy bowiem zachodzi
x��t�� � ��� oraz x��t��� � � � � xd�t�� � ���� Std
 korzystajc z ������ lub ������
otrzymujemy

x��t�� # � # ��� & x��� & bd��d � �dt�����
x��t�� # � # ���� x��� & bd��d � �dt�����
x��t�� # � # ���� x��� & bd��d � �dt�����

� � �
xd�t�� # � # ���� xd�� & bd��d � �dt�����

Z powy�szego wynika
 �e xi�� & bd��d � �dt�� # � dla i # �� �� � � � � d� W konse	
kwencji mamy � & bd��d � �dt� # cd��d i t� # � bd ���d�



���� Wielowymiarowe krzywe Sierpi�skiego �

W analogiczny spos�b mo�emy okre�li� wsp��rz�dne na odcinku I�
 odpowia	
dajce dalszym wierzcho�kom kostki Id� W ten spos�b otrzymamy

gd�i # FSd�i ��d� dla i # �� �� �� � � � � �d � ��

gd�i # FSd��i� �� ��d & bd ���d��� dla i # �� �� � � � � �d � ��

Korzystajc ze znanego schematu geometrycznej konstrukcji krzywej wype�nia	
jcej
 mo�emy teraz wykaza�
 �e odwzorowanie FSd jest d�wymiarow krzyw
wype�niajc�

Twierdzenie ����� Za���my� �e d jest liczb� parzyst�	 Uk�ad r�wna� funkcyj�
nych ��	������	���� uzupe�niony o warunek FSd�cd��d� # ��� �� � � � � ��� jest r�w�
nowa�ny z r�wnaniami ��	������	���	 Rozwi�zaniem uk�adu r�wna� ��	������	����
wraz z warunkiem FSd�cd��d� # ��� �� � � � � �� jest krzywa wype�niaj�ca kostk� Id	

Dow�d� Dow�d powy�szego twierdzenia mo�na przeprowadzi� analogicznie jak
dowody lemat�w ���
 ���
 ���� dotyczcych krzywych dwuwymiarowych� �

U�ycie r�wna� �������������
 wraz z warunkiem FSd�cd��d� # ��� �� � � � � ���
pozwala na wyznaczenie dok�adnych warto�ci odwzorowania FSd we wszystkich
punktach t # i��kd� i # �� �� � � � � �kd� k # �� �� � � � W przypadku dowolnego

naturalnego
 sko�czonego k
 liczba rekurencji potrzebnych przy wyznaczaniu od	
powiednich warto�ci FSd nie przekracza �d & �� �k & ��� Ponadto zbi�r warto�ci
FSd�i��kd�
 i # �� �� � � � � �kd� k # �� �� � � � jest zbiorem wszystkich punk	
t�w z Id
 kt�rych wsp��rz�dne maj sko�czone dw�jkowe rozwini�cia� Podobnie
jak w przypadku uprzednio analizowanej wielowymiarowej krzywej Hilberta
 sko	
rzystanie z w�asno�ci poszczeg�lnych r�wna� umo�liwia wyznaczenie dok�adnej
warto�ci FSd�i��kd� przy nak�adzie oblicze� rz�du O�k d� ������

Zaproponujemy teraz inn wersj� wielowymiarowej krzywej Sierpi�skiego� Dla
odr��nienia od poprzedniej krzywej
 b�dziemy j dalej oznacza� przez FMd� W ce	
lu uproszczenia zapisu
 oznaczenia poszczeg�lnych wsp��rz�dnych �x�� � � � � xd�
pozostan bez zmiany �bez dodatkowego indeksu wskazujcego
 kt�rego odwzo	
rowania dotycz��

Krzywa FMd jest rozwizaniem zmody�kowanego uk�adu r�wna� funkcyj	
nych �������������� Mody�kacja ta ma na celu zachowanie cig�o�ci transformacji
odcinka jednostkowego na kostk� wielowymiarow Id
 niezale�nie od tego
 czy d

jest liczb parzyst
 czy te� nie� Zastpienie r�wna� ������ przez

x��t� # ��� & x� ��d�t� bd���d�����
x��t� # ���� x� ��d�t� bd���d�����

	 	 	
xd�t� # ���� xd ��d�t� bd���d�����
bd ���d � t � t� # bd ���d & ��d

������



�� Rozdzia� �� Wielowymiarowe krzywe wype�niaj�ce

Rys� ���� Kolejne aproksymacje zmody�kowanej krzywej Sierpi�skiego w ��D
Fig� ���� Approximations of the modi�ed Sierpi�ski space��lling curve in ��D

prowadzi do powstania nowej krzywej wype�niajcej� W tym przypadku uk�ad
r�wna� ������
 ������
 ������
 ������������� ma rozwizanie dla dowolnego wy	
miaru przestrzeni d � �� Jednak�e
 gdy d # �
 otrzymujemy krzyw wype�nia	
jc
 kt�ra nie jest klasyczn krzyw Sierpi�skiego �por� rysunek ������
 a jedynie
krzyw podobn do niej�

Podstawienie r�wna� ������
 ������ oraz ������ do pozosta�ego uk�adu r�wna�
������������� prowadzi do otrzymania �d � � przekszta�ce� postaci"

x��t� # ���� ����� ��l� x���d�t�ml���
x��t� # ���� ����� ��l� x���d�t�ml���

	 	 	
xd�t� # ���� ����� �dl� xd��d�t �ml���
ml # bd ���d & �l� �� ��d� t � �ml� ml����

l # �� � � � � �d � ��

������

gdzie �il # � lub � oraz ���l� ��l� � � � � �dl� # gd�l
 jest l�tym elementem cigu
kod�w Graya odpowiadajcym l�temu wierzcho�kowi kostki Id�

Uk�ady r�wna� ������ wraz r�wnaniami ������
 ������ i ������ tworz r�wno	
wa�ny opis krzywej FMd�t� # �x��t�� x��t�� � � � � xd�t�
 dla kt�rego mo�na wskaza�
odpowiedni
 r�wnowa�ny zestaw IFS �por� ����� z rozdzia�u ��
 kt�rego atrakto	
rem jest zde�niowana w podrozdziale ����� krzywa Fd� W pracy autorki �����
zamieszczono implementacj� algorytmu generowania warto�ci FMd o z�o�ono�ci
obliczeniowej O�d��

�� Wielowymiarowa krzywa Peano

G�Peano nie poprzesta� na podaniu opisu krzywej dwuwymiarowej wype�niajcej
kwadrat jednostkowy
 ale sformu�owa� r�wnie� spos�b konstrukcji krzywej tr�j	



���� Wielowymiarowa krzywa Peano �	

wymiarowej wype�niajcej kostk� �	D �����
 ������ W odwzorowaniu podanym
przez Peano zastosowano tr�jkowe rozwini�cia liczb
 trudne do bezpo�redniego
uog�lnienia� Geometryczn konstrukcj� dwuwymiarowej krzywej Peano sformu	
�owa� w ���� roku Moore ������ Konstrukcj� t� w roku ���� uog�lni� na przy	
padek wielowymiarowy Milne ������ W pracy tej wskazano optymaln warto��
wyk�adnika w odpowiednim warunku H�oldera charakteryzujcym dan krzyw
wype�niajc� Krzywa zde�niowana przez Milne�a jest jedn z pierwszych �poza
pracami Butza ����
 ����� w pe�ni formalnych konstrukcji wielowymiarowej krzy	
wej wype�niajcej
 kt�ra spe�nia warunek H�oldera z wyk�adnikiem ��d
 gdzie d
jak zwykle oznacza wymiar wype�nianej kostki� Konstrukcja Milne�a jest trudna
do bezpo�redniego przekszta�cenia w efektywny algorytm obliczeniowy� Dalej za	
proponujemy opis de�niujcy za pomoc uk�adu r�wna� funkcyjnych
 t� sam
�z dok�adno�ci do kolejno�ci zmiennych� wielowymiarow krzyw Peano
 kt�rej
geometryczn konstrukcj� poda� Milne ������ De�nicja wielowymiarowej krzywej
Peano
 zaproponowana przez autork�
 jest kontynuacj schematu przedstawio	
nego w rozdziale po�wi�conym krzywym dwuwymiarowym�

Niech F d
P �t� # �x��t�� x��t�� � � � � xd�t��� t � I� oznacza cig�e odwzorowanie

przeprowadzajce punkty z odcinka I� w punkty d�wymiarowej kostki Id�
Do opisania odwzorowania F d

P �t� t � I� wystarczy d & � wielowymiarowych
r�wna� funkcyjnych� W przypadku tr�jwymiarowym �d # �� maj one posta�"

x��t� # x����t���
x��t� # x����t���
x��t� # x����t���

� t � ��� ������ ������

x��t� # ��� & x��t � �����
x��t� # ���� x��t � �����
x��t� # ���� x��t � �����

� t � ������ ����� ������

x��t� # �� x��t� ����
x��t� # ��� & x��t� ����
x��t� # ���� x��t� ����

� t � ����� ����� ������

x��t� # �� x��t � ����
x��t� # �� x��t � ����
x��t� # ��� & x��t� ����

� t � ����� ��� ������

W og�lnym przypadku
 zestaw r�wna� de�niujcych d�wymiarow krzyw
Peano mo�na otrzyma� poprzez odpowiednie rozszerzenie uk�adu r�wna� de	
�niujcego krzyw �d � ���wymiarow� Przedstawimy tu jedynie nieformalny
opis tego typu przekszta�cenia� We wszystkich r�wnaniach odpowiednie warto	
�ci wsp��czynnik�w r�wne ��k� k # �� �� � � � � d� � zast�powane s przez warto�ci
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podzielone przez �
 czyli przez ��k��� R�wnania dotyczce pierwszych d�� zmien	
nych pozostaj bez zmian� Dodatkowe r�wnania
 dotyczce zmiennej xd�t�
 maj
w ka�dym przypadku posta� xd�t� # ���� xd�t � ��d�i��� t � ���d�i��� ��d�i�

gdzie i # �� �� � � �d��� W ostatnim �d&�� wielowymiarowym r�wnaniu
 odnosz	
cym si� do przedzia�u t � ����� ���mamy xj�t� # ��xj�t������ j # �� �� � � � � d��
oraz xd�t� # ��� & xd�t � ����� W ten spos�b otrzymujemy nast�pujcy uk�ad
r�wna� funkcyjnych
 kt�rego rozwizaniem jest wielowymiarowa �d�wymiarowa�
krzywa Peano"

x��t� # x���d t���
x��t� # x���d t���

	 	 	
xd�t� # xd��d t���

� t � ��� ��d�� ������

x��t� # ��� & x��t� ���d�
x��t� # ���� x��t� ���d�

	 	 	
xd�t� # ���� xd�t� ���d�

� t � ����d� ���d���� ������

x��t� # �� x��t � ���d���
x��t� # ��� & x��t� ���d���
x��t� # ���� x��t� ���d���

	 	 	
xd�t� # ���� xd�t� ���d���

� t � ����d��� ���d���� ������

	 	 	

x��t� # �� x��t � ����
x��t� # �� x��t � ����

	 	 	
xd���t� # ��� & xd���t� ����
xd�t� # ���� xd�t� ����

� t � ����� ����� ������

x��t� # �� x��t� ����
x��t� # �� x��t� ����

	 	 	
xd���t� # �� xd���t� ����
xd�t� # ��� & xd�t � ����

� t � ����� ��� ������

Z r�wnania ������ wynika wprost
 �e FP�d��� # ��� � � � � ��� Przekszta�cimy
uk�ad r�wna� ������������� do postaci"
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x��t� # x���d t���
x��t� # x���d t���

	 	 	
xd�t� # xd��d t���

� t � ��� ��d�� ������

x��t� # ��� & x��t� ���d�
x��t� # ���� x��t� ���d�

	 	 	
xd�t� # ���� xd�t� ���d�

� t � ����d� ���d���� ������

x��t� # �� x��t� ���d���
x��t� # ��� & x��t� ���d���
x��t� # ���� x��t� ���d���

	 	 	
xd�t� # ���� xd�t� ���d���

� t � ����d��� ���d���� ������

	 	 	
x��t� # �� x��t� ����
x��t� # �� x��t� ����

	 	 	
xd���t� # ��� & xd���t� ����
xd�t� # ���� xd�t� ����

� t � ����� ����� ������

x��t� # �� x��t� ����
x��t� # �� x��t� ����

	 	 	
xd���t� # �� xd���t� ����
xd�t� # ��� & xd�t � ����

� t � ����� ��� ������

Twierdzenie ���� Uk�ad r�wna� funkcyjnych ��	������	���� wraz z warunkiem
FPd��� # ��� � � � � ��� jest r�wnowa�ny z uk�adem r�wna� ��	������	���	 Rozwi��
zaniem uk�adu r�wna� ��	������	���� wraz z warunkiem FPd��� # ��� � � � � ��� jest
krzywa wype�niaj�ca kostk� Id	

Dow�d� Dow�d powy�szego twierdzenia mo�na przeprowadzi� analogicznie jak
dowody lemat�w ���
 ���
 ���� dotyczcych krzywych dwuwymiarowych� �

U�ycie uk�adu r�wna� �������������
 wraz z warunkiem FPd��� # ��� � � � � ��

pozwala na wyznaczenie dok�adnych warto�ci odwzorowania FPd we wszystkich
punktach t # i��kd� i # �� �� � � � � �kd� k # �� �� � � �W przypadku dowolnego
 na	
turalnego
 sko�czonego k
 liczba rekurencji potrzebna przy wyznaczaniu warto�ci
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FPd�i��kd� nie przekracza �d&�� k� Podobnie jak w przypadku uprzednio omawia	
nych krzywych Hilberta i Sierpi�skiego
 skorzystanie z w�asno�ci poszczeg�lnych
r�wna� umo�liwia wyznaczenie dok�adnej warto�ci FPd�i��kd� przy nak�adzie ob	
licze� rz�du O�k d�� Implementacj� algorytmu wyznaczania warto�ci FPd podano
w pracy autorki ������

Dalsze w�asno�ci krzywej Peano

Z uk�adu r�wna� ������������� wynika bezpo�rednio
 �e warto�ci funkcji FPd�t�
znajduj si� w kostce Id
 a w szczeg�lno�ci" dla t � ���d znajduj si� w kostce
��� ���� � ��� ���� � � � � � ��� ���� dla ���d � t � ���d znajduj si� w kostce
����� ����� ��� ����� � � �� ��� ���� itd� ���
 a dla ��d � ����d � t � � znajduj si�
w kostce ����� ��� � � �� ����� ���

W szczeg�lno�ci
 z r�wna� ������������� wynika
 �e

x��t�� x��t�� � � � � xd�t� � ��� � t � ��� ���d�
x��t� � ���� x��t�� � � � � xd�t� � ��� � t � ����d� ���d���
x��t� � ���� x��t�� � � � � xd�t� � ��� � t � ����d��� ���d���

	 	 	
xd���t� � ���� xd�t� � ��� � t � ����� ����
xd�t� � ��� � t � ����� ��

������

Korzystajc z powy�szych w�asno�ci
 jeste�my w stanie wyznaczy� warto�ci
wsp��rz�dnych na odcinku
 kt�re s odwzorowywane w punkty wierzcho�kowe
odpowiadajce wszystkim punktom wierzcho�kowym kostki Id i w zwizku z tym
ustali� ich porzdek na krzywej wype�niajcej� Jest to porzdek typu leksyko	
gra�cznego
 co oznacza
 �e wierzcho�ek �� � � � �� a� b� c� � � � � x� zawsze poprzedza
wierzcho�ek � � � � � �� a� b� c� � � � � x��

W szczeg�lno�ci
 wierzcho�ek ��� �� �� � � � � �� odpowiada na odcinku punktowi
t� # ����d � ��
 czyli FPd�t�� # ��� �� �� � � � � ��� Z warunk�w ������ wynika
 �e
t� � ���d��� W konsekwencji otrzymujemy"

x��t� � ���d� # ����
x��t� � ���d� # ��

	 	 	
xd�t� � ���d� # �

i dalej

x���d�t� � ���d�� # ��
x���d�t� � ���d�� # ��

	 	 	
xd��d�t� � ���d�� # ��



���� Wielowymiarowa krzywa Peano ���

Std wynika
 �e t� # �d�t�����d�
 co w konsekwencji daje t� # ����d���� Nale�y
zwr�ci� uwag� na fakt
 i� w punktach wierzcho�kowych kostki Id odwzorowanie
FPd�t� jest wzajemnie jednoznaczne�

W og�lnym przypadku mo�na poda� nast�pujcy iteracyjny algorytm wyzna	
czania argumentu t � I� odpowiadajcego wierzcho�kom kostki Id w odwzorowa	
niu FPd�

Lemat �� Niech td�� b�dzie argumentem odpowiadaj�cym pewnemu wierzcho��
kowi �e�� e�� � � � � ed���� ei � f�� �g kostki Id�� w odwzorowaniu FPd��� wtedy

F��
Pd �e�� e�� � � � � ed��� �� # td

�d����
�d��

�

F��
Pd �e�� e�� � � � � ed��� �� # �� ��� td� �d����

�d��
�

������

Dow�d� Dow�d powy�szego lematu �atwo przeprowadzi� poprzez indukcj�� �

Bezpo�rednio z uk�adu r�wna� ������������� wynika nast�pujca w�asno��
krzywej Peano"

Lemat ��� Dla ka�dego t�� t� � ���d oraz a # ���d� � � � � ��d � ����d zachodzi

jjFPd�t��� FPd�t��jj # jjFPd�t� & a�� FPd�t� & a�jj� ������

Poka�emy dalej
 �e krzywa Peano jest symetryczna
 a mianowicie"

Lemat ��� Dla ka�dego t � I� zachodzi

xi�t� & xi��� t� # �� i # �� �� � � � � d� ������

Dow�d� Dow�d jest analogiczny jak w przypadku dwuwymiarowym �por� dow�d
lematu ������ �

Z lematu ��� wynika nast�pna w�asno�� FPd
 sformu�owana w kolejnym lema	
cie�

Lemat ��� Dla ka�dego t � I� oraz dla ka�dego s # ���d� ���d� � � � � takiego� �e
s� t � ��l� ����d� l��d�� l # �� �� � � � � �d�� spe�niona jest r�wno��

jxi�s�� xi�t�j # xi�js� tj�� i # �� �� � � � � d� ������

Dow�d� Dow�d jest podobny jak w przypadku dwuwymiarowym �por� dow�d
lematu ������ �

Milne ����� pokaza�
 �e wielowymiarowa krzywa Peano spe�nia warunek H�ol	
dera �nazywany w pracy warunkiem Lipschitza�"
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Twierdzenie ���� Dla ka�dego t�� t� � I� zachodzi

jjFP �t��� FP �t��jj � �d jt� � t�j��d� ������

gdzie �d # �
p
d & �	

Dow�d� Dow�d twierdzenia podany w pracy ����� bazuje na geometrycznej kon	
strukcji krzywej Peano� Dow�d ten mo�na tak�e przeprowadzi� analogicznie jak
dow�d twierdzenia ����� dotyczcego krzywej Hilberta� �

Inne oszacowanie sta�ej w nier�wno�ci H�oldera podano w pracy ����� %atwo
zauwa�y�
 �e podana w twierdzeniu warto�� �d jest jedynie zgrubnym oszacowa	
niem najlepszej sta�ej� Na przyk�ad
 dla d # � warto�� ta wynosi

p
��� Jak wy	

kazano w rozdziale ���
 optymalna
 niepoprawialna warto�� sta�ej
 jak mo�emy
wpisa� w nier�wno�ci ������ wynosi
 w przypadku d # �
 jedynie

p
�� Istnieje

mo�liwo�� wyznaczenia optymalnej sta�ej tak�e dla wymiaru wi�kszego od d # ��
Jednak�e uog�lnienie metody
 zastosowanej w rozdziale � w odniesieniu do krzy	
wej dwuwymiarowej
 wymaga odr�bnego wyznaczania sta�ej dla ka�dej warto�ci
d i jest zadaniem wymagajcym ogromnych nak�ad�w obliczeniowych nawet dla
niedu�ych warto�ci d�

� Transformacje quasi�odwrotne do krzywej
wype	niaj
cej

Przypomnijmy
 �e omawiane tu krzywe wype�niajce
 oznaczmy tak krzywa og�l	
nie przez F 
 s cig�ymi krzywymi
 kt�re przechodz przez wszystkie punkty jed	
nostkowej wielowymiarowej kostki Id� Krzywa wype�niajca F " I� � Id jest
cig�ym odwzorowaniem odcinka I� w kostk� d�wymiarow�

Wiemy r�wnie�
 �e odwzorowanie w postaci krzywej wype�niajcej nie jest

bo nie mo�e by�
 odwzorowaniem r��nowarto�ciowym� Przeciwobraz dowolnego
punktu z Id wzgl�dem krzywej wype�niajcej F���x�� x � Id mo�e zawiera�
wi�cej ni� jeden element
 przy czym F���x� # ft " F �t� # x� t � I�g�

Chocia� odwzorowanie F nie jest wzajemnie jednoznaczne
 to jednak �atwo
mo�na zde�niowa� odwzorowanie quasi	odwrotne wzgl�dem F 
 oznaczmy je � 

jako transformacj� z Id w odcinek I�
 �����
 �����
 tak �e ��x� � F���x�� x � Id

przy czym oczywi�cie F �� �x�� # x�

W efekcie dzia�ania transformacji� dane wielowymiarowe pochodzce z kostki
Id staj si� danymi jednowymiarowymi
 kt�re znacznie �atwiej mo�na przetwarza�
i kompresowa�
 nie tracc przy tym
 jak zobaczymy w dalszych rozdzia�ach niniej	
szej monogra�i
 istotnych informacji przestrzennych i statystycznych zawartych
w danych wielowymiarowych�



���� Transformacje quasi�odwrotne do krzywej wype�niaj�cej ���

Ka�da z wielowymiarowych krzywych wype�niajcych zde�niowanych w po	
przednich podrozdzia�ach opisana jest za pomoc odpowiedniego uk�adu r�wna�
funkcyjnych� Z uk�ad�w tych r�wna� mo�na wyznaczy� �z dowoln dok�adno	
�ci� warto�� F �t� dla dowolnego t � I�
 gdy� wszystkie omawiane krzywe s nie
tylko cig�e
 ale r�wnie� jednostajnie cig�e� Korzystajc z tych samych uk�ad�w
r�wna�
 mo�na wyznaczy� tak�e warto�ci F���x��

Dalej poka�emy
 jak wybra� przekszta�cenie uk�adu r�wna� funkcyjnych de	
�niujcych dan krzyw
 aby uzyska� posta� pozwalajc efektywnie wyzna	
cza� warto�ci pewnego odwzorowania� � Szczeg��owo om�wimy quasi	odwrotno��
krzywej Sierpi�skiego FSd� W przypadku pozosta�ych krzywych podamy jedynie
r�wnania funkcyjne de�niujce odpowiednie quasi	odwrotno�ci�

����� Odwzorowania quasi�odwrotne do krzywych Sierpi�skiego

Rozpatrzmy najpierw uog�lnienie krzywej Sierpi�skiego opisane przez uk�ad r�w	
na� �������������
 czyli FSd�t�� Przypomnijmy
 �e FSd�t� jest krzyw wype�nia	
jc tylko w przypadku
 gdy wymiar d jest liczb parzyst�

Z r�wna� ������������� wynika bezpo�rednio
 �e warto�ci odwzorowania FSd�t�
znajduj si� w kostce Id� W szczeg�lno�ci
 dla t � ��� cd ���d� �� i t � ��� bd ���d

znajduj si� one w kostce ��� ����� ��� ����� � � �� ��� ���� dla t � �bd ���d� ��d &
bd ���d # t�� znajduj si� w kostce ����� �� � ��� ���� � � � � � ��� ���� dla t �
�t�� t�&��d�� # t�� warto�ci odwzorowania znajduj si� w kostce ��� ��� ����� ���
��� ����� � � �� ��� ���� ��� 
 a dla t � �td��� td�� & ��� # td # �� cd ���d� znajduj
si� w kostce ��� ��� � � �� ��� ��� ����� ���

%atwo zauwa�y�
 �e punkty z kostki Id
 kt�rych wsp��rz�dne maj sko�czone
dw�jkowe rozwini�cia maj na og��
 poza punktami le�cymi na brzegu kostki
Id
 przeciwobrazy z�o�one z �d punkt�w na odcinku jednostkowym� Na przyk�ad

punkt x # ����� ���� � � � � ���� ma przeciwobraz na odcinku w postaci fbd���d &
i��dgi��� ��� ��d���

W szczeg�lno�ci
 z r�wna� ������ wynika
 �e xi�t� # ��� �i # �� � � � d�
 gdy
�dt&cd��d # �
 czyli t # ��cd���d # bd���d� Kolejne warto�ci argumentu t mo�na
otrzyma� w analogiczny spos�b
 korzystajc z pozosta�ych r�wna� ��������������
Odwzorowanie �Sd�x� powinno w ka�dym z tego typu przypadk�w wskazywa�
tylko jeden z element�w przeciwobrazu F��

Sd �x��

Lemat ��� Odwzorowanie �Sd " Id � I�� gdzie d jest liczb� parzyst�� spe�nia�
j�ce nast�puj�ce warunki�

�Sd�x� # �cd���d & �Sd�+x���d�
lub� gdy � cd���d & �Sd�+x���d � ��
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�Sd�x� # �� cd���d & �Sd�+x���d�
+x # ��� �x�� �� �x�� � � � � �� �xd��

x # �x�� � � � � xd�
xi � ��� ����� i # �� � � � � � d�

������

�Sd�x� # ��d & bd����d � �Sd�+x���d�
+x # ��x� � �� �� �x�� � � � � �� �xd��

x # �x�� � � � � xd��
x� � ����� ��� x�� � � � � xd � ��� �����

������

�Sd�x� # �t� � �Sd�+x��
+x # �x�� �� x�� x�� � � � � xd��

x # �x�� � � � � xd��
x� � ��� ��� x� � ����� ��� x�� � � � � xd � ��� �����

������

	 	 	
�Sd�x� # �td�� � �Sd�+x��

+x # �x�� � � � � xd��� �� xd��� xd��
x # �x�� � � � � xd��

x�� � � � � xd�� � ��� ��� xd�� � ����� ��� xd � ��� �����

������

�Sd�x� # �td�� � �Sd�+x��
+x # �x�� x�� � � � � xd��� �� xd��

x # �x�� � � � � xd��
x�� � � � � xd�� � ��� ��� xd � ����� ���

������

dla kt�rego zachodzi ponadto �Sd��� � � � � �� # cd��d� jest odwzorowaniem quasi�
�odwrotnym w stosunku do odwzorowania FSd� opisuj�cego wielowymiarow� krzy�
w� Sierpi�skiego w postaci ��	������	���	 Podobnie jak w ��	������	���� td�� #
�� cd���d � ��� oraz tl # tl�� � ���d�l� l # � � � � � d� �	 �

R�wnanie ������ jest r�wnowa�nym zapisem r�wna� ������
 ������� %atwo
sprawdzi�
 �e �Sd�x� # t
 gdzie x # FSd�t�
 natomiast �Sd�+x� # �d�t & cd���d�

gdzie +x # FSd��d�t & cd���d��� Spe�nienie warunku �Sd�x� � ��� bd���d� lub
�Sd�x� � �� � cd���d� �� jest zapewnione przez warunek � � xi � ���� i #
�� � � � � d� Podobnie
 r�wnania ������������� s r�wnowa�ne �z dok�adno�ci do
granicznych warto�ci wsp��rz�dnych xi # ����
 odpowiednio �������������� Usta	
lenie
 do kt�rego fragmentu kostki Id nale�y punkt ����� ���� � � � � ���� jest arbi	
tralne i jednoznacznie wi�e si� z wyborem warto�ci �Sd����� � � � � ���� ze zbioru
F��
Sd ������ � � � � ����� Istnieje �d r��nych tego typu wybor�w� W tym konkretnym

przypadku otrzymujemy �Sd����� � � � � ���� # bd���d� Wprowadzony w powy�	
szym lemacie warunek �Sd��� � � � � ��� # cd��d nie jest niezb�dny
 wynika bowiem



���� Transformacje quasi�odwrotne do krzywej wype�niaj�cej ��

z uk�adu r�wna� �������������� Jest to analogiczna sytuacja do tej
 kt�ra wyst�	
puje przy wyznaczaniu krzywej FSd� Uzupe�nienie uk�adu r�wna� �������������
o wyznaczon warto�� �Sd��� � � � � ��� # cd��d pozwala na obliczenie w spos�b re	
kurencyjny
 w sko�czonej liczbie krok�w
 dok�adnej warto�ci �Sd�x� dla ka�dego
punktu kostki Id
 kt�ry ma sko�czone dw�jkowe rozwini�cia wszystkich wsp��	
rz�dnych� %atwo sprawdzi�
 �e nak�ad obliczeniowy tego algorytmu jest rz�du
O�d� ������

W odniesieniu do krzywej wype�niajcej FMd�t�
 zde�niowanej poprzez uk�ad
r�wna� ������
 ������
�������������
 odwzorowanie quasi	odwrotne do FMd wy	
znaczamy podobnie jak w przypadku oryginalnej krzywej Sierpi�skiego FSd�

Lemat ��� Odwzorowanie �Md�x�� x�� � � � � xd� " Id � I� kt�re spe�nia nast��
puj�ce warunki�

�Md�x� # �cd���d & �Md�+x���d�
lub� gdy � cd���d & �Md�+x���d � �
�Md�x� # �� cd���d & �Md�+x���d�
+x # ��� �x�� �� �x�� � � � � �� �xd��

x # �x�� � � � � xd��
xi � ��� ����� i # �� � � � � � d�

������

�Md�x� # bd���d & �Md�+x���d�
+x # ��x� � �� �� �x�� � � � � �� �xd��

x # �x�� � � � � xd��
x� � ����� ��� x�� � � � � xd � ��� �����

������

�Md�x� # �t� � �Md�+x��
+x # �x�� �� x�� x�� � � � � xd��

x # �x�� � � � � xd��
x� � ��� ��� x� � ����� ��� x�� � � � � xd � ��� �����

������

	 	 	
�Md�x� # �td�� � �Md�+x��

+x # �x�� � � � � xd��� �� xd��� xd��
x # �x�� � � � � xd��

x�� � � � � xd�� � ��� ��� xd�� � ����� ��� xd � ��� �����

������

�Md�x� # �td�� � �Md�+x��
+x # �x�� x�� � � � � xd��� �� xd��

x # �x�� � � � � xd��
x�� � � � � xd�� � ��� ��� xd � ����� ��

������

przy td�� # � � cd���d � ��� oraz tl # tl�� � ���d�l� l # � � � � � d � �� jest
odwzorowaniem quasi�odwrotnym do FMd� �



��� Rozdzia� �� Wielowymiarowe krzywe wype�niaj�ce

R�wnie� w przypadku odwzorowania �Md do�o�enie warunku �Md��� � � � � �� #
cd��d prowadzi wprost do rekurencyjnego algorytmu wyznaczania warto�ci funkcji
�Md�x�� Algorytm ten ma z�o�ono�� obliczeniow rz�du O�d� ����� �

����� Odwzorowanie quasi�odwrotne do krzywej Hilberta

Lemat ��� Odwzorowanie �Hd�x�� x�� � � � � xd� " Id � I� kt�re spe�nia nast��
puj�ce warunki�

�Hd�x� # �Hd�+x���d�
+x # ��x�� �x�� � � � � �xd� �x���

x # �x�� � � � � xd��
xi � ��� ����� i # �� � � � � � d�

������

�Hd�x� # ���d � �Hd�+x��
+x # ����� x�� x�� � � � � xd� x� � �����

x # �x�� � � � � xd��
x� � ����� ��� x�� � � � � xd � ��� �����

������

	 	 	
�Hd�x� # ���d�k � �Hd�+x��

+x # �x�� � � � � xk��� ���� xk��� xk��� � � � � xd� xk � �����
x # �x�� � � � � xd��

x�� � � � � xk�� � ��� ��� xk � ����� ��� xk��� � � � � xd � ��� �����

������

	 	 	
�Hd�x� # ���� �Hd�+x��

+x # �x�� � � � � xd��� ���� xd� xd�� � �����
x # �x�� � � � � xd��

x�� � � � � xd�� � ��� ��� xd�� � ����� ��� xd � ��� �����

������

�Hd�x� # �� �Hd�+x��
+x # �x�� � � � � xd��� �� xd��

x # �x�� � � � � xd��
x�� � � � � xd�� � ��� ��� xd � ����� ��

������

jest odwzorowaniem quasi�odwrotnym wzgl�dem wielowymiarowej krzywej Hilberta
FHd	 �

Do�o�enie warunku �Hd��� � � � � �� # � prowadzi do rekurencyjnego algorytmu
wyznaczania warto�ci odwzorowania �Hd
 kt�ry pozwala na obliczenie �Hd�x�




���� Transformacje quasi�odwrotne do krzywej wype�niaj�cej ��	

w sko�czonej liczbie krok�w
 dla ka�dego x � Id
 kt�ry dodatkowo nale�y do
zbioru 
k 
�dki�� fFHd�i��dk�g� Zbi�r ten jest g�sty w Id� Z�o�ono�� obliczeniowa
algorytmu jest rz�du O�d�� T� sam z�o�ono�� obliczeniow ma r�wnie� algorytm
obliczania quasi	odwrotno�ci innego wariantu wielowymiarowej krzywej Hilberta
podany przez Butza �����

����� Odwzorowanie quasi�odwrotne do krzywej Peano

Lemat ���� Odwzorowanie �Pd�x�� x�� � � � � xd� " Id � I� kt�re spe�nia nast��
puj�ce warunki�

�Pd�x� # �Pd�+x���d�
+x # ��x�� �x�� � � � � �xd��

x # �x�� � � � � xd��
xi � ��� ����� i # �� � � � � � d�

������

�Pd�x� # �Pd�+x�� ���d�
+x # �x� � ���� ���� x�� � � � � ���� xd��

x # �x�� � � � � xd��
x� � ����� ��� x�� � � � � xd � ��� �����

������

	 	 	
�Pd�x� # ���d�k�� � �Pd�+x��

+x # ��� x�� � � � � �� xk��� xk � ���� ���� xk��� � � � � ���� xd��
x # �x�� � � � � xd��

x�� � � � � xk�� � ��� ��� xk � ����� ��� xk��� � � � � xd � ��� �����

������

	 	 	
�Pd�x� # �Pd�+x�� ����

+x # ��� x�� x�� � � � � �� xd��� xd � �����
x # �x�� � � � � xd��

x�� � � � � xd�� � ��� ��� xd � ����� ��

������

jest odwzorowaniem quasi�odwrotnym wzgl�dem wielowymiarowej krzywej Peano
FPd	 �

Do�o�enie warunku �Pd��� � � � � �� # � prowadzi do rekurencyjnego algorytmu
wyznaczania warto�ci �Pd�x�
 kt�ry pozwala na obliczenie �Pd�x�
 w sko�czonej
liczbie krok�w dla ka�dego x nale�cego do zbioru 
k 
�dki�� fFPd�i��dk�g
 kt�ry
jest g�sty w Id� Z�o�ono�� obliczeniowa tego algorytmu jest rz�du O�d�
 a jego
implementacj� w �rodowisku Mathematica podano w pracy autorki ������
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�� Og�lne w	asno�ci krzywych wype	niaj
cych
i ich quasi�odwrotno�ci

Wa�nym etapem bada� prowadzonych przez autork� by� wyb�r w�asno�ci krzy	
wych wype�niajcych
 kt�re umo�liwiaj efektywne u�ycie transformacji opartej
na quasi	odwrotno�ci krzywej wype�niajcej w rozwizywaniu wielowymiarowych
problem�w decyzyjnych� Pozwoli� on zde�niowa� klas� krzywych wype�niajcych
efektywnych z tego punktu widzenia jako rodzin� krzywych spe�niajcych sfor	
mu�owane dalej warunki C��C�

C�� Krzywa wype�niajca F jest cig�ym odwzorowaniem spe�niajcym waru	
nek H�oldera
 czyli

jjF �t��� F �t��jj � �jt� � t�j� � t�� t� � I�� ������

przy czym � # ��d� Symbol jj�jj oznacza norm� euklidesow w Id
 natomiast
� � � jest pewn sta� zale�n od wymiaru d i typu krzywej�

Nale�y zauwa�y�
 �e posta� odwzorowania F zale�y od wymiaru d
 nie jest to
tutaj jednak bezpo�rednio uwzgl�dnione w notacji� Konwencja ta b�dzie zacho	
wana dalej tak�e w stosunku do odwzorowania quasi	odwrotnego � �

W przypadku klasycznych krzywych dwuwymiarowych jeste�my w stanie po	
da� dok�adne warto�ci sta�ej � �por� odpowiednie twierdzenia z rozdzia�u ��

natomiast w odniesieniu do krzywych wielowymiarowych znane s w og�lnym
przypadku tylko g�rne oszacowania warto�ci sta�ej H�oldera�

W sformu�owaniu w�asno�ci C� mo�e
 zamiast odleg�o�ci euklidesowej
 poja	
wi� si� inna metryka� Z og�lnej w�asno�ci przestrzeni Rd wynika
 �e przy zmianie
metryki warunek H�oldera C� zostanie zachowany z dok�adno�ci do warto�ci
sta�ej ��

Przypomnijmy dalej
 �e w og�lnym przypadku wielowymiarowej krzywej wy	
pe�niajcej
 wyk�adnik H�oldera
 � � � �nazywany czasami tak�e wyk�adnikiem
Lipschitza� jest nie wi�kszy ni� ��d
 czyli dla d � � jest mniejszy od jedno�ci�

Istnieje �cis�y zwizek pomi�dzy wymiarem topologicznym d wype�nianej kost	
ki Id
 a maksymaln warto�ci wyk�adnika � �����
 ������

Lemat ���� ����� Nie istnieje d�wymiarowa krzywa wype�niaj�ca spe�niaj�ca
warunek H�oldera ��	��� z wyk�adnikiem � wi�kszym od ��d	

Dow�d� Dow�d powy�szej w�asno�ci podano w pracy Milne ������ �

Poniewa� wyk�adnik w warunku H�oldera jest co najwy�ej r�wny ��d
 std
wprawdzie F jest cig�a
 lecz nie jest r��niczkowalna� Dowody tego faktu mo�na



���� W�asno�ci krzywych wype�niaj�cych ���

znale�� w ������ W warunku C� domagamy si�
 by wyk�adnik � by� dok�adnie
r�wny ��d� Warunek H�oldera mo�emy interpretowa� jako w�asno�� zachowywania
blisko�ci w takim sensie
 �e punkty bliskie sobie na odcinku jednostkowym s
transformowane przez krzyw wype�niajc F w punkty bliskie sobie na kostce Id�
Mniejsza od ��d warto�� wyk�adnika � powoduje pogorszenie w�asno�ci krzywej
w tym wzgl�dzie� Nie wszystkie wielowymiarowe krzywe wype�niajce spe�niaj
warunek C�� Przyk�adem s krzywe powsta�e poprzez iterowanie odwzorowa�
dwuwymiarowych �patrz rozdzia� ���

Kolejn w�asno�ci omawianej tu klasy krzywych wype�niajcych jest to

�e krzywe wype�niajce s odwzorowaniami wzajemnie jednoznacznymi prawie
wsz�dzie
 czyli z dok�adno�ci do zbior�w miary Lebesgue�a zero� Na w�asno�� t�
w odniesieniu do dwuwymiarowej krzywej Sierpi�skiego zwr�cili uwag� Bartholdi
i Platzman w pracy ������

C�� Krzywa wype�niajca F jest prawie wsz�dzie �z dok�adno�ci do zbior�w
miary Lebesgue�a zero� odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym�

Wszystkie omawiane w niniejszej monogra�i krzywe posiadaj t� w�asno���
Formalny dow�d w�asno�ci C� wymaga w ka�dym przypadku dok�adnej analizy
odwzorowania� Dow�d taki w odniesieniu do wielowymiarowej krzywej Sierpi�	
skiego przedstawiono w rozdziale ����� �por�wnaj tak�e dow�d w pracy autorki
������� Rozumowanie to �atwo powt�rzy� w odniesieniu do krzywych Hilberta
i Peano�

Kolejn istotn w�asno�ci omawianej klasy krzywych wype�niajcych jest
zachowywanie przez nie miary Lebesgue�a�

B�dziemy de�niowa� przeciwobraz zbioru B wzgl�dem odwzorowania F jako
F���B� # ft � I� " F �t� � Bg dla B � Id� Niech d oznacza miar� Lebesgue�a
w Id
 kt�ra jest tu traktowana jako wielko�� bezwymiarowa�

C� Krzywa wype�niajca F " I� � Id zachowuje miar� Lebesgue�a
 to znaczy

dla ka�dego zbioru borelowskiego B � Id zachodzi

d�B� # �
�
F���B�

�
� ������

Zachowywanie miary Lebesgue�a mo�e by� interpretowane jako jednostajnie
g�ste wype�nianie kostki Id przez krzyw wype�niajc F 
 co oznacza
 i� frag	
menty krzywej o tej samej d�ugo�ci wype�niaj wielowymiarowe obszary o tych
samych obj�to�ciach�

Prawie wszystkie klasyczne krzywe wype�niajce zachowuj miar� Lebesgue�a
�wyjtkiem jest mi�dzy innymi krzywa Lebesgue�a� ������ Formalny dow�d w�a	
sno�ci C w odniesieniu do wielowymiarowej krzywej Peano poda� Milne ������



��� Rozdzia� �� Wielowymiarowe krzywe wype�niaj�ce

Analogiczny dow�d dla wielowymiarowej krzywej Sierpi�skiego przedstawiono
w rozdziale ����� �por�wnaj tak�e dow�d w pracy autorki ������� Dow�d taki
�atwo powt�rzy� tak�e w odniesieniu do krzywej Hilberta�

Kolejne lematy wynikaj z w�asno�ci C��C� Dalej b�dziemy stale milczco
zak�ada�
 �e warunki C��C s zawsze spe�nione�

Niech � oznacza funkcj�
 kt�ra dla ka�dego x � Id
 wybiera dok�adnie jeden
element z jego przeciwobrazu F���x�
 czyli � spe�nia warunek ��x� � F���x�

a zatem F �� �x�� # x�

Lemat ���� Je�eli krzywa wype�niaj�ca F jest odwzorowaniem wzajemnie jed�
noznacznym prawie wsz�dzie� z dok�adnoci� do zbior�w miary Lebesgue�a zero�
to istnieje funkcja � " Id � I�� kt�ra jest odwzorowaniem prawie wsz�dzie od�
wrotnym do F 	 �

Wiadomo
 i� dowolna krzywa wype�niajca F nie mo�e by� odwzorowaniem wza	
jemnie jednoznacznym �por�wnaj na przyk�ad �����
 ������� W zwizku z tym nie
jest to odwzorowanie odwracalne� ,adna krzywa wype�niajca nie jest krzyw
Jordana w �cis�ym sensie
 a zatem miejscom geometrycznym przecinania si� krzy	
wej samej ze sob odpowiadaj r��ne punkty z odcinka ��� ���

Mo�liwo�� szybkiego wyznaczenia dla ka�dego punktu x � Id z przestrzeni
wielowymiarowej odpowiadajcego mu punktu z odcinka t � I� takiego
 �e F �t� #
x
 jest najwa�niejsz cech odwzorowania w postaci krzywej wype�niajcej� Trans	
formacja � " Id � I�
 taka �e ��t� � F���x�
 gdzie F���x� oznacza przeciwobraz
x wzgl�dem krzywej wype�niajcej F 
 jest nazywana tu quasi	odwrotno�ci krzy	
wej wype�niajcej�

Odwzorowanie to pozwala uporzdkowa� liniowo dane z przestrzeni wielowy	
miarowej� Jest to
 z punktu widzenia cel�w tej monogra�i
 transformacja znacznie
wa�niejsza ni� odpowiadajce jej odwzorowanie w postaci krzywej wype�niajcej�
Zastosowanie transformacji � w odniesieniu do wielowymiarowych danych prowa	
dzi do formalnej redukcji wymiaru problemu
 a w konsekwencji u�atwia kompresj�
danych
 bez utraty istotnych informacji przestrzennych zawartych w danych wie	
lowymiarowych�

W odwzorowaniach bazujcych na krzywej wype�niajcej istotne jest to
 �e
po�o�one blisko siebie punkty z odcinka I� przekszta�cane s w punkty po�o	
�one blisko siebie w Id� W zwizku z tym punkty le�ce blisko siebie na odcinku
s w transformacji quasi	odwrotnej obrazami punkt�w po�o�onych blisko siebie
w przestrzeni wielowymiarowej�

W og�lnym przypadku mo�na
 bazujc jedynie na za�o�eniu C i korzystajc
z pewnika wyboru ����
 zagwarantowa� istnienie odwzorowania quasi	odwrotnego



���� W�asno�ci krzywych wype�niaj�cych ���

do okre�lonej krzywej wype�niajcej� Jednak�e
 w praktyce potrzebujemy kon	
struktywnej metody de�niowania quasi	odwrotno�ci � � Takie metody wyznacza	
nia quasi	odwrotno�ci dla klasy krzywych wype�niajcych
 kt�rymi zajmujemy si�
w niniejszej monogra�i
 przedstawiono w podrozdziale ���� W przypadku oma	
wianych krzywych
 F���fxg� jest zbiorem jednoelementowym �prawie wsz�dzie�
lub jest zbiorem liczbowym �zawartym w I�� zawierajcym sko�czon liczb� ele	
ment�w
 co pozwala na konstruktywne de�niowanie quasi	odwrotno�ci � �

Kolejn istotn w�asno�ci odwzorowania� jest w�asno�� sformu�owana w na	
st�pujcym lemacie"

Lemat ��� � zachowuje miar� Lebesgue�a w tym sensie� �e dla ka�dego zbioru
borelowskiego A � I� zachodzi

� �A  ��Id�� # d
�
�
�� �A  � �Id��

�
� ������

�

Na w�asno�� sformu�owan w lemacie ���� w odniesieniu do dwuwymiarowej krzy	
wej Sierpi�skiego zwr�cili uwag� Bartholdi i Platzman w pracy ������ Formalny
dow�d powy�szej w�asno�ci w odniesieniu do wielowymiarowej krzywej Sierpi�	
skiego podano jako dow�d lematu ���� z rozdzia�u ������

Z warunku C� wynika tak�e nast�pujca w�asno��"

Lemat ���� Jeli f�x� jest funkcj� ci�g��� okrelon� w Id� to g�t�
def
# f�F �t���

t � I� jest tak�e funkcj� ci�g��	 Ponadto� jeli f�x� spe�nia warunek H�oldera
z wyk�adnikiem �� � � � � � � to znaczy

jjf�x�� f�y�jj � c jjx� yjj� � x� y � Id�

gdzie c jest pewn� sta��� to g�t� jest tak�e funkcj� ci�g�� i spe�nia warunek H�oldera
z wyk�adnikiem ��d	

Dow�d� Dla ka�dego x� y � Id zachodzi jjf�x�� f�y�jj � c jjx� yjj� � Z w�asno	
�ci C� wynika wi�c
 �e dla ka�dego t�� t� � I� spe�nione jest jjg�t�� � g�t��jj #
jjf�F �t����f�F �t���jj � c jjF �t���F �t��jj� � c ��jt�� t�j��d�� 
 co ko�czy dow�d�
�

Korzysta� b�dziemy tak�e z nast�pujcego lematu"

Lemat ���� Dla ka�dej funkcji mierzalnej f " Id � R� przy czym f nale�y
do klasy funkcji ca�kowalnych w Id� f � L�Id�� nast�puj�ce ca�ki Lebesgue�a�
okrelone odpowiednio w Id i w I�� s� sobie r�wneZ

Id

f�x�dx #
Z
I�

f�F �t��dt� ������
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Dow�d� Dow�d lematu wynika bezpo�rednio z w�asno�ci C oraz twierdzenia
o przenoszeniu miary i zamianie zmiennych �patrz twierdzenie ����� z ������ �

Poniewa� � jest funkcj mierzaln
 zatem je�li X jest zmienn losow przyj	
mujc warto�ci w Id �wektorem losowym�
 to � �X� jest tak�e zmienn losow
przyjmujc warto�ci w I�� W szczeg�lno�ci spe�niona jest nast�pujca w�asno��"

Lemat ���� Jeli zmienne losowe X�� X�� � � � � Xn s� niezale�nymi zmiennymi
losowymi o tym samym rozk�adzie okrelonym w Id i posiadaj�cymi g�sto� f�x��
to zmienne losowe ti # � �Xi� s� r�wnie� niezale�nymi zmiennymi losowymi
o tym samym rozk�adzie w I�� przy czym g�sto� tego rozk�adu istnieje i ma posta�
f�F �t��	 �

W�asno�� tego typu zosta�a sformu�owana w pracy ����� dla przypadku dwuwy	
miarowej krzywej Sierpi�skiego
 �atwo j jednak uog�lni� dla dowolnej krzywej
wype�niajcej spe�niajcej warunki C��C�

Konsekwencje lemat�w ���� oraz ���� s daleko idce� Pokazuj one bowiem

�e transformacja � nie zachowuje warto�ci moment�w rozk�ad�w czy odleg�o�ci
Mahalanobisa
 zachowuje natomiast wszelkie kryteria ca�kowe b�dce funkcjo	
na�ami g�sto�ci rozk�ad�w prawdopodobie�stwa
 takie jak entropia rozk�adu czy
odleg�o�� Kullbacka	Leiblera �����

Z formalnego punktu widzenia wszystkie krzywe wype�niajce
 kt�re spe�niaj
sformu�owane powy�ej warunki C��C
 mog by� stosowane w omawianych w ni	
niejszej monogra�i problemach decyzyjnych� Spe�niaj je wszystkie krzywe wy	
pe�niajce zde�niowane w niniejszej pracy� Nale�y jednak stwierdzi�
 �e istniej
krzywe wype�niajce
 kt�re nie spe�niaj wszystkich wymienionych dalej w�asno	
�ci� Przyk�adem jest tu krzywa Lebesgue�a �����
 kt�ra nie spe�nia warunku C�

�� Podsumowanie

W rozdziale tym zaproponowano oryginalne opisy de�nicyjne wielowymiarowych
krzywych wype�niajcych kostk� Id
 podane w postaci odpowiednich uk�ad�w
r�wna� funkcyjnych� Rozwizaniem tych uk�ad�w r�wna� s odpowiednie od	
wzorowania w postaci krzywej wype�niajcej�

Podano uog�lnienia dwuwymiarowych krzywych Hilberta
 Peano i Sierpi�	
skiego do postaci wielowymiarowej oraz zbadano ich w�asno�ci� U�yte uk�ady
r�wna� funkcyjnych oparte s bezpo�rednio na postulowanych w�asno�ciach geo	
metrycznych poszczeg�lnych krzywych�

W ka�dym z przypadk�w wyj�ciowy uk�ad r�wna� funkcyjnych zosta� prze	
kszta�cony do r�wnowa�nej postaci
 umo�liwiajcej jego efektywne rozwizanie
za pomoc odpowiedniej procedury rekurencyjnej� Procedury te pozwalaj na



���� Podsumowanie ���

wyznaczenie dok�adnych warto�ci odwzorowa� na zbiorach g�stych w I�� W roz	
dziale tym zbadano r�wnie� podstawowe w�asno�ci zaproponowanych odwzoro	
wa�
 w szczeg�lno�ci podano odpowiednie szczeg��owe sformu�owania warunku
H�oldera spe�nianego przez poszczeg�lne krzywe wielowymiarowe�

Pokazano
 �e korzystajc z tych samych uk�ad�w r�wna� funkcyjnych
 kt�re
de�niuj dan krzyw wype�niajc
 mo�na tak�e wyznacza� zbiory warto�ci
F���x��

Wskazano r�wnie�
 w jaki spos�b nale�y wybra� przekszta�cenie uk�adu r�w	
na� funkcyjnych de�niujcych dan krzyw
 tak by uzyska� posta� pozwalajc
efektywnie wyznacza� warto�ci odwzorowania quasi	odwrotnego � � Szczeg��owo
om�wiono proces de�niowania quasi	odwrotno�ci krzywej Sierpi�skiego�

Zde�niowano klas� krzywych wype�niajcych
 kt�re umo�liwiaj efektywne
u�ycie transformacji opartej na quasi	odwrotno�ci krzywej wype�niajcej w roz	
wizywaniu wielowymiarowych problem�w decyzyjnych�



Rozdzia� 	

Ocena wymiaru fraktalnego obiekt�w

wielowymiarowych z u�yciem

krzywych wype�niaj�cych

Ocena wymiaru fraktalnego na podstawie danych pochodzcych z rzeczywistych
obiekt�w jest coraz cz��ciej stosowan procedur pomiarow w wielu dziedzi	
nach nauki i techniki� Dokonanie prawid�owej oceny wymiaru fraktalnego nie
jest jednak �atwym zadaniem� Istnieje bowiem bardzo wiele r��nych de�nicji wy	
miaru zwizanych z obiektami o strukturze fraktalnej ���
 ����� Wymiar pude�kowy
�box�counting dimension� jest najcz��ciej stosowany w przypadku szacowania wy	
miaru obiekt�w na podstawie danych empirycznych� W wi�kszo�ci przypadk�w
fraktalnych obiekt�w geometrycznych � zbior�w zwartych w przestrzeni metrycz	
nej � warto�� wymiaru pude�kowego jest r�wna wymiarowi Hausdor$a ����
 dla	
tego czasami
 aczkolwiek nies�usznie
 bywaj one ze sob uto�samiane� Prostota
koncepcyjna najbardziej znanej metody
 polegajcej na bezpo�rednim szacowa	
niu wymiaru pude�kowego
 cz�sto przys�ania fakt
 �e metoda ta ma bardzo du�
z�o�ono�� obliczeniow
 rosnc szybko z wymiarem przestrzeni
 w kt�rej zanu	
rzony jest mierzony obiekt �por� �����
 gdzie metod� t� ocenia si� jako zupe�	
nie nieefektywn w przestrzeniach wielowymiarowych�� Du�a z�o�ono�� oblicze	
niowa z kolei prowadzi do utraty dok�adno�ci
 je�li pr�buje si� szacowa� wymiary
w przestrzeniach wielowymiarowych
 ograniczajc nak�ady obliczeniowe poprzez
redukcj� liczby zag��bie� ��pude�ek!
 kt�re s�u� do zliczania punkt�w fraktalnego
obiektu� Z tego powodu opracowuje si� inne metody
 takie jak pomiar wymiaru
korelacyjnego� S one jednak oparte na innych
 nie zawsze r�wnowa�nych de�ni	
cjach wymiaru fraktalnego
 a ponadto maj ograniczony obszar zastosowa�
 na
przyk�ad metoda pomiaru wymiaru korelacyjnego wymaga spe�nienia specy�cz	
nych za�o�e� �por� �������



��� Rozdzia� �� Ocena wymiaru fraktalnego obiekt	w wielowymiarowych

Fakty te motywuj podj�cie pr�by opracowania nowego podej�cia do szaco	
wania wymiaru fraktalnego i zbadania jego dok�adno�ci na przyk�adach obiekt�w
o znanych wymiarach
 tym bardziej �e monitorowanie na bie�co wymiaru frak	
talnego aktualnych obserwacji mo�e stanowi� cenne �r�d�o informacji o stanie
systemu�

Istot tego podej�cia jest dokonanie transformacji danych wielowymiarowych
na odcinek I� przez quasi	odwrotno�� krzywej wype�niajcej
 dokonanie tu oceny
wymiaru fraktalnego za pomoc szacowania wymiaru pude�kowego i bardzo pro	
stego przetransformowania wyniku z powrotem do przestrzeni wielowymiarowej
na podstawie �cis�ej zale�no�ci pomi�dzy wymiarami pude�kowymi danych przed
i po transformacji� Zalet proponowanego podej�cia jest znaczna redukcja nak�a	
d�w obliczeniowych
 a co za tym idzie � tak�e potencjalny wzrost dok�adno�ci

gdy� zliczanie wymiaru pude�kowego na odcinku jest bardzo proste
 a transfor	
macja danych na odcinek r�wnie� ma liniow wzgl�dem wymiaru d z�o�ono�� ob	
liczeniow� Powy�ej u�yto okre�lenia ��potencjalny wzrost dok�adno�ci!
 gdy� do	
k�adno�� jakiejkolwiek metody empirycznej oceny wymiaru fraktalnego zale�y od
liczby danych� Jednak�e dopiero posiadanie narz�dzia do efektywnej obr�bki du	
�ej liczby danych pozwala uzyskiwa� spodziewan dok�adno�� oszacowa�� G��w	
nym wynikiem niniejszego rozdzia�u jest wyprowadzenie teoretycznej zale�no�ci
mi�dzy wymiarem pude�kowym wielowymiarowych danych a wymiarem pude�	
kowym danych przetransformowanych przy u�yciu krzywej wype�niajcej�

��� Uzasadnienie i opis metody

Zastosujemy tu krzywe wype�niajce
 a raczej ich quasi	odwrotno�ci
 kt�re spe�	
niaj om�wione w rozdziale ��� warunki C��C�

Szczeg�lnie wa�n dla naszych cel�w w�asno�ci krzywych wype�niajcych
jest ich zdolno�� do zachowywania miary Lebesgue�a
 czyli w�asno�� C� Przy	
pomnijmy
 �e w tym przypadku w�asno�� zachowywania miary mo�na zapisa�
nast�pujco"

�B�B d�B� # ��F���B��� �����

gdzie d oznacza miar� Lebesgue�a w przestrzeni Id
 � jest miar na odcinku
 B
oznacza klas� wszystkich zbior�w borelowskich w kostce Id
 natomiast przeciw	
obrazem zbioru B � B wzgl�dem krzywej F jest F���B� # ft � ��� �� " F �t� � Bg�
Zauwa�my
 �e w�asno�� C oznacza liczbow� r�wno�� miar odpowiadajcych
sobie zbior�w z kostki i odcinka� Je�li na przyk�ad wyr��nimy w Id kostk� o boku
� � ��� ��� to jej przeciwobraz na odcinku b�dzie mia� d�ugo�� �d
 gdy� tyle w�a�nie
wynosi obj�to�� tej kostki� Wiadomo r�wnie�
 �e krzywe wype�niajce nie mog
mie� odwzorowania odwrotnego w zwyk�ym sensie� Zgodnie z C�
 zbi�r ��B�



���� Uzasadnienie i opis metody ��	

r��ni si� od zbioru F���B� tylko przeliczaln liczb punkt�w
 std

�� � �B�� # ��F���B���

Je�li geometryczna konstrukcja krzywej wype�niajcej zawiera podzia� kostki
Id na podkostki o bokach �k
 to podkostkom tym odpowiadaj
 wzajemnie jedno	
znacznie
 pododcinki odcinka I� o d�ugo�ci �k d �por� rozdzia� ��� oraz ����
 �������
Dodajmy
 �e dla krzywych Hilberta i Sierpi�skiego � # ���
 a dla krzywej Peano
� # ���
 niezale�nie od wymiaru krzywej� W niniejszej monogra�i nie korzystamy
przy de�niowaniu krzywych z takiej geometrycznej konstrukcji
 jednak�e wspo	
mniana w�asno�� jest cech charakterystyczn krzywych wype�niajcych
 kt�re
zachowuj miar� Lebesgue�a� W podrozdziale ����� wykazano
 �e taka wzajem	
nie jednoznaczna zale�no�� istnieje w odniesieniu do wielowymiarowej krzywej
Sierpi�skiego� Dow�d podobnej w�asno�ci w przypadku wielowymiarowej krzy	
wej Peano podano w pracy Milne ������

���� Teoretyczna zale
no�� mi	dzy wymiarami fraktalnymi
zbioru i jego obrazu na odcinku

Oznaczmy przez X � Id zbi�r
 kt�rego wymiar fraktalny mamy zde�niowa�

a w nast�pnych podrozdzia�ach tak�e empirycznie zmierzy�� Jak wiadomo ����

tak zwany wymiar pude�kowy zbioru X � Rd
 oznaczany dalej przez Dim�X�

jest zde�niowany nast�pujco"

De�nicja ��� Dolny wymiar pude�kowy jest r�wny

Dim�X� # lim inf
���

� logN���
log �

� �����

G�rny wymiar pude�kowy jest r�wny

Dim�X� # lim sup
���

� logN���
log �

� �����

Wymiar pude�kowy jest r�wny

Dim�X� # lim
���

� logN���
log �

� �����

jeli powy�sza granica istnieje	 N��� jest liczb� okrelon� w jeden z nast�puj�cych
sposob�w�

�i� jest najmniejsz� liczb� kul domkni�tych o promieniu �� kt�re pokrywaj� X�



��
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�ii� jest najmniejsz� liczb� kostek domkni�tych o boku �� kt�re pokrywaj� X�

�iii� jest liczb� kostek domkni�tych o boku �� kt�re pokrywaj� Id i kt�re r�wno�
czenie maj� punkty wsp�lne z X�

�iv� jest najmniejsz� liczb� zbior�w � ka�dy z nich zawarty w kuli o rednicy ���
kt�re pokrywaj� X�

�v� jest najwi�ksz� liczb� roz��cznych kul domkni�tych o promieniu �� kt�rych
rodki zawarte s� w X�

Zauwa�my
 �e � �X� � F���X� oraz zbiory te r��ni si� tylko przeliczaln
liczb punkt�w� Niestety
 wymiar pude�kowy zbioru przeliczalnego
 w przeciwie�	
stwie do jego wymiaru Hausdor$a
 niekoniecznie jest r�wny zeru ����� Niemniej
jednak dla ka�dego x � Id zbi�r F���x� zawiera co najwy�ej �d element�w
 punk	
t�w z I�� Std liczba ��odcink�w pokrywajcych zbi�r F���X� jest co najwy�ej
�d razy wi�ksza od liczby �	odcink�w pokrywajcych zbi�r � �X�� niezale�nie
od warto�ci � � �� W zwizku z tym odpowiednie wymiary pude�kowe zbior�w
F���X� oraz � �X� s sobie r�wne
 czyli"

Lemat ���
Dim�F���X�� # Dim� � �X��� �����

Dim�F���X�� # Dim� � �X��� �����

Dim�F���X�� # Dim� � �X��� �����

jeli powy�szy wymiar istnieje	

Skorzystajmy z de�nicji �iii� i podzielmy kostk� Id na podkostki o jednako	
wych
 wynoszcych � � �
 d�ugo�ciach bok�w� Dok�adniej
 kostki te s postaci"

��i�� ���� i��� � � � �� ��id � ���� id���

gdzie i�� � � � � id # �� �� � � � � d���e� Niech N��� oznacza liczb� tych �	podkostek

kt�re maj punkty wsp�lne ze zbiorem X � Zale�no�� N��� u�yta w ����� okre	
�lona jest operacyjnie w spos�b opisany powy�ej� Je�li wymiar pude�kowy danego
zbioru istnieje
 to granic� w ����� mo�na oblicza� wybierajc dowolne podcigi
�k � �� gdy k � �� W naszym przypadku wygodnie b�dzie pos�u�y� si� pod	
cigami postaci �k # �k
 � � � � �
 kt�re odpowiadaj podzia�om kostki Id przy
konstrukcji krzywych Hilberta i Sierpi�skiego �podzia� dw�jkowy
 � # ���� oraz
krzywej Peano �podzia� tr�jkowy
 � # ����� W�wczas

Dim�X� # lim
k��

� logN��k�
k log���

� �����



���� Uzasadnienie i opis metody ���

Zbadajmy teraz wymiar Dim� � �X�� zbioru X po przekszta�ceniu go na od	
cinek ��� �� za pomoc � � Podkostki o bokach �k zostaj w�wczas przetransfor	
mowane na pododcinki o d�ugo�ciach �k d
 zatem

Dim� � �X�� # lim
k��

� logL��k d�
k d log���

� �����

gdzie L��kd� oznacza liczb� pododcink�w
 kt�re maj punkty wsp�lne z ��X��
Jednak�e mamy wzajemnie jednoznaczn odpowiednio�� mi�dzy podkostkami
w Id �o boku �k� i odpowiednimi podocinkami w I�� Zatem N��k� # L��k d�

co poprzez por�wnanie ����� oraz ����� prowadzi do nast�pujcego twierdzenia"

Twierdzenie ����� Niech X � Id	 Jeli wymiar pude�kowy Dim�X� istnieje
oraz istnieje Dim� ��X��� to

Dim�X� # dDim� � �X��� ������

�

W istocie rzeczy mo�na te� udowodni� mocniejsz wersj� powy�szego twierdzenia

kt�ra pozwala r�wno�� ������ zastosowa� tak�e w odniesieniu do Dim�X� oraz
Dim�X��

Do�� �atwo jest pokaza�
 korzystajc z de�nicji �i� oraz w�asno�ci C� krzywej

�e zachodzi

Dim�X� � dDim� ��X���

Dim�X� � dDim� ��X���
������

W konsekwencji
 je�li Dim�X� istnieje
 to otrzymujemy

Dim�X� � dDim� ��X��� ������

Podzielmy odcinek I� na przedzia�y o d�ugo�ci �
 majce posta�"

Ck # ��k � �� �� k ��� k # �� �� � � � � d���e�

Niech L��� oznacza liczb� takich przedzia��w
 kt�re maj punkty wsp�lne z ��X��
Zgodnie z w�asno�ci C�
 zbi�r F �Ck� jest zawarty w pewnej kuli o �rednicy
����d� W konsekwencji najmniejsza liczba kul pokrywajcych zbi�r X 
 oznaczmy
j przez Nd���
 jest mniejsza
 co najwy�ej r�wna liczbie L���� Std otrzymujemy

logNd���
� log �����d�

� d
logL���

�d log�� log �
�
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co prowadzi do nier�wno�ci ������� Pozostaje jeszcze wykazanie nier�wno�ci prze	
ciwnych do nier�wno�ci ������� Wybierzmy tak liczb� naturaln k�
 �e

�k��� � ����d � �k��

Zauwa�my
 �e ka�da kula o �rednicy ����d ma punkty wsp�lne z co najwy�ej
�d kostkami o boku �k� 
 a w konsekwencji ma punkty wsp�lne z co najwy�ej
�����d kostkami o boku �k���� Liczba takich kostek
 kt�re maj punkty wsp�lne
z X 
 czyli N��k����� jest zatem ograniczona od g�ry przez �����dNd���� Zgodnie
z opisanymi wcze�niej w�asno�ciami krzywej wype�niajcej
 mamy L��	k���
d� #
N��k����� Poniewa� �	k���
d � �d�
 wi�c L��	k���
d� � L��d��� W konsekwencji
otrzymujemy nier�wno��

logNd���
� log �����d�

� logL��d��� d log ���
� log �����d�

#
d logL��d��� d� log ���

� log ��d��
�

co prowadzi do nier�wno�ci przeciwnych nier�wno�ciom ������
 czyli

Dim�X� � dDim�� �X���

Dim�X� � dDim�� �X���
������

Przy istnieniu odpowiednich granic otrzymujemy oczywi�cie r�wno�� ������� Za	
le�no�� ������ stanowi podstaw� teoretyczn algorytmu pomiaru wymiaru frak	
talnego wielowymiarowego zbioru X � Id na podstawie pomiaru wymiaru zbioru
� �X� � I�� Jej prostota nie powinna przes�ania� tego
 �e ca�e bogactwo wielowy	
miarowych twor�w geometrycznych zostaje tu zredukowane do jednego wymiaru
bez straty informacji o ich wymiarach fraktalnych� R��norodno�� kszta�t�w zbio	
r�w wielowymiarowych zostaje w istocie odwzorowana w lokalne zag�szczenia
punkt�w na odcinku� Na rysunku ��� pokazano r�wnocze�nie kilka obraz�w na
odcinku zbior�w o znanych wymiarach
 pochodzcych z przestrzeni o r��nych
wymiarach topologicznych� Dla zachowania czytelno�ci
 zbiory te �a raczej ich
przedstawienia gra�czne� rozsuni�to w pionie�

���� Opis algorytmu empirycznej oceny wymiaru fraktalnego

Niech xi � Id �i # �� �� � � � � n� b�dzie cigiem punkt�w pochodzcych ze zbioru X�
kt�rego wymiar fraktalny ma zosta� zmierzony� Milczco zak�adamy przy tym

�e n jest dostatecznie du�e
 nie precyzujc przy tym rz�du wielko�ci n
 gdy� �
jak to wida� z przytoczonych dalej bada� symulacyjnych � rzd ten musi zale�e�
od wymiaru przestrzeni
 w kt�rej zanurzony jest mierzony zbi�r� Nale�y zauwa	
�y�
 �e teoretyczny wymiar sko�czonego zbioru punkt�w jest zawsze r�wny zeru�
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Rys� ��� Obrazy twor�w geometrycznych o r��nych wymiarach� po przetransformowaniu
ich na odcinek ��� �� za pomoc� quasi�odwrotno�ci krzywej Sierpi�skiego� Licz�c od do�u
rysunku pokazano obrazy� a� funkcji kwadratowej o wymiarze �� b� kwadratu � wymiar
� �� c� powierzchni j sin���x�

�
� x�

�
��j dwuwymiarowej w R� � wymiar � �� d� sygna�u

fraktalnego �traktowanego jako funkcja na p�aszczy�nie� o wymiarze ��� We wszystkich
przypadkach obrazy uzyskano dla ��� punkt�w� a fakt� �e nie s� one widoczne na wykre�
sach wynika nie tylko z zastosowanej rozdzielczo�ci� ale g��wnie z geometrycznej natury
transformowanych obiekt�w
Fig� ��� Images of di�erent geometric objects after transforming them to ��� �� via
quasi�inverse of the Sierpi�ski curve� From below� a� quadratic function with dimen�
sion �� b� square � dimension � �� c� two�dimensional surface j sin���x�

�
� x�

�
��j in R�

� dimension � �� d� signal with fractal structure �treated as the graph of a function�
dimension� ��� Each plot consists of ��� points� Points are not visible due to the
geometric structure of the transformed objects

W przypadku szacowania wymiaru fraktalnego zak�adamy
 i� rzeczywisty obiekt
zawiera w istocie nieprzeliczaln liczb� punkt�w
 kt�rych struktura jest samopo	
dobna i �ci�le okre�lona przez struktur� pobranego cigu punkt�w� Mo�emy teraz
opisa� proponowany algorytm pomiaru wymiaru fraktalnego�

ALGORYTM

Krok �� Obliczy� wsp��rz�dne ti
 i # �� �� � � � � n punkt�w na odcinku ��� ��

b�dce wynikiem transformacji danych przez quasi	odwrotno�� krzywej
 to
znaczy
 ti # � �xi�
 i # �� �� � � � � n�
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Krok �� Wybra� malejcy cig � � �k � �� k # �� �� � � � �M d�ugo�ci przedzia	
��w
 na kt�re dzielony jest odcinek ��� �� �standardowo wybierany jest cig
�k # ���k��

Krok � Zliczy� liczb� N��k� pododcink�w d�ugo�ci �k 
 kt�re zawieraj co naj	
mniej po jednym punkcie cigu ti
 i # �� �� � � � � n� Powt�rzy� te obliczenia
dla k # �� �� � � � �M �

Krok �� Metod najmniejszych kwadrat�w obliczy� wsp��czynnik +�
 b�dcy em	
pirycznym oszacowaniem wymiaru pude�kowego � zbioru � �X� � I�� Do	
k�adniej
 znale�� +� i +c
 kt�rej minimalizuj sum� kwadrat�w b��d�w

MX
k��

�log�N��k�� & � log��k�� c�� � ������

wzgl�dem c i ��

Krok �� Przeliczy� oszacowanie wymiaru na odcinku +�
 uzyskane w kroku �
 na
oszacowanie +D wymiaru zbioru X � Id wed�ug wzoru" +D # d +��

%atwo zauwa�y�
 �e kroki �
 � i � s w istocie znanym algorytmem szacowania
wymiaru pude�kowego dla fraktali na odcinku� Istot propozycji jest po�czenie
tych krok�w z krokiem �
 w kt�rym zachodzi redukcja wymiaru oraz krokiem �

w kt�rym zachodzi przeliczenie oszacowania wymiaru z jednego do d	wymiar�w�

��� Pomiar wymiaru atraktora Lorenza i inne wyniki
bada� symulacyjnych

���� Wymiary prostych twor�w geometrycznych

W tabeli ��� zestawiono wyniki �uzyskane proponowan metod� oszacowa� wy	
miar�w fraktalnych r��nych zbior�w
 kt�rych wymiar teoretyczny jest znany� Po	
r�wnania kolumn pozwalaj stwierdzi�
 �e proponowana metoda zapewnia dosta	
teczn dok�adno�� �b�d wzgl�dny nie przekracza �� ���� Do oblicze� u�ywano
���� punkt�w losowanych z mierzonego obiektu z rozk�adem r�wnomiernym�
Skr�t FBM w ostatnim wierszu tabeli odnosi si� do procesu stochastycznego

zwanego ruchem Browna o u�amkowym wymiarze�



���� Pomiar wymiaru atraktora ���

Tabela ��� Wyniki oblicze� wymiaru fraktalnego proponowan� metod� dla r��nych
obiekt�w o znanych wymiarach

Wymiar
Obiekt

Teor� Empir�

Kwadrat w R� � �
�

Funkcja y # x� w R� � �
���

Powierzchnia y # j sin���x�� & y����j � �
��

FBM w R� �
� �
���

���� Empiryczny wymiar atraktora Lorenza

Uk�ad Lorenza okre�lony jest r�wnaniami �por� ����
 gdzie opisano r�wnie� inter	
pretacj� zmiennych stanu tego systemu�"

x
 # 
�y � x�� ������

y
 # rx� yxz� ������

z
 # xy � bz� ������

Jak wiadomo
 uk�ad ten posiada atraktor
 zwany dziwnym
 kt�rego teoretyczny
wymiar fraktalny nie jest znany� Na rysunku ��� pokazano �� ��� pr�bek pobra	
nych z numerycznie obliczonego atraktora uk�adu Lorenza�

W pracy ���� podano numeryczne oszacowanie wymiaru atraktora Lorenza
wynoszce �� �� �dla 
 # ��
 b # ��� i r # ���
 nie okre�lajc jednak do	
k�adno�ci tego oszacowania� W celu oszacowania dok�adno�ci estymacji wymiaru
atraktora przeprowadzono intensywne badania symulacyjne wed�ug nast�puj	
cego schematu�

Krok �� Losowano warunki pocztkowe dla uk�adu ������������� z rozk�adem
r�wnomiernym w kostce jednostkowej�

Krok �� Metod Runge	Kutty czwartego rz�du �z mody�kacjami zastosowanymi
w �rodowisku Mathematica� rozwizywano uk�ad ������������� i pobierano
��� pr�bek �x�ti�� y�ti�� z�ti���

Krok � Na ich podstawie szacowano wymiar fraktalny atraktora proponowan
tu metod
 a wynik zapami�tywano�
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Rys� ��� Przyk�adowy zestaw �� ��� pr�bek z atraktora Lorenza u�ywanych do oceny
dok�adno�ci proponowanej metody� Inne zestawy uzyskiwane by�y przez losowe zmiany
warunk�w pocz�tkowych trajektorii
Fig� ��� Example �� ��� samples taken from the Lorentz attractor and used for the
evaluation of the accuracy of the proposed method� Other sample sets were obtained by
random changes of the initial conditions of the trajectories

Kroki ��� powtarzano ��� krotnie i na tej podstawie estymowano g�sto�� roz	
k�adu prawdopodobie�stwa ocen wymiaru fraktalnego� Jako estymatora g�sto�ci
u�yto nieparametrycznego estymatora Parzena�Rosenblata ���� z jdrem Epa	
nechnikova i wsp��czynnikiem wyg�adzania h # �� ���� dobranym empirycznie�
Na rysunku ��� g�sto�� t� zestawiono z g�sto�ci prawdopodobie�stwa roz	
k�adu normalnego o �redniej i wariancji estymowanych z tych samych danych�
Uzyskana empiryczna ocena dyspersji
 wynoszca +
 # �� ������� pozwala re	
komendowa� proponowan metod� do oceniania wymiar�w fraktalnych wielowy	
miarowych uk�ad�w dynamicznych�
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Rys� ��� Oszacowanie g sto�ci rozk�adu pomiar�w wymiaru fraktalnego atraktora Lo�
renza �linia ci�g�a� i por�wnanie jej z g sto�ci� rozk�adu normalnego �linia przerywana�
o �redniej !x � �� ����� i dyspersji "� � �� ��	����� Warto�ci !x i "� otrzymano w wyniku
u�rednienia ��� pomiar�w wymiaru fraktalnego� z kt�rych ka�dy uzyskano na podstawie
��� obserwacji przebiegu trajektorii na atraktorze
Fig� ��� Estimate of the probability density of the fractal dimension measurements of
the Lorentz attractor �solid line� with comparison to the standard normal probability
density �dashed line� with the mean !x � ������� and the dispersion "� � ����	�����
estimated as the average from ��� fractal dimension measurements� each obtained from
��� trajectory samples

��� Podsumowanie

W powy�szym rozdziale zbadano problem zmiany wymiaru wielowymiarowych
danych po ich transformacji przy u�yciu quasi	odwrotno�ci krzywej wype�niaj	
cej� Badanym wymiarem by� popularny wymiar fraktalny
 nazywany wymiarem
pude�kowym�

Wyprowadzono teoretyczn zale�no�� mi�dzy wymiarem pude�kowym wielo	
wymiarowych danych a wymiarem pude�kowym danych przetransformowanych
przy u�yciu krzywej wype�niajcej� Wyniki tych bada� sta�y si� podstaw do
zaproponowania nowej
 �atwiejszej obliczeniowo
 a przez to dok�adniejszej
 me	
tody oceny wymiaru fraktalnego obiekt�w wielowymiarowych� Metoda wymaga
przekszta�cenia wielowymiarowych danych na odcinek I� przy u�yciu quasi	od	
wrotno�ci krzywej wype�niajcej�

Ocena wymiaru fraktalnego jednowymiarowych danych na podstawie szaco	
wania ich wymiaru pude�kowego jest problemem obliczeniowo znacznie prost	
szym
 ni� analogiczne zadanie dokonywane w odniesieniu do danych jednowy	
miarowych�



Rozdzia� 


Kwantyzacja wektorowa�

krzywe wype�niaj�ce

i samoorganizuj�ce sieci Kohonena

G��wn ide metod opisanych w niniejszym rozdziale jest zastosowanie algorytmu
uczenia SOM oraz innych efektywnych algorytm�w kwantyzacji do przetwarzania
jednowymiarowych danych
 powsta�ych w wyniku transformacji danych wielowy	
miarowych przy u�yciu odwzorowania quasi	odwrotnego do krzywej wype�niaj	
cej ������

Po�czenie obu transformacji prowadzi do powstania nowych efektywnych al	
gorytm�w przetwarzania wielowymiarowych danych o dobrze okre�lonych w�a	
sno�ciach asymptotycznych �����
 �����
 ������

Przegldajc literatur� dotyczc zastosowa� krzywych wype�niajcych oraz
samoorganizujcych odwzorowa� Kohonena �self�organizing maps � SOM� ����

�atwo zauwa�y�
 �e pozycje z obu dziedzin cz�sto dotycz podobnych problem�w
zwizanych w og�lnym sensie z problemami kwantyzacji wielowymiarowych da	
nych ���
 ����
 ����
 ����
 ����
 �����
 �����
 �����
 ����� oraz zadaniami odtwarzania
przestrzennej organizacji danych wej�ciowych w ograniczonej strukturze topolo	
gicznej sieci SOM �odwzorowanie topogra�czne prowadzce do redukcji wymiaru

wizualizacja
 ���
 ����
 �����
 �������

Z punktu widzenia ka�dego z tych zada� rozpatrywanych odr�bnie nie jest
to rozwizanie idealne
 std wiele pomys��w �czenia algorytm�w uczenia konku	
rencyjnego z r��nymi transformacjami danych wej�ciowych �����
 �����
 ������

Sieci SOM z topologi jednowymiarow �w postaci �a�cucha neuron�w� znaj	
duj te� praktyczne zastosowanie w rozwizywaniu problemu komiwoja�era ����

����
 ����
 ���� oraz problemu sortowania liczb ����� Om�wienie literatury dotycz	
cej sieci samoorganizujcych mo�na znale�� w pracy autorki ������
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Sieci SOM ����
 ����
 ���� s specjalnym typem sieci neuronowych �����
 �����

����
 w kt�rych uczenie odbywa si� bez nadzoru �bez nauczyciela��

W sieciach Kohonena mamy do czynienia z tak zwanym uczeniem konkuren	
cyjnym� W przeciwie�stwie do typowych sieci
 na przyk�ad sieci jednokierunko	
wych
 w kt�rych mody�kacji podlegaj wszystkie neurony
 w sieciach z uczeniem
konkurencyjnym po prezentacji wzorca wej�ciowego nast�puje okre�lenie neuronu
wygrywajcego i tylko ten neuron
 ewentualnie zbi�r ssiadujcych z nim neuro	
n�w
 aktualizuje swoje wagi tak
 by zbli�y� je do aktualnego wzorca
 przy czym
obowizujce konkretne zasady rywalizacji neuron�w mog by� r��ne �����
 ����

����
 ������

Generalnie rzecz ujmujc
 regu�y mi�kkiej konkurencji
 w kt�rej r�wnocze	
�nie uczy si� wi�ksza liczba neuron�w �wygrywajcych neuron�w�
 przyspieszaj
proces uczenia oraz zwi�kszaj jego odporno�� na zak��cenia� Ka�dy neuron
 a do	
k�adniej jego wagi
 staje si� pewnym wzorcem �prototypem� grupy bliskich sobie
sygna��w wej�ciowych
 przy czym neurony ssiadujce ze sob reprezentuj bli	
skie sobie
 podobne
 obszary przestrzeni danych wej�ciowych� W ten spos�b sie�
SOM tworzy obraz przestrzeni sygna��w wej�ciowych przeniesiony na wewn�trzn
struktur� topologiczn sieci�

Kohonen ���� dostrzega� zwizki pomi�dzy krzywymi wype�niajcymi prze	
strze� i sieciami SOM z jednowymiarow topologi w postaci �a�cucha neuron�w

a wi�c tak
 kt�r ustala liniowy porzdek w zbiorze neuron�w�

W przypadku jednowymiarowej
 liniowej topologii sieci neuronowej mecha	
nizm uczenia SOM prowadzi do liniowego uporzdkowania w przestrzeni wek	
tor�w wej�ciowych� Ponadto po�o�enia neuron�w w wielowymiarowej przestrzeni
wej�� koncentruj si� w obszarach
 z kt�rych pochodz dane wej�ciowe� Je�li za�o	
�ymy
 �e istnieje g�sto�� rozk�adu prawdopodobie�stwa wektor�w wej��
 to wraz
ze wzrostem rozmiaru sieci SOM koncentracja neuron�w staje si� tym wi�ksza

im wi�ksza jest g�sto�� rozk�adu wej��� Cig punkt�w o wsp��rz�dnych odpowia	
dajcych wagom neuron�w
 po�czonych ze sob zgodnie z przyj�t numeracj
�topologi sieci�
 tworzy �aman skanujc przestrze� wej���

Badanie procesu polegajcego na zwi�kszaniu liczby neuron�w prowadzi do
obserwacji
 �e w wyniku dzia�ania algorytmu uczenia SOM otrzymujemy krzyw
coraz g��ciej skanujc wielowymiarow przestrze� wej��� Proces taki nie jest
jednak w jakimkolwiek sensie zbie�ny do krzywej wype�niajcej �traktowanej jako
cig�e odwzorowanie I� � Id��

Mo�emy przyj� jedynie
 �e jednowymiarowa �w sensie topologii� sie� SOM
aproksymuje pewn krzyw wype�niajc przestrze� wej��
 zachowujc ponadto
w pewnym stopniu zwizane z t przestrzeni miary probabilistyczne� Sama pro	
cedura uczenia sieci przebiega w przypadku jednowymiarowym znacznie szybciej
ni� w odniesieniu do wielowymiarowych danych�
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��� Problem wektorowej kwantyzacji

Zadanie kwantyzacji wektorowej ����
 ����
 ����� polega na kodowaniu wielowy	
miarowych danych za pomoc sko�czonego zbioru wektor�w odniesienia �kwan	
tyzer�w� w # �w�� � � � � wn�� Ka�dy punkt z przestrzeni wielowymiarowej jest
jednoznacznie przyporzdkowany do okre�lonego
 najbli�szego w sensie pewnej
metryki wektora odniesienia ws	x

 dla kt�rego r��nica jjx�ws	x
jj�
 � � �
 nazy	
wana b��dem kwantyzacji
 jest najmniejsza� Zwykle jj 	 jj jest norm euklidesow

natomiast � # ��

Je�li rozk�ad prawdopodobie�stwa danych wej�ciowych ma g�sto�� f�x�
 to
�redni b�d kwantyzacji �warto�� oczekiwana dystorsji� okre�lony jest przez

��d
Z
jjx� ws	x
jj�f�x�dx �����

i zale�y od wyboru wektor�w odniesienia w�
Zaprojektowanie dobrego zbioru wektor�w odniesienia jest podstawowym pro	

blemem wektorowej kwantyzacji i wymaga rozwizania zagadnienia wielowymia	
rowej minimalizacji� Problem ten cechuje istnienie wielu minim�w lokalnych ������

Znanych jest wiele algorytm�w wektorowej kwantyzacji" �����
�����
 �����

������ Najcz��ciej u�ywanym jest uog�lniony algorytm Lloyda
 znany te� jako
schemat LBG �����
 �����
 ������ Tego typu algorytm by� rozpatrywany r�wnie�
w zastosowaniu do klasteryzacji wielowymiarowych danych w postaci algorytmu
K��rednich �����
 ����
 ����
 ����
 �����

Podobnie algorytm uczenia SOM �z topologi jednowymiarow w postaci �a�	
cucha neuron�w� ����
 ����
 ���� mo�e by� traktowany jako uog�lnienie metody
LBG w wersji
 w kt�rej metod� aproksymacji stochastycznej �����
 ����
 ����� sto	
suje si� do optymalizacji dokonywanej adaptacyjnie
 na podstawie pojedynczych
obserwacji �por� �����
 �������

Algorytm ten ma posta� ����
 �����"

w
nowy
i # w

stary
i & hi�s	x
 �x� w

stary
i �� �����

gdzie hi�s	x
 jest tak zwan funkcj ssiedztwa
 kt�ra przyjmuje warto�� � dla
i # s�x�
 w pozosta�ych przypadkach natomiast jej warto�� jest nierosnc funk	
cj ji � s�x�j� Najcz��ciej hi�s	x
 # �
 gdy ji � s�x�j � m oraz hi�s	x
 # �
 gdy
ji � s�x�j � m� Tak funkcj� ssiedztwa nazywa si� ssiedztwem prostoktnym
o szeroko�ci m� Analiza algorytmu uczenia ����� jest w og�lnym przypadku bardzo
skomplikowana �por� przegld znanych wynik�w bada� zawarty w pracy autorki
����� oraz w pracach �����
 ����
 ����
 ����
 �����
 ����
 �����
 �����
 �����
 �������
Niestety
 zbie�no�� z prawdopodobie�stwem � algorytmu uczenia SOM do usta	
lonego stanu r�wnowagi oraz istnienie i jednoznaczno�� takiego stanu r�wnowagi
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�istnienie i jednoznaczno�� rozwizania asymptotycznego� wykazano tylko przy
za�o�eniu r�wnomiernego rozk�adu danych wej�ciowych ���� lub przy za�o�eniu

�e f�x� � �� x � ��� �� oraz �e logarytm g�sto�ci rozk�adu jest funkcj wkl�s�
na odcinku ��� �� ����
 ����� R�wnocze�nie jednak nie jest znany �aden przyk�ad
�wiadczcy o niejednoznaczno�ci rozwizania asymptotycznego algorytmu �����
przy f�x� � � oraz przy dowolnej �ze wzgl�du na liczb� ssiad�w� prostoktnej
funkcji ssiedztwa ����� Ponadto wiadomo
 �e algorytm ����� w przypadku jedno	
wymiarowym zapewnia osigni�cie i utrzymanie stanu uporzdkowania neuron�w
polegajcego na spe�nieniu warunku w� � � � � � wi � wi�� � � � � wN �����

Dalej b�dziemy korzysta� tylko z wynik�w dotyczcych przypadku jednowy	
miarowej sieci SOM i jednowymiarowych danych pochodzcych z odcinka I��
Z pracy ����� wynika
 �e w sieci SOM
 w sytuacji gdy liczba neuron�w d�y do nie	
sko�czono�ci
 funkcja g�sto�ci rozk�adu prawdopodobie�stwa po�o�enia neuronu

Q�x�
 rozpatrywana w przestrzeni danych wej�ciowych �jednowymiarowych�
 jest
proporcjonalna do funkcji g�sto�ci rozk�adu wej�� f�x� w pot�dze a� gdzie

a # ���� ����m� & �m & ����� �����

natomiast m oznacza liczb� ssiad�w w jednowymiarowym algorytmie Kohonena
z prostoktn funkcj ssiedztwa
 std

Q�x� � f�x�a� �����

Formalny dow�d powy�szej w�asno�ci wymaga za�o�enia
 �e f�x� � �� Ponadto
w trakcie przeprowadzania dowodu w pracy ����� za�o�ono
 �e funkcja g�sto�ci
jest r��niczkowalna� Za�o�enie to jest niepotrzebnie zbyt restrykcyjne� W rzeczy	
wisto�ci wystarczy przyj�
 �e funkcja g�sto�ci daje si� aproksymowa� z dowoln
dok�adno�ci za pomoc funkcji odcinkami liniowej� Warunek ten spe�nia ka�da

ograniczona od g�ry
 funkcja g�sto�ci�

Nale�y zauwa�y�
 �e zale�no�� ����� udowodniono w zasadzie tylko w przy	
padku jednowymiarowej przestrzeni wej�� i przy strukturze sieci w postaci �a�cu	
cha neuron�w� Nic natomiast nie wiadomo o istnieniu tego typu asymptotycznych
rezultat�w �poza pewnymi bardzo szczeg�lnymi przypadkami ������
 gdy dane
wej�ciowe s wielowymiarowe��

Przy liczbie ssiad�w m � �
 r�wnanie ����� prowadzi do otrzymania war	
to�ci a # ���� W przypadku
 gdy m # �
 ze wzoru ����� otrzymujemy a # ����
Wynik ten pokrywa si� ze znanymi wynikami dotyczcymi wektorowej kwanty	
zacji� Jak wiadomo �����
 je�li liczba kwantyzator�w d�y do niesko�czono�ci
 to
g�sto�� ich rozk�adu w d�wymiarowej przestrzeni wej��
 minimalizujca kryte	
rium �����
 jest proporcjonalna do f�x�a
 gdzie a # d��d& ��� %atwo sprawdzi�

�e gdy d # � i warto�� wyk�adnika w kryterium ����� wynosi � # �
 otrzymujemy
t� sam warto�� a # ����



���� Problem wektorowej kwantyzacji ���

Opr�cz algorytmu uczenia ����� stosowany bywa tak�e algorytm uczenia na	
zywany ��gazem elektronowym! �����
 ������ W algorytmie tym nie ma ustalonej
topologii sieci �sta�ego uporzdkowania neuron�w�� Zbi�r ssiad�w wyznaczany
jest na bie�co
 jako aktualny zbi�r k najbli�szych ssiad�w� Wszystkie neurony
s porzdkowane zgodnie z ich odleg�o�ci od prezentowanego wzorca
 czyli w po	
staci" fwi� � wi�� � � � � wiNg� przy czym

jjwik � xjj � jjwik�� � xjj� k # �� �� � � � � N � ��

Regu�a uczenia ��gazu elektronowego! ma posta�"

w
nowy
i # w

stary
i & h	�ki�x� w�� �x� w

stary
i �� i # �� �� � � � � N� �����

gdzie ki�x� w� jest liczb naturaln
 kt�ra oznacza
 kt�rym z kolei najbli�szym
ssiadem obserwacji x jest neuron wi� Funkcja

h	�ki�x� w�� # e�	ki	x�w
��
�	

jest specy�czn funkcj ssiedztwa z parametrem � � �� Przy �� �
 tylko po�o	
�enie najbli�szego ssiada podlega aktualizacji� Gdy � � �
 wtedy aktualizowane
s wagi wszystkich neuron�w
 lecz wsp��czynnik uczenia odleg�ych neuron�w �da	
lekich ssiad�w� szybko d�y do zera� Jest to sytuacja podobna do tej
 z kt�r
mamy do czynienia w klasycznym algorytmie uczenia SOM z gaussowsk funkcj
ssiedztwa �����

W przypadku asymptotycznym
 gdy liczba neuron�w N d�y do niesko�czo	
no�ci
 g�sto�� rozk�adu neuron�w w przestrzeni wej�� opisywana jest r�wnaniem
r��niczkowym o postaci takiej
 jak r�wnanie charakteryzujce dyfuzj� gazu �
std nazwa sieci ��gaz neuronowy!� Stacjonarne rozwizanie tego r�wnania przy
��� jest postaci"

Q�x� � f�x�a� �����

Wyk�adnik a # d��d& �� ma warto�� optymaln ze wzgl�du na zadanie wekto	
rowej kwantyzacji z kwadratow dystorsj �� # �� ������ Algorytm ��gazu elek	
tronowego! jest szczeg�lnie prosty obliczeniowo w przypadku jednowymiarowym

co pozwala na jego efektywne wsp��dzia�anie z transformacj wielowymiarowych
danych za pomoc krzywych wype�niajcych�

Wracajc do spojrzenia na algorytm Kohonena jako na narz�dzie s�u�ce do
wektorowej kwantyzacji
 mo�emy w prostych przypadkach sformu�owa� asymp	
totyczn posta� kryterium
 zale�n od przyj�tej szeroko�ci ssiedztwa� Zmiana
szeroko�ci ssiedztwa m prowadzi do uzyskania r��nych warto�ci wyk�adnika a
�por� ������� Tak�e inne mody�kacje algorytmu Kohonena �����
 �����
 ���� po	
zwalaj wp�ywa� na warto�� wyk�adnika a w zale�no�ci ������
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Korzystajc ze wspomnianych ju� wynik�w Zadora �����
 dotyczcych wek	
torowej kwantyzacji
 otrzymujemy
 poprzez zmian� a
 r��ne postaci kryterium
�����
 w kt�rych wyk�adnik � zmienia si� w zale�no�ci od sposobu mody�kacji
algorytmu Kohonena� Posta� kryterium odnosi si� naturalnie tylko do przypadku
jednowymiarowego i sytuacji asymptotycznej
 gdy liczba neuron�w �kwantyza	
tor�w� d�y do niesko�czono�ci� Mi�dzy innymi nieliniowa metoda aktualizacji
wag
 zaproponowana w �����
 pozwala na uzyskanie �w jednym wymiarze� r��	
nych warto�ci wyk�adnika a� Do podobnych efekt�w prowadzi tak�e adaptacyjna
zmiana wsp��czynnika uczenia okre�lanego indywidualnie dla ka�dego z neuron�w
�����

W kolejnym rozdziale pracy zaproponowana zostanie metoda kwantyzacji

kt�ra �czy transformacj� wielowymiarowych danych za pomoc quasi	odwrotno	
�ci wybranej krzywej wype�niajcej ze skalarn kwantyzacj przy u�yciu algo	
rytmu ����� w odniesieniu do danych przetransformowanych na odcinek I��

Zastosowanie r��nych wariant�w algorytmu uczenia ����� umo�liwia w pew	
nym stopniu kszta�towanie g�sto�ci rozk�adu kwantyzator�w na odcinku I�
 a tak	
�e � je�li skorzystamy z w�asno�ci zachowywania miary przez odwzorowania F

i jego quasi	odwrotno�� � � odpowiednich kwantyzator�w w przestrzeni Id�

��� Kwantyzacja wektorowa na odcinku

W pracy autorki ����� zaproponowano now metod� kwantyzacji wielowymiaro	
wych danych
 kt�ra polega na po�czeniu transformacji wielowymiarowych da	
nych za pomoc krzywych wype�niajcych ze skalarn kwantyzacj wykorzystu	
jc jednowymiarowy algorytm SOM na danych z odcinka� Zamiast SOM mo�na
w tym miejscu u�y� innego klasycznego algorytmu kwantyzacji typu LBG ���� lub
algorytmu ��gazu elektronowego!� Eksperymenty obliczeniowe pokazuj jednak

�e algorytm SOM jest w wielu przypadkach bardziej efektywny i prowadzi do
mniejszego b��du kwantyzacji� Ko�cowym etapem procesu jest wyznaczenie wek	
tor�w odniesienia poprzez przekszta�cenie skalarnych kwantyzator�w przy u�yciu
krzywej wype�niajcej do postaci wektorowej w Id�

Podobn ide� zastosowania krzywej Hilberta do kompresji i kwantyzacji obra	
z�w mo�na znale�� w pracach ����
 ������ W pracach tych nie skorzystano jednak
z w�asno�ci krzywych wype�niajcych
 a w szczeg�lno�ci w�asno�ci zachowywania
miary�

W przedstawianym tu podej�ciu
 zmieniajc algorytm skalarnej kwantyzacji

mamy mo�liwo�� wyboru po�danej zale�no�ci pomi�dzy rozk�adami wej�� a roz	
k�adami kwantyzator�w w przestrzeni wielowymiarowej�



���� Kwantyzacja wektorowa na odcinku ���

����� Algorytm wektorowej kwantyzacji uzyskany
za pomoc� krzywych wype�niaj�cych

Niech fXig b�dzie niesko�czonym cigiem realizacji niezale�nych
 wielowymiaro	
wych zmiennych losowych �wektor�w losowych�� Zak�adamy
 �e Xi s identycz	
nymi zmiennymi losowymi o rozk�adzie opisanym g�sto�ci f 
 kt�re przyjmuj
warto�ci z kostki Id� Przyjmujemy te�
 �e wsp��rz�dne punkt�w z kostki s licz	
bami rzeczywistymi
 a ich pozycje na krzywej wype�niajcej kostk�
 czyli ��X��
mog by� wyznaczone z dowoln dok�adno�ci�

Poniewa� � jest funkcj mierzaln
 std tak�e ti # � �Xi� s niezale�nymi
zmiennymi losowymi� Ich rozk�ad opisuje funkcja g�sto�ci g�t� # f�F �t�� �por�
lemat ������

Zmienne losowe ti przyjmuj warto�ci z odcinka ��� ��� Kwantyzacji danych
o nieznanym rozk�adzie g�t� dokonujemy korzystajc ze zmody�kowanego algo	
rytmu ����� �por� praca autorki �������

W celu unikni�cia nieporozumie� b�dziemy dalej oznacza� literami v pozycje
kwantyzator�w na odcinku I�
 natomiast literami w kwantyzatory w przestrzeni
wielowymiarowej�

Podobie�stwo mi�dzy sygna�em wej�ciowym t # � �x� � ��� �� a skalarnym
kwantyzatorem vi jest mierzona poprzez ich odleg�o�� na odcinku ��� ��� Wygry	
wajcy wsp��zawodnictwo neuron vc wyznaczany jest zatem przez formu��"

jt � vs	t
j # min
��i�N

fjt� vijg� �����

Obszary oddzia�ywania poszczeg�lnych kwantyzator�w

Oc # ft " jt� vc
j # min
��i�N

fjt� vijgg� c # �� � � � � N �����

tworz podzia� odcinka I�
 zwany w przypadku wielowymiarowym diagramem
Voronoia ����� Zauwa�my
 �e � w przeciwie�stwie do problemu wielowymiarowego
� podzia� ten jest bardzo �atwo wyznaczy� w stanie uporzdkowania sieci
 gdy
vi � vi��� a mianowicie Oi # ��vi � vi������ �vi�� � vi���� dla i # �� � � � � N � �
oraz O� # ��� �v�� v�����
 ON # ��vN � vN������ ���

A oto zaproponowany algorytm
 nazywany dalej algorytmem SFCVQ�

ALGORYTM SFCVQ

Przyjmij pocztkow warto�� wsp��czynnika uczenia � oraz warto�� � � ��

Krok �� Rozpocznij od losowo wybranych pozycji v�� v�� � � � � vN 
 vi � ��� ��� i #
�� � � � � N�
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Krok �� Przetransformuj now obserwacj� x � Id do postaci t # � �x� � I��

Krok � Oblicz odleg�o�� t w stosunku do aktualnych warto�ci v�� v�� � � � � vN "

jt � vij� i # �� � � � � N

i znajd� numer wygrywajcego neuronu s # s�t�
 czyli oblicz argmini jt�vij�
Krok �� Zmie� wag� vs oraz wagi ssiadujcych �m neuron�w zgodnie z regu�"

vnowej # vstarej & � hsj sgn�t� vstarej � 	 jt� tj j
 j # �� � � � � N�

gdzie hsj # �
 je�li js� jj � m oraz hsj # � w przeciwnym przypadku�

Krok �� Zmie� � i ewentualnie szeroko�� ssiedztwa m� Id� do kroku ��

Ssiedztwo neuron�w m�tego rz�du obejmuje
 poza neuronem wygrywajcym
o numerze c
 tak�e m jego poprzednik�w i m nast�pnik�w"

Nc # fi " ji� cj � m� � � i � Ng� �����

W powy�szym algorytmie uwzgl�dniono w uog�lnionej postaci metod� ucze	
nia zaproponowan w pracy ������ W przypadku
 gdy � # �
 algorytm ten jest
r�wnowa�ny ze znan regu� uczenia �����
 je�li natomiast � � � jest dowoln
liczb
 to przy m # N 
 N ��

Q�x� � f�x�
�

��� � ������

Umo�liwia to zmian� wyk�adnika a w ����� w zakresie od warto�ci bliskich � do
warto�ci bliskich �� Podobnie
 ustalanie r��nych szeroko�ci ssiedztwa m
 kt�re
jest dalej sta�e w trakcie ca�ego procesu uczenia
 przy � # �
 pozwala na uzyskanie
warto�ci a z przedzia�u ����� ���� �por��������

Podsumowujc
 je�li N ��
 to dystorsja zapewniana przez algorytm SFCVQ
d�y do minimalnej dystorsji postaci"

��d
Z
jt� vs	t
j�g�t�dt�

gdzie � # a�� � � zale�y od parametr�w algorytmu SFCVQ� Uzasadnienie po	
wy�szego stwierdzenia wynika bezpo�rednio ze znanej zale�no�ci ����� pomi�dzy
warto�ciami wyk�adnika � w warto�ci oczekiwanej dystorsji �����
 wyk�adnika a
w optymalnej
 dla tego kryterium
 g�sto�ci kwantyzator�w oraz wymiarem prze	
strzeni d� Zale�no�� ma posta� a # d��� & d�� Po przekszta�ceniu i podstawieniu
d # � otrzymujemy warto�� � # a�� � ��

Zauwa�my
 �e skoro F jest funkcj wzajemnie jednoznaczn z dok�adno�ci
do zbioru miary Lebesgue�a zero �por� w�asno�� C� z rozdzia�u ��
 to zachodzi
nast�pujca w�asno��"



���� Kwantyzacja wektorowa na odcinku ��

Lemat ��� Niech F b�dzie krzyw� wype�niaj�c� Id� kt�ra spe�nia warunki C��C	
Jeli zmienna losowa Y przyjmuje wartoci z odcinka I�� przy czym jej rozk�ad
opisuje funkcja g�stoci g�t�� t � I�� to F �Y � jest zmienn� losow�� kt�ra przyj�
muje wartoci w Id� a jej g�sto� jest r�wna f�x� # g���x��� x � Id prawie
wsz�dzie �z dok�adnoci� do zbioru miary Lebesgue�a zero��

Na podstawie powy�szego lematu mo�emy dalej wnioskowa� o asymptotycznym

przy N � �
 rozk�adzie Qd�x� kwantyzator�w otrzymanych poprzez przetrans	
formowanie do kostki Id zbioru kwantyzator�w fv�� v� � � �g
 wyznaczonych w wy	
niku dzia�ania algorytmu SFCVQ na podstawie danych o rozk�adzie g�t� #
f�F �t��
 gdzie f�x� � � jest funkcj g�sto�ci rozk�adu oryginalnych danych pocho	
dzcych z kostki Id� Je�li kwantyzatory na odcinku maj asymptotyczn g�sto��
rozk�adu � f�F �t��a
 to Qd�x� � f�F �� �x���a # f�x�a prawie wsz�dzie w Id
�z dok�adno�ci do zbioru miary Lebesgue�a zero�
 por�������

����� Asymptotyczny b��d kwantyzacji

W podrozdziale tym oszacujemy b�d dystorsji ����� uzyskiwany w przestrzeni
wielowymiarowej
 gdy zbi�r kwantyzator�w zostanie ustalony poprzez przetrans	
formowanie
 za pomoc krzywej wype�niajcej F 
 zbioru skalarnych kwantyzato	
r�w fv�� v� � � �g obliczonych dla danych z odcinka I�� Funkcja g�sto�ci rozk�adu
prawdopodobie�stwa danych jednowymiarowych jest postaci g�t� # f�F �t��

gdzie f�x� � � jest funkcj g�sto�ci rozk�adu oryginalnych danych pochodzcych
z kostki Id�

W og�lnym przypadku b�d dystorsji ����� w przestrzeni wielowymiarowej ma
warto��

E��N�F �V �� # �
d

PN
i��

R
Si
jjF �t�� F �vi�jj�g�t�dt� ������

gdzie Si # �si� si��� # ��vi�� & vi���� �vi & vi������
 s� # �� sN�� # �� Zauwa�my

�e warto�� E��N�F �V �� mo�na przedstawi� w r�wnowa�nej postaci jako

E��N�F �V �� # �
d

PN
i��

R
Ci
jjx� F �vi�jj�f�x�dx� ������

gdzie Ci # F �Si�� i # �� � � � � N�
Dalej
 warto�� E��N�F �V �� mo�na oszacowa� od g�ry
 korzystajc z w�asno	

�ci C� krzywej wype�niajcej �patrz rozdzia� ����
 w nast�pujcy spos�b"

��

d

NX
i��

Z si��

si
jt� vij��d g�t�dt� ������

gdzie � jest sta� w odpowiednim warunku H�oldera ������
 kt�rej warto�� zale�y
od typu krzywej wype�niajcej i wymiaru przestrzeni d�
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Je�li liczba poziom�w kwantyzacji N jest bardzo du�a
 a w konsekwencji sze	
roko�� odpowiadajcych im na odcinku przedzia��w bardzo ma�a
 to mo�emy
przyj�
 �e g�t� jest w przybli�eniu sta�e w przedzia�ach �si� si���� Mo�emy zatem
przyj�
 �e lokalne zachowanie kwantyzator�w w ka�dym z tych przedzia��w jest
bliskie optymalnemu �r�wnomiernemu� zachowaniu kwantyzator�w przy za�o�e	
niu jednostajnego rozk�adu sygna��w wej�ciowych �por� ������

Std otrzymujemy dalej
 �e ������ jest w przybli�eniu r�wne

��

d

NX
i��

g�vi�
Z si��

si

jt� vij��ddt� ������

Przy r�wnomiernym rozk�adzie sygna��w wej�ciowych kwantyzator vi powinien
znajdowa� si� dok�adnie w po�owie przedzia�u �si� si���� W zwizku z tym
 wy	
konujc standardowe obliczenia
 otrzymujemy

Z si��

si
jt� vij��ddt # �

Z �i��

�
t��ddt #

�d
� & d


(i

�

���d
d

� ������

gdzie (i # si�� � si� Po podstawieniu do ������ otrzymujemy

��

� & d

NX
i��

g�vi� �(i�����d(i� ������

Niech q�t� b�dzie asymptotyczn �przy N � �� g�sto�ci rozk�adu kwanty	
zator�w
 wtedy (i � �

N q	t
 � Przyjmijmy
 �e q�t� # C�� g�t�a
 gdzie C #
R �
� g�t�a�

Warto�� a zale�y od u�ytej metody kwantyzacji na odcinku I�� std otrzymujemy

E��N�F �V �� � ��

d & �
��N�C����d

NX
i��

g�vi���a��d(i� ������

Przy N �� zachodzi

NX
i��

g�vi���
a�
d (i �

Z �

�
g�t���

a�
d dt�

Za���my
 �e g�t� spe�nia warunki"

g�t� � �� t � I�� ������

C #
Z �

�
g�t�adt ��� ������

D #
Z �

�
g�t�

d�a�

d dt ��� ������



���� Krzywe odtwarzaj�ce rozk�ad danych wej�ciowych ��	

Twierdzenie ����� Je�eli g�t�� g�sto� rozk�adu prawdopodobie�stwa sygna��w
wejciowych rozpatrywanych na odcinku I�� spe�nia warunki ��	������	���� to
wtedy asymptotyczny b��d kwantyzacji E��N�F �V �� jest ograniczony z g�ry przez
wyra�enie

C��� d� �� a�N���d� ������

gdzie C��� d� �� a� # ��

d��

�
C
�

���d
D�

Z powy�szego twierdzenia wynika
 �e asymptotyczna warto�� dystorsji ������ ma	
leje wraz z N w spos�b typowy dla wielowymiarowych kwantyzator�w
 czyli jak
O�N���d� �por�����
 �������

��� Krzywe odtwarzaj
ce rozk	ad danych
wej�ciowych

Za prac autorki ����� zaproponujemy konstrukcj� krzywej wype�niajcej
 kt�ra
zachowujc geometri� klasycznych
 omawianych w niniejszej monogra�i krzywych
wype�niajcych
 r�wnocze�nie dok�adnie odtwarza rozk�ad danych wej�ciowych

tak jak to postulowa� Kohonen ���� w odniesieniu do samoorganizujcych odwzo	
rowa� SOM�

Innymi s�owy
 celem przedstawionego w tym rozdziale algorytmu jest otrzyma	
nie krzywej
 kt�ra wype�nia podobszary o r�wnej obj�to�ci fragmentami krzywej

kt�rej odpowiednie d�ugo�ci na odcinku s proporcjonalne do miary probabili	
stycznej sygna��w wej�ciowych odpowiadajcych tym podobszarom�

M�wic bardziej precyzyjnie
 proponowana krzywa wype�niajca powinna
spe�nia� nast�pujcy warunek"

C Krzywa FP " I� � Id zachowuje miar� probabilistyczn P
 to znaczy
 dla
ka�dego zbioru borelowskiego B � Id zachodzi

P �B� # 
�
F��
P �B�

�
� ������

gdzie  oznacza miar� Lebesgue�a na odcinku I��

Zak�adamy
 �e dane wej�ciowe przyjmuj warto�ci w kostce Id� Ich zachowanie
opisuje zmienna losowa X o rozk�adzie absolutnie cig�ym �wzgl�dem miary Le	
besgue�a� w Id i danym za pomoc g�sto�ci f�x�� x � Id�

Jak wiadomo
 je�li U jest zmienn losow o rozk�adzie r�wnomiernym na od	
cinku I�
 to zmienna losowa W���U� ma rozk�ad o dystrybuancie W � W musi by�
dystrybuant
 niemalejc funkcj
 kt�ra zmienia si� od warto�ci � do warto�ci ��
Dla naszych cel�w dodatkowo zak�adamy
 �e W jest okre�lona na przedziale I�
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w tym sensie
 �e W�t� # �� t � � oraz W�t� # �� t � �� Je�li dodatkowo za�o	
�ymy
 �e f�x� � �� x � Id
 to w konsekwencji W jest �ci�le monotoniczna� Std
dla rozk�ad�w oddzielonych od zera �w kostce Id� W jest odwzorowaniem wza	
jemnie jednoznacznym odcinka I� w I� i jego odwrotno�� W�� jest tak�e funkcj
cig� i �ci�le monotoniczn�

Twierdzenie ���� Niech funkcja FP " I� � Id b�dzie zde�niowana w nast�pu�
j�cy spos�b�

FP �t� # F �W���t��� t � I��

gdzie F jest d�wymiarow� krzyw� wype�niaj�c� zachowuj�c� miar� Lebesgue�a�
a W�t� #

R t
� f�F �s��ds� gdzie f�x�� x � Id jest funkcj� g�stoci rozk�adu prawdo�

podobie�stwa w Id� kt�rej nonikiem jest ca�a kostka Id	
Wtedy FP jest ci�g�ym odwzorowaniem odcinka I� na kostk� Id� kt�re zacho�

wuje miar� probabilistyczn� okrelon� przez g�sto� rozk�adu prawdopodobie�stwa
f�x� � �� x � Id� to znaczy� dla ka�dego zbioru borelowskiego B � Id zachodzi

P �B� # 
�
F��
P �B�

�
� ������

Dow�d� Z w�asno�ci krzywej wype�niajcej F �patrz lemat ����� wynika
 �e

P �B� #
Z
B
f�x�dx #

Z
F��	B


f�F �s��ds�

Korzystajc z zamiany zmiennych s # W���t�� mo�emy zapisa�

ds # dW���t� # f �F �W���t�����dt

i dalej Z
F��	B


f�F �s��ds #
Z
W	F��	B



f �F �W���t��� f �F �W���t�����dt

#
Z
W	F��	B



dt # �W�F��
P �B����

Zauwa�my
 �e
F��
P �x� # W�F���x��� x � Id�

co ko�czy dow�d w�asno�ci C� Poniewa� f�x� � �
 std tak�e f�F �t�� � �

a w konsekwencji W�t� jest funkcj cig�
 �ci�le rosnc w I�� Z�o�enie cig�ej
bijekcji W�� " I� � I� oraz cig�ej surjekcji F " I� � Id daje w wyniku cig�e
i surjektywne odwzorowanie odcinka I� na kostk� Id
 co ko�czy dow�d� �



���� Krzywe odtwarzaj�ce rozk�ad danych wej�ciowych ���

Powy�sze twierdzenie jest podstaw proponowanego dalej algorytmu genero	
wania krzywych wype�niajcych zale�nych od danych�

Zak�adamy dalej
 �e dany jest cig niezale�nych zmiennych losowych X��
X�� � � � o tym samym rozk�adzie oraz istnieje funkcja g�sto�ci tego rozk�adu
f�x�� x � Id� Z lematu ���� wynika
 �e zmienne losowe ti # � �Xi� s nieza	
le�nymi zmiennymi losowymi przyjmujcymi warto�ci z odcinka I� i z funkcj
g�sto�ci prawdopodobie�stwa g�t� # f�F �t��� Niech W oznacza jak poprzednio
cig� dystrybuant� rozk�adu prawdopodobie�stwa na odcinku I�
 odpowiadajc
g�sto�ci g�t��

Algorytm tworzenia aproksymacji krzywej FP 
 bazujcy tylko na obserwa	
cjach X�� X�� � � � 
 b�dzie sk�ada� si� z dw�ch cz��ci� Pierwsza polega na prze	
kszta�ceniu wielowymiarowych danych pochodzcych z kostki Id do postaci jed	
nowymiarowych danych zawartych w odcinku I� �odwzorowanie ��� Druga cz���
algorytmu
 wi�ca si� z najwi�kszym nak�adem obliczeniowym
 polega na esty	
mowaniu dystrybuanty rozk�adu danych jednowymiarowych W �

Etapem po�rednim b�dzie estymacja g�sto�ci rozk�adu za pomoc histogramu�
Szeroko�ci przedzia��w w histogramie b�d zmieniane hierarchicznie w spos�b
dopasowany do geometrycznej struktury kolejnych przybli�e� krzywej wype�nia	
jcej F �

ALGORYTM cz��� I

Przyjmij g�j # �� j # �� � � � � m� Oblicz"

gij # gi��j �i� ���i& i�� hij � j # �� � � � � m�

gdzie hij # �
 je�li ti # � �Xi� � ��j � ���m� j�m� oraz hij # � w przeciwnym
przypadku m # �d k
 k # �� �� �� � � � � i # �� �� � � � � n�

Powy�szy algorytm jest w istocie rzeczy wersj rekurencyjn histogramowego
estymatora funkcji g�sto�ci g�t� ����
 ����
 naturalnie z dok�adno�ci do wsp��	
czynnika skalujcego m # �dk� Zmieniajce si� liczby k # �� �� � � � okre�laj po	
�rednio szeroko�� przedzia��w histogramu
 a w konsekwencji dok�adno�� aproksy	
macji funkcji g�sto�ci g�t�� Szeroko�� przedzia��w histogramu wynosi odpowiednio
��dk 
 gdzie d
 jak dotychczas
 oznacza wymiar przestrzeni Id
 przy czym warto��
k powinna by� dopasowana do ilo�ci dost�pnych obserwacji� Proces zwi�kszania
liczby k mo�na kontynuowa� lokalnie
 tylko w odniesieniu do wybranych prze	
dzia��w ��j � ���m� j�m��

Zamiast dystrybuanty W 
 kt�ra nie jest znana
 u�yjemy jej estymaty uzyska	
nej poprzez obliczenie ca�ki �zsumowanie� z histogramu�
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ALGORYTM cz��� II

+Wn�t� #
j	t
��X
l��

gnl & gnj	t
�mt� j�t� & ��� gdzie j�t� # dtme�

m # �d k� k # �� �� �� � � �

+FP �t� # F � +W��
n �t��� t � I��

a krzywa F jest t sam krzyw wype�niajc
 kt�rej quasi	odwrotno�� � by�a
u�ywana przy wyznaczaniu histogramu gnj 
 j # �� � � � � m�

Otrzymana w powy�szy spos�b funkcja +W�t� jest funkcj cig�
 odcinkami
liniow� W zwizku z tym wyznaczenie funkcji odwrotnej do +W�t� nie stwarza
wi�kszych problem�w�

����� Przyk�ady obliczeniowe

Rysunek ��� pokazuje zale�n od danych krzyw o geometrii krzywej Sierpi�	
skiego
 aproksymowan za pomoc ��� punkt�w rozmieszczonych r�wnomiernie
na odcinku I�� Oryginalne dane stanowi�o ���� punkt�w o rozk�adzie r�wnomier	
nym na tr�jkcie� Analogiczn krzyw skonstruowan dla danych pochodzcych
z trzech kwadrat�w pokazano na rysunku ���
 przy czym g�sto�� rozk�adu by�a
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r�wnomierna� W jednym z kwadrat�w �prawy dolny r�g� g�sto�� rozk�adu jest
dwa razy wi�ksza ni� w dwu pozosta�ych kwadratach�

Podobnie jak poprzednio
 d�ugo�� cigu uczcego wynosi�a ����� Krzyw
aproksymowano za pomoc ��� punkt�w wierzcho�kowych�

Nale�y zwr�ci� uwag� na to
 �e pokazane tu przyk�ady nie spe�niaj warunku
f�x� � �� x � Id� W zwizku z tym dystrybuanta odpowiedniego rozk�adu W nie
jest funkcj �ci�le rosnc� W obszarach
 gdzie mamy g�t� # �
 W�t� jest funkcj
sta�� W konsekwencji nie mo�na jednoznacznie okre�li� W���

Nie stanowi to jednak w praktyce wi�kszego problemu
 wystarczy wybra�
jedn z granicznych warto�ci przedzia�u sta�o�ci W jako odpowiedni warto��
funkcji odwrotnej �dok�adniej quasi	odwrotnej� do W � Otrzymane w takiej sy	
tuacji odwzorowanie FP nie jest jednak funkcj cig�
 a wi�c formalnie nie jest
krzyw wype�niajc
 a jedynie sum krzywych wype�niajcych pewne podzbiory
Id�

Jest to szczeg�lnie widoczne w przyk�adzie drugim �dane z trzech kwadra	
t�w�� Idealna krzywa FP nie jest w tym przypadku cig�a w punktach t #
���� ���� ����

Przedstawiony algorytm mo�na zastosowa� do generowania danych zgodnie
z rozk�adem zde�niowanym przez cig uczcy� Przede wszystkim umo�liwia on
jednak szybkie wyznaczanie nowych punkt�w kwantyzacji
 kt�rych rozk�ad jest
proporcjonalny do g�sto�ci rozk�adu danych wej�ciowych�
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Niewtpliw trudno�ci proponowanej metody jest stosunkowo du�y nak�ad
obliczeniowy potrzebny przy estymowaniu dystrybuanty rozk�adu danych na od	
cinku� Obliczenia te mog by� jednak wykonane wcze�niej
 w charakterze oblicze�
wst�pnych�

Ze wzgl�du na ustalon z g�ry geometri� krzywej wype�niajcej F� generowa	
nie kolejnych przybli�e� krzywej FP � zachowujcej w�asno�ci statystyczne danych
wej�ciowych
 jest zadaniem
 w kt�rym czas oblicze� zale�y liniowo od liczby punk	
t�w wierzcho�kowych aproksymacji i od dok�adno�ci wyznaczania pomocniczej
krzywej F �

�� Podsumowanie

Om�wiono metody kwantyzacji
 kt�re �cz transformacj� wielowymiarowych da	
nych za pomoc quasi	odwrotno�ci wybranej krzywej wype�niajcej ze skalarn
kwantyzacj w odniesieniu do danych przetransformowanych na odcinek I��

Zamiast algorytmu uczenia SOM
 jako narz�dzia kwantyzacji
 mo�na w tym
miejscu u�y� innego algorytmu kwantyzacji
 na przyk�ad algorytmu LBG ������

Zastosowanie r��nych wariant�w algorytmu uczenia umo�liwia
 w pewnym
stopniu
 mody�kowanie kryterium kwantyzacji i w konsekwencji � w�asno�ci asym	
ptotycznych otrzymywanych kwantyzator�w �przy liczbie kwantyzator�w d�cej
do niesko�czono�ci�� Pozwala to na kszta�towanie g�sto�ci rozk�adu kwantyza	
tor�w na odcinku I�
 a tak�e
 co wynika z w�asno�ci odwzorowania F i jego
quasi	odwrotno�ci � 
 umo�liwia r�wnie� wp�yw na g�sto�� rozk�adu odpowied	
nich kwantyzator�w
 przetransformowanych za pomoc krzywej F z odcinka I�
do przestrzeni Id�

Innym
 nowym teoretycznym narz�dziem
 mogcym mie� tak�e zastosowanie
w kwantyzacji jest klasa krzywych FP 
 kt�re zachowuj zadan miar� probabili	
styczn P �

Zaproponowano tak�e algorytm aproksymacji FP 
 w�wczas gdy miara proba	
bilistyczna P nie jest znana
 lecz mamy dane obserwacje wielowymiarowej zmien	
nej losowej o rozk�adzie P � Otrzymane odwzorowanie +FP daje mo�liwo�� szyb	
kiego wyznaczania zbioru punkt�w kwantyzacji
 kt�rych g�sto�� rozk�adu jest
taka sama jak g�sto�� rozk�adu danych wej�ciowych�



Rozdzia� �

Krzywe wype�niaj�ce

w statystycznych problemach

rozpoznawania

W cigu ostatnich �� lat zaproponowano bardzo wiele r��nych algorytm�w roz	
poznawania� Cz��� z nich cechuje prostota i ograniczony zakres zastosowania

inne s bardziej skomplikowane
 nie wymagaj jednak prawie �adnych dodatko	
wych za�o�e� poza og�lnymi
 dotyczcymi istnienia rozk�ad�w cech w klasach�
Szeroki przegld literatury z tej dziedziny mo�na znale�� na przyk�ad w pracach
����
 ����
 ����
 ����
 �����
 ����
 ������

Klasy�katory o dobrych w�asno�ciach teoretycznych wymagaj na og�� du	
�ych nak�ad�w obliczeniowych w trakcie procesu klasy�kacji nowego obiektu�
Wi�kszo�� klasy�kator�w wymaga ponadto przechowywania i przetwarzania ca	
�ego cigu uczcego� Jest to du�ym utrudnieniem
 szczeg�lnie w przypadku pro	
blem�w wielowymiarowych� Problemy zwizane z wizualizacj wielowymiarowych
wzorc�w prowadz tak�e do braku mo�liwo�ci w�czenia cz�owieka w proces po	
dejmowania decyzji�

Idea u�ycia krzywych wype�niajcych do redukcji wymiaru problem�w si�ga
ko�ca lat sze��dziesitych� Wtedy to Patrick i in� ����� zaproponowali u�ycie
odwzorowania kolumnowego
 pewnego uog�lnienia krzywej Peano
 oraz odwzo	
rowania Dovetaila �niestety niecig�ego� jako metody gra�cznego przedstawienia
przybli�onych g�sto�ci rozk�ad�w prawdopodobie�stwa w klasach w celu wizual	
nego okre�lenia stopnia ich separowalno�ci�

O ile autorce wiadomo
 �adne wyniki zwizane z proponowanym podej�ciem
nie zosta�y opublikowane� Idea u�ycia odwzorowa�
 kt�re nie s wzajemnie jed	
noznaczne
 a takim odwzorowaniem s krzywe wype�niajce
 zosta�a odrzucona
w ksi�ce Patricka �por� ����� s� �����
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Poka�emy
 �e mimo i� krzywe wype�niajce nie s odwzorowaniami wzajemnie
jednoznacznymi
 to g��bsze zbadanie i wykorzystanie ich w�asno�ci prowadzi do
uzyskania efektywnych klasy�kator�w� Naszym celem jest podanie podstaw teo	
retycznych
 kt�re pozwalaj na uzyskanie uniwersalnych
 zgodnych klasy�kato	
r�w operujcych na danych przetransformowanych za pomoc dobrze dobranych
krzywych wype�niajcych� Wska�emy tak�e w�asno�ci krzywych
 kt�re to zapew	
niaj� Nale�y bowiem zauwa�y�
 �e nie wszystkie krzywe skanujce stosowane
w przetwarzaniu obraz�w s efektywne w przypadku problem�w statystycznego
rozpoznawania obraz�w� Na przyk�ad
 wspomniane wcze�niej odwzorowanie Do	
vetaila ����� nie powinno by� zalecane
 gdy� jest odwzorowaniem niecig�ym�

G��wna idea proponowanego tutaj podej�cia do konstrukcji klasy�kator�w
w przypadku problem�w wielowymiarowych polega na zastosowaniu dobrze zde	
�niowanej transformacji quasi�odwrotnej do krzywej wype�niajcej i przetrans	
formowaniu wielowymiarowego cigu uczcego w cig liczb z odcinka ��� ��� Z�o	
�ono�� obliczeniowa takiej transformacji jest liniowa ze wzgl�du na wymiar prze	
strzeni� Ponadto ka�dy element cigu uczcego mo�e by� przetransformowany
niezale�nie od pozosta�ych�

Podstawow cech proponowanych w tym rozdziale algorytm�w rozpoznawa	
nia jest szybko�� samego procesu podejmowania decyzji� W ko�cowym efekcie
konstrukcji klasy�katora otrzymujemy dyskryminacyjny podzia� odcinka I� na
m pododcink�w odpowiadajcych poszczeg�lnym klasom
 przy czym m jest nie
wi�ksze
 a zwykle nawet znacznie mniejsze ni� d�ugo�� cigu uczcego� Nak�ad
oblicze� potrzebny do przetransformowania za pomoc krzywej wype�niajcej
d�wymiarowego punktu na odcinek I� jest rz�du O�d�� W zwizku z tym nak�ad
pracy potrzebny do dokonania samego procesu klasy�kacji nowego obiektu x jest
rz�du O�d� & log�m�

Kluczowym rezultatem tego rozdzia�u jest twierdzenie o zachowywaniu ry	
zyka bayesowskiego przez transformacj� bazujc na krzywych wype�niajcych
o okre�lonych w�asno�ciach
 spe�nianych przez klas� krzywych opisanych w ni	
niejszej monogra�i�

Jedynym ograniczeniem
 kt�re w zwizku z tym si� pojawia jest wymaga	
nie
 by odpowiednie rozk�ady mia�y ograniczony no�nik �dane powinny pocho	
dzi� z kostki Id�� Ograniczenie to nie jest w istocie rzeczy zbyt restrykcyjne

gdy� ryzyko Bayesa jest niezmiennicze ze wzgl�du na dowolne transformacje
wsp��rz�dnych
 kt�re s cig�e i �ci�le monotoniczne� Niezmienniczo�� ta pozwala
przekszta�ci� Rd w kostk� jednostkow Id za pomoc odpowiednio wyskalowanej
funkcji logistycznej �lub innej funkcji �ci�le monotonicznej
 kt�ra przekszta�ca
R� I��
 co pozwala obj� teori tak�e rozk�ady o no�nikach nieograniczonych�

Niezale�nie od u�ytej metody klasy�kacji danych na odcinku
 jednowymiarowe
wzorce cigu uczcego �po transformacji� powinny by� przechowywane z dosta	
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tecznie du� dok�adno�ci� Formalnie wielowymiarowy wektor
 kt�rego wsp��	
rz�dne przedstawiono z dok�adno�ci do k cyfr znaczcych
 zast�powany jest
przez jedn liczb� zawierajc k d cyfr znaczcych� W praktyce dok�adno�� t�
mo�emy znacznie zmniejszy�
 dopasowujc lokalnie dok�adno�� na odcinku tak

by dane by�y rozr��nialne �separowalne na odcinku��

W tym kontek�cie proponowana metodologia nie jest na pewno �atwym ��lekar	
stwem! na ��przekle�stwo wielowymiarowo�ci!
 pozwala jednak w znaczym stop	
niu skompresowa� przechowywane dane bez straty informacji o zadaniu rozpo	
znawania
 kt�r ze sob nios�

Po przetransformowaniu danych do ��� �� mo�na zastosowa� dowoln efek	
tywn metod� klasy�kacji� Niezale�nie od zastosowanej metody konstrukcji kla	
sy�katora
 w ko�cowym efekcie otrzymujemy podzia� I� na pododcinki odpowia	
dajce poszczeg�lnym klasom� W tym kontek�cie algorytm k najbli�szych ssia	
d�w zastosowany do przetransformowanych danych okaza� si� do�� efektywnym
podej�ciem
 zar�wno ze wzgl�du na uzyskiwane b��dy klasy�kacji
 jak i kompresj�
danych wej�ciowych�

Tak�e po�czenie metody LVQ Kohonena ���� z transformacj danych za po	
moc krzywej prowadzi do uzyskania efektywnych algorytm�w rozpoznawania�
W niniejszym rozdziale szczeg��owo analizujemy r�wnie� metod� szereg�w orto	
gonalnych
 ze szczeg�lnym uwzgl�dnieniem uk�adu Haara�

W nast�pnym podrozdziale sformu�owano statystyczny problem rozpoznawa	
nia
 a w rozdziale ��� � podstawowe twierdzenia i lematy dotyczce mo�liwo�ci
rozdzielania klas i przenoszenia ryzyka Bayesa po transformacji danych za po	
moc krzywej wype�niajcej�

��� Sformu	owanie problemu rozpoznawania

Rozpatrywany jest problem klasy�kacji z M klasami i cigiem uczcym Ln z�o	
�onym z n
 d�wymiarowych wektor�w cech o znanej przynale�no�ci do jednej
z klas� Decyzj� o zakwali�kowaniu nieznanego obiektu
 opisanego przez wektor
cech x # �x�� � � � � xd�
 do jednej z klas podejmuje si� na podstawie informacji
uzyskanych podczas analizy statystycznej cigu uczcego Ln ����
 �����

Cig uczcy Ln # f�Xk� Yk�� k # �� �� � � � � ng sk�ada si� z niezale�nych par
�Xk� Yk� obserwacji o tych samych rozk�adach �niezale�nych od k�� Xk � Rd jest
wektorem cech k�tego wzorca
 a Yk � f�� �� � � � �Mg wskazuje prawdziwy numer
klasy
 do kt�rej ten wzorzec nale�y� Dalej
 �X� Y � jest par zmiennych losowych
niezale�n od Ln
 kt�r cechuje ten sam �czny rozk�ad prawdopodobie�stwa
co �Xk� Yk�� Rozk�ad prawdopodobie�stwa �X� Y � istnieje
 lecz nie jest znany�
Nale�y zadecydowa�
 do kt�rej klasy nale�y X # x
 a dok�adniej
 poda� funkcj�
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decyzyjn
 kt�ra ka�demu wektorowi x przypisze numer klasy �� �� � � � �M 
 w taki
spos�b
 by minimalizowa� prawdopodobie�stwo pope�nienia b��du�

Podanie optymalnego rozwizania �optymalnej funkcji decyzyjnej� na podsta	
wie samego cigu uczcego Ln nie jest mo�liwe� Mo�liwe jest natomiast podanie
regu� konstrukcji takiej funkcji decyzyjnej
 kt�ra jest bliska
 w podanym dalej
sensie
 optymalnej funkcji decyzyjnej�

Niech pi # PfY # ig
 i # �� � � � �M oznacza prawdopodobie�stwo a priori
pojawienia si� obserwacji z klasy i
 oraz niech pi�x� # PfY # i�X # xg
 x �
Rd
 i # �� �� � � � �M b�dzie prawdopodobie�stwem
 �e zaobserwowany wektor
x nale�y do i�tej klasy �prawdopodobie�stwo a posteriori�� Dalej
 niech fi�x�
oznacza g�sto�� rozk�adu cech w klasie i�tej
 a f�x� #

Pm
i�� pifi�x� �czn g�sto��

wektora cech X � G�sto�ci te istniej tylko wtedy
 gdy odpowiednie rozk�ady s
absolutnie cig�e wzgl�dem miary Lebesgue�a�

Znajomo�� powy�szych rozk�ad�w pozwala skonstruowa� teoretycznie najlep	
sz regu�� decyzyjn
 kt�ra minimalizuje prawdopodobie�stwo b��dnej klasy�ka	
cji �regu�a Bayesa� bd� w og�lniejszym przypadku minimalizuje z g�ry okre�lon
funkcj� strat ����
 ����
 �����

Bayesowska regu�a klasy�kacji
 oznaczana przez g� " Rd � f�� �� � � � �Mg

taka �e

g��X� # i� gdy pi�X� # max
��j�M

pj�X�

minimalizuje prawdopodobie�stwo b��dnej klasy�kacji�
Ryzyko bayesowskie J� jest de�niowane przez

Pfg��X� �# Y g # inf
g
Pfg�X� �# Y g�

gdzie kres dolny jest wyznaczany na zbiorze wszystkich mierzalnych odwzorowa�
g " Rd � f�� �� � � � �Mg� R�wnowa�nie


g��X� # i� gdy �i�X� # max
��j�M

�j�X�� �����

gdzie �j�x�
�
# pj fj�x�
 x � Rd �w przypadku
 gdy maksimum w ����� osigane jest

dla kilku klas r�wnocze�nie
 w�wczas wybierana jest klasa o najni�szym numerze��
Natomiast lokalne ryzyko Bayesa
 oznaczane jako J��x�
 jest r�wne Pfg��X� �#
Y jX # xg�

Zastosowanie transformacji � wymaga ograniczenia si� do przypadku wzor	
c�w
 kt�rych cechy pochodz ze zbioru zawartego w kostce Id� Z formalnego
punktu widzenia
 jak ju� wspominali�my
 za�o�enie to nie jest zbyt restrykcyjne

gdy� b�d Bayesa jest niezmienniczy ze wzgl�du na dowolne cig�e i �ci�le mono	
toniczne transformacje wsp��rz�dnych�
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Naszym zadaniem jest skonstruowanie empirycznej �bazujcej na cigu ucz	
cym Ln� regu�y decyzyjnej gn " Id � f�� �� � � � �Mg
 kt�ra jest asymptotycznie
optymalna w tym sensie
 �e

Jn # Pfgn�X� �# Y jLng � J�� gdy n�� z prawdopodobie�stwem �� �����

Cig regu� decyzyjnych gn� n��
 spe�niajcych powy�szy warunek nazywamy
zgodnym z prawdopodobie�stwem � �mocno zgodnym� z regu� Bayesa g� �����

Dalej b�dziemy rozpatrywa� tylko przypadek
 gdy istniej jedynie dwie klasy
�M # �� o numerach �etykietach� � oraz �� Przypadek og�lny �M � ��
 po prze	
transformowaniu problemu wielowymiarowego do zadania w jednym wymiarze
�na odcinku I��
 �atwo redukuje si� do cigu dychotomii�

W niniejszym rozdziale pos�ugujemy si� terminologi dotyczc statystycz	
nych problem�w rozpoznawania zgodnie z ����
 �����

��� Ryzyko bayesowskie i rozdzielanie
przetransformowanych wzorc�w

Rozpatrzmy najpierw podstawowe w�asno�ci wzorc�w �a raczej wektor�w ich
cech� po przetransformowaniu do odcinka ��� ��� Wybierzmy krzyw wype�niajc
F " I� � Id spe�niajc warunki C��C oraz jej quasi	odwrotno�� � " Id � I��
W dalszym cigu zak�ada� b�dziemy
 �e znana jest dok�adna warto�� � �x�� x �
Id� Przypomnijmy
 �e F �� �x�� # x� x � Id� Ponadto zauwa�my
 �e je�li X jest
zmienn losow przyjmujc warto�ci w Id
 to � �X� jest tak�e zmienn losow
�funkcja � jest mierzalna� przyjmujc warto�ci w I�� W przypadku og�lnym
trudno jest poda� wprost zale�no�� mi�dzy rozk�adem X i � �X��

W przypadku istnienia funkcji f � g�sto�ci rozk�adu X � istnieje r�wnie�
g�sto�� rozk�adu ��X�� Z lematu ���� wynika bezpo�rednio
 �e g�sto�� ta ma
posta� f�F �t��� Poka�emy dalej
 �e krzywe wype�niajce
 kt�re spe�niaj warunki
C��C z rozdzia�u ���
 prowadz do transformacji
 kt�re nie zmieniaj ryzyka
Bayesa�

Niech Si
 i # �� � oznacza no�nik �z prawdopodobie�stwem �� rozk�adu cech
w klasach� Je�li istniej g�sto�ci rozk�adu w klasach fi�x� okre�lone w Id
 i zni	
kajce poza Id
 to zbiory Si # fx � Id� fi�x� � �g
 i # �� � s no�nikami g�sto�ci
rozk�ad�w w klasach�

De�nicja ��� M�wimy� �e klasy � i � s��

a� �ci�le separowalne �ze wzgl�du na metryk� D�x� x
� w Rd�� wtedy i tylko
wtedy� gdy istnieje � � � takie� �e dist�S�� S�� # infx�S��x��S� D�x� x
� � ��
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b� przemieszane� wtedy i tylko wtedy� gdy d�S�  S�� � ��

c� s�abo separowalne� wtedy i tylko wtedy� gdy d�S�  S�� # �	

Nast�pujce w�asno�ci s �atwe do udowodnienia�

Lemat ��� �� S�� S� s� cile separowalne ze wzgl�du na metryk� D� wtedy
i tylko wtedy� gdy -S�  -S� # �� gdzie -S�� -S� oznacza domkni�cia zbior�w S��
S� �odpowiednio� w topologii wprowadzonej przez metryk� D	
�� Jeli d�S�  S�� # �� to noniki S�� S� s� s�abo separowalne� a nie s� cile
separowalne wtedy i tylko wtedy� gdy dist�S�� S�� # � �	

Z punktu widzenia problem�w rozpoznawania najistotniejsze jest to
 �e trans	
formacja no�nik�w S� i S� za pomoc quasi�odwrotno�ci krzywej wype�niajcej
zachowuje podstawowe relacje mi�dzy nimi� Bardziej precyzyjnie formu�uje ten
fakt poni�sze twierdzenie"

Twierdzenie ����� Przeciwobrazy nonik�w S�� S� wzgl�dem krzywej wype�nia�
j�cej F okrelaj�� odpowiednio� zbiory Ai # ft � I� " F �t� � Sig� i � f�� �g	
Ponadto oznaczmy )Ai # � �Si�� i � f�� �g	

Jeli krzywa F spe�nia warunki C��C� to�

a� jeli S�� S� s� cile separowalne w Id� to A�� A� � )A�� )A�� s� tak�e cile
separowalne w I�� ze wzgl�du na t� sam� metryk�� kt�r� wybrano w C��

b� jeli S�� S� s� s�abo separowalne w Id� to wtedy tak�e A�� A� � )A�� )A�� s�
s�abo separowalne w I��

c� jeli S�� S� s� przemieszane w Id� to A�� A� � )A�� )A�� s� przemieszane	

Dow�d� Poniewa� � �x� � F���x�
 zatem )Ai � Ai� i # �� �� Za���my
 �e zbiory
S� i S� s �ci�le rozdzielone� Wtedy dla ka�dego x � S�
 x
 � S� zachodzi

� �k x� x
 k#k F �t� � F �t
� k� �djt� t
j��d� �����

gdzie t � A�
 t
 � A� s przeciwobrazami x oraz x

 odpowiednio
 natomiast ostat	
nia nier�wno�� w ����� wynika z w�asno�ci C� krzywej wype�niajcej F � Std A�

oraz A� s �ci�le rozdzielone
 a ich odleg�o�� jest nie mniejsza ni� ����d�d
 co
ko�czy dow�d w�asno�ci a�� By udowodni� cz��� b�
 wystarczy zauwa�y�
 korzy	
stajc z w�asno�ci C� krzywej
 �e z d�S�  S�� # � wynika
 i� ��A� A�� # ��
Z w�asno�ci a� i b� wynika naturalnie c�
 co ko�czy dow�d twierdzenia� �

Nale�y zwr�ci� uwag� na fakt
 i� stwierdzenie odwrotne do twierdzenia �����
niekoniecznie musi by� prawdziwe
 to znaczy klasy
 kt�re s �ci�le rozdzielone
w I� mog po transformacji przez krzyw F sta� si� jedynie s�abo rozdzielonymi
w Id� Z drugiej strony
 je�eli klasy s �ci�le rozdzielone w Id
 mo�emy znacznie
wi�cej wnioskowa� o no�nikach klas po transformacji � 
 czyli o zbiorach Ai�
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Twierdzenie ����� Jeli zbiory S�� S� s� cile rozdzielone w Id� to istnieje
sko�czony podzia� odcinka I�� kt�ry rozdziela obie klasy w ten spos�b� �e wn�trze
�adnego z pododcink�w nie zawiera r�wnoczenie punkt�w z A� i A�	 Ponadto
liczba punkt�w konieczna do rozdzielenia punkt�w ze zbioru A� od punkt�w ze
zbioru A� jest nie wi�ksza ni� d��d���de � �	

Dow�d� Istnieje sko�czone pokrycie I� zbiorem domkni�tych odcink�w o d�ugo�ci
� # ����d�d�
 gdzie � # dist�S�� S�� oraz �d jest sta� z warunku H�oldera C�

kt�ry spe�nia krzywa F � Std I� � ��� ��
���
��d���e��� �� ��� Z warunku H�oldera
C� wynika
 �e wn�trze �adnego z odcink�w �i�� �i& ����� i # �� �� � � � nie mo�e
zawiera� r�wnocze�nie punkt�w z A� i z A�� W konsekwencji liczba punkt�w
rozdzielajcych A� od A� na pewno nie jest wi�ksza ni� d�Ld���de � �� �

Kluczowym wnioskiem wynikajcym z powy�szego twierdzenia jest stwierdze	
nie
 �e mo�liwo�� rozdzielenia zbior�w �ci�le rozdzielonych po przetransformowa	
niu ich na odcinek I� za pomoc sko�czonej liczby punkt�w dyskryminujcych jest
w�asno�ci konstruktywn
 gdy� mo�na poda� g�rne oszacowanie liczby punkt�w
dyskryminujcych�

Poni�sze twierdzenie uzasadnia poprawno�� zastosowania transformacji �
w problemach rozpoznawania
 mimo i� nie jest to odwzorowanie wzajemnie jed	
noznaczne�

Twierdzenie ���� Niech g��X� b�dzie bayesowsk� regu�� klasy�kacji dla pro�
blemu opisanego rozk�adami �X� Y �� X � Id� a J�X ryzykiem Bayesa	 Niech
T # � �X�� gdzie � jest odwzorowaniem quasi�odwrotnym krzywej F spe�nia�

j�cej warunki C��C	 Wtedy regu�a klasy�kacji postaci� G�T �
def
# g��F �T �� jest

regu�� Bayesa dla problemu klasy�kacji o rozk�adach �T� Y �� T � I�	 Ponadto
ryzyko Bayesa J�T dla problemu �T� Y � jest tak�e r�wne J�X 	

Dow�d� Zauwa�my
 �e F �T � jest zmienn losow
 a ponadto F �T � # F �� �X�� #
X � Dalej
 niech G��T � b�dzie regu� Bayesa dla problemu przetransformowanego
�T� Y �� %atwo zauwa�y�
 �e g��F �T �� jest pewn regu� klasy�kacji w problemie
�T� Y �
 std J�T # PfG��T � �# Y g � Pfg��F �T �� �# Y g # Pfg��X� �# Y g # J�X �
Z drugiej strony
 G��� �X�� jest pewn regu� klasy�kacji oryginalnego problemu
�X� Y �� Std Pfg��X� �# Y g � PfG��� �X�� �# Y g # PfG��T � �# Y g # J�T �
W konsekwencji J�X # J�T i g��F �T �� musi by� optymaln regu� klasy�kujc
dla problemu �T� Y �� �

W twierdzeniu ����� nie zak�adali�my �adnych ogranicze� na rozk�ad X �poza
wst�pnymi za�o�eniami
 �e X przyjmuje warto�ci z ograniczonego obszaru Id

kt�rych spe�nienie jest �atwo zagwarantowa�
 dokonujc odpowiedniej wst�pnej
transformacji zmiennych�� Ponadto
 gdy Z jest zmienn losow przyjmujc war	
to�ci w I�
 b�d Bayesa J�F 	Z
 dla problemu przetransformowanego za pomoc
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krzywej
 czyli problemu opisanego przez zmienne losowe �F �Z�� Y �
 mo�e by�
wi�kszy ni� odpowiedni b�d w problemie przed transformacj �Z� Y �� R��nica
ta wynika std
 �e w przypadku kt�rego dotyczy twierdzenie �����
 transforma	
cji podlega nie dowolna zmienna losowa
 lecz zmienna losowa
 kt�ra przyjmuje
warto�ci w � �Id�� a nie w ca�ym odcinku I��

Z twierdzenia ����� wynika w szczeg�lno�ci
 �e je�li istniej g�sto�ci rozk�a	
d�w w klasach f� i f�
 to regu�a klasy�kacji Bayesa

g��x� #

��
� �� gdy p�f��x�� p�f��x� � �

�� w przeciwnym przypadku

prowadzi do regu�y G��t�
def
# g��F �t��
 t � I�
 kt�ra jest regu� Bayesa problemu

klasy�kacji z tymi samymi prawdopodobie�stwami a priori p�
 p� oraz rozk�adami
w klasach f��F �t�� i f��F �t��
 t � I��

Dalej koncentrowa� si� b�dziemy na estymacji regu� Bayesa
 w sytuacji
 gdy
S� i S� pokrywaj si� cho�by cz��ciowo na zbiorze o niezerowej mierze Lebesgue�a

a ryzyko Bayesa jest wi�ksze od zera� W tym przypadku nie jeste�my w stanie za	
gwarantowa�
 �e istnieje sko�czona liczba punkt�w na odcinku
 kt�re rozdzielaj
obszary nale�ce do r��nych klas �ze wzgl�du na optymaln regu�� klasy�kacji��
Zauwa�my bowiem
 �e ka�d regu�� decyzyjn na odcinku mo�emy jednoznacz	
nie zde�niowa�
 podajc po�o�enie punkt�w
 w kt�rych nast�puje zmiana decyzji
o przynale�no�ci do danej klasy �z klasy � na klas� � lub odwrotnie� oraz numeru
klasy
 do kt�rej nale�y przyporzdkowa� punkty z pierwszego podprzedzia�u I��
Niestety
 w og�lnym przypadku liczba takich punkt�w mo�e by� nie tylko niesko�	
czona
 ale i nieprzeliczalna� Mo�emy jednak pokaza�
 jak wybierajc sko�czony
podzia� odcinka jednostkowego na odpowiednie pododcinki zwizane z r��nymi
klasami mo�emy aproksymowa� regu�� decyzyjn Bayesa z dowoln wymagan
dok�adno�ci � � �� W zwizku z tym rozpatrzmy nast�pujc regu�� klasy�kacji

kt�ra dopuszcza przydzielenie danej obserwacji x etykiety ��niesklasy�kowana!
�por� ����
 ������ Regu�a ta jest postaci"

g��x� #

�����
����

�� p��x�� p��x� � ��
�� p��x�� p��x� � �

niesklasy�kowany� jp��x�� p��x�j � ��

W tym przypadku zbiory C
i

def
# fx � Id " g��x� # ig
 i # �� � s �ci�le

rozdzielone i mo�emy do nich zastosowa� wnioski wynikajce z twierdzenia ������
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��� Klasy�katory w postaci szereg�w ortogonalnych

W niniejszym rozdziale b�dziemy u�ywa� przetransformowanego na odcinek ��� ��
cigu uczcego do estymowania wsp��czynnik�w w rozwini�ciu ortogonalnym
optymalnej regu�y decyzyjnej� Post�powanie to prowadzi do uzyskania klasy�	
katora
 kt�ry"

�� Jest asymptotycznie optymalny w tym sensie
 �e prawdopodobie�stwo po	
pe�nienia b��du jest zbie�ne do ryzyka Bayesa z prawdopodobie�stwem je	
den �prawie na pewno��

�� Cechuje si� znacznym stopniem kompresji danych
 gdy� nie wymaga prze	
chowywania ca�ego cigu uczcego
 wystarczy jedynie zapami�ta� wsp��	
czynniki w rozwini�ciu ortogonalnym�

�� Pozwala na szybk klasy�kacj� nowego obiektu do rozpoznania�

�� Umo�liwia �atw gra�czn interpretacj� cigu uczcego i otrzymanej na
odcinku ��� �� regu�y decyzyjnej�

�� Pozwala na �atw aktualizacj� klasy�katora w przypadku poszerzenia cigu
uczcego�

Klasy�katory w postaci szeregu ortogonalnego nale� do grupy klasy�kato	
r�w
 kt�re s konstruowane na zasadzie ��wstawiania! �plug�in� w optymaln re	
gu�� klasy�kacyjn odpowiedniej estymaty ����� Cig uczcy zostanie tu u�yty
bezpo�rednio do estymacji wsp��czynnik�w rozwini�cia optymalnej funkcji decy	
zyjnej w szereg o ortogonalnej bazie� U�ycie klasy�kator�w w postaci szereg�w
ortogonalnych zosta�o zapocztkowane w pracach ����
 ������

Zastosowanie szereg�w ortogonalnych wymaga
 w og�lnym przypadku
 za�o	
�enia
 �e istniej g�sto�ci rozk�ad�w w klasach f� i f�
 a ponadto
 �e g�sto�ci te
nale� do klasy funkcji ca�kowalnych z kwadratem
 czyli

f�� f� � L��Id��
Z
Id

f�i �x�dx ��� i # �� ��

Przypomnijmy
 �e bayesowska regu�a decyzyjna jest okre�lona przez

g��x� #

��
� �� gdy ��x� � ��

�� w przeciwnym przypadku


gdzie
��x� # p�f��x�� p�f��x�� p� & p� # �
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lub � r�wnowa�nie


��x� # ��y�x�� �� f�x�� y�x�
�
# E�Y jX # x� # PfY # �jX # xg # p��x��

Zauwa�my
 �e w przypadku istnienia g�sto�ci

y�x� # p�f��x��f�x�� gdy f�x� # p�f��x� & p�f��x� � �

oraz y�x� # �� gdy f�x� # ��
Aby estymowa� ��x�� potrzebny jest system funkcji v��t�� v��t�� � � � � t � I�


kt�ry tworzy baz� ortonormaln w L��I��
 przestrzeni funkcji okre�lonych i ca�	
kowalnych z kwadratem na odcinku I� # ��� ��� Zak�adamy ponadto
 �e istnieje
niemalejcy cig liczb Vj 
 czyli taki �e

jvj�t�j � Vj � t � I�� j # �� �� � � �

Funkcj� ��x� mo�emy przedstawi� w postaci nast�pujcego rozwini�cia"

��x� #
�X
j��

bj vj �� �x�� � �����

gdzie � jest quasi	odwrotno�ci wybranej krzywej wype�niajcej F 
 podczas gdy

bj # Ef��Y � ��vj �� �X��g
#
R
Id

��y�x�� �� vj �� �x��f�x�dx� j # �� �� � � �
�����

Naturalnym estymatorem bj jest wyra�enie

+bj # Enf��Y � ��vj �� �X��g
# �

n

Pn
i�� ��Yi � �� vj�ti�� j # �� �� � � � �

�����

gdzie ti
�
# � �Xi�
 i # �� �� � � � � n� %atwo zauwa�y�
 �e

Ef+bjg # bj �

var
�
+bj
�
� V �

j �n� j # �� �� � � �
�����

Ponadto
 je�li potrzeba dok�adniejszego oszacowania
 to"

Pk
j�� var

�
+bj
�

� n��E
hPk

j�� v
�
j �� �X�� ��y�X�� ���

i
� n�� supt�I�

�Pk
j�� v

�
j �t�

�
�
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Naturalnym estymatorem ��x� jest

+�n�x� #
k	n
X
j��

+bjvj ���x�� � �����

gdzie k�n� oznacza odpowiednio wolno rosncy cig liczb dodatnich �dalsze wy	
magania dotyczce k�n� podamy dalej��

W konsekwencji mo�emy sformu�owa� nast�pujc regu�� klasy�kacji
 kt�ra
jest tylko pewnym og�lnym schematem post�powania"

ALGORYTM TYPU SZEREG ORTOGONALNY

Krok �� Przetransformuj cig uczcy �Xi� Yi�
 i # �� �� � � � � n w cig �ti� Yi�

ti # � �Xi�
 i # �� �� � � � � n�

Krok�� Wyznacz warto�ci +bj
 j # �� �� � � � � k�n� zgodnie ze wzorem ������

Krok � Aby sklasy�kowa� nowy wzorzec x
 oblicz t # � �x� oraz

+�n #
k	n
X
j��

+bjvj�t��

Nast�pnie przydziel x do klasy �
 je�li +�n � �
 lub do klasy �
 w przeciwnym
przypadku�

Efektywno�� powy�szego algorytmu zale�y od wybranej transformacji � 
 od
postaci wybranego szeregu ortogonalnego oraz od k�n�
 jak to zostanie dok�adnie
przeanalizowane dalej�

Przed przej�ciem do szczeg���w algorytmu nale�y zaznaczy�
 �e szybko��
zbie�no�ci ����� b�dziemy rozpatrywa� wzgl�dem normy L�� Rozwini�cie �����
rozumiane jest w nast�pujcym sensie"

lim
k��

Z
Id

�
���x��

kX
j��

bjvj�� �x��

�
A
�

dx # �

lub r�wnowa�nie �korzystajc z lematu �����

lim
k��

Z
I�

�
�� �F �t���

kX
j��

bjvj�t�

�
A
�

dt # �� �����
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Biorc pod uwag� zupe�no�� i ortonormalno�� uk�adu funkcji fvjg�j�� w L��I���
wystarczy za�o�y�
 �e funkcja ��F �t�� jest ca�kowalna z kwadratem
 by zapewni�
spe�nienie warunku ������ Z lematu ���� wynika tak�e r�wno�� ca�ek

R
Id
���x�dx #R

I�
���F �t��dt� Podsumowujc
 wystarczy za�o�y�
 �e g�sto�ci w klasach f��x�

i f��x� s ca�kowalne z kwadratem w Id
 z czego wynika
 �e ��x� # p�f��x� &
p�f��x� � L��Id�
 a to z kolei implikuje r�wno�� ������

����� Zgodno�� klasy�kator�w w postaci szereg�w ortogonalnych

Obecnie poka�emy zgodno�� klasy�katora okre�lonego przez �����
 przy stosun	
kowo s�abych za�o�eniach dodatkowych�

W du�ej mierze korzysta� b�dziemy w tym miejscu ze znanych rezultat�w
dotyczcych zgodno�ci klasy�kator�w w postaci szereg�w ortogonalnych �patrz
���� strona ���� oraz zebranych w rozdziale � w�asno�ci odwzorowa� F i � �

B�dzie nam r�wnie� potrzebne uog�lnienie dotyczce szereg�w
 kt�re nie s
wsp�lnie ograniczone od g�ry przez pewn sta�
 lecz fvjg rosn w spos�b nie	
ograniczony�

Oznaczmy ca�k� z kwadratu b��du +�n przez ISE�n��

ISE�n� #
R
Id

h
��x��Pk	n


j��
+bjvj ���x��

i�
dx

#
R
I�

h
� �F �t���Pk	n


j��
+bjvj�t�

i�
dt

#
Pk	n


j��

�
bj � +bj

��
&
P�

j�k	n
�� b
�
j �

������

Ostatnia r�wno�� w ������ wynika z zupe�no�ci i ortonormalno�ci szeregu fvjg
w L��I��
 oraz z ����� i lematu �����

Bezpo�rednio z w�asno�ci ����� i ������ wynika dalej

E �ISE�n�� � Wk	n
�n & Rk	n
 �
k�n�V �

k	n


n
& Rk	n
� ������

gdzie

Wk	n

def
# sup

t�I�

�
�k	n
X
j��

v�j �t�

�
A ������

i

Rk	n

def
#

�X
j�k	n
��

b�j #
Z
I�

�
���F �t���

k	n
X
j��

bjvj�t�

�
�
�

dt� ������

Mo�emy tak�e na�o�y� dodatkowe warunki na posta� uk�adu funkcji fvjg

z kt�rych to warunk�w wynika
 �e fvjg nie s wsp�lnie ograniczone
 lecz



���� Klasy
katory w postaci szereg	w ortogonalnych �

Wk	n
 � V � k�n�� ������

gdzie V jest pewn sta��
W podrozdziale ����� poka�emy
 �e warunek ������ jest spe�niony przez uk�ad

Haara
 kt�ry jak wiadomo nie jest ograniczony�
W tym momencie mo�emy sformu�owa� nast�pujce twierdzenie"

Twierdzenie ���� Niech vj� j # �� �� � � � b�dzie zupe�n� i ortonormaln� baz�
funkcji w przestrzeni L���� ��	 Dalej� niech istnieje niemalej�cy ci�g liczb Vj ta�
kich� �e jvj�t�j � Vj � t � I�� j # �� �� � � �

Za���my ponadto� i� g�stoci rozk�ad�w w klasach f� i f� s� okrelone w Id
oraz pochodz� z przestrzeni L��Id�	

�� Jeli ci�g k�n� wybierzemy tak� by

k�n� �� oraz
V �
k	n
 k�n�

n
� �� gdy n��� ������

to regu�a klasy�kacji�

+gn�x� #

��
� �� jeli +�n�x� � ��

�� w przeciwnym przypadku�
������

gdzie +�n�x� okrelono w ������ jest zgodna� czyli

lim
n��

E J�+gn� # J�� ������

�� Je�eli

k�n� � � oraz V �
k	n


k�n� log�n�
n

� �� gdy n��� ������

to wtedy regu�a +gn jest mocno zgodna� czyli z prawdopodobie�stwem jeden
zachodzi limn�� J�+gn� # J�	

Dow�d� Aby wykaza� ������
 wystarczy zauwa�y�
 �e z ������
 ������ oraz �����
wynika
 i� E�ISE�n�� � �
 gdy n��� Dalej
 korzystajc z twierdzenia � z pracy
����� otrzymujemy �������

Udowodnienie drugiej cz��ci twierdzenia wymaga stwierdzenia
 �e istnieje
liczba � � � oraz n �naturalne�
 dla kt�rych Rk	n
 � ���� Wtedy

P fISE�n� � �g � P

�Pk	n

j��

�
+bj � bj

��
� ���

�
�Pk	n


j�� P
n���+bj � bj

��� � ����k�n�����
o
�

������
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Dalej
 z w�asno�ci ����� i ����� wynika
 �e

+bj � bj #
�
n

nX
i��

���Yi � �� vj�ti�� E ���Yi � �� vj�ti��� � ������

Korzystajc z ������
 ������ oraz nier�wno�ci Hoe$dinga ����� twierdzenie ����

otrzymujemy

P
n���+bj � bj

��� � ����k�n�����
o
� � exp

�
� n�

�k�n�V �
j

�
� ������

Z monotoniczno�ci cigu liczb V �
j oraz warunk�w ������������� wynika dalej

P fISE�n� � �g � �k�n� exp

�
� n� log�n�

�k�n�V �
k	n
 log�n�

�
������

# �
k�n�
n

n����	�n
�

gdzie �n
def
# k�n�V �

k	n
 log�n��n� Std
 korzystajc z ������ oraz ograniczono�ci
k�n��n
 mo�emy wnioskowa�
 i� szereg

�X
n��

PfISE�n� � �g

jest zbie�ny dla ka�dego � � ��
Z lematu Borela�Cantellego ����� wynika
 �e ISE�n� � � z prawdopodobie�	

stwem jeden� Dow�d ko�czy zastosowanie wspomnianego wcze�niej twierdzenia �
z pracy ������ �

Dodatkowo
 je�li poza za�o�eniami twierdzenia �����
 uk�ad funkcji bazowych
spe�nia tak�e warunek ������
 to w ������ oraz ������ zamiast V �

k	n
 mo�na wpisa�
sta�e V � niezale�ne od k�n� i twierdzenie ����� mo�e mie� tak sam posta� jak
w przypadku u�ycia ograniczonego szeregu funkcyjnego�

Zauwa�my
 �e za�o�enia dotyczce rozk�ad�w nie s nadmiernie restrykcyjne

a mianowicie f�
 f� powinny nale�e� do L��Id�
 co jest typowym wymaganiem
w przypadku klasy�kator�w typu szeregu ortogonalnego� Nie jest to niestety wy	
nik o charakterze uniwersalnym� Poka�emy jednak dalej
 i� istniej takie uk�ady
funkcji
 kt�re pozwalaj w zasadzie nie nak�ada� �adnych ogranicze� na postacie
rozk�ad�w cech w klasach�



���� Klasy
katory w postaci szereg	w ortogonalnych �	

����� Szybko�� zbie
no�ci klasy�kator�w opartych na szeregach
ortogonalnych

Dwa cigi zmiennych losowych
 An i Bn
 spe�niaj warunek An # O�Bn� z praw	
dopodobie�stwem �
 je�li dla dowolnego cigu an zbie�nego do zera tak�e cig
anAn�Bn � �� gdy n�� z prawdopodobie�stwem ��

By zaobserwowa�
 jakie czynniki maj wp�yw na tempo zbie�no�ci regu�
klasy�kujcych opartych na szeregach ortogonalnych
 zbadajmy najpierw
 jak
szybko d�y do zera �z prawdopodobie�stwem �� wyra�enie ISE�n� #

R
Id

���x��
+�n�x���dx�

Oszacowanie szybko�ci zbie�no�ci Ln �L� wymaga na�o�enia na posta� ��x�
pewnych dodatkowych wymaga�� Na pocztek wyznaczmy cig Bn taki
 �e dla
dowolnie ma�ego � � � oraz dla ka�dego zbie�nego do � cigu an szereg a�n�B

�
n

spe�nia warunek
�X
n��

P

�
a�n
B�
n

ISE�n� � �

�
��� ������

Oznaczmy ISB�n�
�
#
Pk	n


j��

�
bj � +bj

��
� Je�li n jest wystarczajco du�e
 by za	

chodzi�o B�
n��a

�
n � Rk	n
 � �
 to korzystajc dodatkowo z ������ oraz ������


otrzymujemy

PfISE�n� �
B�
n�

a�n
g # P

�
ISB�n� �

B�
n�

a�n
� Rk	n


�
������

� �k�n� exp

�
��n

�
�B�

n�a
�
n �Rk	n


�
k�n�V �

�
� �

gdzie ostatnia nier�wno�� wynika z nier�wno�ci Hoe$dinga�

Lemat ��� Za���my� �e funkcje g�stoci f� i f� nale�� do przestrzeni Lip���� to
znaczy spe�niaj� warunek

jfi�x�� fi�y�j � constjjx� yjj�� x� y � Id� � � ��� ��� i # �� ��

Wtedy funkcja h�t� # ��F �t�� # p�f��F �t��� p�f��F �t��� t � I� nale�y do klasy
Lip���d� na odcinku I�	

Dow�d� Dow�d wynika z warunku H�oldera C� spe�nianego przez krzyw wy	
pe�niajc F � �
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Lemat �� Niech uk�ad funkcji ortogonalnych fvjg�j�� spe�nia dodatkowo waru�
nek

jjh�
kX

j��

hh� vjivj���jj�L� # O
�
k���

�
� � � ��� ���

przy czym h�t� jest dowoln� funkcj� z klasy Lip��� na odcinku I�	 Jeli wie�
lowymiarowe g�stoci f�� f� nale�� do klasy Lip���� � � ��� ��� to b��d Rk	n
�

zde�niowany w ��	���� jest rz�du O
�
k����d�n�

�
� �

Nale�y zwr�ci� uwag� na to
 �e za�o�enia dotyczce uk�adu funkcji fvjg�j��
w lemacie ��� spe�nia mi�dzy innymi szereg Haara�Fouriera �patrz twierdzenie �
w pracy �����
 a tak�e uk�ad funkcji trygonometrycznych
 je�li
 h�t� jest okresowe�
Wymaganie okresowo�ci h�t� mo�e by� �atwo spe�nione poprzez zastosowanie
krzywej wype�niajcej zde�niowanej na okr�gu jednostkowym
 a nie tylko w I��
Tak krzyw jest ka�da krzywa zamkni�ta �na przyk�ad krzywa Sierpi�skiego��
Wtedy h�t� # ��F �t�� mo�e by� traktowana jako funkcja okresowa
 niezale�nie
od tego
 czy � jest okresowa czy te� nie�

Wybierzmy cigi k�n� i Bn w nast�pujcy spos�b"

k�n� # k� n
d�	���d
� k� � �� ������

Bn # b�

q
log log�n�n���	���d
� b� � �� ������

Z ������ otrzymujemy

P

�
ISE�n� � B�

n��a
�
n

�

� �c
k�n� exp
��c

�a��n log log�n�

�
# �c


k�n�
n

n���n �
������

gdzie c
 � �
 c

 � � s pewnymi sta�ymi
 natomiast �n
�
# �c

� log�n��a�n�

Poniewa� an � �� gdy n � �
 std wynika
 �e �n � �� i dla dostatecznie
du�ego n zachodzi � & �n � ��� Dalej
 korzystajc z ������ oraz ograniczono�ci
k�n��n� mo�emy wnioskowa�
 �e szereg ������ jest zbie�ny dla dowolnego � � ��
W ten spos�b udowodnili�my nast�pujcy lemat"

Lemat ��� Przy za�o�eniach twierdzenia �	�	� spe�niony jest lemat �	�	 Niech
dodatkowo szereg funkcji bazowych spe�nia ��	���� Je�eli k�n� jest takie� �e

c� n
d�	���d
 � k�n� � c�n

d�	���d
�

gdzie c�� c� s� pewnymi sta�ymi oraz � � c� � c� ��� toq
ISE�n� # O

q
log log�n�n���	���d


�
������

z prawdopodobie�stwem �	 �



���� Klasy
katory w postaci szereg	w ortogonalnych ��

Wiadomo �patrz np� �����
 �e warto�� J�+gn� � J� mo�e by� oszacowana od
g�ry przez

p
ISE�n�
 tote� korzystajc z lematu ���
 otrzymujemy"

Twierdzenie ���� Przy tych samych za�o�eniach jak w lemacie �	� w przy�
padku regu�y klasy�kacyjnej ��	��� zachodzi

J�+gn�� J� # O

q
log log�n�n���	���d


�
������

z prawdopodobie�stwem �	 �

Oszacowanie szybko�ci zbie�no�ci dla funkcji regresji nale�cych do klasy
Lip��� r��ni si� od typowych wynik�w
 uzyskanych na przyk�ad w pracy ����

o mno�nik

p
log log�n�� Oszacowanie tempa zbie�no�ci dla ������ i ������ przez

n���	���d
 jest najlepszym wynikiem otrzymywanym w zadaniach nieparame	
trycznej estymacji regresji w przypadku funkcji nale�cych do klasy Lip��� ������
W szczeg�lno�ci
 tempo zbie�no�ci jest �asymptotycznie� tym wi�ksze
 im wi�ksza
jest warto�� �
 co oznacza �e odpowiednia funkcja regresji jest bardziej ��g�adka!�
Zasadnicza r��nica pomi�dzy typowym problemem estymacji regresji a rozwa�a	
nymi tu funkcjami regresji transformowanymi na odcinek I� polega na tym
 �e
w naszym przypadku warto�� � nie mo�e by� wi�ksza ni� �
 niezale�nie od tego

jak g�adka jest � w przestrzeni Id
 gdzie g�adko�� wyra�ana jest liczb istniejcych
cig�ych pochodnych�

Nawet gdy � jest funkcj bardzo g�adk �wiele razy r��niczkowaln w Id�

to jednowymiarowa funkcja h�t� # ��F �t�� � Lip���� � � ��d nie jest r��	
niczkowalna
 mimo i� jest cig�a
 poniewa� krzywa wype�niajca F nie jest r��	
niczkowalna w ca�ym swoim obszarze �patrz w�asno�� C��� Dok�adniej m�wic

z�o�enie funkcji f�F �t�� mo�e by� g�adkie tylko w�wczas
 gdy f�x� jest funkcj
sta�� W og�lnym przypadku szybko�� zbie�no�ci nie zale�y zatem od tego
 ile
razy � jest r��niczkowalna i jest co najwy�ej rz�du O�n���	��d
��

����� Rozpoznawanie za pomoc� uk�adu Haara

Obecnie zbadamy algorytm rozpoznawania ��� w przypadku u�ycia jako szeregu
ortonormalnego uk�adu funkcji Haara na odcinku I��

Uk�ad funkcji Haara ma posta�" dla k # �� �� � � � � m # dlog� ke��
 j # k��m

i dla t � ��� ��
 vk�t� # v
	j

m �t�
 v��t� # v���t� � �


v	j
m �t�
�
#

�����
����

p
�m� t � ���j � ����m��� ��j � ����m��

�
�p�m� t � ���j � ����m��� ��j���m��

�
�� w przeciwnym przypadku
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oraz dla t # �

v	j
m ��� #

��
� �p�m� j # �m� m # �� �� �� � � � �

�� j # �� � � � � �m � �� m # �� �� �� � � �

Wiadomo �patrz ����
 ���� i bibliogra�a cytowana tam�e�
 �e jdro uk�adu
Haara
 czyli Kk�s� t� #

Pk
r�� vr�t�vr�s� mo�e by� przedstawione w postaci

Kk�s� t� #

����������
���������

�
t�l��t�l��� � gdy s� t � �t	l��
� t	l
��

l # �� �� � � � � k � ��
�

t�k��t�k��� � gdy s� t � �t	k��
� t	k
��

�� w przeciwnym przypadku


������

gdzie t	l
 oznacza"

t	l
 #

��
� l��m�� dla l # �� �� � � � � � j�

�l� j���m dla l # � j & �� � � � � k�
������

Lemat ��� Uk�ad Haara spe�nia warunek ��	���� czyli

Wk	n
 # sup
t�I�

k	n
X
j��

v�j �t� � V � k�n��

�

Zauwa�my
 �e dla dowolnego t � I� oraz dla �m � k�n� � �m�� zachodziPk	n

j�� v

�
j �t� # Kk	n
�t� t� � �m�� � � k�n�� Std Wk	n
 � � k�n� i warunek ������

jest spe�niony
 przy czym V � # ��
Z lematu ��� oraz z twierdzenia ����� wynika nast�pujcy wniosek"

Lemat ��� Jeli spe�nione s� wszystkie za�o�enia twierdzenia �	�	� oraz k�n�
zostanie wybrany tak� �e

k�n� �� oraz
k�n� log�n�

n
� �� gdy n��� ������

to ci�g regu� klasy�kacji +gn zde�niowany w ��	��� jest mocno zgodny� przy za�o�
�eniu� �e fvkg�k�� jest uk�adem Haara	 �



���� Klasy
katory w postaci szereg	w ortogonalnych ���

Korzystajc z jdra uk�adu Haara zapisanego w postaci ������ oraz z �����
i �����
 mo�emy regu�� decyzyjn przedstawi� nast�pujco"

+�n�x� #
�
n

nX
i��

��Yi � ��Kk	n
���Xi����x��� ������

Ze wzoru ������ wynika
 �e Kk	n
 jest r��ne od zera tylko w przypadku
 gdy
przeciwobrazy aktualnie rozpoznawanego wzorca � �x� i co najmniej jednego
wzorca pochodzcego z cigu uczcego � �Xi� nale� do tego samego podprze	
dzia�u �t	l��
� t	l
� �lub �t	k	n
��
� t	k	n

��� Niech n

	l

� oraz n	l
� oznacza odpowiednio

liczb� obserwacji ��Xi�
 i # �� �� � � � � n z klasy � oraz �
 kt�re nale� do prze	
dzia��w

h
t	l��
� t	l


�

 l # �� �� � � � � k�n�� � lub

h
t	k	n
��
� t	k	n



i
� W konsekwencji

otrzymujemy nast�pujcy prosty algorytm"

ALGORYTMROZPOZNAWANIA ZA POMOC�UK�ADU HAARA

NA ODCINKU I�
Dla uproszczenia
 algorytm podany poni�ej b�dziemy dalej nazywa� algorytmem
Haara�

Krok �� Przekszta�� cig uczcy �Xi� Yi� do postaci �ti� Yi�
 gdzie ti # � �Xi�

i # �� �� � � � � n�

Krok �� Oblicz n
	l

� 
 n	l
� 
 l # �� �� � � � � k�n��

Krok � Aby zaklasy�kowa� obserwacj� x
 wyznacz przedzia� Sx #
h
t	lx��
� t	lx


�
�lub

h
t	lx��
� t	lx


i
� gdy lx # k�n��
 kt�rego ko�ce okre�laj punkty ������


przy czym t # � �x� � Sx� Przydziel x do klasy �
 gdy n
	lx

� � n

	lx

� 
 w prze	

ciwnym przypadku przydziel x do klasy �� Je�li obie liczby" n	lx
� i n	lx
�

s sobie r�wne
 to przydziel x do klasy � lub � losowo
 z prawdopodo	
bie�stwami odpowiednio r�wnymi oszacowaniom empirycznym prawdopo	
dobie�stw a priori" +p� # n��

Pk	n

l�� nl� oraz +p� # n��

Pk	n

l�� nl�� �

Korzystajc z ������ i ������
 mo�emy regu�� klasy�kacji ������ zapisa� w r�w	
nowa�nej postaci

+gn�x� #

�����
����

�� gdy
Pn

i�� YiI���Xi� � Sx�

�Pn
i����� Yi�I���Xi� � Sx��

�� w przeciwnym przypadku


������

gdzie I�A� funkcj wska�nikow zbioru A�



��� Rozdzia� �� Krzywe wype�niaj�ce w statystycznych problemach rozpoznawania

Powy�szy algorytm mo�emy zakwali�kowa� jako algorytm typu podzia�owego
�por� ������

Zauwa�my
 �e t	l
 � t	l��
 # ��m�� lub ��m� gdzie m # dlog� k�n�e � � oraz
l # �� � � � � k�n�� %atwo zauwa�y�
 �e klasy�kator typu szereg Haara�Fouriera
sprowadza si� do algorytmu opartego na histogramie obserwacji pochodzcych
z cigu uczcego
 przy czym punkty t	�
 # �� � � � � t	k	n

 # � wyznaczaj pod	
przedzia�y histogramu� W�asno�ci histogram�w bazujce na falkach Haara �w za	
stosowaniu do estymacji g�sto�ci� przeanalizowano w �����

Korzystajc z dowodu twierdzenia ��� w ����
 mo�emy otrzyma� nast�pujce
twierdzenie"

Twierdzenie ��� Jeli k�n� zosta�o wybrane w taki spos�b� �e

���dlog� k	n
e � � oraz
n

�dlog� k	n
e
��� gdy n��� ������

to ci�g regu� klasy�kacji +gn ��	���� w kt�rych fvkg�k�� jest uk�adem Haara� jest
zgodny� z prawdopodobie�stwem �� z regu�� Bayesa przy dowolnym rozk�adzie
�X� Y � z nonikiem w Id � f�� �g	 �

Zauwa�my
 �e �dlog� k	n
e � �log� k	n
 # k�n� oraz �dlog� k	n
e � �blog� k	n
c��

� �log� k	n
�� # �k�n�� Warunki ������ s wi�c r�wnowa�ne z warunkami

k�n� �� oraz
k�n�
n

� �� gdy n�� ������

otrzymanymi w ����� por� twierdzenie ����� w odniesieniu do uog�lnionego li	
niowego klasy�katora
 ze wsp��czynnikami wybranymi w taki spos�b
 �e mini	
malizuj one empiryczne ryzyko ��n

Pn
i�� I�+gn�Xi� �# Yi�� W przypadku do	

wolnego wyboru wsp��czynnik�w bj � j # �� � � � � k�n�
 je�li fvkg�k�� jest szere	
giem Haara
 to warto��

Pk	n

j�� bjvj�t� jest sta�a w przedzia�ach

h
t	l��
� t	l


�
lubh

t	l��
� t	l

i

 l # �� �� � � � � k�n�� Nie jest wi�c niczym zaskakujcym
 �e wsp��czyn	

niki +bj � j # �� � � � � k�n� okre�lone zgodnie z ����� minimalizuj b�d empiryczny�
Rezultat uzyskany w twierdzeniu ����� zas�uguje na uwag�
 gdy� wykazano

w nim zbie�no��
 z prawdopodobie�stwem �
 b��du klasy�kacji cigu regu� ������
z uk�adem Haara do minimalnej warto�ci ryzyka
 bez �adnych dodatkowych za	
�o�e� dotyczcych rozk�ad�w �X� Y �
 �X� Y � � Id � f�� �g�

����� Rezultaty bada� symulacyjnych

Zastosowanie algorytmu Haara w odniesieniu do danego cigu uczcego Ln pro	
wadzi do podzia�u odcinka I� na pewn liczb� pododcink�w
 z kt�rymi skoja	
rzona jest decyzja o przynale�no�ci do okre�lonej klasy� Oznaczmy liczb� tych



���� Klasy
katory w postaci szereg	w ortogonalnych ���

podprzedzia��w przez c� Warto�� c � n jest sum wybranych lokalnie warto�ci
k�n�� Ten krok
 konstruowanie klasy�katora
 cho� obliczeniowo do�� z�o�ony
 jest
wykonywany tylko raz na etapie wst�pnego przetwarzania danych� Sklasy�ko	
wanie nap�ywajcej obserwacji x wymaga obliczenia � �x�� Przy dok�adno�ci p
cyfr znaczcych jest to operacja o z�o�ono�ci O�p d�� Znalezienie podprzedzia�u

kt�ry zawiera � �x� wymaga co najwy�ej O�log�c�� por�wna� �przy czym zwy	
kle c �� n�� Ponadto operacj� wyznaczania � �x� mo�na wykonywa� cz��ciowo
r�wnolegle z wyznaczaniem podprzedzia�u w I�
 kt�ry zawiera ��x�� Takie po	
st�powanie pozwala dopasowa� dok�adno�� p do istniejcego podzia�u odcinka
I�� Innymi s�owy
 dok�adno�� transformacji mo�na ustala� lokalnie w zale�no�ci
od g�sto�ci danych jednowymiarowych �po transformacji na odcinek�� Punkt ob	
ci�cia szeregu k�n� te� mo�e by� dobierany lokalnie w spos�b zale�ny od liczby
element�w cigu uczcego
 pojawiajcych si� w r��nych pododcinkach I��

W przedstawionych dalej przyk�adach poka�emy du� efektywno�� algorytmu
rozpoznawania za pomoc uk�adu Haara na odcinku I� w zastosowaniu do stan	
dardowych problem�w testowych stosowanych w rozpoznawaniu�

Przyk�ady Iris oraz Muscular dystrophy zosta�y zaczerpni�te z ksi�ki ����
Jako�� algorytmu rozpoznawania w odniesieniu do zbior�w danych rzeczywistych
by�a oceniana za pomoc procedury typu cross	validation
 w kt�rej ka�dy z wzor	
c�w pochodzcych ze zbioru danych jest rozpoznawany przy u�yciu klasy�katora
skonstruowanego na podstawie pozosta�ych danych u�ytych jako cig uczcy �����
Procedur� t� b�dziemy w skr�cie oznacza� jako CV �� Poniewa� w przypadku
sko�czonego zbioru danych nie znamy ryzyka Bayesa
 jako podstaw� do por�w	
na� przyj�to wi�c b�d rozpoznawania uzyskiwany metod k�NN �k najbli�szych
ssiad�w� ����
 �����

W pierwszych dwu przyk�adach dane by�y symulowane z wielowymiarowych
rozk�ad�w normalnych
 kt�re maj nieograniczone no�niki� Nie korzystano jednak
z nieliniowej transformacji danych �na przyk�ad za pomoc funkcji logistycznej�

a jedynie dokonano liniowej transformacji wygenerowanych wcze�niej danych
 tak
by po przekszta�ceniu zawiera�y si� w kostce Id� Je�li obserwacja x pochodzi �po
liniowej transformacji� spoza ograniczonego obszaru Id
 to � �x� nie istnieje i x
nie mo�e zosta� sklasy�kowane� Mo�na r�wnie� interpretowa� t� sytuacj� jako
badanie przyk�adu
 w kt�rym dane pochodz nie z nieograniczonego rozk�adu
normalnego
 lecz rozk�adu normalnego obci�tego�

Przyk�ad ��� Klasy o rozk�adach normalnych ����

Przyk�ad ten zosta� zaczerpni�ty z ksi�ki Fukunagi ����� Dane wygenerowano
z dwu rozk�ad�w normalnych w przestrzeni �	wymiarowej� Prawdopodobie�stwa
a priori obu klas by�y r�wne ���� Rozk�ad cech w klasie pierwszej charakteryzo	
wa� wektor warto�ci �rednich" ��� �� � � � � �� i macierz kowariancji diag��� � � � � ���



��� Rozdzia� �� Krzywe wype�niaj�ce w statystycznych problemach rozpoznawania

Dane z drugiej klasy mia�y tak�e rozk�ad normalny z wektorem warto�ci �rednich
r�wnym

��� ��� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� �� �� �� ���

i macierz kowariancji

diag��� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ����� �� ����� �� ���� �� ����

Warto�� ryzyka Bayesa wyliczona teoretycznie jest r�wna �� �. �����
Testowanie algorytmu Haara sk�ada�o si� z �� przebieg�w algorytmu uczenia

�konstruowania klasy�katora� wykonanych dla �� r��nych
 niezale�nie wygenero	
wanych cig�w uczcych o d�ugo�ci n # ���� n # ���� � � � � � n # ���� Ka�dy
z otrzymanych klasy�kator�w by� testowany za pomoc odr�bnego cigu testuj	
cego zawierajcego ���� �lub ����� element�w� Wyniki testowania przedstawiono
na rysunkach ��� i ���� Pojedynczy punkt na tym rysunku odpowiada wyra�onej
w procentach warto�ci b��dnych klasy�kacji obliczonych �i u�rednionych� dla ��
r��nych realizacji�

Na rysunkach tych zaznaczono te� minimaln i maksymaln warto�� b��d�w
uzyskanych dla �� r��nych cig�w uczcych� W ka�dym z przypadk�w jako na	
rz�dzia transformacji do ��D u�yto quasi	odwrotno�ci krzywej Sierpi�skiego ob	
liczanej z dok�adno�ci ���� B��dy te by�y zauwa�alnie wi�ksze w przypadku
u�ycia krzywej Peano i krzywej Hilberta�

Rysunek ��� przedstawia zale�no�� empirycznego b��du klasy�kacji od d�u	
go�ci cigu uczcego� Na rysunku ��� zilustrowano wp�yw dok�adno�ci trans	
formowania danych za pomoc krzywej �liczby cyfr znaczcych w rozwini�ciu
dw�jkowym� na wielko�� b��du klasy�kacji� Z rysunku tego wynika
 �e algorytmy
klasy�kacji bazujce na transformacji danych za pomoc krzywych wype�niaj	
cych nie s zbyt wra�liwe na wyb�r dok�adno�ci przekszta�cenia� Kiedy dok�ad	
no�� osignie pewien poziom
 zwizany z g�sto�ci wype�nienia przestrzeni przez
dane z cigu uczcego
 dalszy wzrost dok�adno�ci �zwi�kszanie parametru p� nie
zmniejsza liczby b��dnych klasy�kacji�

*rednie b��dy klasy�kacji s nieco wi�ksze ni� odpowiednie wyniki otrzymane
metod k najbli�szych ssiad�w �k�NN�
 kt�ra pozwala na uzyskanie b��d�w
rz�du �. �patrz ���� s� �����

Przyk�ad ��� Dane o wielowymiarowym rozk�adzie normalnym
� klasy rozdzielone

Przyk�ad ten zosta� zaczerpni�ty z pracy ����� Wyst�puj w nim wzorce z prze	
strzeni o d # �� wymiarach
 nale�ce do M # � klas� Dane te maj �czny roz	
k�ad b�dcy rozk�adem standardowym normalnym� Element x nale�y do klasy
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Rys� 	��� Maksymalne� minimalne i �rednie �dla �� r��nych ci�g�w ucz�cych� warto�ci
procentowych b� d�w klasy�kacji otrzymane w wyniku dzia�ania algorytmu Haara �zbi�r
testuj�cy sk�ada� si z ���� element�w� w zale�no�ci od d�ugo�ci ci�gu ucz�cego n wylo�
sowanego dla dwu klas o rozk�adach normalnych �por� przyk�ad 	���
Fig� 	��� Minimal� maximal and averaged �over �� learning sequences� percentage of mi�
sclassi�cations obtained by Haar Algorithm ����� testing patterns� versus the length n
of the learning sequence simulated from two normally distributed classes �see Example
	�� for details�
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Rys� 	��� Maksymalne� minimalne i �rednie �dla �� r��nych ci�g�w ucz�cych� warto�ci
procentowych b� d�w klasy�kacji otrzymane w wyniku dzia�ania algorytmu Haara �zbi�r
testuj�cy sk�ada� si z ���� element�w� n � ����� w zale�no�ci od warto�ci parametru p�
kt�ry odpowiada dok�adno�ci aproksymacji krzywej Sierpi�skiego� Dane by�y losowane
z dwu rozk�ad�w normalnych �patrz szczeg��y opisane w przyk�adzie 	���
Fig� 	��� Minimal� maximal and averaged �over �� learning sequences� percentage of
misclassi�cations obtained by Haar Algorithm ����� testing patterns� n � ����� versus
parameter p� which re#ects the degree of approximation of the Sierpi�ski curve� Data
were simulated from two normally distributed classes �see Example 	�� for details�
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o numerze �
 gdy
Pd

i�� x
�
i � �� �� a w przeciwnym przypadku x nale�y do klasy

o numerze ��
B�d Bayesa jest w tym przyk�adzie r�wny zeru� Z drugiej strony
 wiadomo

����
 �e jest to problem ��trudny! z punktu widzenia budowy klasy�katora na
podstawie cigu uczcego
 niezale�nie od obranej metody� Przy za�o�eniu
 �e cig
uczcy sk�ada si� z N # ��� element�w
 klasyczna metoda k najbli�szych ssia	
d�w prowadzi do b��d�w rozpoznawania rz�du ��.�����

Podobne wyniki daje tak�e badany algorytm Haara zastosowany w odniesie	
niu do ����elementowego cigu uczcego przetransformowanego na odcinek za
pomoc quasi	odwrotno�ci krzywej Peano�

Przyk�ad �� Zbi�r danych Iris

Zbi�r danych Iris jest bardzo popularnym zbiorem testowym ���
 ����� Zawiera ���
wzorc�w scharakteryzowanych przez cztery pomiary �szeroko�ci i d�ugo�ci dwu
typ�w p�atk�w� trzech r��nych gatunk�w irys�w �setosa� versicolor i virginica�

po �� przyk�ad�w dla ka�dego z gatunk�w�

Dane dotyczce jednego z gatunk�w �Iris setosa� s wyra�nie odseparowane
od pozosta�ych ��� wzorc�w i dlatego cz�sto bywaj odrzucane ����
 a badania
prowadzi si� na zbiorze zawierajcym pozosta�e ��� danych z dwu klas� Tak te�
postpiono w tym przyk�adzie�

��wymiarowe dane pochodzce z pozosta�ych dwu klas zosta�y najpierw prze	
skalowane do kostki ��� ���
 a nast�pnie transformowane za pomoc krzywej Hil	
berta z dok�adno�ci gwarantujc podzia� kostki I� na ��� r�wnych podkostek�

Przetransformowany cig uczcy przedstawiono na rysunku ���
 w kt�rym
dane z r��nych klas s zobrazowane w postaci funkcyjnej" dane nale�ce do jednej
klasy jako punkty odpowiadajce warto�ci �
 natomiast dane z drugiej klasy jako
punkty odpowiadajce warto�ci ��

Pierwsze �� punkty z cigu uczcego zamieszczone s w tabeli ���� Por�wnanie
zawarto�ci tej tabeli i rysunku ��� jasno wskazuje
 �e istniej przedzia�y w I�

w kt�rych obserwacje z obu klas s przemieszane i nie spos�b unikn� b��dnej
klasy�kacji�

Zastosowanie algorytmu Haara i krzywej Hilberta w odniesieniu do zbioru
testowego Iris prowadzi do b��d�w klasy�kacji rz�du �. ��� ��. w przypadku
uwzgl�dnienia trzech klas�� Zastpienie krzywej Hilberta przez krzyw Peano po	
zwala na zmniejszenie poziomu b��dnych klasy�kacji do �.� Dla por�wnania
 me	
toda k�NN w odniesieniu do danych ��wymiarowych prowadzi do b��d�w rz�du
�. �����

Wyniki oblicze� zebrano w tabeli ���
 w kt�rej uwzgl�dniono r�wnie� zasto	
sowane uporzdkowanie cech�



���� Klasy
katory w postaci szereg	w ortogonalnych ��	
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Rys� 	��� Zbi�r danych Irys zawieraj�cy tylko dwie klasy po transformacji przy u�yciu
quasi�odwrotno�ci krzywej Hilberta �szczeg��y opisane w przyk�adzie 	���
Fig� 	��� Iris data from two classes after transformation by the quasi�inverse of the Hilbert
curve �see Example 	�� for details�

Tabela 	��� B� dy klasy�kacji uzyskane przy u�yciu algorytmu Haara oraz krzywych Hil�
berta i Peano w odniesieniu do danych Iris �patrz opis przyk�adu 	���� Dla por�wnania
podano b� dy uzyskiwane metod� k�NN

Krzywa i najlepsza . B��dnych klasy�kacji
kolejno�� cech algorytm Haara k�NN

Hilbert �
�
�
� �.

Peano �
�
�
� �.
�. �

� $r�d�o ���

Przyk�ad ��� Zbi�r danych Muscular dystrophy

Dane Muscular dystrophy ��� sk�adaj si� z ��� ��wymiarowych wektor�w da	
nych
 kt�re odpowiadaj wiekowi badanych ��� os�b oraz pomiarom poziomu
czterech marker�w mierzonych w surowicy krwi� W�r�d badanych by�y osoby
zdrowe oraz osoby b�dce nosicielami Duchenne Muscular dystrophy � choroby
przekazywanej genetycznie�

Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono na pe�nym zbiorze danych w prze	
ciwie�stwie do bada� prowadzonych przez Friedmana ����
 w kt�rych u�yto zbi�r
edytowany
 dotyczcy ��� os�b
 prowadzcy na og�� do mniejszych nieco warto	
�ci b��d�w� W przypadku klasycznej metody k�NN by�y to
 odpowiednio
 b��dy
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Tabela 	��� B� dy klasy�kacji uzyskane za pomoc� algorytmu Haara w odniesieniu do
danych Muscular dystrophy �patrz opis przyk�adu 	���

Krzywa i najlepsza . B��dnych klasy�kacji
kolejno�� cech algorytm Haara k�NN

Hilbert �
�
�
�
� �
�.

Sierpi�ski mod� �
�
�
�
� ��
�.
��
�. �

� Otrzymane dla ca�ego cigu uczcego zawieraj	
cego ��� wzorce �bez edycji cigu��

klasy�kacji rz�du ��� �. �dla pe�nego cigu uczcego� oraz ��� �. �w przypadku
cigu edytowanego�� Metoda testowania by�a tu taka sama jak w przypadku
zbioru Iris� Otrzymano b��dy klasy�kacji rz�du �� �. oraz ��� �. w przypadku
zastosowania odpowiednio krzywej Hilberta i krzywej Sierpi�skiego� Podsumowa	
nie wynik�w zamieszczono w tabeli ����

Podsumowujc
 algorytm rozpoznawania oparty na rozwini�ciu jednowymia	
rowych �przetransformowanych za pomoc krzywej wype�niajcej� danych w sze	
reg Haara
 pozwala na otrzymanie szybkiego i �atwego w stosowaniu klasy�ka	
tora
 kt�rego b�d klasy�kacji jest por�wnywalny z wymagajc du�ych nak�a	
d�w obliczeniowych metod k najbli�szych ssiad�w z metryk w przestrzeni
d�wymiarowej� Jednocze�nie nale�y pami�ta�
 �e przedstawiany tu algorytm

w ko�cowym rezultacie
 nie wymaga pami�tania ca�ego cigu uczcego
 ani nawet
obliczonych wsp��czynnik�w rozwini�cia w szereg Haara� Pami�ta� nale�y jedynie
punkty odcinka I�
 w kt�rych nast�puje zmiana przynale�no�ci do klas� Punkt�w
takich
 w praktyce
 jest znacznie mniej ni� element�w cigu uczcego�

�� Szybki algorytm k najbli�szych s
siad�w

Metoda k najbli�szych ssiad�w �k�NN �����
 ����
 ���� ���� jest jedn z najbardziej
popularnych metod klasy�kacji� Polega ona na wyznaczeniu k najbli�szych ssia	
d�w klasy�kowanej obserwacji x w�r�d element�w z cigu uczcego
 a nast�pnie
zaklasy�kowaniu x do tej klasy
 do kt�rej nale�y wi�kszo�� znalezionych ssiad�w�
Najcz��ciej stosowan miar odleg�o�ci jest metryka euklidesowa� Mimo rozwoju
wielu innych
 bardzo wyra�nowanych technik nieparametrycznych
 metoda k�NN
jest jedn z najbardziej efektywnych i popularnych technik w rozpoznawniu �����
Regu�a k�NN zawdzi�cza sw popularno�� nie tylko intuicyjnej prostocie sfor	
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mu�owania
 lecz r�wnie� dobrze zbadanym w�asno�ciom asymptotycznym �����
Odnotujmy dla porzdku
 �e regu�a k�NN z ustalon z g�ry liczb ssiad�w nie
zapewnia zbie�no�ci E�Jn�
 przy n��
 do ryzyka Bayesa J��

Proste implementacje metody k�NN prowadz w przypadku wielowymiaro	
wym do czasoch�onnych oblicze�
 a czas rozpoznawnia pojedynczego wzorca ro	
�nie wraz ze wzrostem liczby ssiad�w k
 d�ugo�ci cigu uczcego n oraz wy	
miarem przestrzeni cech d� Tak�e wyb�r odpowiedniej metryki ���� ma wp�yw na
efektywno�� metody klasy�kacji
 zar�wno ze wzgl�du na z�o�ono�� obliczeniow
procesu rozpoznawania
 jak i z uwagi na uzyskiwane b��dy rozpoznawania �do	
pasowanie metryki do struktury danych�� Szereg prac po�wi�cono efektywnym
metodom wyznaczania k najbli�szych ssiad�w w przestrzeni d�wymiarowej ����

����
 ����
 �����
 ����
 �����
 �����

W niniejszym rozdziale zbadamy efektywno�� metody k�NN zastosowanej
w odniesieniu do danych przetransformowanych na odcinek I� za pomoc krzy	
wej wype�niajcej� Metod� t� mo�emy interpretowa� jako wprowadzenie nowej
metryki
 kt�ra de�niuje odleg�o�� mi�dzy punktami przestrzeni wielowymiarowej
poprzez odleg�o�� mi�dzy odpowiadajcymi im punktami na odcinku I��

Metryka ta ma posta�"

d�x� x
�

� # j��x�� � �x
�

�j� x� x
� � Id� ������

%atwo sprawdzi�
 �e d�	� spe�nia wszystkie wymagane w�asno�ci
 to znaczy"
d�x� x

�

� � �

d�x� x

�

� # � wtedy i tylko wtedy
 gdy x # x
�

�
d�x� x

�

� # d�x
�

� x��
d�x� x

�

� & d�x
�

� x
��

� � d�x� x
��

��

����� Algorytm k�CNN

Algorytm rozpoznawania �oznaczany dalej w skr�cie k�CNN� polega na wybo	
rze tej klasy
 do kt�rej nale�y wi�kszo�� spo�r�d k najbli�szych �ze wzgl�du na
po�o�enie na krzywej wype�niajcej� ssiad�w rozpoznawanego obiektu x�

Konstrukcja klasy�katora
 podobnie jak w przypadku przedstawionego wcze	
�niej algorytmu Haara
 wymaga przetransformowania ca�ego cigu uczcego Ln
# f�Xi� Yi�� i # �� �� � � � � ng za pomoc wybranego odwzorowania quasi	odwrot	
nego � � Nast�pnie nowy cig uczcy L�n # f�ti� Yi�� ti # � �Xi�� i # �� � � � � ng
nale�y uporzdkowa� zgodnie z niemalejcymi warto�ciami ti� Dla uproszczenia
dalej b�dziemy zak�ada�
 �e cig uczcy jest ponumerowany zgodnie z kolejno	
�ci po�o�enia punkt�w na krzywej wype�niajcej
 czyli �e t	i��
 � t	i
� i #
�� �� � � � � n�
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ALGORYTM

Niech L�n # ��t	�
� Y	�
�� �t	�
� Y	�
�� � � � � �t	n
� Y	n
���

Krok �� Aby zaklasy�kowa� obserwacj� x
 oblicz warto�� t # ��x��

Krok �� Wyznacz zbi�r

S # f�t	r
� Y	r
�� � � � � �t	r�k��
� Y	r�k��
�g�

zawierajcy k element�w cigu uczcego o najmniejszej odleg�o�ci od t

wyznaczonej jako jti � tj �lub na podstawie innej metryki okre�lonej na
odcinku I���

Krok � Wyznacz ki� i # �� �� � � � �M� gdzie ki oznacza liczb� ssiad�w ze zbioru
S nale�cych do i	tej klasy� W og�lnym przypadku k # k�&k�& 	 	 	&kM��

gdzie M jest liczb klas�

Krok �� Zaklasy�kuj x do klasy
 kt�ra ma najwi�ksz liczb� reprezentant�w
w zbiorze S
 czyli je�li

ki # maxfk�� k�� � � � � kM��g�

to x jest klasy�kowane do klasy i	tej�

Je�eli nastpi poszerzenie cigu uczcego o dodatkowy wzorzec
 to aktuali	
zacja zbioru L�n polega na do�o�eniu nowego elementu w taki spos�b
 by zbi�r
rozszerzony by� dalej uporzdkowany zgodnie z po�o�eniami jego element�w na
odcinku I�� Wymaga to
 poza transformacj nowego wzorca na odcinek I�
 jedynie
O�log� n� operacji arytmetycznych�

����� Kompresja danych w metodzie k�CNN

Regu�a k najbli�szych ssiad�w w przypadku danych jednowymiarowych
 postaci"
�t	i
 # � �X	i
�� Y	i
� # �t	i
� Y	i
�� i # �� �� � � � � n
 prowadzi do podzia�u odcinka
jednostkowego na n & � pododcink�w"

��� �t	�
 & t	k������� ��t	�
 & t	k��
���� �t	�
 & t	k��
����� � � � � ��t	n�k
 & t	n
���� ���

w kt�rych decyzj� o przynale�no�ci do klasy okre�la wyb�r najcz�stszej klasy

odpowiednio w zbiorach

fY	�
� � � � � Y	k
g� fY	�
� � � � � Y	k��
g� � � � � fY	n�k��
� � � � � Y	n
g�
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Rys� 	��� Zbi�r danych Iris zawieraj�cy trzy klasy po transformacji przy u�yciu
quasi�odwrotno�ci krzywej Peano �szczeg��y opisane w przyk�adzie 	���
Fig� 	��� Iris data from three classes after transformation by the quasi�inverse of the
Peano curve �see Example 	�� for details�

Zwykle wiele z ssiadujcych podprzedzia��w ma przyporzdkowany ten sam nu	
mer klasy
 w zwizku z tym mo�na je po�czy� �skompresowa���

Gdy zak�adamy
 �e cig uczcy pozostanie bez zmian �klasy�kator nie b�	
dzie mody�kowany�
 wtedy zamiast cigu uczcego L�n wystarczy zapami�ta�
po�o�enie punkt�w na odcinku
 w kt�rych nast�puje zmiana przypisywanej przy	
nale�no�ci do klasy�

W konsekwencji
 na czas potrzebny do rozpoznania nowego obiektu x � Id
sk�ada si� czas transformacji � �x� oraz czas potrzebny na znalezienie podprze	
dzia�u
 do kt�rego nale�y ��x�
 czyli sumarycznie jest to czas rz�du

O�d� & O�log��m��


gdzie m jest efektywn liczb podprzedzia��w odcinka
 kt�re s zwizane z r��	
nymi decyzjami o przynale�no�ci do klasy�

Przyk�ad ��� Zbi�r Iris

Zbi�r Iris zawiera ��� wzorc�w scharakteryzowanych przez cztery pomiary �sze	
roko�ci i d�ugo�ci dwu typ�w p�atk�w� trzech r��nych gatunk�w irys�w" setosa�
versicolor i virginica
 po �� przyk�ad�w dla ka�dego z gatunk�w� W przeciwie�	
stwie do przyk�adu ����� obliczenia przeprowadzono dla ca�ego cigu uczcego
zawierajcego elementy nale�ce do wszystkich trzech klas�

Dane �po przeskalowaniu do kostki I�� przetransformowano na odcinek I� za
pomoc krzywej Peano �patrz rysunek ����� Badana metoda klasy�kacji prowadzi
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Tabela 	��� B� dy klasy�kacji dla danych Iris uzyskane metod� ��CNN i �CNN

��CNN ��CNN k�NN krzywa
�
� �
�� �
�� Peano
�
� �
�� �
�� Sierpi�ski

do regu�y decyzyjnej sk�adajcej si� z ��� przedzia��w �zale�nie od liczby ssia	
d�w k # �� ��� Liczba k zosta�a okre�lona zgodnie z procedur cross	validation
CV�
 w kt�rej ��� danych zosta�o w spos�b losowy podzielonych na zbi�r uczcy
zawierajcy �� element�w i zbi�r testujcy r�wnie� ���elementowy�

B�d klasy�kacji �u�redniony na podstawie �� r��nych podzia��w zbioru da	
nych� wynosi� �
�� .
 przy czym warto�ci b��du przed u�rednieniem zawiera�y
si� w przedziale ��.� �� �.�� %atwo zauwa�y�
 �e po transformacji danych Iris

klasa setosa jest nadal �ci�le oddzielona w sensie geometrycznym od pozosta�ych
klas� Na rysunku ��� jest to klasa oznaczona etykiet �� W tabeli ��� przedsta	
wiono dalsze wyniki bada�
 tym razem wery�kowane za pomoc procedury CV�

w kt�rej ka�dy element ze zbioru danych jest elementem testujcym wzgl�dem
klasy�katora zbudowanego na podstawie pozosta�ych n � � wzorc�w
 traktowa	
nych jako cig uczcy� Wzgl�dna liczba b��dnych klasy�kacji s�u�y jako estymata
b��du metody klasy�kacji� W tabeli ��� podano tak�e odpowiednie wyniki otrzy	
mane przy zastosowaniu krzywej Sierpi�skiego�

Przyk�ad ��� Clouds � dane symulowane

Zbi�r danych Clouds sk�ada si� z n # ���� dwuwymiarowych obserwacji nale	
�cych do dwu klas z takimi samymi prawdopodobie�stwami a priori� Dane te
pochodz z bazy danych Elena �patrz ftp"//ftp�ucl�ac�be/pub/neural	nets���A/	
databases/ARTIFIcial/clouds/clouds�txt�� Dane z pierwszej klasy maj rozk�ad
b�dcy mieszanin trzech r��nych rozk�ad�w normalnych"

N ���� ��� diag��� �� �� ���� N ���� ��� diag��� �� �� ���� N ���� ��� diag��� �� ���
z prawdopodobie�stwami �wagami� odpowiednio r�wnymi ���
 ���
 ���� Dane
z drugiej klasy maj rozk�ad normalny N ��� ��� diag��� ���� Zbi�r danych Clouds

po przeskalowaniu do I�
 przedstawia rysunek ���� Do transformacji danych �po
wst�pnym przeskalowaniu do kostki I�� u�yto krzywej Sierpi�skiego� Efekty tej
transformacji przedstawiono na rysunku ����

Najmniejsze warto�ci b��du klasy�kacji otrzymano �procedura CV�� przy u�y	
ciu ca�ego zbioru danych n # ����� B�d ten wynosi� �metoda k�CNN
 k # ���
oko�o ��
��.� Dla por�wnania
 przy zastosowaniu klasycznej metody k�NN na
danych dwuwymiarowych otrzymano ��
��. b��dnych klasy�kacji�
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Rys� 	�� Dane symulowane� klasa � � lewa strona rysunku� klasa � � prawa strona rysunku
Fig� 	�� Simulated data� class � � left panel� class � � right panel
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Rys� 	��� Dane symulowane Clouds po transformacji do ��D za pomoc� krzywej Sierpi��
skiego
Fig� 	��� Data Clouds after transformation to ��D via the Sierpi�ski curve

Tabela 	��� % b� dnych klasy�kacji� dyspersja b� du �� liczba przedzia��w jednowymia�
rowej funkcji decyzyjnej m i stopie� kompresji n�m uzyskany przy r��nych d�ugo�ciach
ci�gu ucz�cego n

n ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���
b�d . ��
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��
�� ��
��


 �
�� �
�� �
�� �
�� �
�� �
�� �
��
m �� �� �� �� �� �� �� ��
n�m �� �� �� �� �� �� �� ��
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Oszacowania prawdopodobie�stw b��dnej klasy�kacji przy r��nych d�ugo	
�ciach cigu uczcego �n #����
 ����
 ����
 ����
 ����
 ����
 ���� zamieszczono
w tabeli ���� W ka�dym przypadku �dla ustalonego n� wygenerowano �� nieza	
le�nych cig�w uczcych
 dla kt�rych wyniki testowano na pozosta�ych ����� n

elementach zbioru Clouds� W ka�dym z przypadk�w podano tak�e �redni war	
to�� liczby przedzia��w funkcji decyzyjnej o sta�ych warto�ciach na odcinku� Cz���
prezentowanych powy�ej wynik�w umieszczono w pracy autorki ������ Szczeg�	
�owe wyniki eksperyment�w przeprowadzonych na testowych zbiorach danych

zaczerpni�tych z ��� oraz ����
 s tak�e zamieszczone w pracach autorki �����

������ Z eksperyment�w tych wynika
 �e metoda k�CNN pozwala na uzyskiwa	
nie podobnych
 a cz�sto nawet mniejszych b��d�w klasy�kacji
 ni� w przypadku
metody k�NN realizowanej w przestrzeni wielowymiarowej
 przy r�wnoczesnym
znacznym stopniu kompresji funkcji decyzyjnej i skr�ceniu czasu klasy�kacji�

Podobne eksperymenty przeprowadzane na danych symulowanych opisano
w pracy autorki ������ Na przyk�ad
 w odniesieniu do zbioru danych Muscular dys�
trophy �por� przyk�ad ���
 podrozdzia� ������ uzyskano
 przy zastosowaniu krzywej
Sierpi�skiego
 b��dy klasy�kacji rz�du ��� �.
 czyli takie same jak otrzymywane
metod k�NN w odniesieniu do oryginalnych
 wielowymiarowych danych�

W przypadku danych symulowanych z przyk�adu ��� metoda k�CNN prowa	
dzi natomiast do znacznej poprawy
 czyli do b��d�w klasy�kacji rz�du ��. �dla
krzywej Peano� w por�wnaniu z ��. otrzymywanymi innymi metodami �por� te�
wyniki przedstawione w podrozdziale �������

��� Wektorowa kwantyzacja w rozpoznawaniu

Algorytmy rozpoznawania
 kt�re by�y proponowane i badane w poprzednich pod	
rozdzia�ach mia�y klarowne uzasadnienia teoretyczne� Celem niniejszego podroz	
dzia�u jest wskazanie
 �e metodyka stosowania krzywych wype�niajcych mo�e
by� u�yteczna tak�e w udoskonalaniu takich metod rozpoznawania
 kt�re nie do	
czeka�y si� pe�nego opracowania teoretycznego
 lecz ich praktyczna u�yteczno��
jest w literaturze doceniana ����
 ����
 �����

Metoda LVQ �learning vector quantization� � procedura skojarzonego ucze	
nia typu samoorganizujcych odwzorowa� Kohonena � stosowana w odniesieniu
do obiekt�w pochodzcych z r��nych klas
 zaproponowana przez Kohonena ����

����
 ����
 �����
 ����
 ����
 jest metod tworzenia zbior�w obiekt�w najlepiej re	
prezentujcych rozk�ady danych w klasach� Zbiory te nazywane s prototypami

zbiorami wektor�w odniesienia bd� ksi�kami kodowymi �kwantyzatorami��

W przestrzeni danych wej�ciowych
 kt�r tu b�dziemy uto�samia� z przestrze	
ni cech
 nale�y wybiera� sko�czony zbi�r reprezentant�w
 z kt�rych ka�dy skoja	



���� Wektorowa kwantyzacja w rozpoznawaniu �	

rzony jest jednoznacznie z numerem pewnej klasy� Na podstawie cigu uczcego
Ln
 w trakcie procedury uczenia
 tworzony jest nowy cig wzorc�w
 kt�ry dalej
mo�e by� traktowany jako zbi�r odniesienia u�ywany nast�pnie do klasy�kacji
metod najbli�szego ssiada ��NN�

Proces uczenia LVQ pe�ni tu dwie funkcje" s�u�y kondensacji zbioru uczcego
oraz edycji tego zbioru
 przy czym operacje te nale�y rozumie� nieco szerzej
ni� klasyczne poj�cia edycji i kondensacji stosowane w odniesieniu do regu�y
najbli�szego ssiada ����
 �����

W trakcie uczenia sieci LVQ
 na podstawie cigu uczcego tworzy si� nowy
cig prototyp�w
 na og�� znacznie mniej liczny ni� cig uczcy� Sie� taka r��ni si�
od sieci samoorganizujcych SOM �omawianych w rozdziale �� brakiem struktury
topologicznej� Poza tym neurony zaopatrzone s w etykiety okre�lajce przyna	
le�no�� danego neuronu do konkretnej klasy�

Po procesie uczenia sie� LVQ dzia�a podobnie jak sie� SOM� To znaczy
 sie�
LVQ wybiera taki prototyp �neuron�
 kt�ry jest najbli�szym ssiadem prezento	
wanego wzorca
 wektora x wzgl�dem przyj�tej metryki� Jako wynik klasy�kacji
podawany jest numer klasy
 kt�ry jest etykiet wybranego prototypu�

Jak wida�
 sie� LVQ dzia�a zgodnie z regu� najbli�szego ssiada
 stosowan
jednak�e nie w odniesieniu do ca�ego cigu uczcego
 lecz w stosunku do usta	
lonego zbioru prototyp�w� W procesie uczenia sieci LVQ po�o�enie wybranych
prototyp�w jest korygowane w taki spos�b
 by minimalizowa� empiryczny b�d
klasy�kacji
 obliczany wzgl�dem cigu uczcego�

Znane s r��ne warianty algorytm�w uczenia LVQ
 kt�re maj mniej lub bar	
dziej heurystyczny charakter� Algorytmy te
 znane jako algorytmy LVQ�
 LVQ�

LVQ���
 LVQ���
 LVQ�
 OLVQ� ���� ���� oraz ich mody�kacje ����
 ����
 doko	
nuj r�wnocze�nie zar�wno kwantyzacji danych wej�ciowych �przestrzeni cech�

jak i ich klasy�kacji�

Wprawdzie �aden ze wspomnianych algorytm�w �w przypadku wielowymia	
rowym� nie gwarantuje zbie�no�ci do ryzyka bayesowskiego
 s one jednak bardzo
u�yteczne ze wzgl�du na prostot� samego algorytmu klasy�kacji i znaczn kom	
presj� zbioru danych �cigu uczcego��

���� Algorytmy LVQ z u
yciem krzywej wype�niaj�cej

W podej�ciu tutaj rozwa�anym ka�dy d�wymiarowy wektor x jest transformo	
wany do punktu ��x� na odcinku jednostkowym I�� W zwizku z tym zbi�r
prototyp�w V jest zbiorem liczb z I� oznaczonych numerem klasy
 do kt�rej s
przypisane"

V # ��v�� c��� �v�� c��� � � � � �vN � cN��
vi � I�� ci � f�� �� � � � �M � �g� i # �� �� � � � � N�

������
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gdzie N oznacza liczb� prototyp�w
 a M liczb� klas� W przypadku
 gdy mamy
do czynienia z dychotomi
 M # �
 etykiety przynale�no�ci do klasy przyjmuj
warto�ci ze zbioru f�� �g� Je�eli dane wej�ciowe s jednowymiarowe
 skalarne

to algorytm LVQ
 niezale�nie od jego konkretnej postaci
 pozwala na uzyskanie
bardzo prostej sieci klasy�kujcej
 o relatywnie ma�ej liczbie prototyp�w N �

Algorytm uczenia LVQ w wersji ze zmiennymi �optymalizowanymi� wsp��	
czynnikami uczenia � OLVQ� ���� � po�czony z transformacj wielowymiaro	
wych danych
 przytaczamy za prac autorki ������ Ma on nast�pujc posta�"

ALGORYTM OLSQ� � wersja skalarna OLVQ�

W poni�szym algorytmie l jest numerem iteracji�

Krok �� Przekszta�� obserwacje �Xj � Yj�
 do postaci jednowymiarowej �tj � Yj�

tj # � �Xj�
 j # �� �� � � � � n� Ustal pocztkowe warto�ci

V # ��v����� c��� �v����� c��� � � � � �vN���� cN��

oraz indywidualne wsp��czynniki uczenia �i� i # �� � � � � N �

Krok �� Wybierz losowo element z cigu uczcego t # ti # � �Xi� c # Yi�
Znajd� jednowymiarowy prototyp vk
 najbli�szy rozpatrywanej obserwacji
t
 czyli jvk�l�� tj � jvi�l�� tj� i # �� � � � � N �

Krok � Zmie� pozycj� wybranego vk oraz jego wsp��czynnik uczenia zgodnie
z regu�"

vk�l & �� # vk�l� & s�l��k�l� �t� vk�l���

�k�l & �� # �k�l���� & s�l��k�l���

gdzie s�l� # �� je�li klasa wylosowanego obiektu c jest zgodna z klas wybra	
nego prototypu c # ck oraz s�l� # �� w przeciwnym przypadku �c �# ck��

ALGORYTM LSQ� � wersja skalarna LVQ�

W algorytmie LVQ��� mody�kowane s pozycje dwu najbli�szych ssiad�w

oznaczmy je przez vk i vr
 je�li jeden z nich nale�y do tej samej klasy co aktualny
wzorzec
 a drugi nale�y do innej klasy
 przy czym nie jest istotne
 kt�ry z nich
jest najbli�szym ssiadem� Ponadto t powinno znajdowa� si� w przedziale O #
�vmin& s

s�� jvk�vrj� vmin& jvk�vr j
s�� �
 gdzie vmin # minfvk� vrg
 a s jest parametrem

okre�lajcym szeroko�� okna O
 przy czym s # �� � w���� & w�
 gdzie w #
�� �� �� �� W konsekwencji proces uczenia odbywa si� tylko wtedy
 gdy

minfjt� vkj�jt� vrj� jt� vrj�jt� vkjg � s�
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Proces uczenia ma posta�

vr�l & �� # vr�l� & � �t � vr�l���

je�li klasa wylosowanego obiektu c jest zgodna z klas wybranego prototypu c # cr
oraz

vk�l & �� # vk�l�� � �t� vk�l���

gdy wylosowany obiekt nale�y do innej klasy ni� prototyp vk � c �# ck�

W kolejnej mody�kacji algorytmu LVQ
 zwanej LVQ�
 proces uczenia ma
miejsce tak�e wtedy
 gdy oba prototypy vr i vk nale� do tej samej klasy co
aktualnie klasy�kowany wzorzec� Wsp��czynnik uczenia � jest wtedy dodatkowo
zmniejszany do warto�ci � �
 � � �� Algorytm ten mo�e by� stosowany tak�e
w wersji z optymalizowanymi
 indywidualnymi wsp��czynnikami uczenia�

W celu poprawienia pozycji prototyp�w V zastosowano prost mody�kacj�
algorytmu LVQ�
 kt�ra dalej nazywana b�dzie OLSQm �����
 ������ Algorytm
ten ma szanse dzia�a� skutecznie tylko lokalnie
 w pobli�u rozwizania bliskiego
optymalnemu�

ALGORYTM OLSQm

W tej wersji algorytmu mody�kowane s po�o�enia jedynie tych prototyp�w

kt�re aktualnie powoduj b��dn klasy�kacj�
 to znaczy"

vk�l & �� # vk�l�� �k�l� �t� vk�l��� gdy ck �# c�

w przeciwnym przypadku V pozostaje bez zmian�

���� Wyb�r pocz�tkowej zawarto�ci zbioru prototyp�w

Wst�pny wyb�r zbioru prototyp�w V mo�e by� dokonywany w rozmaity spos�b�
Najprostszym rozwizaniem jest losowy wyb�r prototyp�w spo�r�d element�w
zbioru uczcego� Lepszym rozwizaniem jest jednak wyb�r V za pomoc r��nych
metod kwantyzacji
 na przyk�ad algorytmu SOM lub algorytmu K��rednich ����

�����
 ����
 ������

Zadanie kwantyzacji mo�e dotyczy� ka�dej klasy z osobna lub ca�ego zbioru
uczcego ����� W tym drugim przypadku okre�lenie etykiety prototypu mo�e si�
odbywa� poprzez wyb�r klasy
 kt�ra lokalnie minimalizuje empiryczne ryzyko
�����
 ������ Inn mo�liwo�ci jest zastosowanie jednego ze znanych algorytm�w
rozpoznawania
 np� algorytmu k najbli�szych ssiad�w ����
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���� Kondensacja zbioru prototyp�w

Bez straty og�lno�ci mo�emy za�o�y�
 �e V jest zbiorem uporzdkowanym na
odcinku I� w ten spos�b
 �e vi � vi��� i # �� � � � � N � �� W zwizku z tym
granice mi�dzy obszarami decyzji o r��nej przynale�no�ci do klas wyznaczane s
przez punkty �vi & vi������ ci �# ci��
 i # �� �� � � � � N � �� Zbi�r N prototyp�w
prowadzi do funkcji decyzyjnej sk�adajcej si� co najwy�ej z N podprzedzia��w
o sta�ej warto�ci�

Zauwa�my
 �e ka�dy prototyp vi� i # �� � � � � N�� mo�e by� usuni�ty ze zbioru
prototyp�w V bez zmiany warto�ci funkcji decyzyjnej
 gdy obaj jego ssiedzi
 vi��
oraz vi��
 nale� do tej samej co on klasy
 czyli ci # ci�� # ci���

W tym miejscu potrzebny jest pewien komentarz� W przypadku rozpozna	
wania opartego na regule szukania ��najbli�szego prototypu! pojawia si� szereg
prototyp�w
 kt�re le� we wn�trzu obszaru zwizanego z dan klas� Prototypy
te mo�na usun�
 bez zmiany warto�ci funkcji decyzyjnej
 jednak�e w przypadku
wielowymiarowym jest to bardzo skomplikowany problem obliczeniowy
 �ci�le
zwizany z wyznaczaniem wielowymiarowych diagram�w Voronoia� Je�li operuje
si� danymi jednowymiarowymi
 to wyznaczenie diagramu Voronoia staje si� bar	
dzo proste�

���� Przyk�ady zastosowania algorytm�w LSQ
do rozpoznawania

Efektywno�� u�ycia procedur OLSQ i OLSQm zbadano na danych rzeczywistych
Iris oraz danych symulowanych �patrz przyk�ad ����� W celu estymacji b��du roz	
poznawania w odniesieniu do zbioru danych rzeczywistych zastosowano metod�
CV�
 procedur� typu cross	validation
 w kt�rej ka�dy z wzorc�w pochodzcych
ze zbioru danych jest rozpoznawany za pomoc klasy�katora skonstruowanego na
podstawie pozosta�ych danych u�ywanych jako cig uczcy oraz metod� resub	
stytucji
 w kt�rej jako zbi�r testujcy wybierany jest ca�y zbi�r uczcy �����

Wyniki u�redniano dla �� r��nych prototyp�w uzyskanych za pomoc algo	
rytmu uczenia OLSQ i OLSQm� W przypadku danych symulowanych generowano
za ka�dym razem � dla ustalonej liczby prototyp�w � pi�� niezale�nych cig�w
uczcych� Do testowania u�yto niezale�ny zbi�r testujcy sk�adajcy si� z ����
obserwacji�

Przyk�ad ��� Zbi�r danych Iris w wersji z trzema klasami

Zbi�r danych Iris opisano ju� w przyk�adzie ���� *rednie b��dy klasy�kacji otrzy	
mane dla zbior�w prototyp�w uzyskanych metod OLSQ� i OLSQm �u�ytymi
sekwencyjnie� przedstawiono w tabeli ���� Dane przetransformowano na odcinek
za pomoc krzywej Peano�
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Tabela 	�� &rednie b� dy klasy�kacji otrzymane dla zbior�w prototyp�w uzyskanych
metod� OLSQ� i OLSQm �u�ytymi sekwencyjnie� w zastosowaniu do zbioru danych Iris
przetransformowanych za pomoc� krzywej Peano

Liczba . B��dnych klasy�kacji
Resubstytucja CV� Najlepszy � najgorszy wynik

prototyp�w w metodzie CV�

�� �
�. �
�. �
�.��
�.
�� �
�. �
�. �
��.��
�.
�� �
�. �
�. �
�.��
�.

Liczba prototyp�w podana w tabeli ��� dotyczy warto�ci bez kompresji� Po usu	
ni�ciu niepotrzebnych prototyp�w ich liczba zmniejszy�a si� do co najwy�ej ��
�przy N # ���� Dla por�wnania
 w przypadku klasycznej procedury uczenia LVQ
�dla czterowymiarowych danych� najlepszy uzyskany wynik by� rz�du �. w przy	
padku ���elementowego zbioru prototyp�w �wektor�w �	D� ����� B�d klasy�kacji
uzyskany metod k�NN jest rz�du �
�� . w przypadku oryginalnego zbioru Iris
oraz �
��. w przypadku danych przetransformowanych za pomoc krzywej Peano
������

Przyk�ad ��� Dane symulowane opisane w przyk�adzie �	�

Jak ju� wspomniano
 w przyk�adzie tym wyst�puj dwie klasy reprezentowane
przez ��	wymiarowy rozk�ad normalny� Klasy s rozdzielone
 a granic� mi�dzy
nimi stanowi powierzchnia sfery o promieniu

p
�� �� Teoretyczny b�d �Bayesa�

jest r�wny �� �.
 ale przyk�ad mimo to uchodzi za trudne zadanie rozpozna	
wania ����� Zbi�r prototyp�w wyznaczano na podstawie cigu uczcego o d�u	
go�ci n # ���� Podobnie jak poprzednio
 do transformacji danych zastosowano
quasi	odwrotno�� krzywej Peano� Metoda k najbli�szych ssiad�w prowadzi w przy	
padku badanego przyk�adu do b��d�w rozpoznawania rz�du ��. ����� Przypo	
mnijmy
 �e podobne wyniki daje klasy�kator w postaci szeregu Haara �patrz
podrozdzia� �������

Badany tu algorytm OLSQ pozwala zmniejszy� b�d klasy�kacji do ��.
�z odchyleniem standardowym �� ��� w przypadku �� prototyp�w ��� prototy	
p�w w ka�dej z dwu klas�� Kondensacja redukuje liczb� prototyp�w z �� do ���
Zmiana pocztkowej liczby prototyp�w �b�dcych punktem startowym procedury
uczenia� nie prowadzi do zmniejszenia liczby b��dnych klasy�kacji uzyskiwanych
w procesie testowania� Otrzymane metod LSQ wyniki s por�wnywalne jedynie
z rezultatem uzyskanym przez Friedmana ����� Podsumowujc
 eksperymenty ob	
liczeniowe wskazuj
 �e badane tu algorytmy prowadz do uzyskiwania nie tylko
szybkich i �atwych w realizacji
 ale i efektywnych metod rozpoznawania�
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��� Uwagi dotycz
ce realizacji algorytm�w
rozpoznawania

Pierwszy krok realizacji algorytmu jest oczywisty � przed procesem konstruowa	
nia klasy�katora na podstawie cigu uczcego �procesem uczenia� nale�y prze	
transformowa� wielowymiarowe wzorce �wektory� do punkt�w zawartych w kostce
jednostkowej Id� Mo�na wybra� dowoln
 liniow bd� nieliniow
 ale �ci�le mo	
notoniczn transformacj� poszczeg�lnych wsp��rz�dnych
 kt�ra pozwala uzyska�
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie sko�czonej liczby punkt�w z przestrzeni
Rd w punkty z Id� W kolejnych eksperymentach zastosowano jedynie liniowe
transformacje�

Wa�nym problemem jest tak�e wyb�r konkretnej krzywej wype�niajcej F �
Mo�na przy tym skorzysta� z procedury typu cross	validation�

Eksperymenty obliczeniowe pokaza�y
 �e najlepszym wyborem jest najcz�	
�ciej krzywa Peano �szczeg�lnie
 je�li dane s skupione w centrum kostki Id� lub
krzywa Sierpi�skiego �w przypadku danych rozrzuconych po obrze�ach kostki Id��
Krzywa Hilberta �tak cz�sto stosowana w przypadku przetwarzania obraz�w� by�a
sporadycznie wybierana przez procedur� cross	validation�

Poza wyborem typu krzywej
 nast�pnym etapem projektowania algorytmu

w kt�rym mo�na dokonywa� optymalizacji
 jest procedura ustalania kolejno�ci
uporzdkowania poszczeg�lnych wsp��rz�dnych wektora cech xi
 i # �� �� � � � � n�
Naturalnie
 optymalny b�d klasy�kacji �Bayesa� jest niezale�ny od sposobu nu	
meracji wsp��rz�dnych� Zmian� kolejno�ci numeracji wsp��rz�dnych nale�y tu
interpretowa� jako u�ycie nieco innej krzywej wype�niajcej�

Eksperymenty
 zar�wno na danych rzeczywistych jak i symulowanych
 wska	
zuj jednak
 �e numeracja wsp��rz�dnych
 podobnie jak u�ycie innego rodzaju
krzywej
 mo�e w istotny spos�b wp�ywa� na efektywno�� algorytmu klasy�ka	
cji � uzyskiwane eksperymentalnie warto�ci b��d�w� Minimalizacja empirycznego
b��du ze wzgl�du na kolejno�� �numeracj�� cech u�yt przy transformacji danych
za pomoc wybranej krzywej wype�niajcej jest skomplikowanym problemem
kombinatorycznym
 kt�ry zale�y nie tylko od konkretnej postaci cigu uczcego

ale tak�e od u�ytej metody klasy�kacji� Dok�adne rozwizanie tego problemu
w przypadku du�ej liczby cech mo�e by� trudne� Na szcz��cie
 nie wydaje si�
potrzebne badanie wszystkich mo�liwych permutacji x�� x�� � � � � xd�

Mo�na zaobserwowa�
 �e te zmienne
 kt�re daj lepsze rezultaty w rozdziela	
niu danych pochodzcych z r��nych klas
 powinny si� znajdowa� na ko�cu wek	
tora cech� Jest to uwaga s�uszna w przypadku u�ywania krzywych wype�niaj	
cych opisanych w niniejszej monogra�i� Dobre rezultaty daj nast�pujce regu�y
heurystyczne �����"
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�

Niech Mi # �mi�� mi�� oznacza wektor warto�ci oczekiwanych rozk�adu i�tej
zmiennej� W praktyce zamiast warto�ci oczekiwanej u�ywamy �redniej z danych
pochodzcych z cigu uczcego� Wektor warto�ci oczekiwanych mo�e tak�e zosta�
zastpiony przez wektor median�

+Mi # fn��j
nX

k��

xik Ykg�j���

gdzie

Yk #

�
�� gdy Xk nale�y do klasy ��
�� w przeciwnym przypadku


a nj oznacza liczb� wzorc�w �element�w cigu uczcego� nale�cych do j�tej
klasy �j # �� ���

Heurystyczna regu�a porzdkowania wsp��rz�dnych wektora cech polega na
ich uporzdkowaniu zgodnie z niemalejcymi warto�ciami odleg�o�ci mi�dzy kla	
sami �patrz r�wnie� �����"

�i # j +mi� � +mi�j� ������

Poszczeg�lne wsp��rz�dne mog zosta� r�wnie� uporzdkowane zgodnie z ich
ustandaryzowanymi �rednimi odleg�o�ciami
 czyli zgodnie z �i�Si
 gdzie Si ozna	
cza odchylenie standardowe i�tej zmiennej
 liczone �cznie wzgl�dem �redniej po
wszystkich klasach� Efektywno�� proponowanych regu� mo�na sprawdzi� gra�cz	
nie
 analizujc rysunki obrazujce dane po transformacji za pomoc krzywej

takie
 jak na przyk�ad rysunek ���� Podprzedzia�y
 w kt�rych wyst�puj prze	
mieszane dane z r��nych klas �dla ustalonej numeracji wsp��rz�dnych� s na
rysunku ��� wyra�nie widoczne� Powy�sze regu�y wyboru kolejno�ci zmiennych
�atwo uog�lni� na przypadek wi�kszej liczby klas ������

Dok�adno�� oblicze� zwizanych z transformacj wielowymiarowych danych
okre�lona jest przez liczb� cyfr w dw�jkowym �lub tr�jkowym� rozwini�ciu wsp��	
rz�dnych punkt�w z Id� uwzgl�dnianych w transformacji � � Nale�y zauwa�y�
 �e
wymagana dok�adno�� powinna zale�e� od d�ugo�ci cigu uczcego n� W prak	
tyce jednak stosunkowo �atwo zwery�kowa�
 czy ustalony stopie� aproksymacji
jest wystarczajcy ze wzgl�du na mo�liwo�� rozr��niania danych z cigu uczcego�
W tym celu wystarczy por�wna� liczb� r��nych element�w cigu uczcego przed
i po transformacji na odcinek I�� Je�eli d�ugo�ci obu cig�w s takie same
 to
przyj�ty stopie� dok�adno�ci jest wystarczajcy� W przeciwnym razie dok�adno��
nale�y zwi�kszy�
 gdy� przypadek ten oznacza
 �e przeciwobrazy pewnych ele	
ment�w cigu uczcego s nierozr��nialne w I� �wielu danym odpowiada ten sam
punkt na odcinku I��� Problem wyboru odpowiedniej dok�adno�ci ilustruj dane
z tabeli ���� Tabela ta zawiera cz��� danych pochodzcych z cz�sto u�ywanego
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przyk�adu testowego
 tak zwanego zbioru Iris ���
 ju� po przetransformowaniu za
pomoc quasi	odwrotno�ci krzywej Hilberta� Ca�y zbi�r danych Iris po transfor	
macji na odcinek I� przedstawiono na rysunku ���� Jak �atwo zaobserwowa�

wielowymiarowe dane s cz�sto reprezentowane przez r��nice si� mi�dzy sob
bardzo nieznacznie liczby rzeczywiste� W zwizku z tym musz by� one zapami�	
tywane z du�o wi�ksz dok�adno�ci ni� warto�ci poszczeg�lnych wsp��rz�dnych
danych przed transformacj�

Tabela 	��� Cz �' ci�gu danych Iris po transformacji dokonanej przy u�yciu
quasi�odwrotno�ci krzywej Hilberta� z dok�adno�ci� do �� pozycji w rozwini ciu dw�jko�
wym wsp��rz dnych punkt�w z Id

�	D Wzorzec Y �	D Wzorzec Y

�
���������������� � �
���������������� �
�
���������������� � �
���������������� �
�
���������������� � �
���������������� �
�
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��� Wizualizacja wielowymiarowych danych
za pomoc
 krzywych wype	niaj
cych

Analiza wielowymiarowych danych jest �ci�le zwizana z mo�liwo�ci ich gra�cz	
nego przedstawienia� Wizualizacj� cz�sto wi�e si� z problemem redukcji wymiaru
danych w taki spos�b
 by jak najmniej zniekszta�ci� ich wewn�trzn struktur��

����� Uwagi na temat znanych metod wizualizacji

Jedn z mo�liwo�ci jest zastosowanie klasycznych metod redukcji wymiaru
 ta	
kich jak metoda analizy komponent�w g��wnych �Principal Component Analysis
� PCA� ����� czy odwzorowanie Sammona �����
 ����
 ���� i to zar�wno w od	
niesieniu do oryginalnych danych
 jak i danych wst�pnie przekszta�conych
 na
przyk�ad za pomoc odwzorowania realizowanego przez sie� SOM�
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W metodzie PCA ustala si� liniow kombinacj� kolumn danych z maksymaln
�bd� minimaln� wariancj� Komponenty g��wne wyznaczane s jako wektory
w�asne macierzy kowariancji danych wej�ciowych bd� te� macierzy korelacji da	
nych� Nale�y zaznaczy�
 �e komponenty g��wne zale� od sposobu skalowania
zmiennych� Tak�e zastosowanie macierzy korelacji zamiast macierzy kowariancji
daje te same wyniki tylko w�wczas
 gdy zmienne wej�ciowe maj zerowe warto�ci
oczekiwane� W statystyce najcz��ciej u�ywa si� PCA opartej na macierzy kowa	
riancji
 natomiast w przypadku sieci neuronowych cz��ciej wybierana jest macierz
korelacji �����
 �����
 �����

PCA jest �ci�le zwizana z transformacj Karhuena�Loeve ����
 stosowan
w przetwarzaniu sygna��w traktowanych jako procesy stochastyczne� U�ycie tylko
cz��ci komponent�w g��wnych prowadzi do redukcji wymiaru przestrzeni danych�
Podprzestrze� rozpi�ta na zredukowanej liczbie najwi�kszych komponent�w g��w	
nych stanowi najlepsz reprezentacj� �wizualizacj�
 gdy ograniczymy si� do jed	
nego
 dwu lub trzech komponent�w� wielowymiarowych danych w tym sensie
 �e
reprezentacja ta ma zar�wno maksymaln macierz kowariancji �ze wzgl�du na
�lad i wyznacznik macierzy�
 jak i w najlepszy spos�b aproksymuje oryginalne
dane �minimalizuje sum� kwadrat�w odleg�o�ci punkt�w od ich projekcji� ������

Algorytm SOM r�wnocze�nie realizuje dwa zadania � wektorowej kwantyzacji
�kompresja danych� oraz zadanie odtwarzania przestrzennej organizacji danych
wej�ciowych w ograniczonej
 na og��
 strukturze topologicznej sieci SOM �����

���
 ����
 ����
 ����� S to odwzorowania topogra�czne prowadzce do redukcji wy	
miaru
 wizualizacji danych przestrzennych itd� Z punktu widzenia ka�dego z tych
zada� rozpatrywanych odr�bnie
 algorytm SOM nie jest rozwizaniem idealnym

std wiele pomys��w �czenia algorytm�w uczenia konkurencyjnego z r��nymi
transformacjami danych wej�ciowych ����
 �����
 �����
 �����
 ����� Obrazowanie
wielowymiarowych danych w postaci punkt�w na p�aszczy�nie w zastosowaniu
do zada� rozpoznawania by�o szeroko badane w pracy ������ Ka�de ze wspomnia	
nych wy�ej rozwiza� wymaga znacznych nak�ad�w obliczeniowych�

����� Wizualizacja za pomoc� powierzchni i par krzywych
wype�niaj�cych

W niniejszym podrozdziale przedstawimy inne podej�cie do wizualizacji wielo	
wymiarowych danych polegajce na redukcji ich wymiaru za pomoc krzywych
wype�niajcych
 a dok�adniej odwzorowa� quasi	odwrotnych do krzywych wype�	
niajcych�

Jak wiadomo
 krzywe wype�niajce
 kt�rych u�yciem zajmujemy si� w niniej	
szej monogra�i
 maj t� w�asno��
 �e punkty bliskie sobie w przestrzeni wielo	
wymiarowej s obrazami �w odwzorowaniu wzgl�dem krzywej� punkt�w bliskich
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sobie na odcinku jednostkowym� Naturalnie odwzorowanie pseudoodwrotne mo�e
prowadzi� do rozseparowania na odcinku I� punkt�w b�dcych obrazami bliskich
sobie danych z przestrzeni wielowymiarowej
 powodujc pewne zniekszta�cenia ich
geometrycznej struktury
 ale zachowujc r�wnocze�nie ich w�asno�ci statystyczne�
Przedstawienie przetransformowanych danych na odcinku jednostkowym jest naj	
prostsz form wizualizacji za pomoc krzywych wype�niajcych �����
 ������

W niniejszym rozdziale skoncentrujemy si� na odwzorowaniach danych wielo	
wymiarowych na p�aszczyzn�� Odwzorowania danych na p�aszczy�nie mog by�
�atwo analizowane przez cz�owieka
 pozwalajc mu szybko podejmowa� decyzje
motywowane r��nymi
 trudno poddajcymi si� formalizacji
 czynnikami�

Dalej zde�niujemy odwzorowanie analogiczne do krzywej wype�niajcej
 kt�re
przekszta�ca kwadrat jednostkowy I� # ��� ��� ��� �� w wielowymiarow kostk� Id�
B�dziemy postulowa�
 by odwzorowanie to
 podobnie jak krzywa wype�niajca

by�o odwzorowaniem cig�ym i zachowywa�o miar� Lebesgue�a�

D�wymiarowa kostka Id mo�e by� analizowana jako produkt kartezja�ski dwu
�lub wi�cej� kostek o ni�szym wymiarze
 czyli Id # Ir � Is� s & r # d w tym
sensie
 �e �x�� � � � � xr�s� � Id wtedy i tylko wtedy
 gdy �x�� � � � � xr� � Ir oraz
�xr��� � � � � xr�s� � Is�

Niech Fd oznacza krzyw wype�niajc kostk� d�wymiarow Id� spe�niajc
warunki C��C � patrz rozdzia� ����
 i odpowiednio niech � d b�dzie quasi	od	
wrotno�ci wzgl�dem Fd�

Zde�niujmy odwzorowanie Wr�s " I� � Id jako

Wr�s�x� y� # Fr�x����Fs�y� # �x�r�x�� � � � � xrr�x�� x�s�y�� � � � � xss�y���

gdzie Fr�x� # �x�r�x�� � � � � xrr�x��� x � I� oraz Fs�y� # �x�s�y�� � � � � xss�y��� y �
I� s odpowiednio r i s wymiarowymi krzywymi wype�niajcymi
 kt�re spe�niaj
warunek H�oldera �warunek C� z rozdzia�u ���� dla dowolnego r� s � �
 czyli
warunek

k Fr �t��� Fr �t�� k� cr �j t� � t� j���r � t�� t� � I��

gdzie cr jest pewn sta� zale�n od wymiaru r�

Twierdzenie ����� Odwzorowanie Wr�s # Fr���Fs jest ci�g�ym odwzorowa�
niem� spe�niaj�cym warunek H�oldera z wyk�adnikiem ��max�r� s�� czyli

kWr�s �x�� y���Wr�s �x�� y�� k�
p

� cv �k �x�� y��� �x�� y�� k���v � ������

�x�� y��� �x�� y�� � I��

gdzie v # max�r� s�� natomiast cv # max�cr� cs�	
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Dow�d� Wr�s jest odwzorowaniem cig�ym jako produkt kartezja�ski dwu od	
wzorowa� cig�ych� Ka�da z jego wsp��rz�dnych jest odwzorowaniem cig�ym�
Przejdziemy teraz do dowodu warunku H�oldera �������

Zgodnie z de�nicj Wr�s mamy"

kWr�s �x�� y���Wr�s �x�� y�� k�
# jjFr�x��� Fr�x��jj� & jjFs�y��� Fs�y��jj�

� c�rjx� � x�j��r & c�s jy� � y�j��s
� c�v�jx� � x�j����v & c�v�jy� � y�j����v

� c�v�jx� � x�j� & jy� � y�j����v & c�v�jx� � x�j� & jy� � y�j����v
� �c�vjj�x�� y��� �x�� y��jj��v�

co ko�czy dow�d twierdzenia ��
Zde�niujmy odwzorowanie quasi	odwrotne � r�s�z� � W��

r�s �z�� z � Ir�s�

Niech
� r�s�z� # �� r�x�r� � � � � xrr��� s�x�s� � � � � xss���

przy czym
z # �x�r� � � � � xrr� x�s� � � � � xss� � Id # Ir � Is�

�x�r� � � � � xrr� � Ir oraz �x�s� � � � � xss� � Is�

a � r i � s s
 odpowiednio
 quasi	odwrotno�ciami krzywych Fr i Fs� %atwo spraw	
dzi�
 �e W��

s�r �x�r� � � � � xrr� x�s� � � � � xss� jest r�wne

f�x� y� " Fr�x� # �x�r� � � � � xrr�� Fs�y� # ��x�s� � � � � xss�g�

Poniewa� zachodzi

Fr�� r�x�r� � � � � xrr�� # �x�r� � � � � xrr�

oraz
Fs�� s�x�s� � � � � xss�� # �x�s� � � � � xss��

zatem
Wr�s�� r�s�x�r� � � � � xrr� x�s� � � � � xss��

# Wr�s�� r�x�r� � � � � xrr���s�x�s� � � � � xss��
# �Fr�� r�x�r� � � � � xrr��� Fs�� s�x�s� � � � � xss���

# �x�r� � � � � xrr� x�s� � � � � xss��

Odwzorowanie � r�s mo�na stosowa� bezpo�rednio do wizualizacji wielowy	
miarowych danych na p�aszczy�nie� Odwzorowanie to gwarantuje
 podobnie jak
w przypadku poprzednio rozpatrywanych przekszta�ce� wielowymiarowego zbioru
danych na odcinek I�
 �e punkty le�ce blisko siebie na odcinku s obrazami
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punkt�w le�cych blisko siebie w przestrzeni wielowymiarowej Id� Z twierdzenia
����� wynika bezpo�rednio
 �e je�li jj�x�� y�� � �x�� y��jj # (
 to odleg�o�� od	
powiadajcych �x�� y�� oraz �x�� y�� punkt�w w przestrzeni d�wymiarowej
 czyli
jjWr�s�x�� y���Wr�s�x�� y�jj jest nie wi�ksza ni� cv(��v
 gdzie v # max�r� s�� s&
r # d�

Inn metod zastosowania krzywych wype�niajcych do wizualizacji wielowy	
miarowych danych jest po�czenie transformacji tych samych danych za pomoc
r��nego typu krzywych
 na przyk�ad transformacji z r�wnoczesnym u�yciem krzy	
wej Peano oraz krzywej Hilberta� Poniewa� r��ne krzywe wype�niajce w r��ny
spos�b przenosz geometryczne w�asno�ci danych
 mog by� one traktowane jako
r��ne ��projekcje! wielowymiarowych danych
 kt�re po�czone razem daj ich
�czyli danych� pe�niejszy obraz� Tego typu wizualizacje zachowuj wszelkie w�a	
sno�ci odwzorowa� bazujcych na pojedynczych krzywych wype�niajcych�
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Rys� 	�	� Dane Iris po transformacji za pomoc� krzywej Sierpi�skiego w odniesieniu do
par zmiennych o numerach odpowiednio ��� �� na jednej osi oraz ��� �� na drugiej osi
wsp��rz dnych
Fig� 	�	� Iris data after Sierpi�ski(s curve transformation on ��� �� and ��� �� variables

����� Przyk�ady wizualizacji wielowymiarowych danych
na p�aszczy�nie

Pierwszy przyk�ad dotyczy wizualizacji znanego zbioru danych Iris ���� opisanego
w przyk�adzie ���
 kt�ry zawiera pomiary p�atk�w trzech r��nych gatunk�w irysa"
iris setosa� versicolor i virginica�

Odwzorowanie zbioru Iris na p�aszczy�nie przedstawiono na rysunku ���� D�u	
go�ci dwu typ�w p�atk�w oraz osobno ich szeroko�ci zakodowano za pomoc dwu	
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wymiarowej krzywej Sierpi�skiego � jako zmienne o numerach ��
�� oraz odpo	
wiednio ��
��� Z rysunku tego wida� wyra�nie
 �e gatunek iris setosa �oznakowany
cyfr �� jest dok�adnie oddzielony od pozosta�ych dwu gatunk�w oznaczonych cy	
frami � i ��
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Rys� 	�
� Dane Iris po transformacji za pomoc� krzywej Peano �o� pozioma� oraz krzywej
Hilberta �o� pionowa�
Fig� 	�
� Iris data after parallel Peano(s and Hilbert(s curve transformation on all variables
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Rys� 	��� Dane Iris po transformacji za pomoc� krzywej Peano �o� pozioma� oraz krzywej
Sierpi�skiego �o� pionowa�
Fig� 	��� Iris data after parallel Peano(s and Sierpi�ski)s curve transformation on all
variables
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Rys� 	���� Dane Muscular dystrophy po transformacji za pomoc� krzywej Hilberta w od�
niesieniu do zmiennych o numerach odpowiednio ��� �� �� na jednej osi oraz ��� � na
drugiej osi wsp��rz dnych
Fig� 	����Muscular dystrophy data after Hilberts(s curve transformation on ��� �� �� and
��� � variables

Lepsz jeszcze wizualizacj� danych uzyskano za pomoc r�wnoleg�ej transfor	
macji danych przy u�yciu dwu r��nych typ�w krzywej wype�niajcej�

Na rysunku ��� przedstawiono transformacj� danych za pomoc krzywych Pe	
ano i Hilberta � natomiast na rysunku ��� wizualizacj� zbioru Iris otrzyman przy
zastosowaniu krzywej Peano i Sierpi�skiego� W obu przypadkach podzia� p�asz	
czyzny na trzy obszary odpowiadajce poszczeg�lnym klasom dokonany przez
obserwatora �wybrano granice podzia�u dyskryminacyjnego w postaci kombina	
cji prostych r�wnoleg�ych do obu osi uk�adu wsp��rz�dnych� prowadzi do b��d�w
rozpoznawania rz�du �� ��
 czyli mniejszych ni� uzyskane metod k najbli�szych
ssiad�w �����

W drugim przypadku rozpatrzymy dane ze zbioru Duchenne Muscular dys�
trophy opisanego w przyk�adzie ���� Dane te zawieraj ��� pomiary pi�ciu para	
metr�w d # �� Transformacja za pomoc krzywej Hilberta w odniesieniu do dwu
grup zmiennych zale�y od sposobu ich podzia�u�

W pierwszym wariancie podzia� zmiennych by� typu ��� �� �� oraz ��� �� � patrz
rysunek ���� w drugim wariancie zmienne podzielono na grupy ��� �� �� oraz ��� ��
� patrz rysunek ����� Pierwsze rozwizanie nie jest szczeg�lnie korzystne z punktu
widzenia rozpoznawania� Osigni�to b�d klasy�kacji rz�du ��.�

Drugi spos�b wizualizacji pozwoli� natomiast na uzyskanie b��d�w tego sa	
mego rz�du
 jak uzyskiwane metod CART ����
 ����
 czyli b��d�w rz�du ��� �.�
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Rys� 	���� Dane Muscular dystrophy po transformacji za pomoc� krzywej Hilberta w od�
niesieniu do zmiennych o numerach odpowiednio ��� �� �� na jednej osi oraz ��� � na
drugiej osi wsp��rz dnych
Fig� 	����Muscular dystrophy data after Hilberts(s curve transformation on ��� �� �� and
��� � variables

��� Podsumowanie

W powy�szym rozdziale om�wiono i zbadano w�asno�ci r��nych algorytm�w roz	
poznawania
 kt�rych wsp�ln cech by�o zastosowanie krzywych wype�niajcych

a dok�adnie ich quasi	odwrotno�ci
 jako narz�dzia do transformacji wielowymia	
rowych danych do postaci jednowymiarowej�

Nak�ad oblicze� potrzebny do przetransformowania za pomoc krzywej wy	
pe�niajcej d�wymiarowego punktu na odcinek I� jest rz�du O�d�
 gdy� do trans	
formacji nie musimy generowa� ca�ej krzywej
 lecz ka�dy wzorzec mo�na trans	
formowa� niezale�nie od pozosta�ych�

Podstawowym rezultatem zawartym w powy�szym rozdziale jest twierdzenie
�����
 z kt�rego wynika
 i� krzywa wype�niajca
 kt�ra zachowuje miar� Lebes	
gue�a i jest odwracalna prawie wsz�dzie
 z dok�adno�ci do zbioru miary zero

mo�e by� u�yta �a dok�adnie jej quasi	odwrotno��� jako odwzorowanie
 kt�re
zachowuje ryzyko Bayesa dla dowolnego rozk�adu danych o no�niku zawartym
w wielowymiarowej kostce Id�

Nale�y zaznaczy�
 �e transformacja bazujca na krzywej wype�niajcej nie sta	
nowi sposobu na unikni�cie konieczno�ci posiadania bardzo du�ej liczby obserwa	
cji w przypadku
 gdy wymiar przestrzeni jest du�y �bellmanowskie ��przekle�stwo
wielowymiarowo�ci!�� Przetransformowane dane wymagaj bowiem zachowania
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du�ej dok�adno�ci
 by mo�na je by�o rozr��ni� mi�dzy sob� Cen za redukcj�
wymiaru jest znaczne zwi�kszenie wymaganej dok�adno�ci reprezentowania jed	
nowymiarowych danych�

Ze wzgl�du na zachowywanie ryzyka Bayesa przez transformacje oparte na
krzywych wype�niajcych
 mo�emy w odniesieniu do przetransformowanych da	
nych u�y� dowolnego
 dostatecznie wra�liwego klasy�katora
 nie tracc nic z infor	
macji statystycznych zawartych w oryginalnych danych� Je�eli regu�a klasy�kacji
w jednym wymiarze jest zbie�na
 w jakim� sensie
 do ryzyka Bayesa
 to klasy	
�kator taki
 zastosowany w odniesieniu do przetransformowanych danych
 jest
w takim samym sensie asymptotycznie optymalny�

Podstawow cech rozwa�anych algorytm�w jest szybko�� samego procesu
podejmowania decyzji� W ko�cowym etapie konstrukcji klasy�katora otrzymu	
jemy dyskryminacyjny podzia� odcinka I� na m pododcink�w odpowiadajcych
poszczeg�lnym klasom
 przy czym m jest nie wi�ksze ni� d�ugo�� cigu ucz	
cego� W zwizku z tym nak�ad pracy potrzebny do dokonania samego procesu
klasy�kacji nowego obiektu x jest rz�du O�d� & log�m�

Szybkie algorytmy klasy�kacji u�ywajce krzywych wype�niajcych wykazuj
pewne podobie�stwo z algorytmami bazujcymi na podzia�ach danych ����
 �����
Podobie�stwo to mo�na wiza� z tym
 i� struktura ka�dej krzywej wype�niajcej
jest w istocie rzeczy zwizana z pewnym rekurencyjnym podzia�em przestrzeni
danych�



Rozdzia� �

Krzywe wype�niaj�ce

w problemach

statystycznego sterowania produkcj�

Zadanie szybkiego wykrywania zmian zachodzcych w procesie stochastycznym
����� na podstawie cigu obserwacji ma bardzo wiele istotnych zastosowa�
 po	
czynajc od sterowania i kontroli jako�ci przemys�owych proces�w produkcyj	
nych �����
 ���
 �����
 ����
 poprzez automatyczne wykrywanie uszkodze� w sys	
temie dynamicznym �����
 ����
 a sko�czywszy na uaktualnianiu wsp��czynnik�w
w adaptacyjnych algorytmach sterowania ������ Przy projektowaniu algorytm�w
s�u�cych do detekcji zmian zachodzcych w procesie
 jako punkt odniesienia dla
jako�ci funkcjonowania algorytmu przyjmuje si� zazwyczaj stosunek liczby fa�szy	
wych alarm�w � czyli liczby b��dnych decyzji podj�tych przez algorytm � w od	
niesieniu do liczby wszystkich podejmowanych decyzji� Podstawowym zadaniem
umo�liwiajcym efektywne sterowanie procesem jest natomiast jak najszybsze
wykrycie momentu zmiany� W konsekwencji g��wnym kryterium oceny jako�ci
algorytmu wykrywajcego zmiany zachodzce w procesie na podstawie cigu ob	
serwacji jego przebiegu powinna by� minimalizacja �redniego czasu
 jaki up�ywa
mi�dzy momentem pojawienia si� zmiany w procesie
 a momentem wykrycia tej
zmiany�

Warto�� oczekiwana czasu do ��fa�szywego alarmu! w sytuacji
 gdy stero	
wany proces nie uleg� zmianom �in control average run length ARL� powinna
by� jak najwi�ksza
 musi by� jednak sko�czona
 gdy� w przeciwnym przypadku
system decyzyjny nie reagowa�by na jakiekolwiek zmiany� Dlatego zadanie formu	
�uje si� zwykle w nast�pujcy spos�b� Nale�y skonstruowa� procedur� decyzyjn

kt�ra minimalizuje �redni czas do wykrycia zmiany procesu
 przy ograniczeniu

�e �redni czas do fa�szywego alarmu b�dzie nie kr�tszy ni� pewna
 z g�ry zadana
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warto��� G��wn ide proponowanego tu podej�cia jest zastosowanie transfor	
macji quasi	odwrotnej do krzywej wype�niajcej w celu przekszta�cenia wielowy	
miarowych danych do postaci skalarnej oraz podejmowanie decyzji w przestrzeni
jednowymiarowej�

Nale�y zwr�ci� uwag�
 �e tego typu transformacje maj ca�kiem odmienny
charakter ni� liniowe przekszta�cenia danych z jednej strony
 bd� transformacje
bazujce na odleg�o�ci Mahalanobisa �����
 ����
 z drugiej strony�

Dane po przetransformowaniu na odcinek s u�ywane do wyznaczenia obszaru
akceptacji
 czyli obszaru
 kt�ry na zadanym poziomie ufno�ci ��gwarantuje!
 �e
dana obserwacja pochodzi z tego samego rozk�adu okre�lajcego stan normalny
procesu�

W niniejszym rozdziale badany jest tylko problem wykrywania zmian w wie	
lowymiarowym procesie jedynie na podstawie aktualnej obserwacji procesu� Pro	
ponowane rozwizanie problemu decyzyjnego w postaci multi	karty pozwala na
szybkie podejmowanie decyzji� Z�o�ono�� obliczeniowa procedury �poza nak�a	
dem zwizanym z transformacj wielowymiarowego wektora obserwacji do po	
staci jednowymiarowej� jest proporcjonalna do logarytmu z liczby przedzia��w
multi	karty�

��� Sformu	owanie problemu wykrywania zmian
w procesie

Niech X�� X�� � � � b�d niezale�nymi
 wielowymiarowymi
 zmiennymi losowymi
�wektorami losowymi�
 obserwowanymi sekwencyjnie w kolejnych momentach
czasowych t # �� �� � � � Ponadto zak�adamy
 �e wszystkie zmienne losowe od X�

do Xq�� maj ten sam rozk�ad
 opisany funkcj g�sto�ci prawdopodobie�stwa
f 
 natomiast poczwszy od momentu q zmienne losowe Xq� Xq��� � � � maj inny
rozk�ad prawdopodobie�stwa z funkcj g�sto�ci f� �# f � Moment czasowy q jest
nieznany
 nale�y natomiast podj� pewne dzia�ania w momencie pojawienia si�
zmian w obserwowanym procesie
 kt�re przejawiaj si� jedynie w postaci obserwa	
cji Xq� Xq��� � � � Szybko�� wykrycia zmian mo�e by� bardzo istotna ze wzgl�du na
pojawianie si� dodatkowych koszt�w zwizanych z nieprawid�owo przebiegajcym
procesem� Podstawowym zadaniem umo�liwiajcym efektywne sterowanie proce	
sem jest jak najszybsze wykrycie momentu zmiany� W konsekwencji g��wnym
kryterium oceny jako�ci algorytmu wykrywajcego zmiany zachodzce w proce	
sie jest szybko�� wykrywania zmiany�

W odr��nieniu od klasycznych prac
 w kt�rych o f i f� przyjmowano
 �e
maj rozk�ad normalny
 w rozwa�anym tutaj problemie nie zak�ada si� znajomo	
�ci postaci rozk�adu opisujcego monitorowany proces� Przyjmujemy
 �e istniej
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rozk�ady prawdopodobie�stwa opisujce proces w stanie prawid�owym �in con�
trol� oraz proces zak��cony �out of control� i dla uproszczenia przyjmujemy
 �e
rozk�ady te s absolutnie cig�e wzgl�dem miary Lebesgue�a
 czyli istniej odpo	
wiednie g�sto�ci tych rozk�ad�w f oraz f�
 natomiast nie s one znane� Bez straty
og�lno�ci b�dziemy zak�ada�
 �e f oraz f� maj ograniczone no�niki zawarte w Id�
Za�o�enia dotyczce charakteru zmian w procesie nie s dok�adnie sprecyzowane�
Generalnie rzecz traktujc
 mo�na dopuszcza� znacznie szersz klas� zmian ni�
tylko zmiany warto�ci �rednich i wariancji�

Naszym zadaniem jest
 na podstawie cigu niezale�nych obserwacji X�� � � �
Xt # �xt�� � � � � xtd�
 podj� decyzj�
 czy Xt jest zmienn losow o rozk�adzie
f � czyli monitorowany proces jest w stanie prawid�owym lub Xt jest zmienn
losow o innym rozk�adzie � proces jest w stanie rozregulowania
 innymi s�owy �
w procesie pojawi�y si� istotne zmiany�

Istnieje obszerna literatura na temat algorytm�w detekcji zmian w procesie
�patrz ��� i cytowana tam bibliogra�a�� Znanych jest wiele r��nych wielowymiaro	
wych kart kontrolnych
 czyli procedur stosowanych do wykrywania zmian w mo	
nitorowanym procesie� Statystyczna kontrola procesu cz�sto przybiera posta� ci	
g�ego �powtarzanego w czasie� testowania hipotez ������ Je�li decyzje opieraj si�
na pojedynczych obserwacjach �bd� wielu r�wnoczesnych obserwacjach pobra	
nych w tym samym momencie czasu�
 wtedy typow
 polecan w tym przypadku
procedur
 jest karta kontrolna stosujca statystyk� Hotelling�a T � lub inne tego
typu algorytmy
 oparte faktycznie na odleg�o�ci Mahalanobisa �����
 �����
 ����

Je�eli rozk�ady o g�sto�ciach f oraz f� s wielowymiarowymi rozk�adami nor	
malnymi
 r��nicymi si� tylko wektorem warto�ci �rednich �macierz kowariancji
nie ulega zmianie�
 i je�li pominiemy problem estymacji macierzy kowariancji �co
w praktyce nie jest �atwe�
 to karta kontrolna bazujca na odleg�o�ci Mahalano	
bisa jest �atwa do zastosowania� Wystarczy sprawdzi� warunek

T � # �Xi �M�T0���Xi �M� � h� �����

gdzie M jest wektorem warto�ci oczekiwanych
 0 macierz kowariancji procesu
w stanie prawid�owym
 natomiast h jest okre�lon warto�ci graniczn� Bez spe�	
nienia wymienionych powy�ej za�o�e� problem wykrywania zmian w wielowymia	
rowym procesie staje si� ekstremalnie trudny�

Karta T � jest uog�lnieniem jednowymiarowej karty Shewharta �����
 kt�ra
u�ywa przedzia�u ufno�ci warto�ci oczekiwanej rozk�adu wyznaczonego na pod	
stawie rozk�adu normalnego �przy znanej wariancji rozk�adu� lub na podstawie
rozk�adu t�Studenta �gdy wariancja jest estymowana z pr�by��

W przypadku wielowymiarowym r�wnanie �Xi �M�T0���Xi �M� # h opi	
suje powierzchni� elipsoidy o �rodku w punkcie M � Je�li macierz kowariancji 0
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jest znana
 to �Xi �M�T0���Xi �M� ma rozk�ad �� z d stopniami swobody�
Nier�wno�� T � � h dla warto�ci h wybranej jako warto�� krytyczna rozk�adu ��

przy ustalonym poziomie ufno�ci �� p
 opisuje elipsoid� ufno�ci �na tym samym
poziomie ufno�ci �� p� o minimalnej obj�to�ci ������

Kryterium jako�ci kart kontrolnych �����
 ��� jest najcz��ciej �redni czas wy	
krycia zmiany w rozk�adzie obserwowanego procesu ARL� Innymi s�owy
 ARL to
�rednia liczba obserwacji od momentu
 w kt�rym nastpi�a zmiana
 do momentu
jej wykrycia
 czyli podj�cia decyzji o alarmie�

Decyzja o zmianie charakteru procesu mo�e zosta� podj�ta tak�e w przypadku
braku faktycznej zmiany� Warto�� ARL�
 �redni czas do fa�szywego alarmu
 jest
istotnym parametrem opisujcym kart� kontroln� Warto�� ta jest zwizana z b��	
dem I rodzaju stosowanego testu statystycznego
 podczas gdy ARL jest zwizany
z b��dem II rodzaju�

W przypadku niezale�no�ci obserwowanych zmiennych losowych ARL� od	
powiada warto�ci oczekiwanej liczby pr�b do osigni�cia pierwszego ��sukcesu!
�zgodnie ze schematem Bernoulliego�
 przy czym ��sukces! jest uto�samiany z pod	
j�ciem decyzji o alarmie� Liczba takich pr�b ma rozk�ad geometryczny o warto�ci
oczekiwanej ��p i wariancji ���p��p�
 gdzie ��p jest poziomem ufno�ci
 prawdo	
podobie�stwem uznania obserwacji za zgodn z aktualnym rozk�adem� Warto��
��p jest okre�lona przez granice kontrolne �obszar akceptacji� karty� Naturalnie

r��ne granice kontrolne mog prowadzi� do tej samej warto�ci poziomu ufno�ci�

Je�eli nie ma �adnych informacji o typie zmian
 kt�re mog zachodzi� w pro	
cesie
 to standardowym i naturalnym sposobem post�powania jest wyznaczanie
obszaru ufno�ci o minimalnej obj�to�ci �minimalnej d�ugo�ci w przypadku jedno	
wymiarowym��

Typowym przyk�adem mo�e by� pierwsza karta kontrolna Shewharta �����

���
 w kt�rej obszar akceptacji jest wyznaczany przez przedzia� &� � �
 wzgl�	
dem warto�ci �redniej obserwowanej wielko�ci� Tylko w najprostszych przypad	
kach
 przy pe�nej znajomo�ci rozk�adu i �ci�le ustalonych granicach kontrolnych

warto�� ARL� mo�na okre�li� analitycznie�

Jeszcze trudniejsza sytuacja wyst�puje w przypadku okre�lania warto�ci ARL

gdy� zale�y ona od rodzaju odst�pstwa od normy� W przypadku niezale�nych
obserwacji warto�� ARL jest r�wna ���� � ��
 gdzie � jest aktualn
 zwizan
z charakterem i wielko�ci zmiany w rozk�adzie procesu
 warto�ci b��du II ro	
dzaju�

Najcz��ciej warto�ci ARL dla r��nych rodzaj�w zmian rozk�adu s wyzna	
czane eksperymentalnie poprzez badania symulacyjne� Ze wzgl�du na du� wa	
riancj� zmiennej losowej
 kt�ra wyznacza liczb� obserwacji procesu od momentu
zmiany do podj�cia decyzji o wszcz�ciu alarmu
 eksperymenty te wymagaj ogrom	
nych nak�ad�w obliczeniowych�
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��� Wykrywanie zmian w wielowymiarowym
procesie przy u�yciu multi�karty

W przypadku obserwacji wielowymiarowego procesu zwykle konstruowanych jest
tyle niezale�nych kart kontrolnych
 ile jest obserwowanych zmiennych �jaki jest
wymiar wektora X�� W praktyce zmienne te s cz�sto statystycznie zale�ne i ko	
nieczna jest ich �czna analiza wielowymiarowa� Proponowane tu podej�cie bierze
pod uwag� mo�liwe zale�no�ci statystyczne mi�dzy sk�adowymi wektora obser	
wacji� Jego istot jest przetransformowanie poszczeg�lnych wielowymiarowych
obserwacji na odcinek I� za pomoc quasi�odwrotno�ci krzywej wype�niajcej�

W og�lnym przypadku nale�y si� spodziewa�
 �e nawet gdy g�sto�� wielowy	
miarowego rozk�adu jest funkcj bardzo g�adk �wielokrotnie r��niczkowaln�
 to
po przetransformowaniu do postaci jednowymiarowej za pomoc odwzorowania
quasi�odwrotnego do krzywej wype�niajcej otrzymujemy funkcj� g�sto�ci
 kt�ra
nie jest g�adka �nie jest r��niczkowalna��

Dla ilustracji
 na rysunku ��� przedstawiono g�sto�� dwuwymiarowego roz	
k�adu normalnego po przetransformowaniu na odcinek I� za pomoc quasi	od	
wrotno�ci krzywej Peano� Nale�y zwr�ci� uwag� na fraktaln struktur� przetrans	
formowanej
 jednowymiarowej funkcji g�sto�ci prawdopodobie�stwa
 kt�ra zgod	
nie z lematami ������ i ������ jest funkcj h�olderowsk z wyk�adnikiem ����

Karty kontrolne
 w kt�rych wnioskowanie odbywa si� na podstawie pojedyn	
czej obserwacji maj charakter testu istotno�ci i wymagaj konstrukcji obszaru
krytycznego o zadanym poziomie istotno�ci p� Je�eli obserwacja nale�y do obszaru
krytycznego
 oznacza to
 �e zasz�o zdarzenie o bardzo ma�ym �nie wi�kszym ni� p�
prawdopodobie�stwie i mo�emy podj� decyzj� o odrzuceniu hipotezy
 �e obser	
wacja pochodzi z ustalonego rozk�adu
 dla kt�rego wyznaczono obszar krytyczny�
Jest to podstaw do podj�cia decyzji
 �e nastpi�a zmiana w procesie
 a prawdopo	
dobie�stwo fa�szywego alarmu jest r�wne w�a�nie poziomowi istotno�ci p� Obszar
akceptacji �ufno�ci� jest dope�nieniem zbioru krytycznego� Wyb�r obszaru kry	
tycznego nie jest problemem posiadajcym jednoznaczne rozwizanie� Przy braku
hipotezy alternatywnej rozsdnym rozwizaniem jest wyb�r zbioru krytycznego
o maksymalnej mierze Lebesgue�a
 w konsekwencji miara zbioru akceptacji jest
w ten spos�b minimalizowana�

Nawet wtedy
 gdy posta� g�sto�ci rozk�adu na odcinku g�t� # f�F �t��� t � I�
jest dok�adnie znana
 to i tak problem wyznaczenia zbioru ufno�ci o minimal	
nej mierze Lebesgue�a na odcinku nie jest problemem �atwym do rozwizania�
W og�lnym przypadku zbi�r ten mo�e sk�ada� si� z wielu roz�cznych pododcin	
k�w zawartych w I�� Ka�dy z tych pododcink�w mo�e by� u�ywany jako prze	
dzia� kontrolny typowej karty kontrolnej� Pojawienie si� obserwacji le�cej poza
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��� G sto�' dwuwymiarowego rozk�adu normalnego o parametrach * �
diag��� � �� ���M � ��� � �� �� przetransformowana za pomoc� quasi�odwrotno�ci krzywej
Peano
Fig� 
��� ��dimensional normal with * � diag���� ����� M � ���� ����� after transforma�
tion via quasi�inverse of the Peano space��lling curve

przedzia�em kontrolnym jest sygna�em do ��wszcz�cia alarmu!� Z�o�enie wi�kszej
liczby roz�cznych przedzia��w kontrolnych b�dziemy nazywa� multi�kart� Pod	
staw idei konstrukcji multi�karty jest niezmienniczo�� odpowiednich prawdopo	
dobie�stw w stanach" prawid�owym i rozregulowania
 po przetransformowaniu
wektor�w mierzonych wielko�ci na odcinek I��

Zauwa�my ponadto
 �e jeste�my w stanie aproksymowa� wspomniane praw	
dopodobie�stwa z zadan dok�adno�ci
 naturalnie przy za�o�eniu
 �e posiadamy
dostatecznie du� liczb� obserwacji zachowania procesu w stanie prawid�owym�
Dok�adno�� ta mo�e by� okre�lana za pomoc liczby roz�cznych podprzedzia	
��w
 kt�re aproksymuj odpowiednie obszary decyzji w odniesieniu do proce	
s�w reprezentowanych na odcinku I�� Wyznaczone podprzedzia�y w I� de�niuj
multi�kart��

Niech Ad b�dzie obszarem akceptacji oryginalnego problemu obserwowanego
w przestrzeni wielowymiarowej Id
 wyznaczonym w taki spos�b
 �e warto�� ARL�

w stanie prawid�owym jest r�wna ��p� Pomijamy tu problem konstrukcji obszaru
Ad � Id
 gdy� trudno�ci w jego konstruowaniu s w�a�nie jednym z powod�w
konstrukcji multi�karty na podstawie przetransformowanych
 jednowymiarowych
danych� Dla cel�w rozwa�a� teoretycznych wystarczy za�o�enie
 �e taki obszar
istnieje�

Oznaczmy przez A # ��Ad� obszar akceptacji po transformacji na odcinek
I�� Z w�asno�ci transformacji za pomoc krzywej wype�niajcej F mamyZ

Ad

f�x�dx #
Z
A
g�t�dt # �� p� �����
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gdzie g�t� # f�F �t��� Poniewa� transformacja � zachowuje miar� Lebesgue�a

zatem je�li zbi�r Ad jest zbiorem o minimalnej mierze Lebesgue�a w Id
 takim �eR
Ad

f�x�dx # � � p
 to tak�e A jest zbiorem o minimalnej d�ugo�ci w I�
 w�r�d
wszystkich zbior�w
 dla kt�rych zachodzi

R
A g�t�dt # �� p�

Niech N oznacza liczb� roz�cznych podprzedzia��w zawartych w I� i ma	
jcych posta�" �a�� b��� �a�� b��� � � � � �aN � bN � takich
 �e � � a� � � � � ai � bi �

ai�� � � � bN � �� Ponadto niech

AN # 
Ni���ai� bi��

Korzystajc z powy�szych oznacze�
 mo�emy sformu�owa� nast�pujc w�asno��"

Lemat ��� Dla ka�dego � � � istnieje liczba naturalna N oraz zbi�r AN z�o�ony
z N roz��cznych pododcink�w zawartych w I� taki� �e

NX
i��

Z bi

ai
f�F �t��dt # �� p oraz ��AN � A� � ��

gdzie A � B
�
# A 
 B � A  B� ��	� oznacza miar� Lebesgue�a na odcinku�

natomiast � � p � � jest ustalonym poziomem istotnoci	 �

Zauwa�my r�wnie�
 �e je�eli funkcja g�sto�ci f�x� jest ograniczona od g�ry
przez warto�� fmax
 to z warunku ��AN � � �A�� � � wynika tak�e spe�nienie
warunku P �AN � � �A�� � � 	 fmax�

ALGORYTM MULTI�KARTY TYPU SHEWHARTA

Krok �� Przetransformuj obserwacj� X do postaci jednowymiarowej t # ��X��

Krok �� Wyznacz
c # arg min

��i�N
jVi � tj� �����

gdzie Vi # �bi & ai���� i # �� � � � � N �

Krok � Je�eli t � �ac� bc�� podejmij decyzj�" ��proces w stanie prawid�owym!

w przeciwnym przypadku podejmij decyzj� o alarmie � ��proces w stanie
rozregulowania!�

Pozostaje pokaza�
 jak w powy�szym algorytmie nale�y dobiera� granice prze	
dzia��w ak� bk
 co zostanie om�wione w nast�pnych podrozdzia�ach�



��
 Rozdzia� �� Krzywe w problemach statystycznego sterowania produkcj�

��� Konstrukcja multi�karty na bazie histogramu

Niech Z�� � � � � Zn b�d niezale�nymi obserwacjami wielowymiarowego procesu
w stanie prawid�owym po przetransformowaniu na odcinek I�� Na ich podstawie
konstruowana b�dzie multi�karta� Wyznaczmy histogram gn�t�� t � I�
 kt�ry jest
estymat g�sto�ci rozk�adu g�t� # f�F �t��� t � I� na odcinku I�� Oznaczmy
przez hn szeroko�� przedzia��w histogramu� Dalej
 niech p
 jak do tej pory
 okre�la
poziom istotno�ci� Z w�asno�ci histogramu wynika
 �e funkcja gn�t� okre�lona na
odcinku I� jest funkcj prost z�o�on z co najwy�ej dh��n e � n przedzia��w o
sta�ej warto�ci� W zwizku z tym zbi�r ufno�ci o minimalnej mierze Lebesgue�a
na odcinku
 oznaczany An� mo�na wyznaczy� za pomoc prostego algorytmu
zach�annego o z�o�ono�ci O�n logn�� Dla uproszczenia notacji wygodniej b�dzie

zamiast zbioru An
 konstruowa� wprost jego dope�nienie Cn # I� � An� Cn jest
zbiorem okre�lajcym obszar krytyczny�

Zbi�r An sk�ada si� ze sko�czonej
 nie wi�kszej ni� dh��n e
 liczby roz�cznych
przedzia��w b�dcych podzbiorami I�� Podobnie
 zbi�r Cn jest sum sko�czonej
liczby roz�cznych przedzia��w otwartych zawartych w I�� W konsekwencji AN #
An
 przy czym liczba podprzedzia��w N � dh��n e�

Dalej
 niech C� oznacza optymalny zbi�r krytyczny na odcinku I� wyznaczony
na poziomie istotno�ci p� W konsekwencji zachodziZ

C�
g�t�dt # p�

Z
Cn

gn�t�dt # p�

gdzie C� oraz Cn s zbiorami o maksymalnej d�ugo�ci�
Std mo�emy wnioskowa�"Z

C
g�t�dt # p #� ��C� � ��C��

oraz Z
C
gn�t�dt # p #� ��C� � ��Cn��

Niech

�n #
Z �

�
jgn�t�� g�t�jdt �����

oznacza b�d estymacji g�t� wed�ug normy w L��
Wiadomo
 �e w przypadku
 gdy g�sto�� g�t� estymowana jest za pomoc hi	

stogramu o szeroko�ci przedzia��w hn
 zale�nej od liczby obserwacji n
 mo�na
udowodni� �por� �����
 �e zachodzi co nast�puje"

Lemat ��� Jeli
hn � �� oraz n hn ��� �����



���� Konstrukcja multi�karty na bazie histogramu ���

gdy n��� to
i� �n � � wed�ug prawdopodobie�stwa�

ii� E��n� � ��

Dla ka�dego � � � istnieje takie n�� �e dla n � n�

iii� P ��n �E��n�j � �� � � exp��n������

a w rezultacie
iv� �n � � z prawdopodobie�stwem ��

�

W tym miejscu mo�emy wskaza� na twierdzenie Abou�Jaoude �patrz ����
twierdzenie � z rozdzia�u �� jako na jeden z mo�liwych konstruktywnych dowod�w
lematu ����

Z w�asno�ci histogramu okre�lonego na zbiorze domkni�tym I� wynika
 �eR �
� gn�t�dt # �� W zwizku z tym mo�emy skorzysta� z r�wno�ci Sche$ego ����


���� w postaci"

sup
B�B

j
Z
B
gn�t�dt�

Z
B
g�t�dtj # ���

Z �

�
jgn�t�� g�t�jdt� �����

gdzie B jest klas wszystkich zbior�w borelowskich w I��
Z twierdzenia Sche$ego wynika
 �e

j
Z
C�

gn�t�dt� pj # j
Z
C�

gn�t�dt�
Z
C�

g�t�dtj � ���
Z �

�
jgn�t�� g�t�jdt # �n��

oraz analogicznie

jp�
Z
Cn

g�t�dtj # j
Z
Cn

gn�t�dt�
Z
Cn

g�t�dtj � �n���

Otrzymujemy zatem"

j
Z
C�

gn�t�dt�
Z
Cn

gn�t�dtj # j
Z
C�

gn�t�dt� pj � �n�� �����

oraz
j
Z
C�

g�t�dt�
Z
Cn

g�t�dtj # jp�
Z
Cn

g�t�dtj � �n��� �����

Z nier�wno�ci ����� wynika nast�pujce twierdzenie�

Twierdzenie ���� Jeli spe�nione s� za�o�enia lematu �	�� czyli warunki ��	���
to przy n�� warto�

R
Cn

g�t�dt d��y do p z prawdopodobie�stwem �	 �
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Z powy�szego twierdzenia nie mo�emy wyciga� �adnych wniosk�w na temat
asymptotycznych w�asno�ci miary Lebesgue�a zbioru Cn oraz zbioru C� � Cn

mo�emy natomiast udowodni� co nast�puje�

Twierdzenie ���� Jeli spe�nione s� za�o�enia lematu �	�� to przy n � �
miara Lebesgue�a zbioru Cn� czyli ��Cn�� d��y do ��C�� z prawdopodobie��
stwem �	 �

Zanim przejdziemy do dowodu powy�szego twierdzenia
 nale�y zauwa�y�
 �e
twierdzenie to
 w og�lnym przypadku
 nie mo�e gwarantowa� zbie�no�ci zbioru
Cn do zbioru C� w tym sensie
 �e ��C� � Cn� d�y do zera przy n���
Dow�d� Zak�adamy
 �e hn spe�nia warunki ������ Z nier�wno�ci ����� wynika
 �e

j
Z
C�

gn�t�dt� pj � �n���

Je�li
R
C� gn�t�dt � p
 to istnieje taki zbi�r (n
 roz�czny z C� i taki
 �e

Z
C��n

gn�t�dt # p�

Wtedy
 zgodnie z de�nicj Cn
 mamy

��C� 
(n� # ��C�� & ��(n� � ��Cn��

Poniewa� ��(n� � �
 zatem ��C�� � ��Cn�� W przypadku
 gdy zachodziR
C� gn�t�dt � p
 istnieje taki zbi�r (n zawarty w C�
 �e

Z
C���n

gn�t�dt # p�

W konsekwencji

��C� � (n� # ��C��� ��(n� � ��Cn��

Je�eli ponadto
�n�� � p��� ��C����

to istnieje taki zbi�r (n zawarty w C�
 �e dodatkowo gn�t� � p dla ka�dego
t � (n i w konsekwencji ��(n� � �n���p��

Analogicznie
 z nier�wno�ci ����� otrzymujemy

j
Z
Cn

g�t�dt� pj � �n���
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Je�li
R
Cn

g�t�dt � p
 to istnieje taki zbi�r +(n
 roz�czny z Cn
 �e
Z
Cn��n

g�t�dt # p�

Wtedy zgodnie z de�nicj C�
 mamy

��Cn 
 +(n� # ��Cn� & �� +(n� � ��C���

Poniewa� �� +(n� � �
 wi�c ��C�� � ��Cn��
Gdy natomiast

R
Cn

g�t�dt � p
 wtedy istnieje taki zbi�r +(n zawarty w Cn
 �e
Z
Cn� ��n

g�t�dt # p�

W konsekwencji

��Cn � +(n� # ��Cn�� �� +(n� � ��C���

Je�eli ponadto
 analogicznie jak poprzednio
 spe�niony jest warunek

�n�� � p��� ��C����

to istnieje taki zbi�r +(n zawarty w Cn
 �e dodatkowo dla ka�dego t � +(n zachodzi
g�t� � p i otrzymujemy �� +(n� � �n���p��

W dowodzie b�dziemy dalej korzysta� z lematu Borela�Cantelli �����
 co wi�e
si� z konieczno�ci oszacowania dla dowolnego � � � prawdopodobie�stwa zda	
rzenia j��Cn�� ��C��j � �� a mianowicie

P �j��Cn�� ��C��j � ��
� P ���Cn � ��C�� � �� & P ����Cn & ��C�� � ��

� P ��� +(n� � �� & P ���(n� � ���
�����

Dalej mamy
P ���(n� � �� # �� P ���(n� � ���

Z kolei P ���(n� � �� jest nie mniejsze ni�

P ��n � �p��� ��C����P ��n�p � ��
# ��� P ��n � �p��� ��C����� ��� P ��n�p � ����

Z iii� lematu ��� wynika
 �e

P ��n � �p��� ��C����
� � exp��n��p��� ��C���� E��n������ # � exp��nc�n�



��� Rozdzia� �� Krzywe w problemach statystycznego sterowania produkcj�

oraz
P ��n � p�� � � exp��n�p��E��n������ # � exp��nc�n��

std

P ���(n� � �� � �� ��� � exp��nc�n����� � exp��nc�n��
� ��exp��nc�n� & exp��nc�n���

Poniewa� E��n� d�y do zera
 dla ka�dego �� � � istnieje wi�c takie na	
turalne n�
 �e dla wszystkich n � n� warto�� E��n� � ��� Dalej otrzymujemy
exp��ncin� � exp��ncn��� i # �� �� gdzie cn� � �� W konsekwencji

�X
n�n�

P ���(n� � �� � � exp��ncn�� ���

Analogiczne rozumowanie mo�emy przeprowadzi� w odniesieniu do �� +(n��
Rozumowanie to pozwala pokaza� zbie�no�� zupe�n �por� ������
 odpowiednio

cigu zmiennych losowych ��(n� oraz �� +(n�� Na podstawie ����� mo�emy dalej
wnioskowa� o zbie�no�ci zupe�nej do zera cigu zmiennych losowych ��Cn� �
��C��� Zbie�no�� zupe�na pociga za sob zbie�no�� z prawdopodobie�stwem �

co ko�czy dow�d twierdzenia� �

�� Neuronowe algorytmy konstrukcji multi�karty

Do konstrukcji multi	karty mo�e zosta� zastosowany algorytm uczenia typu wek	
torowej kwantyzacji Kohonena ���� �patrz rozdzia� ��� M�wic w znacznym uprosz	
czeniu
 algorytm Kohonena spe�nia tu rol� estymatora g�sto�ci rozk�adu�

W rozwa�anym przypadku proces adaptacyjnego ustalania pozycji kwanty	
zator�w powinien uwzgl�dnia� mo�liwo�� odrzucania obserwacji
 je�li wskazuje
ona na prawdopodobie�stwo rozregulowania procesu� Wymaga to wprowadze	
nia dodatkowych parametr�w sieci
 kt�re de�niuj obszar oddzia�ywania danego
kwantyzatora Vi w postaci przedzia�u �Vi � si� Vi & si��

Zaproponowany poni�ej algorytm uczenia s�u�y optymalizacji pozycji kwanty	
zator�w �liczb z odcinka I��
 przy r�wnoczesnym zachowaniu zadanego poziomu
istotno�ci p� W konsekwencji zaprojektowanie multi	karty wymaga nie tylko usta	
lenia pozycji kwantyzator�w V�� V�� � � � � VN 
 ale tak�e szeroko�ci indywidualnych
stref akceptacji si� i # �� � � � � N � Na ich podstawie mo�na poda� wprost para	
metry multi	karty" ai # Vi � si� bi # Vi & si�

Niech cig t� # � �X��� � � � � tn # � �Xn� b�dzie cigiem niezale�nych ob	
serwacji wielowymiarowego procesu w stanie normalnym
 przekszta�conych do
postaci jednowymiarowej za pomoc transformacji quasi	odwrotnej � �



���� Neuronowe algorytmy konstrukcji multi�karty ���

Na podstawie tego cigu b�dziemy konstruowa� multi	kart� o zadanym po	
ziomie istotno�ci p�

Zde�niujmy funkcj�

Ki�t� #

�
�� gdy t � �Vi � si� Vi & si��
�� w przeciwnym przypadku�

Estymatorem �typu Monte�Carlo� rzeczywistego prawdopodobie�stwa akceptacji
obserwacji przez multi	kart�
 zde�niowan przez przedzia�y �Vi � si� Vi & si�� i #
�� � � � � N 
 jest wyra�enie

��n
nX

j��

NX
i��

Ki�tj�� ������

Pod koniec procesu uczenia warto�� wyra�enia ������ powinna by� bliska za	
danemu poziomowi akceptacji �� p� Podobnie


��n
nX

j��

NX
i��

���Ki�tj�� # N � ��n
nX

j��

NX
i��

Ki�tj� ������

jest estymatorem aktualnego poziomu istotno�ci multi	karty�
Na poziom ten sk�adaj si� indywidualne warto�ci poziomu odrzucania
 zwi	

zane z ka�dym z kwantyzator�w
 kt�re okre�laj cz�sto�� odrzucania realizowan
indywidualnie przez ka�dy z przedzia��w multi	karty� Warto�� t� szacuje nast�	
pujce wyra�enie"

��n
nX

j��

���Ki�tj�� # �� ��n
nX

j��

Ki�tj�� ������

Poni�ej przedstawimy algorytm uczenia multi	karty
 kt�rego celem jest ustalenie
takich warto�ci Vi� si
 by wszystkie warto�ci ������ by�y r�wne p�N 
 a tym sa	
mym
 by projektowana multi	karta osign��a poziom odrzucania r�wny zadanej
warto�ci p�

ALGORYTM I

Algorytm uczenia sk�ada si� z dowolnej liczby epok� Jedna epoka uczenia
obejmuje przetworzenie ca�ego cigu uczcego t�� � � � � tn� Pocztkowe parametry
multi	karty V�� si
 dla pierwszej epoki uczenia
 s ustalane arbitralnie�

Przyjmij pocztkowe warto�ci pi # �� i # �� �� � � � � N � Dla ka�dej obserwacji
tj � ��� �� zwizanej z momentem czasowym j # �� �� � � � � n wykonaj kroki ����
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Krok �� Wyznacz numer kwantyzatora Vi�
 kt�ry jest najbli�szym ssiadem
wzgl�dem obserwacji tj 
 czyli i� # arg mini jVi � tj j�

Krok �� Je�li jVi� � tj j � si
 to odrzu� obserwacj� tj i zaktualizuj indywidualn
warto�� poziomu odrzucania p�i�� # p�i�� & ��

Krok � Je�eli jVi� � tj � si
 to zaakceptuj obserwacj� i zaktualizuj pozycje
kwantyzatora
 czyli podstaw Vi� "# Vi� & ���t � Vi��
 gdzie �� jest wsp��	
czynnikiem uczenia�

Krok �� Zaktualizuj indywidualne szeroko�ci stref akceptacji si "# si&���pi�j�
p�N�
 gdzie �� � ��� �� jest wybranym parametrem uczenia�

Ostatni krok algorytmu mo�na wykonywa� co jaki� czas
 w skrajnym przy	
padku tylko raz pod koniec ca�ej epoki uczenia
 gdy� wi�e si� on z procesem ca�	
kowania
 kt�rego efekty ujawniaj si� dopiero po up�ywie pewnego czasu �okre�lo	
nej liczby iteracji�� Proces uczenia mo�na zako�czy�
 gdy indywidualne poziomy
odrzucania
 wyznaczone empirycznie
 czyli warto�ci pi�n s wystarczajco bliskie
wymaganym warto�ciom p�N �

W uproszczonej wersji algorytmu wszystkie szeroko�ci stref akceptacji si mog
by� takie same� Przy wi�kszej liczbie kwantyzator�w daje to potencjalnie te same
rezultaty jak w przypadku indywidualnych szeroko�ci stref akceptacji�

Odpowiedni mody�kacj� algorytmu przedstawiono poni�ej�

ALGORYTM II

Rozpocznij z warto�ci +p # �� Dla ka�dej obserwacji tj � ��� �� zwizanej
z momentem czasowym j # �� �� � � � � n wykonaj kroki ����

Krok �� Wyznacz kwantyzator Vi�
 kt�ry jest najbli�szym ssiadem w stosunku
do obserwacji tj 
 czyli wyznacz
i� # arg mini jVi � tj j�

Krok �� Je�li jVi� � tj j � s
 to odrzu� obserwacj� tj i zaktualizuj licznik odrzu	
conych obserwacji +p "# +p & ��

Krok � Je�eli jVi��tj j � s
 to zaakceptuj obserwacj� tj oraz zaktualizuj pozycje
wybranego kwantyzatora
 czyli dokonaj podstawienia

Vi� "# Vi� & ���tj � Vi���

Krok �� Zaktualizuj szeroko�� strefy akceptacji na podstawie aktualnej liczby
odrzuconych obserwacji s "# s & ���+p�n� p��



���� Przyk�ad dzia�ania multi�karty ��

Podobnie jak w przypadku algorytmu I
 krok �� mo�e by� wykonywany incyden	
talnie
 na przyk�ad co ���� iteracji lub tylko raz na ko�cu ca�ej epoki uczenia�
Proces uczenia ko�czy si�
 gdy empiryczna ocena prawdopodobie�stwa odrzuce	
nia +p�n jest wystarczajco bliska ustalonemu poziomowi istotno�ci p�

Oba algorytmy mog prowadzi� do rozwiza�
 w kt�rych pewne pary przedzia	
��w akceptacji zachodz na siebie� W konsekwencji efektywna liczba przedzia��w
multi	karty mo�e by� znacznie mniejsza od ustalonej wst�pnie liczby N �

��� Przyk	ad dzia	ania multi�karty

Dane do badania multi	karty zosta�y wygenerowane z dwuwymiarowego rozk�adu
normalnego o wektorze �rednich M # ��� �� �� �� i diagonalnej macierzy kowa	
riancji 0 # diag��� �� �� ��� Elipsoida ufno�ci ma w tym przypadku kszta�t okr�gu
o promieniu zale�nym od warto�ci poziomu istotno�ci p�

Prawdopodobie�stwo pojawienia si� obserwacji pochodzcych spoza kwadratu
I� jest w badanym przypadku nie tylko bardzo ma�e
 ale tak�e obserwacje te znaj	
duj si� poza elipsoid ufno�ci dla ustalonej tu
 typowej warto�ci p # �� ���� Obie
zmienne opisujce stacjonarny proces ��w stanie prawid�owym! s realizacjami
niezale�nych zmiennych losowych o rozk�adzie normalnym i przyjmuj warto�ci z
przedzia�u ��� �� na poziomie ufno�ci �� ������� �w odniesieniu do ka�dej zmiennej
niezale�nie��

Badania przeprowadzono dla multi	karty
 w kt�rej parametry wyznaczono
przy u�yciu algorytmu II
 na podstawie danych przetransformowanych na odcinek
za pomoc quasi	odwrotno�ci krzywej Peano�

Na rysunkach ���
 ��� przedstawiono wielowymiarowe obszary akceptacji po	
wsta�e poprzez przetransformowanie
 za pomoc krzywej Peano
 multi	karty z�o	
�onej z trzech �rysunek ���� bd� czterech �rysunek ���� roz�cznych przedzia��w
z odcinka I��

Jako punkt odniesienia przy badaniu multi	karty przyj�to zmiany procesu po	
legajce na addytywnej zmianie wektora warto�ci oczekiwanych o wektor (Mq

poczwszy od pewnego momentu czasowego q� Std obserwowany proces ma po	
sta�"

Xk # Yk & (Mq� k � q�

gdzie Yk ma rozk�ad taki jak rozk�ad obserwacji procesu w stanie prawid�owym
�bez zak��ce��� Dla uproszczenia przyj�to dalej
 �e q # ��

Typow kart kontroln
 kt�r stosuje si�
 gdy mo�emy za�o�y�
 �e Yk maj
rozk�ad normalny
 jest karta oparta na statystyce T � �por� �����
 ����� zgodnie
z regu� ������ Wprowad�my wsp��czynnik � # jj(Mqjj��� ��
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Rys� 
��� Obszar akceptacji �trzy przedzia�y na odcinku� dwuwymiarowego rozk�adu nor�
malnego o parametrach * � diag��� �� �� ��� M � ��� � �� � przetransformowanego do
I� za pomoc� krzywej Peano� p � �� ��� Obszar akceptacji multi�karty zosta� wyzna�
czony za pomoc� algorytmu II i przetransformowany z powrotem do kwadratu I�
Fig� 
��� Acceptance region �three subintervals� of the ��dimensional normal distribution�
after transformation via Peano space��lling curve� * � diag����� ����� M � ���� ����
p � ����� The acceptance region was calculated using Algorithm II and transformed
back to I�

0.4 0.6 0.8
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Rys� 
��� Obszar akceptacji �cztery przedzia�y na odcinku� dwuwymiarowego rozk�adu
normalnego o parametrach * � diag��� �� �� ��� M � ��� � �� � z p � �� ��� przetrans�
formowany do I� za pomoc� krzywej Peano� Przedzia�y multi�karty zosta�y wyznaczone
za pomoc� algorytmu II
Fig� 
��� Acceptance region �four subintervals� of the ��dimensional normal distribution�
transformed by Peano space��lling curve� * � diag����� ����� M � ���� ���� p � �����
The multi�cart acceptance region was calculated using Algorithm II and transformed
back to I�



���� Przyk�ad dzia�ania multi�karty ��	

Wsp��czynnik � ocenia wielko�� zmiany warto�ci oczekiwanej wzgl�dem dys	
persji r�wnej �� �� Warto�� � # � oznacza
 �e w procesie nie zasz�y �adne zmiany�

ARL dla procesu ��normalnego! �czyli ARL�� zosta� oszacowany na podsta	
wie �redniej z ��� symulacji
 natomiast ARL wykrycia zmiany u�redniano na
podstawie � 	��� przebieg�w� Wra�liwo�� multi	karty na zmian� warto�ci �redniej
procesu zale�y nie tylko od wzgl�dnej wielko�ci zmiany �
 ale tak�e od kierunku

w jakim nastpi�a zmiana �patrz rysunki ���
 �����

By m�c por�wna� wyniki z kart T �
 warto�ci ARL odpowiadajce usta	
lonemu � � � zosta�y wyznaczone poprzez u�rednienie odpowiednich wynik�w
otrzymanych dla o�miu r��nych kierunk�w wektora o sta�ej d�ugo�ci (Mq�

W tabeli ��� przedstawiono por�wnanie warto�ci ARL obu kart" klasycznej
karty T � i multi	karty z rysunku ���� W kolumnie czwartej tabeli podano odchy	
lenie standardowe eksperymentalnych warto�ci ARL badanej multi	karty� Osi	
gni�cie podanej dok�adno�ci wymaga�o od ��� do ��� powt�rze� procedury u�ycia
multi	karty polegajcych na wygenerowaniu cigu obserwacji ��w stanie zak��co	
nym!
 ze zmienionym wektorem warto�ci oczekiwanych
 a� do momentu
 gdy ko	
lejna obserwacja zostanie odrzucona przez multi	kart�� Wynikiem pojedynczego
eksperymentu jest numer obserwacji
 kt�ra zosta�a odrzucona�

Tabela 
��� Por�wnanie ARL multi�karty typu Shewharta dla danych przetransfor�
mowanych za pomoc� krzywej Peano z wynikami uzyskanymi dla statystyki Hotel�
linga T �� Druga i trzecia kolumna zawieraj� �redni czas do fa�szywego alarmu w sytuacji
��normalnej+ �� � �� oraz �redni czas wykrycia zmiany � � �

� ARL dla T � ARL dla multi	karty Odchylenie standardowe ARL
�h # ��� �� multi	karty

�
� ��� ��� �
�
�
� ��� ��� �
�
�
� �
� �
�� �
��

Dane dla wielowymiarowej karty T � �d # �� pochodz z pracy �����
 cho�
naturalnie mo�na je r�wnie� wyznaczy� korzystajc z tablic rozk�adu ��� Jak
wida�
 ju� w przypadku prostej multi	karty z�o�onej z trzech przedzia��w mo�na

tylko na podstawie obserwacji procesu w stanie prawid�owym
 skonstruowa� algo	
rytm wykrywania zmian w procesie
 por�wnywalny �w sensie �rednim� z algoryt	
mem T �� Nale�y zauwa�y�
 �e algorytm T �
 w przypadku rozk�adu normalnego

jest optymalnym algorytmem wykrywania zmiany procesu na podstawie poje	
dynczych obserwacji�



��
 Rozdzia� �� Krzywe w problemach statystycznego sterowania produkcj�

��� Podsumowanie

W powy�szym rozdziale zaproponowano now metodyk� wykrywania zmian w mo	
nitorowanym procesie� Wst�pne idee proponowanego podej�cia by�y prezento	
wane jako zaproszony referat na International Workshop on New Developments
in Quality Control � July �
�
 ����
 Frankfurt� ������

Krzywe wype�niajce stanowi wygodne narz�dzie do transformacji wielowy	
miarowych danych do postaci jednowymiarowej� Transformacja ta jest niezmien	
nicza wzgl�dem miary probabilistycznej w tym sensie
 �e zachowuje prawdopo	
dobie�stwa odpowiadajcych sobie zdarze� w przestrzeni wielowymiarowej i po
transformacji na odcinek I��

Wielowymiarowe obszary decyzji
 to znaczy obszary zwizane z decyzjami
o stanie procesu" ��proces w stanie prawid�owym! lub ��proces zak��cony!
 trans	
formowane s do postaci kilku roz�cznych przedzia��w zawartych w I�� Prze	
dzia�y te tworz multi	kart� kontroln pozwalajc ocenia� stan wielowymiaro	
wego procesu na podstawie jednowymiarowej obserwacji�

Proponowane podej�cie mo�na stosowa� nie tylko w odniesieniu do oryginal	
nych obserwacji wielowymiarowego procesu
 ale tak�e do danych przetworzonych
�na przyk�ad wielowymiarowych residu�w itd���

Ze wzgl�du na brak za�o�e� dotyczcych postaci rozk�ad�w
 analizowane al	
gorytmy maj charakter nieparametryczny� Za�o�enia czynione w odniesieniu do
monitorowanego procesu dotycz zatem tylko istnienia odpowiednich rozk�ad�w
prawdopodobie�stwa oraz ewentualnie niezale�no�ci kolejnych obserwacji pro	
cesu�

Zbadano w�asno�ci teoretyczne multi	karty wyznaczonej na podstawie histo	
gramu� Je�li g�sto�� rozk�adu na odcinku jest estymowana za pomoc histogramu
o szeroko�ci przedzia��w hn
 zale�nej od liczby obserwacji n
 w taki spos�b
 �e
hn � � w odpowiednim tempie
 to przedzia�y ufno�ci multi	karty empirycznej
maj asymptotycznie te same prawdopodobie�stwa i �czn d�ugo�� co przedzia�y
wyznaczone przy znajomo�ci teoretycznego rozk�adu�

Opr�cz powy�szego algorytmu
 posiadajcego pe�n podbudow� teoretyczn

podano r�wnie� dwa algorytmy heurystyczne konstrukcji multi	karty
 w kt�rych
u�ywa si� algorytm�w uczenia stosowanych w samoorganizujcych sieciach neu	
ronowych ����
 �����
 ������

Algorytm uczenia typu Kohonena pozwala na efektywne wyznaczenie granic
decyzji w multi	karcie oraz na adaptacyjne
 prowadzone na bie�co na podstawie
aktualnych obserwacji
 mody�kacje granic decyzji wyra�onych w postaci prze	
dzia��w multi	karty�

Zbadany w niniejszym rozdziale algorytm �typu Kohonena� nie ma wpraw	
dzie w pe�ni okre�lonych w�asno�ci asymptotycznych
 jednak�e dzia�a na bie�co



���� Podsumowanie ���

i w konsekwencji nie wymaga przechowywania i �cznego przetwarzania du�ej
liczby danych�

Stosowane do tej pory metody statystyczne wymagaj znajomo�ci rozk�adu
monitorowanego procesu i na og�� zak�adaj
 �e rozk�ad ten jest rozk�adem nor	
malnym� Zaproponowane tu podej�cie stanowi atrakcyjne narz�dzie w przypadku
gdy wiadomo
 �e sterowany proces nie spe�nia tego za�o�enia�

Transformacja wielowymiarowych danych do postaci jednowymiarowej otwiera
nowe mo�liwo�ci w konstruowaniu algorytm�w jako�ciowego diagnozowania stanu
procesu�



Rozdzia� 

Uwagi ko�cowe

W monogra�i opracowano jednolit
 stosujc uk�ady r�wna� funkcyjnych
 meto	
dyk� de�niowania krzywych wype�niajcych
 prowadzc wprost do efektywnych
algorytm�w obliczania warto�ci krzywej i jej quasi	odwrotno�ci� Podano rekuren	
cyjne metody wyznaczania odwzorowa� quasi	odwrotnych do wielowymiarowych
krzywych typu Peano
 Hilberta i Sierpi�skiego� Z�o�ono�� obliczeniowa uzyski	
wanych algorytm�w jest liniowo zale�na od wymiaru wype�nianej przez krzyw
przestrzeni�

Rozdzia�y ��� stanowi oryginalne opracowanie na temat de�niowania
 obli	
czania i badania w�asno�ci krzywych wype�niajcych zachowujcych miar� Lebes	
gue�a� W szczeg�lno�ci podano w niekt�rych przypadkach niepoprawialne warto	
�ci sta�ych w odpowiednich warunkach H�oldera�

Na uwag� zas�uguje tak�e
 podana w twierdzeniu ����� w�asno��
 dotyczca
maksymalnej warto�ci wyk�adnika H�oldera uzyskiwanej dla wielowymiarowych
krzywych wype�niajcych
 powsta�ych poprzez z�o�enie odwzorowa� dwuwymia	
rowych� Z twierdzenia tego wynika s�aba przydatno�� praktyczna tego typu metod
de�niowania wielowymiarowych krzywych wype�niajcych�

Zidenty�kowano w�asno�ci krzywych wype�niajcych
 kt�re s istotne z pun	
ktu widzenia zastosowa� w problemach decyzyjnych� S to w�asno�ci zachowy	
wania miary Lebesgue�a przez krzyw wype�niajc oraz jej quasi	odwrotno��

a tak�e optymalna dla danego wymiaru przestrzeni warto�� wyk�adnika w wa	
runku H�oldera� Uzyskanie tych w�asno�ci gwarantuj
 wprost lub po�rednio
 sfor	
mu�owane w rozdziale � warunki C��C�

Wyprowadzono teoretyczn zale�no�� mi�dzy wymiarem pude�kowym wielo	
wymiarowych danych a wymiarem pude�kowym danych przetransformowanych
przy u�yciu krzywej wype�niajcej� Wyniki tych bada� sta�y si� podstaw do
zaproponowania nowej
 �atwiejszej obliczeniowo
 metody oceny wymiaru fraktal	
nego obiekt�w wielowymiarowych� Monitorowanie wymiaru fraktalnego bie�cych



��� Rozdzia� �� Uwagi ko�cowe

obserwacji mo�e stanowi� podstaw� do podejmowania decyzji na temat aktual	
nego stanu systemu�

Zde�niowano now klas� krzywych wype�niajcych
 kt�re zachowuj zadan
miar� probabilistyczn� Krzywe te mog by� teoretycznym narz�dziem
 majcym
zastosowanie w kwantyzacji wielowymiarowych danych�

Pokazano
 �e asymptotyczna warto�� dystorsji ������ kwantyzator�w prze	
transformowanych z odcinka I� do kostki Id maleje wraz z N w spos�b typowy
dla wielowymiarowych kwantyzator�w�

Udowodniono
 �e wyspecy�kowana w monogra�i klasa krzywych wype�nia	
jcych zachowuje ryzyko Bayesa dla dowolnego rozk�adu danych o no�niku za	
wartym w wielowymiarowej kostce Id� Zbadano w�asno�ci separujce krzywych
wype�niajcych�

Wprowadzono poj�cie powierzchni wype�niajcej
 kt�re jest cig�ym odwzo	
rowaniem przekszta�cajcym kwadrat jednostkowy I� # ��� ��� ��� �� w wielowy	
miarow kostk� Id i odpowiednie odwzorowanie quasi	odwrotne oraz zbadano ich
podstawowe w�asno�ci�

Na podstawie wymienionych wy�ej rezultat�w opracowano metodologi� roz	
wizywania wielowymiarowych problem�w decyzyjnych
 polegajc na przekszta�	
ceniu zbioru wielowymiarowych danych
 kt�re stanowi punkt wyj�cia w procesie
decyzyjnym
 w cig danych jednowymiarowych
 zawartych w odcinku jednostko	
wym� Wa�nym elementem tej metodologii jest dobre zde�niowanie odwzorowa	
nia quasi	odwrotnego do krzywej wype�niajcej� Z�o�ono�� obliczeniowa takiej
transformacji danych jest liniowa ze wzgl�du na wymiar danych� Transformacja
ka�dego elementu zbioru danych za pomoc quasi	odwrotno�ci krzywej wype�	
niajcej mo�e odbywa� si� niezale�nie
 w dowolnym momencie czasowym i nie
wymaga konstrukcji ca�ej krzywej wype�niajcej� Transformacja quasi	odwrotna
pozwala uporzdkowa� liniowo dane z przestrzeni wielowymiarowej�

Metodyk� t� zastosowano w odniesieniu do wielowymiarowych problem�w roz	
poznawania
 problem�w statystycznego wykrywania zmian w procesie oraz pro	
blem�w kwantyzacji� Zaowocowa�o to powstaniem wielu szczeg��owych metod
o okre�lonych w�asno�ciach teoretycznych� W wielu przypadkach zaproponowano
tak�e na ich bazie proste obliczeniowo metody heurystyczne
 w wi�kszo�ci oparte
na w�asno�ciach jednowymiarowych sieci Kohonena�
W szczeg�lno�ci opracowano"

� Metody kwantyzacji
 kt�re �cz transformacj� wielowymiarowych danych
za pomoc quasi	odwrotno�ci wybranej krzywej wype�niajcej ze skalarn
kwantyzacj w odniesieniu do danych przetransformowanych na odcinek
I�� Zastosowanie r��nych wariant�w algorytm�w uczenia na bazie danych
skalarnych umo�liwia kszta�towanie g�sto�ci rozk�adu kwantyzator�w�



���

� Podano algorytm aproksymacji krzywej zachowujcej zadan
 lecz nieznan

miar� probabilistyczn na podstawie niezale�nych obserwacji wielowymia	
rowej zmiennej losowej o tym�e nieznanym rozk�adzie�

� Zaproponowano i zbadano rodzin� klasy�kator�w w postaci rozwini�� w sze	
regi ortogonalne
 w kt�rych wsp��czynniki rozwini�cia optymalnej funkcji
decyzyjnej estymowane s na podstawie przetransformowanych
 jednowy	
miarowych danych� Wykazano zgodno�� tego typu klasy�kator�w �przy sto	
sunkowo s�abych za�o�eniach dodatkowych�� Szczeg��owo zbadano algorytm
rozpoznawania w przypadku zastosowania uk�adu funkcji Haara na odcinku
I� jako szeregu ortonormalnego�

� Opracowano szybki algorytm rozpoznawania oparty na metodzie k najbli�	
szych ssiad�w stosowanej do danych przetransformowanych na odcinek�

� Po�czenie metody LVQ Kohonena z transformacj danych za pomoc krzy	
wej doprowadzi�o do uzyskania jeszcze jednej klasy efektywnych algorytm�w
rozpoznawania�

� Zaproponowano metod� wizualizacji wielowymiarowych danych za pomoc
quasi	odwrotno�ci cig�ego odwzorowania
 kt�re przekszta�ca kwadrat jed	
nostkowy I� # ��� ��� ��� �� w wielowymiarow kostk� Id� Metoda ta mo�e
by� u�yta jako podstawa do tworzenia heurystycznych
 prostych regu� roz	
poznawania wygenerowanych przez obserwatora� Odwzorowanie to mo�na
u�y� bezpo�rednio do reprezentacji wielowymiarowych danych na p�asz	
czy�nie� Pokazano zastosowanie tego typu wizualizacji w rozwizywaniu
problem�w rozpoznawania�

� Zde�niowano poj�cie multi	karty
 kt�ra jest uog�lnieniem tradycyjnej karty
kontrolnej i pozwala ocenia� stan wielowymiarowego procesu na podstawie
przekszta�conych
 skalarnych obserwacji�

� Zbadano w�asno�ci teoretyczne multi	karty wyznaczonej na podstawie hi	
stogramu�

� Zaproponowano r�wnie� dwa algorytmy heurystyczne konstrukcji multi	kar	
ty
 stosujce algorytmy uczenia u�ywane w samoorganizujcych sieciach
neuronowych�

� Uzyskane wyniki teoretyczne poparto licznymi badaniami symulacyjnymi

przy czym jako punkt odniesienia przyj�to stosowane w ka�dej z dziedzin
klasyczne problemy testowe�
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Podstawow cech opracowanych algorytm�w jest szybko�� samego procesu
podejmowania decyzji� W ka�dym z przypadk�w nale�y najpierw rozwiza� pe	
wien
 cz�sto skomplikowany
 problem optymalizacyjny� Jednak�e
 w ko�cowym
efekcie konstrukcji rozwizania
 otrzymujemy podzia� odcinka I� na zbi�r pod	
odcink�w
 odpowiadajcych obszarom poszczeg�lnych decyzji�

Proces podejmowania decyzji odbywa si� na odcinku
 a jego podstaw jest
aktualna obserwacja przetransformowana r�wnie� do postaci jednowymiarowej�
Nak�ad oblicze� potrzebny do przetransformowania za pomoc krzywej wype�	
niajcej d�wymiarowego punktu na odcinek I� jest rz�du O�d�� W zwizku z tym
nak�ad pracy potrzebny do dokonania samego procesu podejmowania decyzji ma
z�o�ono�� obliczeniow rz�du O�d� & log�m
 gdzie m jest liczb przedzia��w de	
cyzyjnych na odcinku jednostkowym�

Prezentowane wyniki mog znale�� zastosowanie w konstrukcji algorytm�w
sterowania i diagnozowania
 w upraszczaniu algorytm�w identy�kacji system�w
o parametrach roz�o�onych itd� Jest naturalne
 �e ju� w przypadku omawianej
w monogra�i klasy krzywych wype�niajcych istnieje wiele szczeg��owych pro	
blem�w w dziedzinie projektowania system�w sterowania i diagnozowania
 kt�re
wymagaj dalszego rozwoju bada� teoretycznych i praktycznych�

Wydaje si� celowa kontynuacja bada� dotyczcych zar�wno w�asno�ci wyspe	
cy�kowanej klasy krzywych wype�niajcych
 jak i szukania innych typ�w krzy	
wych
 kt�re poszerz obszar rozwizywanych przy ich pomocy problem�w decy	
zyjno	optymalizacyjnych� Rozwijanie tematyki krzywych wype�niajcych wi�e
si� tak�e z nierozpatrywanym w monogra�i problemem szukania odwzorowa�
zwi�kszajcych wymiar problemu
 lecz upraszczajcych potencjalny opis przetwa	
rzanych obserwacji �sygna��w�� Pytanie o u�yteczno�� krzywych wype�niajcych
w tym zakresie jest otwartym problemem badawczym�
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Space�	lling curves in decision

problems

In the monograph
 a methodology of constructing and validating decision algo	
rithms is proposed� This methodology forms a new approach to the problems of
multidimensional decision making� The main idea is to transform each multiva	
riate observation to univariate one
 using a quasi	inverse of a carefully chosen
space	�lling curve as a transformation� Then
 the decision problem is solved for
univariate data� The advantages of using such transformations lie in the dimen	
sionality reduction and in data compression without loosing the information asso	
ciated with the spatial structure of multivariate observations� These advantages
allow us to construct fast decision algorithms
 which can be easily implemented
as on	line methods�

The methodology proposed is contained in the stream of research which explo	
res novel strategies for control of complex industrial processes� These strategies
are directed towards the design of 'exible control systems
 which combine model	
	based classical techniques with a variety of learning based methods� The learning
is based on past observations
 which are used for a control system adaptation and
enhancement�

Important prerequisites for developing the decision making methodology are
criteria for selecting space	�lling curves and algorithms for calculating their quasi	
	inverses as quickly as possible� In the monograph
 a method of forming functional
equations for space	�lling curves and their quasi	inverses is developed for the
Peano
 the Hilbert and the Sierpi�ski curves� It is also proved that these functional
equations can be solved by backward recursions
 providing exact values of the
curves on dense sets in a �nite number of iterations�

It is also shown that the space	�lling based transformations retain essential
statistical information
 which is important in decision	making� In particular
 it
is proved that the Bayes risk is invariant under these transformations for every
distribution which has a bounded support� Also a fractal dimension
 scaled by
the dimension of the data
 occurs to be invariant� A new class of curves which
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retain a prescribed probability measure is de�ned and used for solving vector qu	
antization problems� In particular
 an asymptotic distortion error of quantizers is
investigated using the dimension error techniques� The notion of the space	�lling
curves is generalized also in another direction
 namely
 space	�lling surfaces and
their quasi	inverses are de�ned and investigated�

The above theoretical results form foundations for deriving new classes of
decision	making algorithms
 which are applicable in a variety of control system
tasks� In particular
 the notion of a multi	chart is introduced
 together with a new
method of detecting system faults� In addition to new fast algorithms of vec	
tor quantization and pattern recognition
 also their asymptotics is investigated

providing a theoretical foundations for their use in monitoring and diagnosis of
a system state� In some cases simple heuristic algorithms
 having solid support
in the simulations
 are also discussed�

The important feature of all the decision algorithms
 resulting from the me	
thods considered in the monograph
 is their low computational complexity�
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