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APROKSYMACJA FUNKCJI INTENSYWNOSCI ZGONOW

1. Wstep

Przez wiele lat ludzie probowali znalez¢ rozklad trwania zycia. Jednak badania
pokazaty, ze zycia nie da si¢ opisaé za pomocq rozktadu deterministycznego, tzn.
ze nie mozna powiedzie¢ jednoznacznie, jak diugie bedzie zycie poszczegdlnych
0s0b. Dlatego trwanie zycia zaczeto opisywacé zmienng losowa. Tak powstata ma-
tematyka ubezpieczen na zycie.

Na podstawie danych empirycznych buduje si¢ tzw. tablice trwania zycia, ktdre
stuza do analizy umieralnosci. Dane zbierane sy w przedziatach wieku, najczgsciej
diugosci jednego roku lub kilku lat, dlatego funkcje szacowane na ich podstawie sa
dyskretne. Nastepnie wyznacza si¢ ich ciagte odpowiedniki.

Tradycyjnie firmy ubezpieczeniowe wyplacaly klientom swiadczenia z tytutu
zajécia zdarzenia ubezpieczeniowego na koniec okresu rozliczeniowego, np. mie-
siaca, kwartatu. Obecnie coraz czesciej proponuje si¢ wyplate swiadczenia w do-
wolnym momencie trwania ubezpieczenia, po przedstawieniu odpowiednich do-
kumentow. Operacja taka wymaga okreslenia analitycznej postaci funkcji inten-
sywnosci wystapienia zdarzenia ubezpieczeniowego. W niniejszym artykule zaj-
miemy si¢ najczesciej ubezpieczanym zdarzeniem — smiercig ubezpieczonego.

Celem pracy jest aproksymacja funkeji intensywnosci zgonéw na podstawie
danych zawartych w polskich tablicach trwania zycia i na podstawie znanych z lite-
ratury praw wymieralnosci kohorty. Wiek osoby oznacza si¢ przez x, dla
x=0,1,2,...,w. Jezeli na poczatku rozwazanego okresu osoba jest w wieku x, pod
koniec w wieku x +1 (o jeden rok starsza), to ogdlnie rozwaza si¢ osobg w prze-
dziale wieku (x,x+1). Ponadto ostatni przedzial pozostawia si¢ nieskonczony
(w, + ).

W tablicach trwania zycia zawarte s przede wszystkim dwie funkcje:

— liczba osdb dozywajacych,
— liczba zmartych.
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Liczba dozywajacych /, okresla liczbg oséb, ktére z kohorty poczatkowej o li-
czebnosci [y, dozyly wieku x. Liczba zmarfych, oznaczana d,., okresla liczbe oséb
zmarlych w przedziale wieku (x, x +1). Za poczatkowa liczebnos¢ badanej kohor-
ty, Iy, przyjmujg si¢ liczbe okragta, np. 100 000, 1 000 000; w ten sposéb latwiej
poréwnac trwania zycia roznych kohort.

Zwiazek pomigdzy liczba dozywajacych a liczba zmartych jest nastepujacy:

lx+l :lx—dx dlax=01,2,..,w-1,

przy czym [, =d,, orazdy +d| +... +d,, = .

W tablicy trwania zycia rozpatruje si¢ rowniez funkcj¢ prawdopodobienstwa
zgonu, oznaczang ¢q,. Okresla ona prawdopodobiefistwo warunkowe zgonu w wie-
ku (x, x + 1) pod warunkiem dozycia wieku x. Ponadto wyznacza si¢ funkcje praw-
dopodobienstwa przezycia, oznaczang symbolem p.. Funkcja ta okresla prawdo-
podobienstwo, ze osoba w wieku x dozyje wieku x + | (przezyje 1 rok) i jest rowna:

Py =1-¢q,.

W rzeczywistosci w tablicy umieszcza si¢ tylko oceny, obliczone na podstawie
zaobserwowanej liczby zgonow i liczebnosci kohorty w kolejnych latach. Ocena
prawdopodobienstwa zgonu wyznaczong metody najwigkszej wiarygodnosci (por.
[Bolestawski 1973]) jest:

~ d,
qxz_'\'

/

X

Tabela 1 przedstawia fragment tablicy trwania zycia.

Funkgja, ktorej aproksymacje chcemy przeprowadzi¢, to funkcja intensywnosci
zgondw, oznaczana u(x), czyli taka, ze wartos¢ p(x)h+ o(h) jest warunkowym
prawdopodobieristwem zgonu w nieskoitczenie matym przedziale (x,x+h).

Tabela 1. Fragment tablicy trwania zycia m¢zcezyzn 2002

Wiek Liczba dozywajacych | Liczba zmarlych | Prawdopodobiefistwo zgonu

X /.r d.\' 9x

0 100 000 813 0,00813

1 99 187 53 0,000534

2 99 133 38 0,000383

3 99 096 27 0,000272

4 99 069 22 0,000222

3 99 047 20 0,000202

6 99 027 19 0,000192

7 99 009 20 0,000202

Zrédlo: www.stat.gov.pl.


http://www.stat.gov.pl
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Wyprowadzenie wzoru na funkcjg¢ intensywnosci zgonéw mozna znalez¢ w pracach
L. Bolestawskiego [1973] i M. Cieslak [1992].

W przedziale (x, x + 1) prawdopodobienstwo warunkowe dozycia wieku x +1,
pod warunkiem dozycia wieku x, jest rowne:

x+1
Px =expy— | u(s)ds;.

X
Wobec tego prawdopodobienstwo $smierci w tym przedziale wynosi:
x+1
gy =1—expy— J;J(._s')ds . 08
X

Zaleznos¢ (1) i prawa wymieralnosci, opisane w nastgpnym punkcie, pozwalaja
aproksymowac funkcje intensywnosci zgonow zi(x).

2. Rozklady intensywnosci zgonéw i prawdopodobienstwa zgonéw

Na podstawie danych dostgpnych w tablicach trwania zycia nie mozna od razu
wyznaczy¢ intensywnosci zgonow. W literaturze [Ostasiewicz 2000] podaje sig¢
pewne rozklady zwane prawami wymierania, niestety zadne z nich nie opisuja
dokiadnie rozkladu trwania zycia. Sg to m.in.:

1. Prawo Gompertza

p(t)=Bc', B,t>0,c>1.
2. Prawo Gompertza—Makehama
u(ty=A+Bc', B,t>0, A>-B,c>1.
3. Prawo Weibulla
u(t)=DBt", B.n t>0.

Zauwazmy, ze prawo Gompertza—Makehama jest uogélnieniem prawa Gom-
pertza.

W niniejszej pracy aproksymacja funkcji intensywnosci u(r) sprowadza sig do
wyznaczenia parametrow A4, B i c. W tym celu, na podstawie wymienionych praw
i zaleznosci (1), wyznaczono prawdopodobienstwa zgonu postaci:

Be'(1-¢))
Inc

Go=1- exp{ @)
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g =1—exp{&%—f!}, ®
A B n+l n+l
Gx =1-exp{E(x" - (x4 ™)}, 4)

Parametry 4, B i ¢ mozna wyznaczy¢ na podstawie wzoréw (2), (3), (4), mini-
malizujac réznice migdzy wartosciami q,, wzigtymi z tablic trwania zycia, a war-
tosciami g,, wystepujacymi we wzorach (2), (3) i (4).

3. Mierniki réznic miedzy warto$ciami ¢, a aproksymowanymi
wartosciami g,

Mierniki réznic M miedzy wartosciami g, a ¢, moga byé nastepujace:
— suma kwadratow odleglosci (tzw. blad sredniokwadratowy)

n
A2
M=% (q;-4i)> (%)
i=1
— suma odlegtosci
n
My =Y lg; -4l (6)
i=1
— maksimum odlegtosci
My = max|g; - G|, (7
!

— $redni btad procentowy

Cidei-d
M4—nZ P

i=1

(8

Im mniejsze wartosci wymienionych miernikow, tym lepsze dopasowanie estyma-
tora.

4. Przyklad

Na podstawie danych dotyczacych umieralnosci me¢zczyzn w roku 2002 podje-
to probe aproksymacji wartosci g,, a nastgpnie funkcji intensywnosci zgondw.
Rozwazono przypadki, kiedy funkcje g, przybieraja postac (3), (4) lub posta¢ wie-
lomianu trzeciego stopnia. Przyjmowano jedna posta¢ funkcji g, dla catego rozwa-
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zanego okresu, albo oddzielne postaci funkcji g, dla wyréznionych okreséw czasu
(trzy segmenty). Uwzgledniano rézne mierniki réznic migdzy wartosciami g,
a warto$ciami ¢, .

W kazdym przypadku (tj. dla ustalonego miernika réznic migdzy ¢, a war-
tosciami g, oraz dla ustalonej postaci funkcji ¢, ) wielokrotnie wyznaczano para-
metry funkcji ¢, i ostatecznie wybierano ten ,,zestaw” parametréw, dla ktérych
miernik M przyjat warto$¢ najmniejsza.

Jesli funkcja g, byla wielomianem, wowczas do wyznaczenia jej parametréw

zamiast metod numerycznych wykorzystano metode najmniejszych kwadratow.
Minimalizowano wtedy warto$¢ M.

4.1. Aproksymacja parametrow funkeji Gompertza-Makehama

W pierwszej kolejnosci przyjeto, ze g, jest dane wzorem (3) i jako miernik
dopasowania przyj¢to M. Otrzymano nastgpujace parametry wymienionej funkc;ji:
A=0, B=0,0002, C=1,0798 oraz wartos¢ M, =0,00011. Wartoici q, oraz g,
podano na rys. 1 oraz na rys. 2. Z rysunku 2 wynika, ze pojawia sig¢ szczegdlnie
duza réznica miedzy gq, oraz ¢, dla roku zerowego. Dodatkowo widaé spadek
wartosci g, w latach: 0, 1, 2, 3 oraz wzrost wartosci ¢, w kolejnych latach, pod-
czas gdy wartosci g, zawsze rosna.
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Rys. 1. Wartosci ¢, oraz wartoéci ¢, wyznaczone za pomocg funkcji Gompertza—Makehama

Zrédio: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Wartosci g, oraz g, wyznaczone za pomoca funkcji Gompertza-Makehama, dane dla oséb

Zr6dlo: opracowanie wiasne.

w wieku do 28 lat (0-28)

Z tych powoddéw wyznaczono funkcj¢ Gompertza—Makehama ponownie, ale

dla 0oséb w wieku od 4 do 100 lat. Parametry wyznaczano trzema sposobami, za
kazdym razem minimalizujac warto$¢ jednego z miernikéw M, M,, M3. Warto-

sci parametréw, wymienionych miernikéw M oraz dodatkowo miernika M, poda-

no w tab. 2. Widaé, ze trzema sposobami otrzymano dosy¢ podobne parametry.

W kazdym przypadku parametr 4 wynosi zero, co oznacza, ze dla rozwazanych

danych funkcja Gompertza—-Makehama jest réwnowazna funkcji Gompertza.
We wszystkich przypadkach btad procentowy M, byt dosé duzy, rzgdu 20-30%.

Tabela 2. Parametry funkcji Gompertza-Makehama dla réznych kryteriéw oceny réznicy miedzy g, a g,

K“rﬁg:n;:é: :Ify A B C My My M, M,
min M, 0,0002 |{1,07978 | 4,858E-05| 0.056116 0,002476 19,4
min M, 0 10,00019 [1,080407| 6,938E-05| 0,050585 0,004537 17,1
min M, 0 10,000234(1,077966] 0,0001813] 0,108104 0,00255 27,6

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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4.2. Aproksymacja parametrow funkcji Weibulla

W drugiej kolejnosci przyjeto, ze funkcja g, ma posta¢ funkcji Weibulla, czyli
dana jest wzorem (4). Funkcje te wyznaczono dla oséb w wieku do 100 lat (0-100),
minimalizujac wartos¢ M, (rys. 3).
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Rys. 3. Wartosci g, oraz wartosci ¢, wyznaczone za pomocg funkcji Weibulla

Zrodto: opracowanie wiasne.

Z tych samych powodow co poprzednio wyznaczono dodatkowo funkcje
Weibulla dla os6b w wieku od 4 do 100 lat. Parametrow tej funkcji szukano trzema
sposobami, tak by zminimalizowa¢ warto$¢ ustalonego bledu: M,;, M, lub Mj.

Wyniki podano w tab. 3. Wynika z nich, ze w kazdym przypadku otrzymano bar-
dzo duze procentowe roznice migdzy g, a g, — wartosci My sa rzgdu 100-1000%.

Tabela 3. Parametry funkcji Weibulla dla réznych kryleriéw oceny réznicy miedzy g, a g,

IKr)fterium réinjcy y B c M, M, M,
miedzy g, a g,
min M, 4,05E-07 | 2,91028 0,118889 2486776 | 0,121029 190,9
min M, 4,05E-07| 2,91028 0,145823 2268907 | 0,1623 142,5
min M, 0,000203| 1,573974 | 0.479272 5,888284 { 0,109094 | 12610

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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4.3. Aproksymacja parametréw funkcji ¢, w segmentach

W poprzednich przypadkach wyznaczanie funkcji ¢, dla wszystkich lub pra-
wie wszystkich danych powodowato duze bledy procentowe M, . Dlatego posta-
nowiono wyznaczy¢ oddzielne funkcje dla wyrdznionych okreséw. Zbadano zmia-
ny wartosci g, i przykltadowej funkcji Gompertza—Makehama w poszczegdlnych
latach i wyrdzniono trzy okresy (segmenty) danych, (rys. 4, 51 6):

— okres 1 (segment 1), wiek 4-19 lat,
— okres 2 (segment 2), wiek 20-50 lat,
— okres 3 (segment 3), wiek 51-100 lat.

Dla poszczegdlnych segmentow osobno wyznaczono funkcje Gompertza—Ma-
kehama oraz wielomian trzeciego stopnia. W kazdym przypadku minimalizowano
warto$¢ M. Parametry funkcji g, oraz warto$ci M| i dodatkowo pozostalych
miernikéw M podano w tab. 4 i 5.

Analiza ostatniego wiersza tab. 4, w ktérym podano sumaryczne wartosci M|,
M, , M oraz usredniona wartos¢ M, dla wszystkich segmentow tacznie, pozwala
stwierdzié, ze wyznaczanie funkcji Gompertza—Makehama w segmentach powodu-
je wyrazne zmniejszenie wartosci miernikow M w poréwnaniu z przypadkiem,
kiedy funkcja ta jest wyznaczana dla danych 4-100. Na przyktad btad M, zmniej-
sza si¢ z wartosci rzedu 20-30% do wartosci 2,48%.

Jak pokazuje dodatkowo tab. S, jeszcze mniejsze wartosci M mozna uzyskac,
stosujac wielomian. Ostatecznie najmniejsze roznice miedzy g, a ¢, wystepuja
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Rys. 4. Wartosci g, dla os6b w wieku od 2 do 24 lat

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 5. Wartosci g, dla oséb w wieku od 17 do 56 lat

Zr6dlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 6. Wartosci g, dla 0séb w wicku od 44 do 100 lat

Zrédlo: opracowanie wiasne,

w segmentach pierwszym i drugim dla wielomianu oraz w segmencie trzecim dla
funkcji Gompertza—-Makehama. W tym przypadku $redni btad M, wyniesie 2,09%.
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Tabela 4. Funkcja Gompertza—Makehama w poszczeg6lnych segmentach

Segmenty A B C M,y M, M, My [%)]
4-19 0,0002 | 1E-06 [ 1.4335 513-05 0,0561 0,00248 19,4
20-50 0,0007 | 3E-05 | 1.,1202 4E-07 0.0034 | 0,00025 4,9
51-100 0 0.0002 | 1.0797 3E-05 0,036 0,0023 1,4
Wszystkie segmenty 31-05 0,0353 0,00192 2,48

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 5. Wielomian trzeciego stopnia w poszczegdlnych segmentach

Segmenty D C B A M, M, M, My [%]
4-19 -5E-05 0,0001 —2E-05 | 7E-07 1£-08 0.0004 6,1E-05 6,4
20-50 -0,0031 | 0,0005 | —2E-05 | 41:-07 515-08 0,001 7,2E-05 1,4
51-100 -0.7038 | 0,0354 | —0,0006 | 4L:-06 3E-05 0,0339 0,00192 1,9

Zr6dlo: opracowanie wlasne.
4.4. Funkcja intensywnosci

W przypadku kiedy funkcja ¢, byta aproksymowana w segmentach otrzymano
nizsze wartosci miernikow M niz w przypadku kiedy funkcja g, byfa aproksymo-
wana dla danych z zakresu wieku 4-100 lat. Dlatego podana nizej funkcje¢ inten-
sywno$ci wyznaczono na podstawie funkcji g, aproksymowanych w okreslonych

wyzej segmentach.
Na podstawie oszacowanych parametrow (tab. 4) funkcja intensywnosci, spet-
niajaca prawo Gompertza—Makehama, ma nastgpujaca postaé

0,0002 +0,000001-1.4335" dla ¢ €[4, 20),
2(£) ={0,0007 +0,00003-1,1202°  dlar €[20,51),
0+0,0002-1,079" dla 1 €[51,100).

Ponizej podano takze funkcj¢ intensywnosci wyznaczong na podstawie ¢,, dla
ktorej otrzymano najmniejsza wartos¢ miernika M| (w dwoch pierwszych segmen-
tach g, jest wielomianem trzeciego stopnia, w ostatnim segmencie g, to funkcja
Gompertza—Makehama). Jesli g, jest wielomianem trzeciego stopnia, to nie mozna
podaé jawnej postaci funkcji intensywnosci. Dlatego funkcjg¢ intensywnosci zapi-
sano w postaci uwiklanej, jako:

" ~0,00005 +0,00017 ~0,00002/2 dla t [4,20),
1-expd- j,u(l)dt =g, =4-0,0031+0,0005¢ —0,00002/> +4-107" > dla t €[20,51),

x |- exol 2:0002:1,0797' (1-1,0797)
P In1,0797

} dla €[51,100).
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5. Wnioski

1. W badanym przypadku otrzymuje si¢ duze réznice migdzy warto$ciami g, a
warto$ciami aproksymowanymi ¢,, ksztaltujace si¢ zgodnie z prawem Gom-
pertza—Makehama lub Weibulla.

2. Wyznaczenie funkcji g, Gompertza—Makehama w segmentach wyraznie
zmniejsza te roznice.

3. Funkcja g, postaci wielomianu trzeciego stopnia jest lepiej dopasowana do
danych dla pierwszych dwoch segmentéw niz funkcja g, postaci Gompertza—
Makehama. Jednak przy zatozeniu, ze g, jest wielomianem, nie mozna funkcji
intensywnosci przedstawi¢ w postaci jawnej.
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THE APPROXIMATION OF THE FORCE OF MORTALITY

Summary

The mortality analysis of the population is carried out on the basis of the life tables. They include
the discreet functions (e.g. death probability function) but their continuous equivalents can be
approximated (e.g. the force of mortality).

In the paper we have carried out the approximation of the force of mortality on the basis of the
data taken from the Polish life tables. In order to do that we have used the analytical distribution of
the future lifetime (the simple formula expressing the force of mortality) known from the insurance
literature. 3rd order polynomial was also utilized.

Mgr inz. Magdalena Sipa i dr Renata Gnitecka sa pracownicami Katedry Statystyki Akademii
I:kkonomicznej we Wroclawiu.
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