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BADANIE PEWNEGO ESTYMATORA
PRAWDOPODOBIENSTWA RUINY

We wspoélczesnym swiecie czgsto spotykamy si¢ z ocena statystyczna roéznych
zjawisk. Za pomoca narzedzi statystyki staramy si¢ opisac, zrozumieé i przewidy-
waé zjawiska, np. w polityce, ekonomii, naukach przyrodniczych, a nawet humani-
stycznych.

Jednym z takich zjawisk jest bankructwo firmy ubezpieczeniowej. Pracujacy
w niej aktuariusze staraja si¢ oszacowac szanse ,,przezycia” firmy. Planujac wyso-
kos¢ skiadek, ale takze inwestycji i reasekuracji, musza bra¢ pod uwage, jak ich
zmiany wplyna na prawdopodobienstwo ruiny firmy lub danego ubezpieczenia.
Analiza i aproksymacja prawdopodobienstwa ruiny jest gldwnym zadaniem teorii
ryzyka ubezpieczeniowego. Ryzyko ubezpieczyciela, okreslane jako prawdopodo-
bienstwo ruiny, powinno podlega¢ badaniu i ocenie ze wzgledu na dobro ubezpie-
czajacych, ubezpieczonych i rynku ubezpieczen. Teoretyczne badania pokazuja, ze
tylko w niektorych szczegdlnych modelach mozna analitycznie wyznaczyé praw-
dopodobienistwo ruiny, dlatego symulacje komputerowe maja tutaj duze znaczenie.
Ponadto zwykta metoda Monte Carlo nie daje dobrych wynikow. Dzieje sie tak
z dwoch powodow. Po pierwsze, ruina jest tzw. zdarzeniem rzadkim, tzn. takim,

ktorego prawdopodobienstwo jest rzgdu 1073 lub mniejsze. Po drugie, nie ma moz-
liwosci empirycznego sprawdzenia, czy jakies zdarzenie nigdy nie zajdzie. Moze-
my co najwyzej sprawdzaé, czy nie nastapi ono w skonczonym czasie. Dla duzej
doktadnosci musielibySmy bra¢ bardzo dlugie odcinki czasu, co oczywiscie spo-
walnia pracg¢ komputera, wymaga wigkszej pamigci operacyjnej i zawsze bedzie
prawdopodobienistwem ruiny na skonczonym horyzoncie czasu. Dlatego w przy-
padku estymacji prawdopodobienstwa ruiny na nieskoficzonym horyzoncie czaso-
wym stosuje si¢ metod¢ zamiany miary (istotnosciowe probkowanie), eliminujaca
problem nieskoficzonosci horyzontu czasu, i redukuje btad obliczen (por. np.
[Kwasniewska 2002; Rolski, Schmidli, Schmidt, Teugels 1999]).
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Z podobnym problemem spotykamy si¢ takze w dziedzinach takich, jak teoria
modeli fluidowych (por. np. Norros 1997; Debicki, Michna, Rolski 2003]), majacej
zastosowanie w nowoczesnych sieciach telekomunikacyjnych (prawdopodobien-
stwo przepetnienia bufora).

W wigkszosci modeli zaklada sig, ze szkody sa niezalezne. Najbardziej znanym
jest model Craméra-Lundberga, w ktorym przyjmuje si¢, ze kapital firmy ubezpie-
czeniowej w chwili # mozna opisa¢ wzorem:

N()
R(Oy=u+ct- D X,

i=1
gdzie u >0 jest kapitatem poczatkowym firmy, ¢ > 0 wielkoscia sktadki przypada-
jaca na jednostke czasu, {Xl}:il jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
opisujacych kolejne wyplacane odszkodowania, a {N(r)} (>0 Jest liczba wypta-
conych odszkodowan do chwili ¢ (najczgsciej przyjmuje si¢, ze jest to proces
Poissona).

Jednak w wielu przypadkach mozna zauwazy¢ pewna zaleznos$¢ miedzy wiel-
kosciami wyptacanych odszkodowan. W niniejszej pracy bedziemy estymowaé
prawdopodobienstwo ruiny w modelu dobrych i ztych okresow [Michna 2002], a
takze prawdopodobienstwo przepelnienia bufora w pewnych modelach fluidowych

(por. [Norros 1997]). W modelach tych tzw. ulamkowy ruch Browna z dryfem
dobrze przybliza i opisuje dane zjawiska. Rozpatrzmy zatem nastgpujacy proces:

R(t)=u+ct - By(1),

gdzie >0, ¢ >0, a By jest ulamkowym ruchem Browna. Utamkowy ruch Brow-
na jest procesem gaussowskim, H-samopodobnym o stacjonarnych przyrostach
(por. [Michna 2002]). Parametr Hursta H €(0,1) okresla zalezno$¢ miedzy jego

przyrostami. Dla H =% jest to standardowy ruch Browna (o przyrostach niezalez-

nych). Proces R przy pewnych zalozeniach przybliza proces ryzyka w modelu
dobrych i ztych okresow [Michna 2002]).

Bez straty ogolnosci mozna przyjac, ze c =1.

Niech

T(u) = inf{r > 0: R(t) < 0}.

Tak zdefiniowana zmienna losowa nazywana jest czasem ruiny dla procesu R,
tzn. T jest chwila, w ktorej kapital firmy spadnie ponizej zera. Naszym zadaniem
bedzie obliczenie prawdopodobienstwa ruiny P(T <) (w teorii modeli fluido-

wych — prawdopodobienstwa przepelnienia bufora). Poniewaz nie ma analityczne-
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go wzoru, z ktdrego wprost mozna wyznaczyc¢ t¢ wielkosé, zastosujemy symulacje
komputerowe oparte na metodzie zamiany miary.
Wiemy, ze ruina firmy, ktorej wielkos¢ kapitalu w chwili 1 opisywana jest

przez proces {R(t)} 150’ jest zdarzeniem rzadkim. Dlatego zastosujemy metode

istotnosciowego probkowania. Przyjmijmy nastgpujace oznaczenie:
o ,(w) = inf{t>0:u—at - By(r) <0}.

Wtedy oczywiscie T(#) =0 _.(u). Dlaa>0 P(o,(u)<o)=1.

Mozna pokazaé [Michna 1999], ze:

dla dowolnych a>0 i %< H<1

P(T <o) = Eexp{~(1+a)M(c,)-Lc3 (1+a)? 221}, (1
2

! 1
gdzie: M(1) = ¢, [[(t-)s]2 ™" dByy(s),
0
cl_l =HQH- l)B(—g— -H H- %) i B oznacza funkcj¢ beta.

Poczatkowo badano estymator dla %<H <1. Potem zauwazono, ze mozna

go rozszerzy¢ na 0 < H <1. Jednak estymator prawdopodobienstwa ruiny w pracy
V.I. Piterbarga i T.A. Romanovej [2002] jest btgdny. Poniewaz stata ¢; nie byla

okreslona dla 0<Hs%. okresla si¢ ja innym wzorem, zachowujac zgodnosé

wartosci dla % < H<1. Mozna pokazaé, ze ¢ ' = 2Hl‘(% - H)F(H+ %)

Proces M, zdefiniowany jak wczesniej, ma nastgpujace wlasnosci:
— M jest procesem gaussowskim o niezaleznych przyrostach,
1)
— EM(t)=0, EM?(1)= c31*721  gdzie c3 = ,
AHH-D)IQ2- 2H)I‘(H+ %)

— dladowolnych 0<s <t EM(s)By(t) = s a wigc corr(By (1), M(1)) = cl
2

Wzor (1) jest prawdziwy dla H €(0,1). Ponadto wykorzystanie powyzszych
wlasnosci pozwala wyeliminowac z niego M, ktore jest zdefiniowane za pomoca
catki. Mozna pokaza¢, ze E[M(1)|B(t)]=1""2" By (1) oraz Var[ M(1)|By(1)]=

=(c3 -1)*7* Norros 1997].
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Poniewaz wiemy, ze M (t)IBH(t) jest zmienng losowa o rozkladzie normalnym
z parametrami podanymi powyzej, mozemy policzy¢ E[exp{— M(t)|BH(t)}].
Niech X ~ N(m, sz). Wtedy

Eexp{—X} —exp{és —m}
Stad
Elexp{-M©)}|By(1)]= exp{%(c% 1) 22 By (2 } .

W pracy V.1 Piterbarga i T.A. Romanovej w tym miejscu zostal popetniony btad.
Do wyznaczenia estymatora prawdopodobienstwa ruiny wykorzystamy jeszcze
nastgpujaca rownosc

By(o,(w)=u—-ac,(u),
oraz pewne wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej
EX = E[E[X|Y]| i E[XF(1)|Y]= E[X|Y]F (D).
Zatem:

P(T <) = Eexp{-(1+a)M(04) - L3 (1+a)? 03724} =

=E [exp{ (+a)M(c )——c2(1+a)2 22”}‘BH(0-)H:

—E E[exp{ ~(1+a)M(o 4 )|By o-a)}exp{——cz(l+a)2 2- ZH}H

= ELexp{l(l +a)2(c2 — 1)0‘%‘21{ (+ayo2H(y-ac, )} =

- exp{—5c2 (+a)’ o2 2”}}

= Eexp{%(a2 -1)0'3‘,_2"[ (a+ 1)0'l -2H } (2)
Dalej zajmiemy si¢ analiza nastgpujacego estymatora:

exp{—;—(az —1)0'3,_2H—(a+1)0] -2H }

Dla symulacji istotny jest zwiaszcza drugi moment estymatora. Im mniejsza
jest wariancja, tym lepszy jest estymator. Wazne jest wiec, zeby wariancja byla
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skoficzona. Im wigksze jest a, tym szybciej proces {u—at—BH(t)} />0 schodzi

ponizej zera, a to oznacza krotszy czas obliczen, ale wigksza wariancje.
Rozwazmy teraz funkcje

F(o)= exp{%(a2 - I)GZ—ZH —(a+ l)al-ZHu}, o>0.

Latwo pokazaé, ze funkcja ta jest ograniczona dla a <1, a wtedy wszystkie mo-
menty zmiennej losowej F (aa) sa skoficzone (co oczywiscie nie znaczy, ze dla

a > | sa nieskonczone). Dlatego w dalszych obliczeniach najczgsciej bedziemy sto-

sowali a=1. Zauwazmy, ze dla H =% i a=1 otrzymujemy dokladny wzér na

prawdopodobienstwo ruiny dla ruchu Browna:
P(T < 0) =exp{-2u}. 3)

Na podstawie wzoru (2) zostang przeprowadzone symulacje komputerowe
w programie MATLAB. Oznaczenia:

M - liczba trajektorii,

N —dlugosé trajektorii,

e — krok probkowania trajektorii.

Pr - prawdopodobienstwo ruiny,

Var — wariancja estymatora ruiny.

Etapy symulacji prawdopodobiefistwa ruiny:

1. Generujemy M trajektorii utamkowego ruchu Browna (opis metody [Davies,
Harte 1997]). Do trajektorii dodajemy liniowy dryf i otrzymujemy u —ar- Bh(t)
dlai=1,2,...,M oraz t=1,2,..., N. Dlugos¢ trajektorii trzeba tak dobra¢, zeby
kazda doszta do poziomu 0 (zachodzi to z prawdopodobienstwem 1).

2. Dla kazdej trajektorii wyznaczamy czas przejscia przez 0, czyli o{,,
i=1,2,.., M.

3. Obliczamy F(af,), i=1,2,...., M.

Mk

4. Warto$¢ estymatora otrzymujemy jako Srednia arytmetyczna T]/!_ F (o{,),
1

i
1 < 2( i 1 & Ni
. . . ’ . - i !
a jego wariancj¢ probkowa wyliczamy jako ﬁZ}F (aa) - VZ} F(aa) .
= i=

Na poczatku przedstawimy poréwnanie wynikéw uzyskanych za pomocg
dwdch estymatorow, pierwszego — okreslonego wzorem (1) i drugiego — okreslone-
go wzorem (2).
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Tabela 1. Por6wnanie estymatoréw dla ¥ =10, a=0.9, M =10000. ¢ =001.

H Metoda | Metoda 2

Pr Var Pr Var
0.6 3,1378-10°° 57248102 | 4,7518-10°° 1,1042-107"
0,7 5,4341.107* 7.1375-107 9,2216-107* 1,6606-107°
0,8 1,4500-107 5,6571-107 2,3121-1072 1,2950-107

Zrédto: opracowanie wiasne.

Jak wida¢ (tab. 1), réznice w wynikach sa dos¢ istotne, cho¢ rzad jest ten sam.
Jest to prawdopodobnie spowodowane numerycznym obliczaniem catki w pierw-
sZym estymatorze.

Zbadajmy dokladniej estymator okreslony wzorem (2). Poniewaz dla H :% i

a=1 otrzymujemy wzor analityczny na prawdopodobienstwo ruiny, mozemy
poréwnac z nim wyniki otrzymane przy innym parametrze a.

Mozna zauwazy¢ (tab. 2), ze wyniki uzyskane za pomoca symulacji niewiele
roznia si¢ od tych uzyskanych na podstawie wzoru (3).

Tabela wynikow (tab. 3) pokazuje, ze zmia-
na parametru a przy ustalonych innych parame-
trach ma pewien wplyw na wynik. Jesli chodzi
o czas obliczen, to oczywiscie im wigksze jest

a, tym czas jest krotszy. Jednak wzrost tego pa- a Pr Var
rametru powoduje zwigkszanie si¢ wariancji es- 1,00 [2,0611-10°° 0

. . ., . -9 —21
tymatora. Jak juz pisaliSmy, wiemy na pewno, 0,99 12.0591-10 5 4,2303:10 .
] o . L 0,90 [2,0581-10°]4,0711-10"'
ze dla a <1 wariancja jest skonczona. Nie wie-

my, jak jest dla pozostalych wartosci. W tym
przykladzie widoczna jest duza réznica warto-
§ci estymatora miedzy wynikami dla a=1,5
oraz dla a =2 i pozostalymi, a takze znaczny
wzrost wariancji.

Tabela 2. Poréwnanie wynikéw
dla H=0,5 dla réznych a przy
u=10, M=10000ie=001.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Zaleznos¢ wartosci esty-
matora od parametru a przy H = 0.6,
u=5 M=10000,e=0,1.

Zobaczmy teraz, jak zmienia si¢ wariancja 2 Pr | JVar _
lesnodei od tu liczby traiektorii dl 0,7 18,0071-107}2,7322:10
w zaleznosci od wazrostu liczby trajektorii dla 08 (8238110754965 107
kilku wartosci a (tab. 4). 09 |8.4206-10°|1.6826.10"
Dla g =1 wariancja estymatora zachowuje 0,99 [8,7185-10™*4,1707-1077
sie dosy¢ stabilnie, trochg mniej — dla a =11, 1,0 {8.6536-10~)4,5532-10”
3 5
w pozostalych przypadkach widoczny jest pe- I,I_|8,8891-10" | I,1188:10
wié)n wzrogwaﬁan};ﬁi yJestp 1,5 [9,1507-10*[1,9190-10°7
. - , 2,0 [4,2279-107°]1,0055-107!

Drugim parametrem wplywajacym na '

Zrédlo: opracowanie wiasne.

dokiadno$¢ obliczen jest krok probkowania e
(tab. 5), oczywiscie im mniejszy, tym lepiej.
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Tabela 4. Zaleznos$¢ wariancji estymatora od liczby trajektorii (H = 0,6,u=10,e =0,01)

M a=1 a=

1,1

a=15

a=2

Pr Var Pr

Var

Pr Var Pr

5000 (4,77 10°[2.81 .107""4,76 -107°

6,16 107"

4,49 -10°]1,68 -10°12,78 -10°[1,90 -

10000 [4,83 -10°(2,97 -107'"4,81 -10°°

6,32

107"

429 -10°]1,16 -10°[3,49 -10°(9,70 -

15000 (4,83 -10°[3,09 -107""(4,88 -10°

6,94 - 107"

4,69 -107°[1,76 -107°(3,51 107|956 -

20000 (4,85 -10°[3,16-107"4,92 -10°°

8,19 107"

4,64 -10°[1,51 -10°]3.29 -10°|7,49 -

30000 [4,82-10°[3,14 -107'"|4,88 -107°

8,23

107"

4,51 -10°]1,25 -10°]3,95 -10°{1,39 -

40000 (4,81 -10°[3,11-107""4,87

107°[8,11

107"

4,52 101,27 -107°(3,77 - 10°]1,26 -

50000 (4.81-10°3,12-107"4,89 .

10°[8,33

'10_”

4,73 -10°%[1,78 -107°(3.61 -107°(1,05

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 5. Zalezno$¢ wynikéw od kroku prob-

kowania e dla H=07, u=10, a=09,
M =10000
e Pr Var Pic

0,1 9,1768- 107~ | 1,6388-10° | 1.2447
0,05 [9,3227-107%]1,6738-10°| 1,2644
0,01 [9,1336-107|1,6763-10°| 1,2388
0,005 [9,3526-107 | 1,7978-10° | 1,2685
0,001 |8,9944-107]1,5849-10°| 1,2199

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 6. Zalezno$¢ prawdopodobienstwa ruiny
od parametru A (u=10. e=0.1. M =10000.

a=1)

H Pr H Pr

0,10 1,2047-107" 10,55| 1,4091-107"

0,15| 3,9170-107°% |0,60| 4,9672-10°%

0,20 4,1148-107 [0,65| 9209410

0,25 3,1845-10°2 [0,70( 9,2614-10™*

0,30 2,3541-10™"° [0,75| 5,8789-10®

0,35 2,2772-107'® [0,80( 2.3610-107"

0,40( 7,2119-10™ [0,85| 6,4225.10™

0,45 1,5751-10" 0,90 1.3311-10

0,50 2,0611-10%

Zrodto: opracowanie wlasne.

Zmiany wynikow ze wzgledu na
krok prébkowania nie sg bardzo wi-
doczne dla tej metody. Inaczej sytua-
cja przedstawiata si¢ dla estymatora
(1). Wyniki uzyskane dla e=0,1 i dla
e=0,01 byly istotnie rézne. Od-
powiedzialna za to jest przyblizona
metoda obliczania calki.

Zobaczmy na koniec, jak zmienia
si¢ prawdopodobienstwo ruiny w za-
leznosci od parametréw procesu ryzy-
ka (tab. 6).

Wyniki te wykazuja silng zalez-
nos¢ prawdopodobienstwa ruiny od
parametru H, dlatego istotne jest do-
pasowanie tego parametru do danego
modelu.
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ANALYSIS OF A CERTAIN ESTIMATOR OF RUIN PROBABILITY

Summary

In the paper we analyse a certain estimator of ruin probability in the risk model of good and bad
periods and the probability of the buffer overflow which is the most important quantity in performan-
ce of high-speed telecommunication networks. We indicate an error in Piterbarg’s and Romanova’s
article and investigate the second moment of this estimator. Finally, we present some numerical
results.
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