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1. Wstep

Niekompletnos¢ danych, bedacych przedmiotem analizy, moze stwarzaé pro-
blemy wielu klasycznym metodom analizy danych. Problem ten, mimo istnienia
wielu publikacji, nie zostal jednoznacznie rozwiazany [Grabinski, Wydmus, Zelias
1979; Little, Rubin 2002; Little 1988; Kordos 1998; Pawetek 1996; Shafer 1997].

Wyrémiamy dwa rodzaje badan analizy danych nickompletnych. Pierwszy z
nich rozwija metody odpome na wystapienie danych niekompletnych. Uwaza sig,
ze braki danych sa integralna czescig zbioru danych, majaq bowiem taki sam wplyw
na zaséb informacji jak dane istniejace. Z tego wzgledu ich szacowanie uwaza sig¢
za niewlasciwe — w mys$l zasady: brak danych jest réwniez informacja. Ten rodzaj
badan kladzie silny nacisk na mozliwos¢ tworzenia takich narzedzi analizy danych,
ktore daja statystycznie prawidlowe mechanizmy wnioskowania o parametrach
rozkiadéw zmiennych okreslonych dla badanej zbiorowosci. Drugi rodzaj jest re-
prezentowany przez ogdlnie rozumiane metody podstawiania czy uzupetniania da-
nych brakujacych. Jego celem jest rozwdj metod pozwalajacych na uzupetnienie
danych w taki spos6b, aby rozklad prawdopodobienstwa poszczegélnych zmien-
nych z uzupelnionymi brakujacymi danymi byl zgodny z rozkltadem dla okreslo-
nych zmiennych w populacji.

Metody szacowania danych niekompletnych mozna réwniez podzieli¢ na dwie
grupy: parametryczne — tzn. metody zaktadajace postaé rozkladu w zbiorowosci, z
ktérej pochodzi prébka — oraz metody nieparametryczne.

W niniejszym artykule zostana poréwnane trzy metody: metoda MI (multiple
imputation), metoda SI-EM (single imputation), wykorzystujaca algorytm EM,
oraz metoda SOM (self-organized map). Dwie pierwsze naleza do metod parame-
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trycznych, zakladajacych, ze prébka pochodzi z populacji o wielowymiarowym
rozkladzie normalnym, trzecia — do metod nieparametrycznych, w ktérych nie za-
ktada si¢ postaci rozkladu. Jako implementacj¢ procedury MI wykorzystano algo-
rytm zawarty w pakiecie analitycznym SAS, procedury SI-EM — modut MVA z
pakietu SPSS, z kolei implementacja SOM pochodzi z pakietu opracowanego i
udost¢pnionego przez zespét kierowany przez autora metody [Kohonen, Hynninen,
Kangas 1995]. Artykut ten stanowi kontynuacj¢ badan autora dotyczacych oceny
wlasciwosci metody SOM w analizie danych niekompletnych o charakterze prze-
krojowym [Grabowski 1998; 1999; 2004].

2. Mechanizmy powstawania brakéow danych

W pracy [Little, Rubin 2002; Little 1988] zdefiniowano trzy typy mechani-
zméw powstawania brakéw danych w zbiorach o charakterze przekrojowym.

1. MCAR (missing completely at random) — ma on charakter czysto losowy.
Pojawienie si¢ brakéw danych jest niezalezne zaré6wno od obserwowalnej czgsci
danych, jak i od tej czg¢éei danych, ktérej brakuje. Oznacza to, ze nalezy si¢ spo-
dziewaé, iz estymowane wartosci parametréw rozktadu analizowanej zmiennej, z
ktérego pochodzi dana prébka, sa takie same dia danych petnych i brakujacych.

2. MAR (missing at random) — w mechanizmie tym braki danych zaleza jedy-
nie od obserwowalnej czg¢sci danych i réwnoczesnie nie sa zalezne od czg¢sci nieob-
serwowanej. MAR jest zalozeniem, na ktérym opiera si¢ wigkszos¢ z metod uzu-
peniania danych niekompletnych.

3. NMAR (not missing at random, non-ignorable) — w przeciwienstwie do
MCAR i MAR, mechanizm tennie jest losowy. Braki danych zaleza od warto$ci
zmiennej, ktorej te braki dotycza. W NMAR prawdopodobienstwo wystapienia
braku danych jest znacznie wigksze dla pewnych wartosci tej zmiennej. Na przy-
kiad, w badaniach spoteczno-ekonomicznych, dotyczacych dochodéw ludnosci,
dos¢ powszechnym zjawiskiem jest zatajanie dochodéw, gdy przekrocza one pew-
na wartos¢. NMAR to niewatpliwie najtrudniejszy mechanizm z metodologicznego
punktu widzenia i nie ma jeszcze metod dajacych tutaj satysfakcjonujace rozwia-
zania.

Nalezy jednak zaznaczy¢, Zze rozwazania te maja charakter teoretyczny. Nie ma
bowiem spéjnego zestawu testéw statystycznych, pozwalajacych oceni¢ charakter
mechanizmu powstawania brak6w danych, tj. zakwalifikowania okreslonego zbio-
ru danych do jednej z trzech grup: MCAR, MAR lub NMAR. Jedyny test, opisany
w pracy [Little 1988], pozwala jedynie zweryfikowaé hipotez¢ o MCAR.

3. Test MCAR

Little [1988] zaproponowat test statystyczny pozwalajacy zweryfikowa¢ hipote-
zy o wystapieniu mechanizmu MCAR.
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Macierz, ktéra postuzy do konstrukcji statystyki testowej, sklada si¢ z p kolumn
oraz J wierszy. Kolumny odpowiadaja zmiennym z macierzy obserwacji, wiersze
zas stanowig wektory be¢dace unikalnymi wzorcami brakujacych danych. Liczba
mozliwych wzorcéw brakujacych danych wynosi 2°, m; stanowi liczbg obserwacji,

w ktérych braki danych wystgpuja zgodnie z j-tym wzorcem, 2 i 3 s estymato-
rami najwigkszej wiarygodnosci p-wymiarowego rozkladu normalnego, bazujace-

go na danych istniejacych, £, i A;,L_ ; Sa podzbiorami parametréw,

odpowiadajacymi obserwacjom pelnym dla wzorca j (odpowiednio: wektor o

wymiarze p; oraz macierz 0 wymiarach p;Xp;), ay,, ;0zZnacza p-wymiarowy

wektor srednich, obliczony na danych posiadajacych wzorzec brakéw j. Statystyka
testowa ma postaé:

J J .
d’= Zldjz = Zl:mj(yabs.j _ﬁob:.j)z;;:,j(yob:.j _ﬁob:.j)T' ¢y
j= Jj=
Ma ona asymptotyczny rozktad 3 o liczbie stopni swobody wyrazonej wzorem:
J
>.p,-p )
Jj=1

Na podstawie tak zdefiniowanej statystyki weryfikujemy hipoteze:

Hj: mechanizm brakéw danych jest typu MCAR,

H,: mechanizm brakéw danych nie jest typu MCAR.

Jesli wartos¢ prawdopodobienstwa testowego p-value nie przekroczy zatozonej
wartosci & (poziomu istotnosci), to nalezy odrzuci¢ hipotez¢ Hy. Graficzng interpre-
tacje testu MCAR mozna znalezé w pracy [Hesterberg 1999]. Jest ona szczeg6lnie
interesujaca w przypadku odrzucenia Hy, gdyz ukazuje powody odrzucenia H.

4. Eksperyment symulacyjny

W celu przeprowadzenia eksperymentu symulacyjnego, majacego na celu zba-
danie efektywnosci wymienionych metod uzupetniania danych niekompletnych w
ré6znych mechanizmach powstawania brakéw danych, wygenerowano 4-wymiaro-
we zbiory danych przekrojowych bedacych prébkami z populacji o réznych roz-
ktadach. Nastgpnie losowo, zgodnie z odpowiednim mechanizmem powstawania
brakéw danych, usunigto z nich cz¢s¢ danych i zachowano dane oryginalne, aby
mieé podstawe do pézniejszego okreslenia biedu szacunku.

Po wygenerowaniu poszczegélnych zbior6w testowych rézmicowano je pod
wzgledem takich przypadkéw, jak:

e typ rozkladu — wielowymiarowy normalny oraz wielowymiarowy dwumodalny.
e procent brakéw danych - 3, 10 i 20%.
¢ mechanizmy brakéw danych - MCAR, MAR, NMAR.
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W rezultacie otrzymano 18 zbioréw testowych. Ponizej opisano poszczegélne
przypadki zbioréw danych. Kazdy z nich poprzedzono identyfikatorem uzytym w
badaniach:

e NU_4 - prébka 150 obserwacji pochodzacych ze standardowego 4-

wymiarowe-go rozkiadu normalnego N(0;I),

e NMD24 - prébka 150 obserwacji pochodzacych z mieszanki dwéch rozktadéw
normalnych N(5;I) oraz N(-5;I); po 75 obserwacji z kazdej z podpopulacji.

Dla kazdego z wymienioych przypadkéw wygenerowano 9 zbioréw danych
(usuwano odpowiednio 3, 10 i 20% brakéw danych, uwzgledniajac mechanizmy
MCAR, MAR i NMAR)

Poszczeg6ine mechanizmy brakéw danych realizowano w opisany sposéb:

1. Realizujac mechanizm MCAR w przypadku zaréwno jednomodalnym, jak
1 dwumodalnym, dane usuwano losowo. Korzystano z pseudolosowego generatora
rozkladu réwnomiemego, dostarczajacego par liczb z przedziatu (O; 1). Nastgpnie
mnozono pierwszg liczbg przez 150 i tak otrzymana wartos¢ zaokraglano do naj-
blizszej liczby naturalnej. W ten sposéb otrzymywano numer obserwacji (wiersza).
Druga liczbe mnozono przez 4, zaokraglano do najblizszej liczby naturalnej i w ten
sposéb otrzymywano numer kolumny (zmiennej). Gdy wylosowany numer wiersza
oraz kolumny powtarzat si¢, losowano nastgpna pare wartosci.

2. Mechanizm MAR realizowano nastgpujaco. Aby wygenerowac braki danych
w okresionej zmiennej, dla kazdej obserwacji obliczano dlugosé euklidesowa wek-
tora skladajacego si¢ z komponentéw pozostalych trzech zmiennych (liczba
zmiennych wynosita 4 w kazdym ze zbioréw testowych)'. Nastepnie dokonywano
liniowego uporzadkowania zbioru danych wedtug wzrastajacych wartosci obliczo-
nych w opisany wyzej spos6b dlugosci. Kolejng czynnoscia bylo usunigcie danych
ze zmiennej, ktérej komponent nie wchodzit w sklad 3-elementowego wektora.
Aby to zrobi¢, losowo generowano numer wiersza (podobnie jak w MCAR), jed-
nak zbiér obserwacji ograniczano jedynie do tych, dla ktérych dtugos¢ opisanego
wyzej wektora byla mniejsza od sredniej wartosci dtugosci dla wszystkich obser-
wacji.

3. W mechanizmie NMAR, aby wygenerowaé braki danych dla okreslonej
zmiennej, najpierw dokonywano liniowego uporzadkowania zbioru wedtug wzra-
stajacych wartosci tej zmiennej. Nastepnie losowo generowano numer wiersza (po-
dobnie jak w MCAR), jednak zbi6r obserwacji ograniczano do tych obserwacji, dla
ktérych wartosci zmiennej, z ktérej usuwano dane, byly ujemne.

Opisane schematy generowania zbioréw zawierajacych dane niekompletne po-
wtarzano dla 3, 10 i 20% brakéw. Braki danych byly roztozone réwnomiemnie w
kazdej ze zmiennych — odpowiednio po 5, 10 i 20 w kazdej ze zmiennych.

W kolejnym etapie eksperymentu dla kazdego ze zbioréw danych zweryfiko-
wano hipotez¢ 0 MCAR za pomoca testu statystycznego przedstawionego w punk-
cie 3. Nastgpnie uzupetniono brakujace dane, korzystajac z poszczegélnych metod.

' W mechanizmie MAR powstanie braku danych jest zalezne od pozostatych zmiennych, a nie
jest zalezne od samej zmiennej, w ktdrej wystapil okreslony brak dane;j.
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Poniewaz dane eksperymentalne mialty charakter przedzialowy, za miarg blgdu sza-
cunku przyjeto btad bezwzgledny wedlug wzoru:

bb =lyi—)A’.'|’ 3)
gdzie: b, - btad bezwzgledny, y; — wartosé prawdziwa, y, — wartos¢ oszacowana.
Nast¢pnie obliczono srednia wartosé tego biedu dla kazdego z testowanych zbioréw.

5. Wyniki badan i wnioski koncowe

Ponizej zamieszczono wyniki eksperymentu symulacyjnego. Tabela 1 przedstawia
wartosci p-value opisanego w punkcie 3 testu MCAR dla kazdego ze zbioréw danych.
Nalezalo si¢ spodziewac, ze w kazdym z przypadkéw, z wyjatkiem MCAR, test powi-
nien odrzuci¢ hipotez¢g 0 MCAR. Tak si¢ jednak nie stalo. Jedynie w danych typu
NMAR na zbiorze dwumodalnym hipotezg t¢ odrzucono na poziomie istotnosci 0,05 (co
zaznaczono drukiem wytluszczonym). Powodem tego moze by¢, z jedne) strony, staba
moc testu (test ten jest jedynie asymptotycznie zbiemy do statystyki %), a z drugiej —
sposéb realizacji mechanizmu generowania brakéw danych typu MAR na zbiorach mul-
timodalnych i unimodalnych oraz NMAR na zbiorach unimodalnych w eksperymencie
symulacyjnym. Niewatpliwie zagadnienie to wymaga dalszych badan.

Tabela 1. Wyniki testu MCAR dla poszczegdinych zbiordw testowych

Rozktad | % brakéw Mechanizm Chi-kwadrat | DF | p-value
nmd24 3 mar 13,555 18 0,758
nmd24 10 mar 25,862 27 0,526
nmd24 20 mar 31,509 28 0,295
nu__4 3 mar 2,108 17 1,000
nu__4 10 mar 4,871 22 1,000
nu_4 20 mar 7,041 28 1,000
nmd24 3 mcar 10,289 14 0,741
nmd24 10 mcar 18,092 20 0,581
nmd24 20 mcar 33,611 27 0,178
nu_4 3 mcar 10,289 14 0,741
nu__4 10 mcar 18,092 20 0,581
nu__4 20 mcar 33,611 27 0,178
nmd24 3 nmar 32,554 14 0,003
nmd24 10 nmar 80,199 25 0,000
nmd24 20 nmar 130,198 28 0,000
nu__4 3 nmar 7,182 12 0,845
nu__4 10 nmar 24,633 23 0,369
nu_ 4 20 nmar 30415 27 0,296

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 2 przedstawia $rednie wartosci bezwzglgdnych bledéw szacunku.
Wyniki najlepsze w sensie sredniego bezwzglednego btedu szacunku zaznaczono
drukiem wyttuszczonym.
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Tabela 2. Srednie wartosci bezwzglednych blgd6éw szacunku

Rozktad % brakéw | Mechanizm MI SI-EM SOM
nmd24 3 mar 1,92712 1,46963 1,53310
nmd24 10 mar 1,56577 1,17915 1,25635
nmd24 20 mar 1,41825 1,15443 1,17009
nu__4 3 mar 1,13964 0,79885 0,99311
nu__4 10 mar 1,19883 0,81294 0,98963
nu__4 20 mar 1,13235 0,81392 1,03393
nmd24 3 mcar 1,25791 0,84826 0,96087
nmd24 10 mcar 1,36310 0,90586 0,90333
nmd24 20 mear 1,48713 1,03335 1,11998
nu__4 3 mcar 1,15768 0,94277 1,17345
nu_ 4 10 mcar 1,10612 0,82661 1,09066
nu_4 20 mcar 1,08843 0,80299 0,92347
nmd24 3 nmar 1,21223 0,87572 0,79707
nmd24 10 nmar 1,32881 0,92063 0,97309
nmd24 20 nmar 1,50083 1,05640 0,99307
nu__4 3 nmar 1,93008 1,88016 1,89575
nu__4 10 nmar 1,55128 1,45817 1,51228
nu__4 20 nmar 1,22405 1,04227 1,17691

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rezultaty badan sklaniaja do wyciagnigcia nastgpujacych wnioskéw:

1. Metoda SI-EM okazata si¢ najdokladniejsza w sensie sredniego bezwzgled-
nego blgdu szacunku w wigkszosci przypadkéw.

2. W danych pochodzacych z rozkladu normalnego i zastosowania mechanizmu
MCAR oraz MAR rémica w dokladnosci byta znaczna na korzys¢ metody SI-EM.

3. Jedynie w mechanizmie NMAR na zbiorze dwumodalnym w dwéch przy-
padkach metoda SI-EM okazala si¢ gorsza od SOM.

4. W mechanizmie NMAR na zbiorze i stosunkowo niskim procencie brakéw
danych wszystkie metody charakteryzowaly si¢ podobna doktadnoscia.

Przeprowadzony eksperyment symulacyjny potwierdza nieparametrycznosé¢ me-
tody SOM, tzn. jej zdolnos¢ do dopasowania si¢ do rozkladu. Ma to znaczenie
zwlaszcza wéwczas, gdy rozkltad w populacji, z ktérej pochodzi préba, znacznie
odbiega od rozktadu normalnego (np. ma strukture grupowa), a mechanizm powo-
dujacy powstawanie brakéw nie jest losowy (NMAR). Jesli préba pochodzi z po-
pulacji o rozktadzie normalnym, nalezy stosowaé¢ metody, ktérych wiasnosci for-
malne sa dobrze opisane (SI-EM, MI).
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EFFICIENCY OF SELECTED METHODS FOR IMPUTATION
OF INCOMPLETE DATA
AND DIFFERENT MISSING DATA MECHANISMS

Summary

Incomplete data, issue addressed by various authors, constitute a serious prob-
lem for many classical data analysis methods. The concept of utilizing SOM neural
network (Kohonen 1995) as an effective technique for handling data vectors con-
taining missing components was presented in the previous papers of the author.
The following article compares SOM with other advanced missing data handling
methods across different missing data mechanisms (Little, Rubin 1987): MCAR,
MAR and NMAR. Artificially created multidimensional random data sets with
various predefined distributions will be the basis for this comparison.
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