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1. Wstep

Artykul ten stanowi prébe zastosowania warunkowego rozkladu o-stabilnego
do estymacji rozkladu rzeczywistego stép zwrotu indekséw wybranych gietd. Do
analizy powiazan pomiedzy poszczegélnymi gieldami wykorzystano funkcje po-
wigzan [copula], réwniez w formie warunkowej. Forma warunkowa rozkiadu o-
stabilnego i funkcji powiazan powstala poprzez uzmiennienie parametréw. Para-
metry te sa estymowane z uwzglednieniem wysokosci stopy zwrotu w okresie po-
przedzajacym okres estymacji. Uzyskane w ten sposéb wielkosci, zalezne od tego,
czy na sesji poprzedniej byly np. szczegdlnie wysokie lub niskie stopy zwrotu, po-
zwola na dokiadniejsze zbadanie dynamiki gietd i zwiazkéw pomigdzy nimi.

Pierwsza czgé¢ artykutu prezentuje teoretyczne podstawy zastosowanej metodologii.
Oméwione sg zaréwno rozklady o-stabilne, jak i funkcje copula. Sama metodologia jest
przedstawiona w drugiej czesci artykutu. Szczegétowo oméwiono sposéb uzmiennienia
parametréw zaréwno rozkiadu o-stabilnego, jak i funkcji copula w celu uzyskania roz-
kiadéw warunkowych. W czgsci tizeciej zawarto wyniki badann empirycznych. Dane
wykorzystane w obliczeniach obejmuja indeks WIG 20 i wybrane akcje z GPW w War-
szawie oraz indeksy z gietd w Nowym Jorku, Londynie, we Frankfurcie nad Menem, w
Paryzu, Pradze, Budapeszcie i Bratystawie. Interpretacja otrzymanych wynikéw i wnio-
ski konicowe sa zawarte w ostatniej czgsci pracy.

Poczatki statystycznej analizy danych finansowych, zwlaszcza jesli chodzi o notowa-
nia gieldowe, siegaja konca XIX i poczatku XX w., czego przykladem jest praca doktor-
ska Luisa Bacheliera [1900]. W latach 50. i 60. XX w. nastapit dalszy rozwdj tej dziedzi-
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ny nauki, powstaly prace Markowitza [1952; 1959}, Samuelsona [1965], Famy [1965],
Mandelbrota [1966], Cootnera [The Random ... 1964]. Niekt6rzy autorzy wskazywali na
to, ze rozkiad stép zwrotu znacznie odbiega od rozktadu normalnego (zob. [Mandelbrot
1963]). Postuluje si¢ wykorzystanie np. rozkladéw o-stabilnych (zob. [Fama 1963; Man-
delbrot 1963]), jednakze ze wzgledu na trudnosci obliczeniowe to podejscie nie bylo w
owych czasach zbyt szeroko wykorzystywane. Lata 70. i 80. wiazaty si¢ z dalszym roz-
wojem teorii i praktyki badan rynkéw kapitatowych. Powstaja prace, w ktérych autorzy
wykorzystuja podejscie wielowymiarowe (np. [Fama, French 1992; Davis 1994]). Ro-
snaca liczba dowodéw na brak normalnosci rozkladéw stop zwrotu oraz postep w tech-
nikach obliczeniowych spowodowal coraz wigksze zainteresowanie rozkiadami o-
stabilnymi [Mittnik, Rachev 2000]. W koncéwce lat 90. powstaly z kolei pierwsze prace
wykorzystujace funkcje copula w analizie danych gietdowych (por. [Nelsen 1999; Jon-
deau, Rockinger 2001; 2002]). W tym artykule wykorzystano funkcje copula i rozktady
o-stabilne wiasnie ze wzgledu na to, iz pozwalaja one uwzgledni¢ ewentuaine, wystepu-
jace w stopach zwrotu, odchylenia od rozktadu normalnego zaréwno jedno-, jak i wielo-
wymiarowego.

2. Rozkiady a-stabilne

Do modelowania stép zwrotu z akcji autor zdecydowal si¢ wykorzystac rozkla-
dy a-stabilne. poniewaz pozwalaja one na analiz¢ i modelowanie co najmniej
dwoch charakterystycznych cech tych stép zwrotu:

—grubych ogonéw rozktadéw, z czym zwigzana jest leptokurtoza,

—skosnosci rozktadéw.

Wystepowanie tych cech moze ttumaczy¢ niespelnianie przez stopy zwrotu za-
tozenia o normalnosci rozktadu (por. np. [Fama 1965]). Rozpatrujemy tu stopy
Zwrotu w ujeciu statycznym, nie odwotujac si¢ do teorii szeregéw czasowych.

Podstawowe cechy rozktadéw a-stabilnych oraz sposoby estymacji mozna zna-
lez¢ w takich pracach, jak: [Borak, Hirdle, Weron 2004; Samorodnitsky, Taqqu
1994; Weron 1996]. Odwrotna transformat¢ Fouriera funkcji charakterystycznej
rozkladu o.-stabilnego mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposéb:

ipt —o° [e* [1 — ifsign (t)tan%a—], a=l,
log¢ (t) = 5
iut—altl[l+i,8—sign(t)ln|t|], a=l,
T

gdzie: a e [0, 2] — wspdtczynnik stabilnosci, zwany réwniez wsp6iczynnikiem ksztattu,
wykladnikiem  ksztaltu lub  wykladnikiem  charakterystycmym, f €
[-1, 1] — parametr okreslajacy sko$nos¢ rozktadu, o> 0 — parametr skali, rozproszenia, y
€ R — parametr potozenia.
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Wspdtczynnik stabilnosci o okresla szybkos¢, z jaka zanikaja ogony rozktadu,
dla & = 2 mamy do czynienia z rozkladem normalnym. Dla & < 2 wariancja roz-
ktadu jest nieskonczona, dla @ > 1 okreslona jest srednia rozktadu réwna x. Dodat-
ni parametr S oznacza sko$nos¢ prawostronna, ujemny — lewostronna. Dla § =0
mamy do czynienia z rozkladem symetrycznym. Waznga wlasciwoscia jest to, iz dla
a zdazajacego do 2 wartos¢ [ przestaje mie¢ znaczenie i rozktad zbliza si¢ do roz-
ktadu normalnego, ktdry jest symetryczny niezaleznie od wartosci parametru S.

Jak widzimy, rozklady stabilne charakteryzuja si¢ jednomodalnoscia, mogg byé sko-
$ne i moga miec ,,grube ogony”. Biorac pod uwage juz tylko te cechy, mozna stawiac
hipotezg, ze rozklady stabilne o wspéiczynniku < 2, i #+ 0 beda lepiej dopasowane do
rozkladéw empirycznych stép zwrotu niz rozktad normalny [Mittnik, Rachev 2000].

Podstawowym ograniczeniem w stosowaniu tych rozktadéw jest niemoznos¢ w
ogblnym przypadku przedstawienia ich funkcji gestosci za pomoca funkcji elemen-
tamych. Utrudnia to estymacj¢ parametréw metoda najwickszej wiarygodnosci.
Nalezy réwniez zauwazyc, ze modelujac stopy zwrotu za pomoca rozkltadéw o-
-stabilnych ze wspélczynnikiem stabilnosci mniejszym od 2 zaktadamy, ze warian-
cja bezwarunkowego rozkladu stép zwrotu jest nieokreslona, co wlasciwie unie-
mozliwia stosowanie tych metod oceny ryzyka, ktére uwzgledniaja wariancje.

3. Funkcje copula

Zastosowanie funkcji copula pozwala obejs¢ najpowazniejszy problem zwiazany z
wykorzystaniem rozkladéw wielowymiarowych — nieznajomo$¢ postaci analitycznej
konkretnego rozktadu st6p zwrotu. Definicj¢ funkcji copula oraz om6éwienie jej charakte-
rystyk mozna znalez¢ m.in. w pracy [Nelsen 1999]. Znaczenie funkcji copula w analizie
zaleznosci wielowymiarowych wynika z twierdzenia Sklara, udowodnionego w pracy
Sklara z 1959 r. Nieco prostsza posta¢ przedstawili Schweizer i Sklar w pracy z 1974 1. Z
twierdzenia tego wynika, ze mozemy przybliza¢ nieznany dwuwymiarowy rozkiad 1acz-
ny funkcjg copula. Oczywiscie problemem jest znalezienie odpowiednio dobrze dopa-
sowanej funkcji. Czgsciowym rozwiazaniem tego problemu jest dopasowanie do danych
empirycznych kilku rodzajéw funkcji copula i wybranie do dalszej analizy funkcji najle-
piej dopasowane;j.

Jeden z pelniejszych przegladéw funkcji copula mozna znalezé w pracy Nelse-
na [1999]. W artykule zostanie przedstawiona jedynie funkcja wykorzystana w ba-
daniach empirycznych, ktéra nalezy do tzw. funkcji archimedesowskich. Funkcje
te mozna przedstawié¢ za pomoca ogblnego wzoru:

C(ul vuz) = 'g[)_l(’t,b(ul) + "/’(“2 )}
¥:[0;1] = [0;00), P(1)=0.
Podstawowym ograniczeniem przy stosowaniu funkcji copula jest wilasciwie
brak jednoznacznych wskazéwek co do tego, jaki rodzaj funkcji wykorzysta¢ w
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danym badaniu. W badaniach empirycznych, ktérych wyniki zamieszczono w dal-
szej czesci artykulu, wykorzystano jedynie copula Franka:

_ n[exp(—@t)—l] 020
P(e)= exp(—6) -1 ,

—In(s), 60=0
poniewaz wczesniejsze badania tego autora, przeprowadzone wspdlnie z K. Jajuga
[Jajuga, Papla 2004] dowodzity, ze funkcja ta najlepiej dopasowuje si¢ do danych
finansowych. Do oceny dopasowania wykorzystano kryteria informacyjne.

Stosujac funkcje powiazan, zakladamy oczywiscie, ze rozklad faczny mozna

modelowa¢ za pomocg takich funkcji, co oczywiscie nie zawsze musi by¢ prawda.
To zastrzezenie dotyczy jednakze wszelkich badan empirycznych, ktérych celem
jest modelowanie danych rzeczywistych za pomocg rozktadéw empirycznych.

4. Metodologia badan

Estymacja warunkowa parametréw rozkiadu o-stabilnego

W celu uzyskania estymatoréw warunkowych parametréw rozkladu ¢-stabilnego,
gdzie warunkiem ma by¢ wartos¢ stopy zwrotu na sesji poprzedzajacej obecna, caly sze-
reg czasowy podzielono na cztery grupy. Liczba grup jest okreslona arbitralnie, nie
przemawiaj za niq jakie$ szczegélne argumenty teoretyczne. Podzialu dokonano w za-
leznosci od tego, na jakim poziomie ksztaltowala si¢ stopa zwrotu na sesji poprzedniej,
co ilustruje rys. 1.

d, d, d, d,

0 0,15 0,5 0,85 | przedzial zmiennoscix

Rys. 1. Podzial przedziatu zmiennosci stép zwrotu dla estymacji warunkowej rozkladu a-stabilnego
Zrédio: opracowanie wiasne.

Jesli stopa zwrotu na poprzedniej sesji zawierata si¢ w przedziale od minimum do 15
percentyla, to obecna obserwacja byla zaliczana do zbioru d), czyli do zbioru obserwacji
nastgpujacych po bardzo niskich stopach zwrotu. Zbiér d, zawiera obserwacje wystepu-
jace po umiarkowanie niskich, d; — umiarkowanie wysokich, a d; — bardzo wysokich
stopach zwrotu na poprzedniej sesji.

Poszczegblne parametry rozkladu o-stabilnego byly estymowane dla kazdego
ze zbioréw osobna, co np. dla wykladnika ksztattu mozna przedstawié nast¢puja-
cym wzorem.

& =3 a1 [ € A).
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Estymacji parametréw rozkladu o-stabilnego dokonano za pomoca metody regresji
Koutrouvelisa. Metoda ta polega na minimalizacji pewnej funkcji, ktérej argumentem
jest rézmica pomiedzy teoretyczna i empiryczng wartoscia funkcji charakterystycznej
rozktadu. Regresja Koutruovelisa rozpoczyna si¢ od pewnych poczatkowych wartosci
estymatoréw parametréw rozkladu, po czym nastgpuje kilka iteracji, z ktérych kazda
sklada si¢ z dwéch wazonych regresji. Liczba punktéw potrzebnych do przeprowadzenia
regresji zalezy od liczby danych i poczatkowej wartosci indeksu ksztattu a. Iteracje kon-
cza si¢ wraz z osiagnieciem okreslonego wczesniej kryterium zbiezmosci. Przystepne
oméwienie metody Kountrouvelisa mozna znalezé w pracy [Borak, Hirdle, Weron
2004]. Réwniez z tej pracy pochodza procedury komputerowe wykorzystane w oblicze-
niach. Estymatory poczatkowych wartosci parametréw rozkiadu obliczono za pomoca
metody McCullocha. Po raz pierwszy potaczenie tych dwéch metod przedstawiono w
pracy Kogona i Williamsa z 1998 r.

Estymacja parametru funkcji copula

Analogiczng metod¢ zastosowano w przypadku estymacji warunkowej parametru 0
funkcji copula Franka. Metodg t¢ oryginalnie zastosowali w swoich badaniach Jondeau i
Rockinger [2001; 2002]. Ze wzgledu na inny charakter dystrybuant rozktadéw brzego-
wych metoda ta zostata zmodyfikowana. Obserwacje pochodzace z rozkladu dwuwy-
miarowego podzielono na 16 podzbioréw, za kryterium podziatu przyjeto wartos¢ ob-
serwacji na sesji poprzedzajacej badang sesj¢, dla obydwu wymiar6w, zgodnie z rys. 2.

1

dl4 d24 d34 d44
0,85
dl 3 d23 dJJ d43
Y 05
d;, d; dy, dg
0,15
dl 1 le dJ i d4l
0 015 0,5 0.85 1

Rys. 2. Podzial rozkladu dwuwymiarowego stép zwrotu dla estymacji warunkowej funkcji copula
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Jesli stopy zwrotu z okresu wezesniejszego dla pierwszej i drugiej zmiennej danej ob-
serwacji miescily si¢ w przedziale od minimum do 15 percentyla odpowiednich rozkta-
déw brzegowych, to taka obserwacja nalezy do zbioru d,,. Obserwacja, dla ktérej o sesje
wczesniejsza wartos¢ pierwszej zmiennej zawierala si¢ w przedziale od 15 do 50 percen-
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tyla, a wartos¢ drugiej zmiennej zawierala si¢ w przedziale od minimum do 15 percenty-
la, nalezy do zbioru 4, itd. Estymacje wspéiczynnika 6 przeprowadzono wedlug naste-
pujacego wzoru:

6 = i d,.jl[(u,_,,v,_,)e A,.j].

i=l, j=1
W estymacji metoda najwigkszej wiarygodnosci parametru 6 dla poszczegélnych
zbioréw wykorzystano rozklady brzegowe oi-stabilne z parametrami warunkowymi es-
tymowanymi z wykorzystaniem metody przedstawionej w poprzednim podpunkcie.
W badaniach wykorzystano jedynie copula Franka, poniewaz wczesniejsze badania
dowiodly, ze ona najlepiej dopasowuje si¢ do danych finansowych [Jajuga, Papla 2004].

5. Wyniki badan empirycznych

Dane

Dane do badan empirycznych obejmuja dzienne logarytmiczne stopy zwrotu z okresu
od 28 kwietnia 1998 r. do 2 wrzesnia 2004 r. Okres ten byl po prostu najdtuzszym okre-
sem danych dostgpnym autorowi. Wybér najdiuzszego mozliwego okresu badan i dzien-
nej [a nie np. tygodniowej lub miesigcznej] stopy zwrotu uzasadni¢ mozna checia zebra-
nia jak najwickszej liczby danych, ktére wykorzystano nastepnie w estymacji. Nalezy tu
zauwazy¢, ze estymacja zar6wno rozkladéw oi-stabilnych, jak i funkcji powiazan daje
tym lepsze rezultaty, im wigksz liczba danych jest brana pod uwagg.
o  WIG, WIG 20 - Gielda Papier6w Wartosciowych w Warszawie,
DIIA, S&P 500 — Nowojorska Gielda Papieréw Wartosciowych [NYSE — USA},
FT-SE100 - Londynska Gielda Papier6w Wartosciowych [LSE — Wielka Brytania],
DAX - Gielda Papieréw Wartosciowych we Frankfurcie nad Menem [FWB — Niem-
cyl,
CACA40 - gielda Euronext w Paryzu [Francja],
PX50 - Gielda Papieréw Wartosciowych w Pradze [Czechy],
BUX - Gielda Papier6w Wartosciowych w Budapeszcie [Wegry],
SAX - Gielda Papieréw Wartosciowych w Bratystawie [Stowacja].
Ze wzgledu na ograniczenia formalne artykutu i duza liczbg otrzymanych wyni-
kéw, autor zdecydowat si¢ zaprezentowa¢ w formie graficznej jedynie wybrane
rezultaty. Petne wyniki badan autor udostepni na zyczenie.

Estymacja parametréw rozkladéw stabilnych
Rysunki 3-6 przedstawiaja wartos¢ warunkowego i bezwarunkowego estymato-
ra wspdtczynnika stabilnosci dla wybranych szeregéw czasowych.
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Rys. 3. Estymatory parametru a dla WIG Rys. 4. Estymatory parametru a dla DAX
Zré6dto: opracowanie whasne. Zr6dto: opracowanie wlasne.
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Rys. 5. Estymatory parametru o dla CAC40 Rys. 6., Estymatory parametru a dla BUX
Zrédlo: opracowanie wiasne. Zrédlo: opracowanie whasne.

Biorac pod uwag¢ wyniki estymacji dla wszystkich indekséw, dostepnych na
zadanie u autora, mozna stwierdzi¢, iz rozklady o-stabilne dosyé dobrze dopaso-
wuja si¢ do rozkltadéw empirycznych stép zwrotu. Wyniki te sa bardzo podobne do
uzyskanych wczesniej przez autora dla nieco krétszych szeregéw danych, opubli-
kowanych w pracy [Papla 2004b].

Gorsze dopasowanie wystepuje w przypadku gieldy stowackiej. Mozna réwniez
zauwazy¢ duze podobienstwo pomiedzy wynikami gield w Nowym Jorku, Londy-
nie i Frankfurcie, a gietdami w Warszawie i Budapeszcie. Gielda praska wykazuje
wigksze podobienstwo do gield zachodnich, gielda stowacka zdecydowanie si¢ zas
wyréznia na tle innych gield.
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Estymacja parametru funkcji powigzan

Rys. 7. Estymatory parametru 0 dla pary WIG-  Rys. 8. Estymatory parametru 0 dla pary WIG-
. -WIG20 . -DAX
Zrédto: opracowanie whasne. Zrédto: opracowanie wiasne.

v

Rys. 9. Estymatory parametru @ dla pary Rys. 10. Estymatory parametru 0 dla pary
. WIG20-PXS0 . SP500-FT-SE100
Zré6dlo: opracowanie wiasne. Zrédto: opracowanie wlasne.

Po zastosowaniu dystrybuanty rozkladu o-stabilnego powiazania pomigdzy
gieldami w momentach po szczegélnie duzych spadkach i wzrostach notowan oka-
zZuja si¢ réwnie wysokie jak powigzania w momentach po umiarkowanych ruchach
cen, rézmi si¢ to od wynikéw uzyskanych wczesniej przez autora [Papla 2004a], w
ktérych wykorzystano dystrybuante empiryczna rozkladéw brzegowych. Takie
powiazania sa szczegllnie widoczne np. w przypadku pary WIG-DAX czy
WIG20-PX50. Wyniki otrzymane dla pary WIG-DAX moga $wiadczy¢ o tym, ze
notowania po réwnoczesnym wzroscie na poprzedniej sesji na gietdzie w Warsza-
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wie i we Frankfurcie s nawet slabiej powigzane ze soba niz notowania po spadku
na GPW w Warszawie i wzroscie na gieldzie niemieckie;j.

Mozna znalez¢ réwniez przypadki, kiedy powiazania nastgpujace po momen-
tach, w ktérych zmiany cen na badanych gietdach byly podobne, sa wyzsze niz
powiazania po momentach, kiedy te zmiany mialy przeciwne kierunki (np. pary
WIG-WIG20, SP500-FT-SE100). W takiej sytuacji notowania po réwnoczesnym
wzroscie sa powiazane ze soba mocniej niz notowania nastgpujace po sesjach, na
ktérych ruchy cen byly przeciwne.

6. Podsumowanie

Wyniki badan rozkladéw brzegowych zdaja si¢ wskazywaé na brak normalno-
sci rozkladu stép zwrotu, o czym swiadcza wyraznie mniejsze od 2 wartosci
wsp6lczynnika stabilnos$ci. Znaczace, zdaniem autora, jest to, iz szczegdlnie niskie
wartosci tego wspéiczynnika wyst¢puja po momentach spadkéw i wzrostéw, co
$wiadczy o tym, ze wlasnie wtedy odchylenia od normalnosci, a co za tym idzie,
klasycznie pojmowanej efektywnosci rynku gieldowego sa najwigksze. Jednakze
wyniki dopasowywania funkcji powiazan nie sa juz tak jednoznaczne i, zdaniem
autora, nie sg zbyt pomocne w analizie zwiazkéw pomiedzy gietdami.

Dalsze kierunki badan powinny obja¢ przypadki, w ktérych notowania jednej z
gield sa przyjmowane z pewnym opSznieniem, np. jednosesyjnym. Wydaje si¢ to
uzasadnione zwlaszcza w analizie zwiazkéw pomig¢dzy gieldami europejskimi i
gielda amerykanska. Zdaniem autora, interesujace byloby zbadanie zaréwno in-
nych postaci funkcji powiazan, jak i innych rodzajéw rozktadéw brzegowych. Mo-
gltoby to pozwoli¢ na pelniejsza analize zwigzkéw pomi¢dzy wybranymi rynkami.
Nalezatoby réwniez podja¢ proby praktycznego wykorzystania otrzymanych wyni-
kow, np. w analizie ryzyka gield metoda Value at Risk dla rozkladéw dwu- lub
wiecej wymiarowych.
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ANALYSIS OF STOCK MARKETS PRICES IN POLAND
AND OTHER COUNTRIES USING CONDITIONAL
o-STABLE DISTRIBUTION AND COPULA FUNCTIONS

Summary

This paper presents a trial in using conditional a-stable distribution in the esti-
mation of the real distribution of the chosen stock market returns. To analyse rela-
tions between markets were used copula functions, also in the conditional form.
First part of paper presents theoretical background of methodology used in re-
search. There are discussed both the a-stable distribution and copula function. Ex-
act methodology is presented in second part. There is described method of chang-
ing parameters of stable distribution and copula function to the conditional form in
detail. Third part presents results of the empirical research. Data used in research
includes indexes from capital markets in Poland, USA, UK, Germany, France,
Czech, Hungary and Slovakia. Interpretation of the obtained results concludes the

paper.
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