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1. Wstep

Pojecie dekompozycji blgdu predykeji wywodzi sig¢ z regresji i polega na rozbi-
ciu spodziewanej wartosci bt¢edu na trzy skladowe, tj.: szum (ang. noise), obciaze-
nie (ang. bias) i wariancj¢ (ang. variance). Podj¢to takze préby przeniesienia idei
dekompozycji do zagadnienia klasyfikacji. Agregacja modeli [Breiman 1996] ma
na celu obnizenie wartosci bledu przez redukcje albo obciazenia, albo warianciji,
albo obydwu tych wielkosci jednoczesnie. Jednak, aby poréwnaé rézne metody
agregacji modeli dyskryminacyjnych ze wzgledu na ich wplyw na wartosci obcia-
Zenia i wariancji, nalezy by¢ bardzo ostroznym, bowiem rézne sposoby dekompo-
zycji bledu klasyfikacji zaproponowane w literaturze przedmiotu, daja rézne war-
tosci tych wielkosci.

2. Zagregowany model dyskryminacyjny

W danym zbiorze uczqcym:{(xl,y,),(xz, Y1 )seeos (Xns Yy )} , gdzie x; to wektor
zmiennych objasniajacych, a y to zmienna objasniana, nalezy okresli¢ reguty po-
zwalajace podaé wartosé¢ zmiennej objasnianej na podstawie znajomosci wartosci
zmiennych objasniajacych. Mamy tu do czynienia z zagadnieniem dyskryminacji
(lub ,,uczenia z nauczycielem), a problem okreslania regut zalezmosci jest rozwia-
zywany przez tzw. algorytm uczacy. Buduje si¢ zatem pewien model f, ktéry w
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kolejnym etapie zostanie wykorzystany do predykcji wartosci zmiennej zaleznej
dla nowego obiektu x:
y=rfx. ey
Niech y oznacza rzeczywista warto$¢ zmiennej objasnianej dla okreslonego
obiektu x. Oceny jakosci predykcji dokonujemy przez obliczenie wartosci bigdu:
Err=E,[L(y,)]. (2
Funkcja straty L(y, ) mierzy koszt tego, ze model bigdnie przewidziat wartos¢

zmiennej objasnianej. W regresji najczesciej stosowana jest kwadratowa funkcja
straty:

L(y, ) =(y- 3", 3)
a dla klasyfikacji — zero-jedynkowa funkcja straty:
~_ 0 gdy y=J,
L(y,y)= { - “4)
L, gdy y# 3.

W dalszych rozwazania rozpatrywany bedzie blad modelu zagregowanego. W
zwigzku z tym, Ze ten sam algorytm uczacy bedzie budowat rézme modele dla réz-
nych préb uczacych, wartos¢ bledu bedzie zalezata od tego, jakie obiekty znalazly
si¢ w zbiorze uczacym. Zalezno$¢ t¢ mozna wyeliminowac przez zastosowanie
wielu zbioréw uczacych. Jesli mamy zatem wyjsciowa prébe uczaca T, generujemy
z niej metoda losowania obiektéw kolejne préby uczace: Z = (T, T3, ..., Ty} i na
podstawie kazdej z tych préb budujemy osobny model. Préby te w ostatnim etapie
beda polaczone réznymi operatorami agregacji w jeden spdjny model. Okazuje sig,
ze blad modelu zagregowanego, obliczony wedtug formuly (5), jest mniejszy niz
btad poszczeg6lnych modeli:

Err,, =E,{Err}=E,{E,[L(y.9]}. (5)

Biad modelu zagregowanego podlega dekompozycji na trzy skladowe. Pozwala
to zbada¢, w jaki sposéb na jego wartos¢ wplywaja takie czynniki, jak np.: liczba
modeli, liczebnos¢ poszczegélnych préb uczacych, sposéb konstrukeji préby czy
parametry samego algorytmu uczacego.

3. Dekompozycja bledu predykcji w regresji

Aby przejsé¢ do zagadnienia dekompozycji, na poczatku nalezy zdefiniowac po-
jecie modelu optymalnego i modelu zagregowanego.

Generalnie rzecz ujmujac, zmienna zalezna y jest niedeterministyczna funkcja
wartosci zmiennych objasniajacych, zatem niemal niemozliwe jest osiagnigcie ze-
rowej wartosci funkcji straty. Jednakze dla okreslonego problemu i okreslonej po-
staci funkcji straty mozna zdefiniowa¢ najlepszy mozliwy model, zapewniajacy
optymalna predykcje wartosci zmiennej objasnianej, oznaczong przezy,. Opty-
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malna predykcja y, dla okreslonego wektora wartosci zmiennych objasniajacych x
jest predykcja, ktéra minimalizuje wartosé oczekiwang bledu E| [L( ¥, Yo )]. War-
tos¢ te okresla si¢ w nast¢pujacy sposéb:

y .=arg yllnin E, [L(y,y)). (6)

Predykcja modelu zagregowanego, oznaczona przez y,, , dla dowolnej postaci
funkcji straty L i zbioru préb uczacych Z jest zdefiniowana jako:
y n=argminE, [L(5,3))- (7
by

Model zagregowany zatem przewiduje taka warto§¢ zmiennej objasnianej y',
ktorej sredni blad w stosunku do wszystkich predykcji wartosci zmiennej zaleznej,
otrzymanych na podstawie zbioru préb uczacych E, [L(, y,,)], jest minimalny.

Szum dla obiektu x definiuje si¢ w sposéb nast¢pujacy:

N(x)=E,[L(y,y, )] €]

Jest to blad wynikajacy z réznicy mig¢dzy predykcja optymalng a rzeczywistg
wartoscia zmiennej objasnianej. Szum jest nieuniknionym elementem skiadowym
biedu, stanowi hipotetyczng dolng granic¢ bigdu predykcji i jest niezalezny od al-
gorytmu uczacego.

Obciazeniem algorytmu uczgcego dla obserwacji x jest systematyczny blad
spowodowany réznica mi¢dzy predykcja optymalng a predykcja modelu zagrego-
wanego:

B(x) = L(y., y,,)- 9

Wariancja obserwacji x to sredni btad spowodowany przez réznice mi¢dzy pre-
dykcja uzyskang na podstawie poszczeg6lnych zbioréw uczacych a predykcja mo-
delu zagregowanego:

V(x)= E;[L(y,, )] (10)

Dekompozycja bigdu predykcji rozbija spodziewana wartosé blgdu na trzy skia-
dowe, tj.: szum, obciazenie i wariancje:

Err,, =E, {Ey [L(y, 5’)]} = N(x)+ B(x) + V(x). (11)

Rozwazmy zagadnienie dekompozycji bledu predykcji w regresji z uwzgled-
nieniem kwadratowej funkcji straty. Niech dany bedzie obiekt x, dla kt6rego praw-
dziwa wartos¢ zmiennej objasnianej wynosi y, i rozwazmy algorytm uczacy, ktéry
na podstawie zbioru préb uczacych Z przewiduje wartos¢ y dla tego obiektu.
Wéwczas spodziewana wartos¢ blgdu dana bedzie wzorem:

Em,, =E,{E,[(y-57]}. (12)
Predykcja modelu optymalnego to wartos¢ oczekiwana zmiennej objasnianej:
Y. =E,[y]. (13)
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Za predykcj¢ modelu zagregowanego w zagadnieniu regresji przyjmuje si¢
srednia arytmetyczng z wartosci zmiennej zaleznej przewidywanych przez modele
zbudowane na zbiorach uczacych ze zbioru Z:

¥ =E;[7] (14)
Szum, obciazenie i wariancj¢ dla obiektu x definiuje si¢ za pomoca réwnosci:
N =E,[(y-».)] (15)
B =(y.-y,), (16)
V) =E,[(y,-9) . an

Suma trzech tak zdefiniowanych elementéw daje w efekcie spodziewana war-
tos¢ biedu:

Er,, = E,{E,[(y-9) ]} = N(X)+ Bx)+V(x). (18)

4. Koncepcje dekompozycji bledu klasyfikacji

W klasyfikacji spodziewany biad predykcji to prawdopodobienstwo bledne;j
klasyfikacji:
Em,, =E,(E,[(y# 5|X]}=P(y# $|x)=1-)_ P,(y|x)- K,(F|x). (19)
y

Optymalna predykcja w klasyfikacji przypisuje obiektowi x najbardziej praw-
dopodobngq klas¢, zgodnie z warunkowym rozktadem prawdopodobienstwa przyna-
leznosci do klas:

y. =argmax P,(y|x). (20)
y

W zagadnieniu klasyfikacji odpowiednikiem predykcji modelu zagregowanego
z regresji jest taka wartos¢ zmiennej objasnianej, ktéra kazdemu obiektowi x przy-
pisuje klase, najcz¢sciej wskazywana przez modele na podstawie réznych zbioréw
uczacych ze zbioru Z:

Y = arg max P, (3| %). @n
¥y
Szum w klasyfikacji definiuje si¢ jako:
N(x)=1-P,(y.|x). (22)
Obciazenie definiowane jest przez funkcj¢ wskaznikowa:
B(x)=1(y. # y, | %). (23)

Zatem w klasyfikacji sg obciazone wszystkie te obiekty, dla ktérych predykcja
modelu zagregowanego nie zgadza si¢ z predykcja optymalnego.
Wariancja dla obiektu x w klasyfikacji jest obliczona ze wzoru:
V(x)=1-P,(y, | x). 24)
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Okazuje si¢ jednak, ze w klasyfikacji przez analogi¢ do regresji, sumujac war-
tos¢ szumu, obciazenia i wariancji nie otrzymamy wartosci bledu klasyfikacji:
Err,, = E{E,[I(y # §|x)]}# N(x) + B(x) +V(x). (25)

Z tego tez wzgledu w literaturze pojawily si¢ liczne propozycje definiowania
obciaZenia i wariancji w zagadnieniu klasyfikacji. Ta r6znorodnos¢ wynika m.in. z
braku zgody co do wlasnosci, ktérymi powinny si¢ charakteryzowac te wielkosci w
zero-jedynkowe;j funkcji straty.

Jedna z pierwszych propozycji byla dekompozycja Konga i Diettericha [1995].
Mozna ja bylo zastosowaé tylko w zbiorach danych pozbawionych szumu, ponie-
waz nie uwzgledniata skladnika bedacego miarg wartosci szumu.

Kong i Dietterich zaproponowali, by spodziewany btad klasyfikacji definiowaé
jako:

Err,, =1-F,(y=7|x). (26)

Obciazenie dla obserwacji x jest albo réwne zeru, gdy model dokonat prawi-
diowej klasyfikacji, albo 1 w przeciwnym razie:

0, gd =y,
B(X)={ gdy Y. =y
L gdyy,#y
Wariancj¢ za$ — jako réznicg migdzy spodziewanym bledem klasyfikacji a ob-
ciazeniem:

27

V(x)= Err,, — B(x). (28)
Tak zdefiniowana wariancja, w obserwacjach obciazonych, moze przyjaé¢ war-
to$¢ ujemna.
Tibshirani [1996] definiuje obciazenie w sposéb nastgpujacy:
B =[1-P, (3, |®]-[1- P, (. I®]. 29

Wielkos$¢ ta niekoniecznie musi by¢ nieujemna, dlatego, aby zapewni¢ dodatnia
wartos¢ dekompozycji bledu klasyfikacji, wyrazenie bgdace miara wariancji defi-
niuje jako réznice migdzy oczekiwanym btedem klasyfikacji a bledem modelu za-
gregowanego. Ze wzgledu na to, ze wielko$é ta moze réwniez przyjmowac wartosc
ujemna nazywa sie ja efektem agregacji:

AE(x)=Err-[1-P,(y, | %] (30)

Suma tych dwéch elementéw, tj. obciazenia i efektu, powigkszona o wartos$é
szumu daje wartos$¢ btedu klasyfikacji.

Kohavi i Wolpert [1995] zaproponowali zupetnie inng dekompozycje, w swojej
formie zblizong do dekompozycji bledu kwadratowego w regresji. Nie laczy si¢
ona z takimi problemami, jak: potencjalnie ujemna wariancja albo tylko dwie moz-
liwe wartosci obciazenia, tj. O lub 1.

Zamiast obciaZenia, majacego postaé (23), autorzy ci stosuja kwadrat obciaze-
nia, ktéry przyjmuje wartosci z przedziatu miedzy O a 1. Jest on definiowany w
sposéb nastepujacy:
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B0=> Y [A0I0-RG], 31
y

Wariancja jest nieujemna wartoscig liczona wedlug formuty:

2
1 N
V(x) =5[l -2 R0 X)J : (32)
y
Autorzy tej dekompozycji proponuja takze swoja definicje szumu:
1 2
Nz(x)=5[1—Z(P,<y|x)) ] (33)
y

Suma trzech tak zdefiniowanych elementéw stanowi dekompozycje blgdu kla-
syfikacji wedlug Kohavi i Wolperta.

Breiman [1996] zaproponowat dekompozycje¢ dla zero-jedynkowej funkcji stra-
ty, obliczona dla wszystkich obiektéw w zbiorze rozpoznawanym. Nie zdefiniowal
jednak, czym jest obciazenie i wariancja dla pojedynczego obiektu x. Dekompozy-
cja ta zostala oparta na przekonaniu, Zze tylko obcigzone obiekty powinny braé
udzial w definiowaniu obcijzenia i tylko nieobcigzone obiekty powinny wplywaé
na warto$¢ wariancji. Algorytm jest nicobciazony dla danego obiektu x, jezeli kla-
syfikacja optymalna jest taka sama jak predykcja modelu zagregowanego.

Niech B bedzie zbiorem wszystkich tych obserwacji, w ktérych model jest ob-
ciazony, przez U oznaczmy za$ zbidr obserwacji, w ktérych model jest nieobciazo-
ny. Obciazenie wedlug Breimana definiuje sie zgodnie z formuta:

B=P,(3. = y.xe B)~E,[P.(§ = y,xe B)). (34)
Wariancje¢ definiuje si¢ ze wzoru:
V =Py =y,xeU)-E[P,(5=y.xeU)). 35)

Tak zdefiniowane obciazenie i wariancja sa zawsze nieujemne.
W swojej drugiej dekompozycji Breiman [2000] na poczatku proponuje, by
blad klasyfikacji obliczy¢ jako sum¢ dwéch sktadnikéw:

Er,, =E,[N(X)]+E, [Z(P,(y. |x>—P,(y|x))Pz(9|x)}, (36)

y
tj. szumu i nieujemnego sktadnika, bedacego miara wzrostu wartosci btedu ponad
szum.
Drugi sktadnik powyzszej réwnosci podlega rozbiciu na dwie sktadowe, tj. ob-
cigzenie:

B="P,(3.1%)~F,(y, | 0P, (3, | %), 37)
oraz rozproszenie, bedace miara wariancji (miara ta nie ma cech wlasciwych wa-
riancji w zagadnieniu regresji, z czego wynika zmiana nazwy):

5= (P,(3.1%)-P,(y|x))B(5]x). (38)

Y£Ym

279



Tak zdefiniowane wielkosci przybieraja wartosci nieujemne.

Domingos [2000] proponuje, by zamiast ograniczania si¢ do addytywnej de-
kompozycji bledu, a co za tym idzie — takiego definiowania obciazenia i wariancji,
by addytywnos¢ ta byla spetniona, nalezy najpierw zdefiniowaé ogélne pojecie ob-
cigzenia i wariancji oraz ogélng postaé dekompozycji, obowiazujaca dla wszyst-
kich postaci funkcji straty. Uog6lniona posta¢ dekompozycji jest dana wzorem:

Err,, = E,{E, [L(y. 9]} =E, [L(y, )]+ L(3.. y,) + GE; [V ] =
=¢,N(x)+ B(x) + ¢,V (x),
gdzie c,,c, - to czynniki przyjmujace rézna postaé, w zaleznosci od postaci funkcji
straty.
1. W przypadku kwadratowej funkcji straty: ¢, =c, =1.
2. W przypadku zero-jedynkowej funkc;ji straty i obecnosci tylko dwéch klas:

(39

¢ =2P,(y=y.)-1, (40)
C, = l’ gdy ym=.v-i (41)
o= gdy y, # ..

Zatem w nieobciazonych obiektach wartos¢ wariancji jest dodawana, nato-
miast odejmowana ~ w obiektach obcigzonych.
3. W przypadku zero-jedynkowej funkcji straty i obecnosci wielu klas:

a=P(3=y)-P,(3%y)P(y=5|y. ), (42)
. ={ L gdy y.=»., @)
PR =y3 =y, gAY Y #E

5. Przyklad empiryczny

Celem czgséci empirycznej jest pokazanie, jak ksztaltuja si¢ wartosci obcigzenia
i wariancji dla 0-1 funkcji straty, obliczone wedlug rézmych przedstawionych kon-
cepcji. Do obliczen wybrano benchmarkowy zbiér danych Satimage [Blake, Ke-
ogh, Merz 1998], do ktérego jest dotaczony osobny zbidr testowy. Ze zbioru ucza-
cego wylosowano 100 préb bootstapowych, kazda taka préba postuzyta do budowy
modelu w postaci drzewa klasyfikacyjnego. Nastepnie, z wykorzystaniem osobne-
go zbioru testowego, dokonano predykcji klasy na podstawie kazdego ze 100
otrzymanych modeli. Calo$¢ obliczedt wykonano w programie R z zastosowaniem
procedury rpart, uzyskane wyniki postuzyly zas do wyznaczenia wartosci obciaze-
nia i wariancji.

Ze wzgledu na to, Ze pomiar poziomu szumu jest problematycznym zagadnie-
niem, mozliwym do przeprowadzenia de facto tylko w sztucznie generowanych
zbiorach danych, przyj¢to najczesciej stosowane rozwiazanie. Polega ono na przyj-
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mowaniu zatoZenia. ze szum nie wystgpuje i predykcja modelu optymalnego réwna
jest rzeczywistej wartosci zmiennej objasniane;.

Na podstawie otrzymanych wynikéw widac, ze rzeczywiscie suma wartosci ob-
ciazenia i wariancji, obliczonych wedlug ogdlnej definicji, nie daje w rezultacie
wartosci bledu klasyfikacji.

Tablica 1. Wartosci obciazenia i wariancji dla réznych dekompozycji

Koncepcja Obciazenie Wariancja Biad
Ogé6lnie 0,214 0,071 0,206
Kong i Dietterich 0,214 -0,008 0,206
Tibshirani 0,071 0,135 0,206
Kohavi i Wolpert 0,154 0,052 0,206
Breiman I 0,184 0,022 0,206
Breiman I 0,165 0,041 0,206
Domingos 0,214 -0,008 0,206

Zrédto: obliczenia whasne.

Rys. 1. Udzial obcigzenia i wariancji w wartosci blgdu klasyfikacji
Zré6dlo: opracowanie wlasne.

Na podstawie pozostatych wynikéw widaé¢ dos¢ spore réznice w wartosciach in-
teresujacych nas wielkosci, w zaleznosci od sposobu liczenia. W dwéch przypad-
kach, tj. w dekompozycji Konga i Diettericha oraz Domingosa, ktére daja takie
same wartosci, otrzymano ujemng wartos¢ wariancji, co sprawia, ze dekompozycje
sa malo uzyteczne ze wzgledu na trudnosci interpretacyjne. W pozostatych przy-
padkach dodatnie wartosci obydwu sktadnikéw pozwalaja zbada¢, jaki jest wplyw
btedu systematycznego i bledu $redniego na wartos¢ bledu klasyfikacji. Warto tak-
ze zwr6cié uwage na wyniki otrzymane z dekompozycji wedtug Tibshiraniego,
ktére catkowicie odwracaja proporcje migdzy wartoscia obciazenia i wariancji.
Najbardziej zblizone do wartosci obciazenia i wariancji, obliczonych wedtug ogél-
nych regul, sa te otrzymane z dekompozycji Konga i Wolperta.
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Decydujac si¢ na wyb6r jednej z dekompozycji btedu klasyfikacji, nalezy pa-
migtaé, ze kazda z nich ma okreslone wlasciwosci, ma takze swoje wady i zalety.
To, ze pojawilo si¢ tak wiele koncepcji, dowodzi, ze pojgcie obciazenia i wariancji
w zagadnieniu klasyfikacji jest zagadnieniem bardzo ztozonym.
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ERROR DECOMPOSITION
IN AGGREGATED DISCRIMINANT MODELS

Summary

The idea of error decomposition comes from regression where the square loss
function is applied. Prediction error is decomposed into three components: noise,
bias and variance.

There are also trials to apply the idea of error decomposition in classification.
But the sum of those three components is different to the value of classification
error. This is why several authors have proposed their own definitions of decompo-
sition components for classification problem. In this paper we present and compare
known decompositions for 0-1 loss.
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