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1. Wstep

Do podstawowych poj¢c statystycznej analizy wielowymiarowej zalicza sig
pojecie obiektu i zmiennej. W artykule przez obiekt rozumie si¢ ,,najmniejszy ele-
ment poddany obserwacji, ktory dostarcza podstawowej z punktu widzenia sformu-
lowanej hipotezy informacji” (por. [Steczkowski, Zelias 1981, s. 19-20]). Obiekty
sa rozumiane w sensie zardwno dostlownym, jak i przenosnym. Obiektem jest
w badaniach okreslona rzecz, osoba, kategoria abstrakcyjna lub zdarzenie. Kon-
kretnymi przyktadami obiektow sg: konsument X, produkt Y, respondent R, przed-
sigbiorstwo F, rynek testowy T, dom towarowy D, koncepcja (idea) produktu 7, ry-
nek zbytu Z, gospodarstwo domowe G. Zbiér obiektow badania oznaczamy przez

A= {A[}T = {Al, A,..., A,,}. Zmienna w statystycznej analizie wielowymiarowej

jest charakterystyka opisujaca zbiorowos¢ obiektow. W ujeciu formalnym zmienna
M; to odwzorowanie: M;: 4> R (j=1,2,...,m). W analizie statystycznej znajo-

mos$¢ zbioru obiektéw i zmiennych pozwala zapisa¢ macierz danych
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gdzie: x;; — wartos¢ j-tej zmiennej zaobserwowana w i-tym obiekcie,
i =1,2,...,n —numer obiektu,

Jj=1,2,...,m — numer zmiennej.
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W artykule zakladamy, ze zmienne opisujace obiekty badania mierzone sa na
skali przedzialowej lub ilorazowej. W celu doprowadzenia zmiennych do porow-
nywalnos$ci zachodzi potrzeba pozbawienia wartosci zmiennych mian i ujednolice-
nia rzedéw wielkosci. Operacja ta nosi nazwe transformacji normalizacyjne;j.
Zaktadamy, Zze normalizacj¢ przeprowadzono z wykorzystaniem jednej z formut:

a) standaryzacja(dla j=1,2,...,m)

P A (2)

gdzie: z;; — znormalizowana warto$¢ j-tej zmiennej zaobserwowana w i-tym
obiekcie,
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b) przeksztalcenie ilorazowe (dla j=1,2,...,m)
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W artykule, na podstawie wykazanych w literaturze zwiazkéw istniejacych
mi¢dzy kwadratem odleglosci euklidesowej a wspdtczynnikiem korelacji liniowej
Pearsona i cosinusem kata mi¢dzy wektorami, wykazane zostana analogiczne
zwiazki dla uogdlnionej miary odlegtosci GDM (por. [Walesiak 2002]).

2. Kwadrat odleglosci euklidesowej a wspélczynnik korelacji
liniowej Pearsona i cosinus kata miedzy wektorami

Kwadrat odlegtosci euklidesowej dany jest wzorem:

n

dh = Z(zu - z,.,()2 , 4)

i=1
gdzie: djk — odleglosé miedzy j-ta i k-ta zmienna, j, k=1,2,...,m.

Na podstawie pracy M.R. Anderberga [1973, s. 113] w pracy K. Jajugi i
M. Walesiaka [2004] pokazano, ze dla zmiennych standaryzowanych zgodnie
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z formutla (2) migdzy kwadratem odleglosci euklidesowej a wspdtczynnikiem kore-
lacji liniowej Pearsona zachodzi zwiazek:

djg = i(z,j -z )2 = 2n(1 _"jk)- &)

i=1

pril , il Sk
m (g~ %) Em =% x -F & (o - )
= -2 + =
TS T
1 _\2
%Z(xu xj) n =
i P X
=n i=1 5 _22 y J ik k +
s. .

=2n-2nry = 2n(1—rjk).

W artykule K. Jajugi i M. Walesiaka [2004] pokazano og6lna formute zwigzku
istniejacego migdzy kwadratem metryki Minkowskiego a ogélnym wspélczynni-
kiem powiazania. Szczegdlnym przypadkiem tej formuly jest zwiazek migdzy
kwadratem odlegtosci euklidesowej a wspoétczynnikiem korelacji liniowej Pearsona
okreslony we wzorze (5).

Jesli we wzorze (4) przeprowadzona zostanie normalizacja zgodnie z formuia
(3), to na podstawie pracy M.R. Anderberga [1973, s. 114] mozna wykaza¢, ze
miedzy kwadratem odleglosci euklidesowej a cosinusem kata migdzy wektorami
obserwacji j-tego i k-tego obiektu istnieje nastgpujacy zwiazek:

djz-k = Zn:(zy —Zy )2 = 2(1 —cosa ji ) (6)

i=1
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Dowéd 2

= l-—== =2(]—cosaj-k).

3. GDM a wspélczynnik korelacji liniowej Pearsona i cosinus kata
migedzy wektorami

GDM dla zmiennych mierzonych na skali przedzialowej i (lub) ilorazowej
okresla wzor (por. [Walesiak 2002, s. 36]):

i( )(Zrk )+ (zij _Zil)(zik -zy)
dj=(1-s)/2=2-1= iz =l ,

D YCEEN D UK
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gdzie dj (sj;) — miara odleglosci (podobierstwa: s sk €[-1;1]) GDM migdzy j-ta
i k-ta zmienna.
Dla zmiennych standaryzowanych zgodnie z formula (2) mozna wykazaé, ze
migdzy GDM a wspdtczynnikami korelacji liniowej Pearsona istnieje zwiazek:
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Po podstawieniu do wzoru (7) otrzymuje si¢ prawg strong réwnania (8):

=2n(1 -y )+ n(m=2)(rj +1) - n irﬂ -n iry
=1 I=1

d 1 I#j, k I#j, k
Jk =9 " 0,5 B
m m
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=1 I=1
m m
—2(1 —rjk)+(m 2)()‘]/( + 1) Z 1 —_ Zrk]
l#_],l I#j,

Jesli we wzorze (7) przeprowadzona zostanie normalizacja zgodnie z formufa
(3), to migdzy GDM a cosinusem kata mi¢edzy wektorami istnieje nastg¢pujacy
zwigzek:
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gdzie cosa j; — cosinus kata migdzy wektorami obserwacji na j-tej i k-tej zmienne;.
Dowdd 4

i(z,-j -z )(z,-k - zj ) i( ) = (1 cosa ji ) —zob. dowod 2;

i=1 i=1
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m
= Z[cosajk —cosqa j; —cosay + l]=
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Po podstawieniu do wzoru (7) otrzymuje si¢ prawa strong réwnania (9):
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Aby unikna¢ zera w mianowniku miar (8) i (9), nalezy przyjac zalozenie, ze
w zbiorze zmiennych istnieje przynajmniej jedna para takich, dla ktérych obserwa-
cje po normalizacji zgodnie z formuta (2) lub (3) nie s identyczne.

4. Podsumowanie

Na podstawie wykazanych zwiazkéw mi¢dzy uogélniona miara odleglosci
GDM a wspolczynnikiem korelacji liniowej Pearsona (cosinusem kata migdzy
wektorami) mozna sformutowaé kilka spostrzezen:

— znajac macierz korelacji (cosinusow kata migdzy wektorami), mozna obliczy¢
odlegto$ci migdzy zmiennymi,

—~ odleglos¢ miedzy zmiennymi j, k zalezy od ich skorelowania (cosinusa kata)
oraz ich korelacji (cosinuséw katow) z pozostalymi zmiennymi,

— dla zbioru zawierajacego dwie zmienne d j; =1, jesli obserwacje po normali-
zacji nie s identyczne,

~ rozwazania w artykule dotyczyly odleglosci migdzy zmiennymi; analogiczne
wzory mozna wyznaczy¢, gdy przedmiotem badania sa obiekty (por. [Ander-
berg 1973, s. 113-114]). Wtedy jednak normalizacja dana wzorami (2) i (3) bg-
dzie przeprowadzana wedtug obiektow.
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THE GENERALISED DISTANCE MEASURE GDM AND PEARSON
CORRELATION COEFFICIENT AND THE COSINE OF THE ANGLE
BETWEEN VECTORS

Summary

The paper gives based on relation between squared Euclidean distance and Pearson correlation
coefficient (the cosine of the angle between vectors), similar proposals for Generalised Distance
Measure GDM.

Prof. dr hab. Marek Walesiak jest pracownikiem Katedry Ekonometrii i Informatyki Akademii
Ekonomicznej we Wroctawiu.
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