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1. Wstep

Czgsto wsréd obserwacji ekonomicznych szeregéw czasowych mozna wyréznic
wartosci wyraznie rézniace si¢ od pozostatych. Wartosci takie okresla si¢ zwykle
mianem obserwacji nietypowych (outliers). Przyczyny pojawienia sig¢ tego typu
danych sa rézne, generalnie mozna ujac je w dwie grupy:

- bledne obserwacje, powstajace najczesciej w procesie ich przetwarzania lub

przenoszenia na rézne nosniki danych,

- poprawne obserwacje, bedace efektem nietypowych zdarzen.

Obserwacje nietypowe z reguly powoduja odksztatcanie typowych tendencji i
wymagaja stosowania odpowiednich metod analizy jakosciowe;j i ilosciowej. Dla-
tego tez analiza danych pod katem wystgpowania tego typu obserwacji oraz two-
rzenie procedur, ktdre beda wykrywatly i usuwaty obserwacje nietypowe, jest za-
gadnieniem niezwykle waznym.

Zasadniczym celem niniejszego opracowania jest przedstawienie teoretycznych
aspektéw wykorzystania geostatystycznej techniki krigingu w iteracyjnej procedu-
rze wykrywania obserwacji nietypowych w szeregach czasowych, opartej na tescie
wspébiczynnika prawdopodobienstwa. Rozwazania ograniczono do modelu ARIMA
®, d, 9).

Najogélniej definiujac, geostatystyka jest dziatlem statystyki, ktéry dostarcza
wielu skutecznych i powszechnie uznanych metod opisu ciaglosci przestrzennej,
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znajdujacych poczatkowo zastosowanie w analizie danych przestrzennych, a obec-
nie réwniez i czasowych.

Metoda krigingu jest podstawowa, wykorzystywana w geostatystyce, technika
estymacji, bazujaca na analizie semiwariograméw. Kriging jest metoda dostarcza-
jaca najlepszych, liniowych, nieobcigzonych estymatoréw. Modele krigingu moga
byé wykorzystane w statystyce w celu przewidywania wartosci jednej badz wigcej
realizacji zmiennych w danym punkcie w czasie i przestrzeni na podstawie danych
wartosci realizacji zmiennej w innych punktach.

2. Wykrywanie obserwacji nietypowych w szeregach czasowych

Wykrywanie obserwacji nietypowych w szeregu czasowym bylo po raz pierw-
szy badane przez Foxa [Fox 1972], ktéry zdefiniowal dwa rodzaje takich obserwa-
cji zanieczyszczajacych szereg:

- addytywne obserwacje nietypowe (additive outlier — AO);

— innowacyjne obserwacje nietypowe (innovative outlier — 10).

Szereg czasowy, ktéry nie zawiera zadnych obserwacji nietypowych, zdefinio-
wano jako szereg wolny od obserwacji nietypowych. Fox zaproponowal réwniez
uzycie testu wspétczynnika prawdopodobienistwa do wykrywania tych obserwac;ji.
Propozycja Foxa dotyczyla modelu autoregresyjnego AR(p) dla nieobserwowane-
g0 szeregu czasowego, wolnego od obserwacji nietypowych.

Dla zobrazowania istoty procedury przyjmujemy nastgpujace zalozenia: zakla-
damy, ze {Z,} bedzie obserwowanym szeregiem czasowym zawierajacym obser-
wacje nietypowe, a {Y;} bedzie nicobserwowanym szeregiem czasowym wolnym
od obserwacji nietypowych. W pierwszym etapie [Chen, Liu 1993; Choy 2001]
procedury wykrywania obserwacji nietypowych w szeregu czasowym zaklada si¢
stochastyczng struktur¢ dla nieobserwowanego, wolnego od obserwacji nietypo-
wych szeregu czasowego {Y,} i dokonuje si¢ estymacji parametru modelu, bazujac
na obserwowanym szeregu czasowym (Z,}. Propozycja Foxa zostala rozszerzona
przez réznych autoréw [Chan 1995; Tsay 1988] na inne klasy modeli autoregresyj-
nych, tj. model ze srednia kroczaca — ARMA (p, ¢g) oraz model ARIMA (p, 4, g).

W niniejszym opracowaniu zaprezentujemy iteracyjna procedure¢ wykrywania
obserwacji nietypowych oparta na tescie wsp6iczynnika prawdopodobieristwa, za-
stosowana dla modelu ARIMA (p, d, g). W metodzie tej, oprécz zaproponowanych
przez Foxa obserwacji nietypowych typu (AO) i (I10), wprowadzono jeszcze dwie
kategorie, a mianowicie przesuniecie poziomu (level shifts (LS)) oraz tymczasowe
zmiany (transient change (TC)) [Chen, Liu 1993; Tsay 1988].

Niech Y, bedzie stochastycznym procesem stosowanym w modelu ARIMA
P, d, 8):

@, (B)V’Y, =0, (B),, M
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gdzie: B — operator przesunigcia wstecz, taki ze BY, =Y,
®,(B)=1-¢B'-¢,B’~..~¢,B" oraz © (B)=1-B' -8,B* —..— ¥, B*
s wielomianami charakterystycznymi omawianego procesu odpowiednio stopnia p i g,
Y, - szeregczasowy wolny od obserwacji nietypowych,
V¢ — operator réznic rzedu d,
€ - zakl6cenie losowe (zmienna losowa o rozktadzie normalnym N (0, of) .

H4

W celu wykrycia obserwacji nietypowej, zgodnie z wczesniejszym zalozeniem,
zamiast procesu Y, wykorzystuje si¢ szereg czasowy Z, zawierajacy obserwacje nie-
typowe. Szereg ten dany jest wzorem:

z,=aV,(B)I[" +¥, @
gdzie: @; - reprezentuje wielko$é (znaczenie) i-tej obserwacji nietypowe;j,
V{B) - definiuje rodzaj obserwacji nietypowej w nast¢pujacy sposéb:
1/z(B) dla(IO)
1 dla (AO
v,(8)= » )
1/(1-B) dla (LS)
1/(1-8B) dla(TC)

gdzie: - tempo wygaszania skutkéw obserwacji nietypowej typu TC 0 < d< 1,
7(B)=®(B)V‘/©(B) —autoregresywny reprezentant modelu ARIMA (p, d, g),

0, =T

1™ = {1’ =1 _ wskaznik zmiennej reprezentujacy obecnoé¢ lub nieobec-
nos¢ obserwacji nietypowej w czasie T;.

W celu przetestowania wystgpowania w szeregu czasowym pojedynczej obser-
wacji nietypowej formutuje si¢ nastgpujace hipotezy badawcze:

H, : w4 = ay = 0 = @¢ — brak obserwacji nietypowych,

H; - o # 0 — tylko (10),

H, - @4 # 0 — tylko (AO),

H; - @ # 0 - tylko (LS).

Hc¢ - o¢ # 0 - tylko (TC).

Wspélczynnikami prawdopodobienstwa statystyki testu dla testowanej hipotezy
Ho przeciw Hj, HA, HL lub Hc sa, kolejno 4,;,4,,, 4, ; oraz A.;. Zgodnie z
hipoteza zerowa o braku obserwacji nietypowych, statystka ta ma asymptotyczny
rozklad normalny N(O; 1). Poniewaz parametry modelu wyjsciowego sa nieznane,
to poczatkowo zostaja oszacowane przy zalozeniu braku obserwacji nietypowych
w szeregu czasowym i wéwczas wykrywanie wartosci zanieczyszczajacych oparte
Jest na statystce Z,_T,/?.AA'T, 2” oraz 2“’ gdzie nieznane parametry zastapiono ich

ocenami.
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Statystyka testu wspéiczynnika prawdopodobienstwa wyraza si¢ wzorem:

7 @,

Ar= . 3)

var (a)i.T )
W celu wykrycia obserwacji nietypowej o nieznanej pozycji, nalezy w kazdym

punkcie prébki obliczy¢ nastgpujaca statystyke [Mira, Sanchez 2004]:

7, = max {4, 7| | Aoz | A} @)

Nastgpnie wartos¢ tej statystyki poréwnywana jest do z gory ustalonej stalej
wartodci krytycznej C. Mozliwe wartosci C, sugerowane przez Changa [Chang,
Tiao, Chen 1988], wynosza: C = 4,0 dla szeregéw czasowych o niskiej wrazliwosci
na zdarzenia wywotujace obserwacje nietypowe w szeregach czasowych, C = 3,5
dla szeregéw o $redniej wrazliwosci oraz C = 3,0 dla szeregéw czasowych o wyso-

kiej wrazliwosci na zaburzenia zewngtrzne. Jezeli 7, =|Z,'T| 2C, wéwczas wnio-
skuje si¢ iz w t = T wystepuje obserwacja nietypowa o charakterze innowacyjnym
(I0), a jesli n, =|/7,A_,.|_>.C, to w okresie r = T wystepuje addytywna obserwacja

nietypowa (AO), jesli 7, =|/TL'T| 2 C, to przyjmuje si¢ iz w t = T mamy do czynie-

nia z przesunigciem poziomu (LS), jezeli 7, =|,ic,| >C, to przyjmuje sigizwt=T

wystgpuje obserwacja nietypowa okreslana mianem tymczasowej zmiany (TC).

Inne podejscie do wykrywania obserwacji nietypowych w szeregach czasowych
zwigzane jest z szacowaniem parametréw modelu metoda odporng (robust method)
a nastgpnie wykrywanie obserwacji nietypowych przez analiz¢ reszt modelu. W
tym celu wykorzystuje si¢ tzw. reszty standaryzowane'. Estymatory odporne [Ze-
lias 1986] charakteryzuja si¢ mala wrazliwoscia na wystepowanie w danych ob-
serwacji nietypowych, przy czym odpornos¢ nalezy tu rozumie¢ zakresie jedynie
jako odpornos¢ na wystgpowanie obserwacji nietypowych.

W opracowaniu tym skoncentrujemy si¢ jedynie na pierwszym podejsciu wy-
krywania obserwacji nietypowych w szeregach czasowych, bazujacym na modelu
addytywnych (AQ) oraz innowacyjnych (IO) obserwacji nietypowych, a takze
przesunigciu poziomu (LS) i tymczasowych zmianach (TC)

3. Kriging — metoda statystycznej interpolacji

Kriging jest podstawowa metoda estymacji danych wykorzystywana w geosta-
tystyce. Jest to metoda interpolacji, prognozujaca nieznane wartosci zmiennej zre-

! O odpornych metodach szacowania parametréw modelu i wykrywaniu na ich podstawie obser-
wacji nietypowych mozna przeczytaé np.: [Heilpern 1999, s. 312-372].
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gionalizowanej’ na podstawie jej obserwowanych danych w innych polozeniach.
W literaturze przedmiotu kriging okreslany jest mianem najlepszego liniowego
nieobciazonego estymatora (BLUE).

W celu wyjasnienia istoty tej geostatystycznej metody estymacji postuzymy si¢
najprostsz forma krigingu, a mianowicie krigingiem punktowym, ktéry wyraza si¢
wzorem:

zZ'= im,z,., (5)
i=l

gdzie: Z(u, =1,
i=l
@, — wagi wyznaczone dla kazdego z punktéw pomiarowych,
Z; — wartosci zmiennej zregionalizownej w punktach pomiarowych,
n - liczba rozrzuconych punktéw pomiarowych w zbiorze.

Podstawg, krigingu jest funkcja wariogramu, okreslana réwniez semiwariogramem
lub semiwariancja. Semiwariogram jest funkcja struktury zmiennych zregionalizowa-
nych, ktéra przedstawia przestrzenne lub czasowe zachowanie si¢ tej zmiennej w bada-
nym zbiorze danych. Semiwariancja probkowa jest definiowana jako polowa wariancji
réznicy wartosci zmiennych losowych oddalonych o wektor separacji h:

7(h)=-;—Var{Z(x)—Z(x +h)}. (6)

Estymacja wariogramu sprowadza si¢ do obliczenia empirycznego wariogramu
(experimental variogram) rozwazanej zmiennej zregionalizowanej, a nastgpnie do
dopasowania odpowiedniego teoretycznego wariogramu (model variogram) do
przebiegu semiwariogramu empirycznego.

Wariogram empiryczny charakteryzuje przestrzenna korelacj¢ préby losowe;j. Jest
to krzywa (wektor), ktéra powstaje przez graficzne przedstawienie zaleznosci semiwa-
riancji od odleglosci £ migdzy punktami pomiarowymi. Eksperymentalny semiwario-
gram dla wektora separacji A wyznaczany jest z réwnania [Ploner, Dutter 2000}

N(h)

> [Z(x) -Z(x+ h):l2
h)= i=]
gdzie: N(h) — liczba par punktéw odlegtych o h.
Teoretyczny wariogram charakteryzuje przestrzenng korelacj¢ dla populacji zZrédto-
wej 1 jest prosta funkcja matematyczna, modelujaca trend w empirycznym wariogramie.
Wsréd powszechnie wykorzystywanych semiwariograméw teoretycznych, w zaleznosci
od sposobu uwzgledniania wektora separacji h, wyr6zni¢ mozna [Ploner, Dutter 2000;

) )

? Zmienna zregionalizowana, jest to zmienna, kidéra lokalnie wykazuje aspekt losowy i ma okre-
Slony rozkiad prawdopodobieristwa, z drugiej strony wykazuje aspekt strukturalny, ktéry odzwiercie-
dla wieloskalowe tendencje zjawiska.
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Zawadzki 2002]: mode! sferyczny, model samorodka, model liniowy, model wykladni-
czy oraz model gaussowski. Modele te okreslane sa mianem modeli podstawowych.
Model samorodka:

0, gdy h=0
y(h)= :
1, gdy h#0
Model sferyczny:
3h 1(hY
+¢|=———-=[—| |, gdy |h<a
y(h)= K ‘[Za Z(aJ} sdy |4
o+ €5 gdy |H>a
Model wykladniczy:
h
7(h)—co+c,(l—e al.
J
Model gaussowski:
i
}'(h)=co+c,[1—e < |,
Model liniowy: |

7(h)=c¢, +bh,

gdzie we wszystkich tych modelach:

¢o — efekt samorodka (nugget effect); ¢, — prég (sill).

a — zakres (range); b — stosunek progu (c;) do zakresu (a).

Wymienione elementy: efekt samorodka, prég i zakres sa trzema charaktery-
stycznymi parametrami semiwariogramu.

Prég jest maksymalng wartoscia wariogramu, przy ktérej nie obserwuje si¢ dal-
szego wzrostu funkcji. Prég powinien w przyblizeniu réwnac¢ si¢ wariancji préby.

4
't
Prég |-----=~==-c--e-cceeo-------oo

efekt
samorodka

-
»

Pl R L L Lk kT repupupapp

zakres

Rys. 1. Najwazniejsze charakterystyki semiwariogramu
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Efekt samorodka jest stala, ktéra reprezentuje w modelu wariogramu pewna
zmiennos¢ danych przy skali mniejszej niz przedzial prébkowania lub tez moze
by¢ wywotany bledem prébkowania (niska doktadnoscia pomiaru). Wielkosé¢ ta
jest pojmowana w semiwariogramie jako wyraz wolny. Zakres jest wielkoscia ska-
larna, ktéra kontroluje stopien korelacji migdzy obserwacjami (punktami), zwykle
reprezentowanymi jako odleglos¢. Jest to odleglosé od zera do punktu, w ktérym
semiwariogram osiagnie 95% wartosci stalej, bedacej progiem (rys. 1).

Zbudowane empiryczne oraz teoretyczne wariogramy moga by¢ wykorzystane
do wyznaczenia wag krigingu @. Na przyklad, jesli chcemy dokonac¢ interpolacji w
punkcie P na podstawie danych z trzech otaczajacych punktéw P1, P2 oraz P3,
réwnanie krigingu zapisujemy jako:

Z, =wZ + 0,2, + O Z,. (8)

Jesli uzywamy semiwariogramu oraz korzystamy z warunku, iz suma wag kri-
gingu powinna by¢ réwna jeden, mozemy utworzy¢ nastgpujacy uklad réwnan w
celu obliczenia wag ;:

oy (k) + @y (h,)+ @y (h;)+ A=y(h,),
By (hy )+ @y (hy) + @ (hy)+ A=y(h, ),

@y (b, )+ @y (hy )+ @y (b )+ A=y(hy, ),
o +o,+a,+0=1,
gdzie: 7(h,.j) — semiwariancja odleglosci h migdzy punktami kontrolnymi i oraz j,

9

}'(h,.p) — semiwariancja odleglosci # migdzy punktem kontrolnym i oraz

punktem interpolowanym p,
A — wyraz wolny réwnania.
Wartos¢ badanego zjawiska w punkcie P otrzymujemy, rozwiazujac uktad réw-
nan (9) wzgledem wag @, a nastgpnie wagi podstawiamy do réwnania (8).
Waina zaleta krigingu jest to, ze wariogram moze by¢ uzyty do wyznaczenia
btedu estymacji w kazdym punkcie interpolacji. Oszacowanie wariancji mozna
wyznaczy¢ ze wzoru:

S2=ay(h, )+ @,7(h, )+ @7k, )+ A (10)

4. Zastosowanie metody krigingu
w procedurze wykrywania obserwacji nietypowych

Zaprezentowana w niniejszym opracowaniu procedura wykrywania obserwacji

nietypowych zaklada, iz w celu wykrycia obserwacji nietypowej o nieznanej pozy-
cji nalezy w kazdym punkcie prébki obliczy¢ statystke 7. Gdy analizujemy szereg
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czasowy skladajacy si¢ z duzej liczby obserwacji i nie znamy synchronizacji (po-
zycji) oraz typu obserwacji nietypowej, dana statystk¢ obliczamy dla wszystkich
typéw obserwacji nietypowych oraz wszystkich danych. To sprawia, Ze proces
wykrywania obserwacji nietypowych staje si¢ niezwykle czasochlonny. W celu
wyeliminowania tej niedogodnosci proponowane sa dwa rozwiazania: zastosowa-
nie metody Monte Carlo lub metody krigingu.

Rozwiazaniem tego typu sytuacji, najcz¢sciej wykorzystywanym i prezentowa-
nym w literaturze, jest zastosowanie metod Monte Carlo [Chan 1995] w celu okre-
Slenia wartosci statystyk /7”. Mira i Sanchez [2004] proponuja w takiej sytuacji
wykorzystaé metode krigingu. Postgpowanie w tej metodzie jest dwuetapowe. W
pierwszym etapie nalezy wyznaczy¢ wartosci statystyki testu wspélczynnika praw-
dopodobienstwa Z‘T dla wybranych obserwacji szeregu czasowego, a nastgpnie

zastosowac interpolator krigingu do okreslenia wartosci tej statystyki w innych
punktach. W celu wybrania najlepszych ,,obserwacji reprezentantéw”, dla ktérych
warto$¢ statystyki bedzie wyznaczona zgodnie ze standardowa procedura, autorzy
proponuja zastosowanie metody analizy czynnikowej lub maksymalnej entropii,
albowiem obie metody daja podobne wyniki.

Poréwnujac wartosci statystyk otrzymywanych metodami Monte Carlo z tymi
otrzymanymi z wykorzystaniem geostatystycznej metody krigingu zaproponowa-
nej przez Mira i Sancheza, nalezy stwierdzi¢, Ze sa one na podobnym poziomie,
przy czym czasochtonno$¢ obliczen jest nieporéwnywalnie krétsza w przypadku
tej drugiej metody.

5. Whioski

Wykrywanie obserwacji nictypowych w szeregach czasowych jest zagadnie-
niem niezwykle waznym. Wystgpowanie tego typu obserwacji w szeregu czaso-
wym czyni oceny parametréw modeli autoregresyjnych zbudowanych na podsta-
wie takich dane obciazonymi, co powoduje, iz wyniki analiz przeprowadzonych na
podstawie tych modeli sa nierzetelne oraz zawodne.

Koncepcje wykorzystania metody krigingu w iteracyjnej procedurze wykrywa-
nia obserwacji nietypowych jako alternatywnego narzedzia do metod Monte Carlo
nalezy uzna¢ za ciekawa i przynoszaca wiele korzysci. Najwazniejsza z nich jest
skrécenie czasu obliczen do kilkudziesigciu sekund, podczas gdy w metodach sy-
mulacyjnych czas ten mierzony jest w godzinach. Dodatkowq zaleta krigingu jest
to, iz dostarcza wariancji oszacowania dla kazdego z punktéw interpolacji. Ponadto
wyniki otrzymywane metoda krigingu sa na poréwnywalnym poziomie do tych
otrzymywanych metodami Monte Carlo.
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THE ANALYSIS OF TIME SERIES WITH OUTLIERS USING
THE GEOSTATISTICS METHODS

Summary

As a result of action of different external factors, such as: political and eco-
nomic crises, outbreaks of wars, some observations clearly different from the oth-
ers, called the outliers, appear in the economic time series.
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The outliers generally cause the results of conducted analyses, based on time
series, are failed, unreal or even invalid. Therefore, it is important to use some ap-
propriate procedures for detecting and eliminating those effects from time series.

This paper shows the geostatistics kriging method in a detection problem of
outliers in time series.
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