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1. Wstep — systematyzacja niektérych metod analizy zaleznos$ci

Jednym z podstawowych zadan realizowanych za pomoca metod statystycznej
analizy wiclowymiarowej jest analiza zaleznosci miedzy zmiennymi wchodzacymi
w skiad pewnego wektora. W tym artykule przedstawimy rozwazania na temat me-
tod analizy zaleznoéci. Rozwazania te maja charakter systematyzacji niektérych
zagadnien zwiazanych z analiza zalezmosci.

Na wstepie zajmiemy si¢ problemem podziatu réznych podejé¢ w analizie za-
leznosci. W tym zakresie rozwazymy kilka kryteriow podzialu. Dwoma podsta-
wowymi kryteriami sa;

Kryterium zaleznosci wewnatrzgrupowej i migdzygrupowej

Zaleino$¢ wewnatrzgrupowa to taka zaleznosé, w kiérej rozpatrywane zmienne sg
traktowane jako jeden zbidr i analizowana jest ,taczna” zale/mos¢ migdzy zmiennymi
nalezacymi do tego zbioru. W szczegblnym przypadku rozpatrywany zbidr liczy dwie
zmienne i przedmiotem zainteresowart jest zaleznos¢ migdzy tymi zmiennymi (np. mie-
rzona wspdlczynnikiem korelacji). Gdy za$ tych zmiennych jest wigcej, przykladowa
metods analizy zaleznosci jest np. analiza gléwnych sktadowych.

Zaleznos¢ migdzygrupowa to taka zaleznosé, w ktérej zmienne sa pogrupowane
w dwa zbiory lub wigcej zbioréw, analiza jest zas przeprowadzona migdzy zbiora-
mi. W dwéch zbiorach zmiennych klasyczng metoda jest analiza korelacji kano-
nicznej, a miarg zaleznosci — wspétczynnik korelacji kanoniczne;j.
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Kryterium liczby zmiennych

Tutaj wyrézmia si¢ dwie sytuacje: kiedy mamy dwie zmienne lub wigcej zmien-
nych. Przypadek dwéch zmiennych nie wymaga komentarza, jest klasyczny. Jesli
za$ dysponujemy wigksza liczba zmiennych, to czgsto postgpuje si¢ tak, ze czes¢
zmiennych zast¢gpuje si¢ pewna zmienng syntetyczng, bedaca kombinacja liniowa
tych zmiennych, i wtedy bada si¢ zaleznos¢ miedzy jedng zmienna i zmienna syn-
tetyczng.

Laczac te dwa kryteria, mozemy wyrézni¢ kolejne mozliwe rodzaje analizy za-
leznosci. Przedstawig je ponizej i wskaze typowe metody ich stosowania.

Przypadek 1 — taczna zaleznosé, dwie zmienne.

Typowe metody: korelacja, regresja z jedna zmienna objasniajaca.

Przypadek 2 — faczna zaleznosé, wig¢cej zmiennych.

Typowe metody: analiza giéwnych skltadowych.

Przypadek 3 - zaleno$¢ miedzy dwiema grupami, obie zawieraja po jednej
zmienne;j.

Typowe metody: korelacja, regresja z jedna zmienna objasniajaca.

Przypadek 4 — zaleznos¢ migdzy dwiema grupami, jedna zawiera jedna zmien-
na, zas druga — wigcej zmiennych.

Typowe metody: korelacja wieloraka, regresja z wieloma zmiennymi objasnia-
jacymi.

Przypadek 5 - zaleznos¢ mi¢dzy dwiema grupami, obie zawieraja wigcej
zmiennych.

Typowe metody: korelacja kanoniczna, regresja wielowymiarowa.

Zauwazmy, ze przypadki 1 i 3 s3 formalnie takie same, jakkolwiek rozpatrywane z
rémych punktéw widzenia. Dodajmy réwniez, iz duza cz¢s¢ wymienionych metod pole-
ga na tworzeniu syntetycznej zmiennej, bedacej kombinacjg liniowa pewnej grupy
zmiennych. Taka zmienna syntetyczng jest np. giéwna skladowa, zmienna kanoniczna
czy tez zmienna objasniana w funkcji regresji.

Trzecim kryterium podziatu metod analizy zaleznosci jest podziat ze wzgledu
na zaleznosé ,jednostronng” i ,,dwustronng”. Zaleznos¢ zwana przez nas ,jedno-
stronna” to taka zalezno$¢, w ktérej jedna zmienna traktowana jest jako objasniana,
inne zmienne zas (jedna lub wigcej) traktowane sa jako objasniajace i badacza inte-
resuje wplyw zmiennych objasniajacych na zmienna objasniana, czyli cos, co
przypomina zaleznosé ,,przyczynowo-skutkowg’. Z kolei w zaleznosci zwanej
przez nas ,dwustronng” badacza interesuje jedynie wskazanie powiazan migdzy
dwiema (lub wigcej) zmiennymi, bez wnikania w to, co jest ewentualng przyczyna,
a co jest skutkiem - czyli wystepuje dwustronne powiazanie.

Zauwazmy, ze gdy przyjmiemy stochastyczne ujecie w analizie danych, wéw-
czas najpelniejsza informacja o strukturze zaleznosci znajduje si¢ w rozkladzie
wielowymiarowym, danym (w przypadku zmiennych ciagtych, a takie tu rozpatru-
jemy) poprzez funkcjg gestosci:
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Fx,xy,0x,) . ¢))

W takiej sytuacji analiza ,dwustronnej” zaleznosci polega na rozpatrywaniu rozkladu
lacznego, a analiza , jednostronnej” zaleznosci polega na rozpatrywaniu rozktadu warun-
kowego — zmiennej objasnianej pod warunkiem zmiennych objasniajacych.

Kolejne kryterium podziatu metod analizy zaleznosci wywodzi si¢ z tego, czy zalez-
nos¢ jest analizowana na podstawie pelnej informacji zawartej w rozkladzie wielowy-
miarowym, czy tez na podstawie syntetycznej informacji, ktéra niosa parametry tego
rozkladu. Gdy w celu uproszczenia pod uwage wezmiemy jedynie dwie zmienne: X oraz
Y, wéwczas mozemy wyr6zmic modele teoretyczne analizy zaleznosci.

Pelny model wykorzystuje informacje w postaci rozkladu dwuwymiarowego,
rozpatrywanego poprzez funkcje dystrybuanty. W ten sposéb otrzymujemy:

— w przypadku analizy rozktadu tacznego:

Fx,y)=P(X <xY<y), )
— w przypadku analizy rozktadu warunkowego:
Fylo=Pr<ylx=x. €)

Uproszczony — lecz czgsciej stosowany — model wykorzystuje jedynie informa-
cje o parametrach rozkladu. W ten sposéb — przy zatozeniu, ze rozpatrywanym pa-
rametrem jest wartosé¢ oczekiwana — otrzymujemy:

— w przypadku analizy rozkladu tacznego:

E(XY), C)
— w przypadku analizy rozkladu warunkowego:
EY|X). )

Zauwazmy, iz dystrybuanta rozkladu wielowymiarowego zawiera pelna infor-
macj¢ o zaleznosci, jednak oprécz tego zawiera réwniez informacje o innych cha-
rakterystykach, mianowicie o polozeniu, skali itp. W tym sensie mozna powie-
dzieé, ze ta informacja jest ,,zanieczyszczona”. Dokonujac analizy zaleznosci, na-
lezy ,,uwolni¢” rozklad wielowymiarowy od tych innych charakterystyk. Jak sig¢
okazuje, s3 mozliwe co najmniej dwa ogdlne sposoby postgpowania.

Pierwszy sposéb postgpowania polega na standaryzacji kazdej zmiennej,
,uwalniajac” te zmienne w ten spos6b od parametréw potozenia i parametréw roz-
rzutu, czyli rozpatrujac rozktad zmiennych standaryzowanych. Standaryzacja pole-
ga na odjeciu parametru potozenia i podzieleniu przez parametr skali. Zastosowa-
nie tu ma nastgpujacy wzor:

(6)

W przypadku dwéch zmiennych, gdy zalozymy, ze parametrem potozenia jest
warto$¢ oczekiwana, a parametrem rozrzutu (skali) jest odchylenie standardowe,
wzor (4), okreslajacy warto$¢ oczekiwang iloczynu (analiza lacznej zaleznosci),
staje si¢ wzorem na zwykly wspélczynnik korelacji.
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Oczywiscie, zakladajac inne parametry polozenia i parametry skali, otrzymujemy
inne miary zaleznosci. Mozna tu na przyklad wykorzystaé¢ podejsécie, ktérego idea
zostala przedstawiona przez Jajuge i Walesiaka [2004], z zastosowaniem L-normy.
Gdy np. przyjmiemy norm¢ wynikajaca z zastosowania odleglosci miejskiej, wéw-
czas parametrem potozenia jest mediana, a naturalnym parametrem skali jest wartosc
oczekiwana bezwzglednych odchylen danej zmiennej od jej mediany. Oczywiscie
dalszych badan wymaga okreslenie wlasciwosci takich miar zaleznosci. Jesli zas
chodzi o drugi mozliwy sposéb, to polega on na zastosowaniu tzw. analizy polaczen (co-
pula analysis). Sposob ten jest opisany w nastepnej czesci artykutu,

2. Analiza zalezno$ci za pomocg funkcji polaczen

Gléwna idea analizy pofaczen polega na oddzieleniu analizy rozkladéw brze-
gowych od analizy zaleznosci. Dzigki temu parametry zaleznosci sa ,,oddzielone”
od parametréw potozenia i parametréw skali.

Formalne podstawy analizy potaczen najlepiej ilustruje twierdzenie Sklara (por.
[Sklar 1959]), méwiace o dekompozycji ciaglej dystrybuanty rozktadu wielowy-
miarowego jako funkcji dystrybuant rozkladéw jednowymiarowych. Twierdzenie
to zapisane jest nastgpujaco:

F(x,....x,)=C(F (x),... F,(x,)). @)

Funkcja C, wystgpujaca w tej dekompozycji, wiazaca dystrybuant¢ rozkladu
wielowymiarowego z dystrybuantami rozktadéw jednowymiarowych, jest nazywa-
na funkcja potaczenia, inaczej funkcjg copula. Funkcja ta jest funkcja dystrybuanty
wielowymiarowego rozktadu jednostajnego.

Relacje miedzy rozktadem wielowymiarowym i rozkladami jednowymiarowymi
mozna réwniez przedstawi¢ za pomoca tzw. gestosci copula, oznaczonej przez c:

F s xy) = (B (), Fy (x,0)- fi ()0 £ (), (8)
c(uy,....u,)=0"C(u,....u,). )

Szczegélnym przypadkiem funkcji potaczenia jest tzw. normalna (gaussowska)
copula. Wiaze ona dystrybuantg wielowymiarowego rozkladu normalnego z dys-
trybuantami jednowymiarowych rozktadéw normalnych wedtug wzoru:

CQuyyrntt,) =2" (@' )),... 07" (1,,)). (10)
W szczegélnym, dwuwymiarowym przypadku otrzymujemy:
Cluy, 1) =@ (1), 27" (), (11
X =2pxy+y

& (u)®  (uy)
[ dxdy. (12)

|
Clnu)= [ e
Jood 1= p? 21-p°)
Jak widaé, funkcja normalna copula to jedyna funkcja, ktéra transformuje jed-
nowymiarowe rozkiady normalne w wielowymiarowy rozklad normalny. Innymi
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stowy: jesli jednowymiarowe rozklady brzegowe sa rozkladami normalnymi, to
wielowymiarowy rozklad jest normalny tylko wtedy, gdy odpowiednia funkcja po-
laczenia (funkcja copula) jest funkcja normalng (gaussowska). Wida¢ réwniez, iz
w przypadku dwuwymiarowym jedynym parametrem, ktéry wystepuje w normal-
nej funkcji copula, jest wspétczynnik korelacji, bedacy naturalng miarg zaleznosci
w przypadku dwuwymiarowego rozktadu normalnego.

Innymi czg¢sto rozwazanymi funkcjami potaczenia (funkcjami copula) sa funk-
cje nalezace do rodziny copula Archimedesa. Te funkcije, zdefiniowane za pomoca
scisle malejacych i wypuklych funkcji, zwanych generatorami, spetniaja nastepuja-
cy warunek:

¥ :10;1] —[0;00), (13)

P(1)=0. (14)

Copula Archimedesa w przypadku dwuwymiarowym jest okreslona nast¢pujaco:
Cluyuy) = ¥~ (W) + Y(u,)). (15)

Oczywiscie w zalezmosci od postaci funkcji generatora mozna wyrdznic¢ rézne
funkcje copula Archimedesa. Najbardziej znang jest copula Gumbela, w ktérej ge-
nerator jest przedstawiony nasigpujacym wzorem:

- [}
¥y =—(n())’, a16)
82>1.

Copula Gumbela jest zalezna od jednego parametru. Podobnie jest w przypadku
wielu innych copula Archimedesa. Okazuje sig, ze ten parametr moze by¢ interpre-
towany jako parametr zalezmosci. Jak widaé¢, ze wzgledu na to, ze argumentami
funkcji copula sa wartosci dystrybuant jednowymiarowych, ten parametr zalezno-
sci jest ,,oddzielony™ od jednowymiarowych parametréw potozenia i skali.

Istotne wilasciwosci funkcji polaczenia wiaza si¢ wlasnie z interpretacja tej
funkcji w kategoriach zalemosci. Podstawowe wlasciwosci sa nastgpujace:

— w odniesieniu do zmiennych niezaleznych otrzymujemy:

Cluyyoostty)) =C (Uyy.0sity) = u, . 00, a7n

— dolna granica funkcji copula osiagnigta jest, gdy:
C™ (uy,...,u,) = max(u; +...+u, —n+10), (18)

— gérna granica funkcji copula jest osiagnieta, gdy:
C* (..., u,) = minQu, ..., u,,). (19

Kluczowa wilasciwos¢ funkcji copula wiaze si¢ z pojgciem catkowitej dodatniej
zaleznosci i catkowitej ujemnej zaleznosci. Jest to uogélnienie klasycznej zaleimo-
sci liniowej. Pojecia te — w przypadku dwuwymiarowym i zmiennych X i ¥ — sa
okreslone nastepujaco:

— catkowita dodatnia zaleznos¢ wystepuje wtedy, gdy Y = T(X), gdzie: T — funk-
cja rosnaca,
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— catkowita ujemna zalezno$¢ wystepuje wtedy, gdy Y = T(X), gdzie: T — funk-
cja malejaca.

Okazuje sig, ze zachodza nastgpujace relacje:

— w przypadku catkowitej dodatniej zaleznosci:

C(uy,uy) = C " (u;,u,) = min(uy, u,),

— w przypadku catkowitej ujemnej zaleznosci:

C(u,,u,)=C" (u,,u,) = max(u, +u, —1,0),

Estymacja funkcji copula jest przeprowadzana zazwyczaj w dwéch etapach z
zastosowaniem metody najwiekszej wiarygodnosci. W pierwszym etapie metoda
najwigkszej wiarygodnosci jest stosowana do oszacowania parametréw rozktadéw
brzegowych. W drugim etapie metoda ta jest stosowana do wyznaczenia parame-
tréw funkcji copula dla otrzymanych parametréw rozkltadéw brzegowych.

3. Analiza zaleznosci ekstremalnej

Przedstawione do tej pory rozwazania dotyczyly sytuacji, w ktérej dokonuje si¢
pomiaru zaleznosci dla calego zbioru danych traktowanego jako jednorodny. W
praktyce czesto zdarza si¢ jednak, iz w réznych klasach rozpatrywanego zbioru
danych jest rézna zaleznos¢. Przedstawimy teraz dwa rodzaje analiz, w ktérych
mamy do czynienia z tym problemem.

Pierwsza sytuacja dotyczy analizy tzw. zaleznosci ekstremalnej. Jest to zalezmosé,
ktéra charakteryzuja si¢ ,,0gony” rozkladu. Innymi slowy, chodzi o okreslenie, w jakim
stopniu bardzo wysokie (bardzo niskie) wartosci jednej zmiennej sa powiazane z bardzo
wysokimi (bardzo niskimi) wartosciami drugiej zmiennej. Wystgpuja dwa podstawowe
sposoby analizy:

- modyfikacja klasycznych miar zaleznosci,

— propozycja specyficznych miar zaieznosci ekstremaine;j.

Jesli chodzi o zmodyfikowane miary zaleznosci, to najprostszym przykiadem
jest tzw. warunkowy wspéiczynnik korelacji. Dany jest on nastgpujacym wzorem:

- COV(X,Y|Y > u) _ 20)
JVX|Y >V |Y >u)

Jak wynika ze wzoru (20), warunkowy wspéiczynnik korelacji jest okreslony ze
wzgledu na warunek, ze jedna ze zmiennych przekroczy pewien prég, oznaczony
tutaj przez u. Wspétczynnik ten jest oczywiscie funkcja tego progu.

Warunkowy wsp6iczynnik korelacji jest powigzany z klasycznym (bezwarun-
kowym) wsp6iczynnikiem korelacji. Mozna dowies¢, iz w przypadku dwuwymia-
rowego rozkladu normalnego graniczna (dla duzej préby) wartos¢ warunkowego
wsp6iczynnika korelacji okreslona jest nastgpujaco:
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Widaé, ze przy zwigkszajacym si¢ progu warunkowy wspéiczynnik korelacji
dazy do zera.

Drugim podejsciem w analizie zaleznosci ekstremalnej jest wyznaczenie specyficz-
nych miar zaleznosci ekstremalnej. Najbardziej popularne sa wspétczynniki zaleznosci w
ogonie. Dla rozkladu dwuwymiarowego, w ktérym dystrybuanty dane sa jako F i G,
wsp6iczynniki te okreslone sa nastgpujaco:

— wspétczynnik zaleznosci w dolnym ogonie:

A =limP(¥ SGT @)X S F~w)), (22)

- wspétczynnik zaleznosci w gémym ogonie:
Xy =limP(Y > G @)X > F~'@)). (23)

Oba wspdlczynniki okreslaja asymptotyczng zalezmosc. Na przyktad wspotczynnik
zalezmosci w gémym ogonie jest okreslony jako graniczne prawdopodobienstwo, ze jed-
na ze zmiennych przyjmie warto$¢ z gémego ogona pod warunkiem, ze druga zmienna
przyjmuje wartos¢ z gémego ogona. Granica jest tu rozumiana ze wzgledu na to, jaki
wysoki (badz niski) kwantyl jest rozpatrywany.

Okazuje si¢, ze przedstawione wspétczynniki zaleznosci w ogonie formalnie za-
leza od oméwionej w poprzednim punkcie funkcji potaczenia. Wyrazaja to nastg-
pujace wzory:

AL = 'l‘irr(l)[C(u,u)/u], (24)

Ay = im{(t - 2u + Cu,u)) (1~ w)]. (25)

Fakt ten potwierdza przydatnos¢ analizy polaczen (copula analysis) w bada-
niach zaleznosci.

4. Analiza zaleznosci w przypadku niejednorodnego zbioru danych

Jak wskazywali$my, w praktyce czesto zdarza sig, ze zbidr danych jest niejed-
norodny i interesuje nas okreslenie zaleznosci dla jednorodnych klas w tym zbio-
rze. Mamy wéwczas do czynienia z zagadnieniem klasyfikacji, ktéra jest dokony-
wana wiasnie ze wzgledu na zaleznos¢. Podamy teraz propozycje analizy zalezno-
Sci w takiej sytuacji.

Zostanie zastosowane tutaj tzw. podejscie klasyfikacyjne, opisane w pracy Jajugi
[1993]. Rozwazamy podejscie stochastyczne, zbidr liczacy n obserwacji pochodzi zas z
K populacji o rozktadach tej samej postaci, rézniacych si¢ jedynie parametrami. Wtedy
funkcja wiarygodnosci zbioru obserwacii okreslona jest nastepujaco:
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LO|x, %y x) = [ F 10D =T ] £, (5 ]6,). (26)
i=1 i=1

przy czym:
v=jexell.

W praktyce minimalizacja funkcji wiarygodnosci danej wzorem (26) odbywa
si¢ za pomoca algorytmu iteracyjnego, przebiegajacego w nastgpujacych etapach:

1. Startuje si¢ od zadane) klasyfikacji poczatkowej zbioru obserwacji.

2. W kazdej iteracji algorytmu:

— dokonuje si¢ estymacji parametréw rozktadu w kazdej klasie,
wyznacza si¢ wartos¢ funkcji gestosci dla kazdej obserwacji i kazdej klasy
(w sumie n razy K wartosci),
wyznacza si¢ nowg klasyfikacj¢ poprzez przydzielenie kazdej obserwacji do
klasy o najwigkszej wartosci funkcji gestosci.

3. Postgpowanie iteracyjne jest kontynuowane do momentu, gdy klasyfikacja
otrzymywana w kolejnych iteracjach przestanie si¢ zmieniaé.

W przedstawionym podejsciu klasyfikacyjnym i algorytmie pojawiaja si¢ dwa
problemy, ktére musza byé rozwiazane. Pierwszy z nich to koniecznosé ustalenia
liczby klas, o ktérej w podejsciu klasyfikacyjnym zaktada si¢, ze jest znana. Drugi
problem to mozliwo$¢ otrzymania rozwiazania odpowiadajacego ekstremum lokal-
nemu, co z reguly oznacza koniecznos¢ wykorzystania metod globalnej optymali-
zacji badz stosowania przedstawionego algorytmu kilkakrotnie przy réznych zada-
nych klasyfikacjach poczatkowych i sposréd otrzymanych wybér klasyfikacji od-
powiadajacej najwigkszej wartosci funkcji wiarvgodnosci. Przedstawione podejscie
jest og6lne i dopuszcza mozliwosé zalozenia réznych postaci rozktadéw wielowy-
miarowych w poszczeg6lnych klasach. Podejscie to moze byé traktowane jako od-
powiednik idei model-based clustering, czyli metod klasyfikacji wynikajacych z
pewnych modeli opisujacych kazda klas¢. Idea ta zostala dobrze przedstawiona
przez Banfielda i Raftery’ego [Banfield, Raftery 1993]. Ogélny model dla kazdej
klasy, przedstawiony przez nich, to wielowymiarowy rozklad normalny, ktérego
parametry odzwierciedlaja orientacj¢, objgtos¢ i ksztalt klasy, dzigki temu, ze ma-
cierz kowariancji moze by¢ przedstawiona za pomoca dekompozycji spektralnej
(wedtug wartosci wiasnych).

Oczywiscie model zdefiniowany dla kazdej klasy moze mie¢ bardzo rézny cha-
rakter. Moze by¢ nim wilasciwie dowolny rozktad wielowymiarowy, moze to by¢
syntetyczna charakterystyka, taka jak gtéwna sktadowa czy tez funkcja regresji. .

Przedstawimy autorska propozycje modelu wynikajacego z tego podejscia. Mo-
del ten moze by¢ przydatny wlasnie w analizie zaleznosci w przypadku niejedno-
rodnego zbioru danych.

Pod uwage bierzemy funkcj¢ wiarygodnosci dana wzorem (26). Model w kaz-
dej klasie to rozklad wielowymiarowy, jednak jest on opisany za pomoca rozkla-
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déw brzegowych i funkcji potaczenia (funkcji copula). Otrzymujemy zatem nastg-
pujace przedstawienie funkcji dystrybuanty i funkcji gestosci dla danej klasy:
Fi(x,es ) = C;(Fjy(xp),.ee, Fip (%)), 27N
FiOaaees %) = € (F 3y (X))sees Fip (2,,0) F11(0) et £ (X)) (28)
W praktycznym zastosowaniu tego podejscia wykorzystuje si¢ taki sam algo-
rytm iteracyjny, jak w podejsciu klasycznym, z tym ze w kazde;j iteracji estymacja
jest przeprowadzana odre¢bnie dla parametréw rozktadéw brzegowych i parame-
tréw funkcji potaczenia.
Proponowane podejscie umozliwia analiz¢ zaleznosci w niejednorodnym zbio-
rze danych, przy czym jest to zaleznos¢ rozumiana ogélniej niz klasyczna zalez-
nos¢ liniowa, dzigki wprowadzeniu analizy polaczen.
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DEPENDENCE IN DATA ANALYSIS
-~ DISCUSSION ON SOME APPROACHES

Summary

The paper presents the discussion on the methods of dependence analysis,
where one considers continuous variables. Different criteria to systematize depend-
ence analysis methods are proposed. The particular attention is paid to copula
analysis, which is the generalization of the traditional approach to analyze linear
dependence. In the paper the methods to analyze extreme dependence are also
given. Finally author proposes the approach to analyze the dependence in the case
of heterogeneous data set.
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