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Streszczenie

Numeryczne modelowanie ruchu osrodka wielofazowego
w zastosowaniu do przeplywu fluidalnego

Celem niniejszej pracy jest opracowanie modelu matematycznego i programu komputero-
wego do badania dynamiki osrodka fluidalnego z wykorzystaniem metody ,wielofazowe]
czgstki w komoéree” oraz metod rzutowania i dekompozycji kierunkéw operatora réznicz-
kowego.

Metoda ,wielofazowej czgstki w komoéree” jest metodg modelowania przeplywu wielofazo-
wego z wystepujacym oérodkiem cigglym, ktérym jest ptyn, oraz osrodkiem rozproszonym,
ktérym sg czastki materiatu stalego. Ruch plynu modyfikowany jest przez obecnosé czg-
stek w przeptywie. Osérodek rozproszony wystepuje w postaci dyskretnych czgstek, ktore
poruszaja sie zgodnie z drugim prawem Newtona. Na ruch czgstek wplywa: sila ciezkosci,
sita oporu i sila wzajemnego oddziatywania miedzy czgstkami, ktorg okreslono jako od-
dzialywanie ciggte.

Metoda rzutowania zostala zmodyfikowana i przystosowana dla wielofazowego przepltywu
$cisliwego. Wprowadzono wilasne warunki brzegowe typu wlot i wylot dla wystepujgcej w
metodzie funkcji rzutujacej i predkosci posredniej. Zastosowanie metody rzutowania po-
zwala na prowadzenie obliczenn numerycznych bez koniecznosci wyznaczania ci$nienia, co
jest podstawowg zaletg metody.

W pracy do rozwigzania réwnania ruchu plynu zastosowano metode dekompozycji kie-
runkéw operatora rézniczkowego, ktéra prowadzi do otrzymania zagadnienn jednowymia-
rowych. Dyskretyzacja w sposéb niejawny zagadnienia jednowymiarowego prowadzi do
otrzymania ukladu réwnan z macierzg tréjprzekatniows, do rozwigzania ktérego wykorzy-
stano szybki algorytm rozwigzywania macierzy trojprzekgtniowe;.

W celu przetestowania opracowanych metod rzutowania i dekompozycji, wykonano serie
eksperymentéw numerycznych dla niedcisliwego przeplywu jednofazowego ptynu lepkie-
go. Obliczenia sprawdzajace wykonano dla takich wybranych zagadnien, jak przeptyw w
dwu- i trojwymiarowej komorze z ruchomg $cianka, test ze znanym rozwigzaniem anali-
tycznym réwnania Naviera—Stokesa i przeplyw w dwu— i tréjwymiarowym kanale. Wyko-
rzystujgc opracowang metode ,wielofazowej czgstki w komoéree”, przeprowadzono badania
numeryczne dynamiki przeplywu fluidalnego. Do modelowania przyjeto takie charaktery-
styczne przeplywy fluidalne, jak przeptyw w zlozu pecherzowym, przeptyw z segregacja
zloza fluidalnego i przeptyw fluidalny w pionowej komorze. Obliczenia przeprowadzono
w obszarze dwuwymiarowym. Otrzymane wyniki dobrze odzwierciedlajg cechy przeplywu

fluidalnego.






Abstract

The application of numerical modeling
of the multiphase flow for fluidization
Robert Lewtak

The main objective of this PhD dissertation is the development of the mathematical model
and to work out a numerical program to investigate multiphase flows, especially fluidized
flows. The mathematical model is based on the multiphase particle-in—cell method (MP-
PIC). The projection method and the space splitting method have been incorporated into
the numerical program as the key components of the numerical algorithm.

The multiphase particle—in—cell method is used for numerical modeling of the multi-
phase flow which is treated as the flow of both a continuous gas phase and a dispersed
phase (solid particles). The gas flow is modified by the presence of the solid particles.
The dispersed phase is considered as discrete particles of which motion is governed by the
second Newton’s law. If the particles are small and the fluid density is considerably lesser
than the density of the particles, the forces which act on the particle are the gravity, the
drag and a continuous force which is responsible for the particle-particle interaction.
The projection method (Chorin’s method) has been modified and adapted for the multi-
phase compressible flow. The own inlet and outlet boundary conditions have been elabo-
rated in this method.

The space splitting method has been used for solving the equations of the fluid motion.
The solution of two— and three—dimensional equations are reduced to a sequence of one—
dimensional problems which can very quickly be solved. Due to a fact that the implicit
scheme was used the method is unconditionally stable.

The projection and space splitting methods have been tested by examination of incom-
pressible flows of a viscous fluid. The checking computations were performed for the two—
and three-dimensional driven cavity, the analytical solution of Navier-Stokes equations
and for a flow in a two— and three-dimensional channel. All the numerical results well
conform with other experimental data and analytical solutions.

Finally, the numerical study of the fluidized flow has been performed by using the mul-
tiphase particle-in—cell method. The numerical simulation were performed for a bubbling
bed, a flow with segregation and a fluidized flow in a channel. The numerical results clearly

show the characteristic features of the fluidized flow.
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Wielofazowe przeptywy wielu sktadnikéw czesto wystepuja w obserwo-
wanym Swiecie fizycznym. Okreslony sktadnik wyrdznia sie indywidualnym
sktadem chemicznym, ktéry odréznia go od innej substancji chemicznej. Faza
okresla rézne stany skupienia, tzn. faza stala, ciekta lub gazowa. Przeptyw
fluidalny nalezy do kategorii wielofazowych przeptywow wielosktadnikowych.

Od dawna uczeni i inzynierowie zajmowali si¢ badaniami przeptywow jed-
nofazowych. Stad tez réwnania ruchu i wlasnosci fizyczne ptynow jednofazo-
wych sa dobrze znane i udokumentowane poza nierozwiazanym problemem
modelowania turbulencji i okreélenia jej wplywu na wymiane masy, pedu
i energii. Niestety obecny stan wiedzy dotyczacy przeptywéw wielofazowych
jest wciaz w poczatkowym etapie rozwoju. Réwnania ruchu wymagaja prawi-
dltowego okreslenia i sg przedmiotem wielu dyskusji. Z tego powodu badanie
przeplywow wielofazowych stanowi doskonale wyzwanie i potencjalnie nieza-

gospodarowany jeszcze obszar zainteresowan dla naukowca lub inzyniera.



Znaczacy czes¢ przepltywow wielofazowych stanowia przeptywy plynu z
rozproszonymi w nim czastkami materiatu stalego. Taki przeptyw jest nazy-
wany przeplywem z osrodkiem rozproszonym, poniewaz czastki tworza faze
rozproszong (dyskretna), a ptyn jest jest faza ciagla. Do tej kategorii prze-
plywéw wielofazowych naleza m. in. transport pneumatyczny i przeptyw flu-
tdalny. Innym przyktadem przeptywu ptynu i czastek materiatu statego jest
przeptyw granularny, dla ktérego wzajemne oddziatywania miedzy czastkami
sa wazniejsze od wzajemnego oddziatywania ptynu i czastek. Jezeli czast-
ki materiatu stalego sa nieruchome, to przeptyw redukuje sie do przeptywu
przez osrodek porowaty, w ktérym sila oporu czastek wywotana lepkoscia
ptynu decyduje o przeptywie ptynu. Poniewaz czastki materiatu statego sa
nieruchome, to niewtasciwe jest okreslanie przeptywu przez osrodek porowaty
jako przeptywu plynu i czastek.

Ze wzgledu na przemystowe zastosowania, przeptywy wielofazowe sg szcze-
goélnie wazne, gdyz odgrywaja podstawowa role w wielu procesach przetwor-
czych. Nie bez znaczenia jest wiec podejmowanie prob zrozumienia lub roz-
wigzania zasadniczych probleméw, ktore powstaja lub wiaza sie z przeplywa-
mi wielofazowymi. Dotychczas przeprowadzono wiele réznych badan ekspe-
rymentalnych. Badania doswiadczalne, na ogét dosé kosztowne, dostarczaja
jedynie wynikéw specyficznych dla danej dziedziny. Z drugiej strony, roz-
woj techniki komputerowej pozwala na numeryczne rozwigzywanie rownan
rozniczkowych, ktére opisuja wielowymiarowe niestacjonarne przeptywy wie-
lofazowe, a zatem interesujacy i wazny jest rozwdj podstaw teoretycznych.
Oczywiscie, dodatkowe modele empiryczne zamykajace uktad rownar sa bez-
wzglednie konieczne. W konsekwencji numeryczne modelowanie zakoriczone
sukcesem zalezy od wynikéw badan eksperymentalnych.

Modelowanie przeplywu wielofazowego jest zadaniem trudnym, zaréwno
z matematycznego, jak i fizycznego punktu widzenia. Trudno$¢ natury mate-
matycznej pojawia si¢ przy formutowaniu samego przeplywu wielofazowego,
jako jednoczesnego przeptywu z ruchomym brzegiem wielu pojedynczych faz.
Trudnosé fizyczna polega na modelowaniu wzajemnego oddzialywania réz-
nych faz na powierzchni miedzyfazowej. Jezeli liczba czastek w przeptywie
jest duza, to uzasadnione jest wprowadzenie do rozwazan operacji usrednia-
nia, ktéra znaczaco upraszcza problem.



1.1. Wtasnoéci przeptywu fluidalnego

1.1 Wtasnosci przeplywu fluidalnego

Przeptyw fluidalny jest wspolnym przeplywem ciggltego osrodka ptynnego
i rozproszonego osrodka ziarnistego, polegajacym na tym, ze ziarna (czgst-
ki) materiatu stalego utrzymywane sa w stanie zawiesiny w strudze ptynu.
W utworzonym w ten sposéb ztozu fluidalnym czastki nieustannie zmieniaja
potozenie wzgledem siebie. Fluidyzacje uzyskuje sie tylko w pewnym prze-
dziale predkosci ptynu (cieczy lub gazu), zaleznym od fizycznych wtasnosci
plynu i czastek.

Ze wzgledu na brak sztywnosci postaciowej i obecno$é cisnienia hydro-
statycznego i lepkosci, ztoze fluidalne zachowuje si¢ jak ciecz (rys. 1.1). Po
przechyleniu kolumny fluidyzacyjnej swobodna powierzchnia ztoza fluidalne-
go zajmuje potozenie poziome. Ztoze fluidalne wyptywa jak ciecz przez maty
otwoér na zewnatrz lub do sasiedniego ztoza. Jezeli do ztoza fluidalnego utwo-
rzonego z jednakowych czastek wrzuci sie czastki lub przedmiot o mniejszej
gestosci, to beda sie one unosi¢ na powierzchni ztoza. Spadek cisnienia na
wysokosci ztoza fluidalnego, podobnie jak dla cieczy, jest proporcjonalny do

wysokosci i gestosci ztoza.

ap

Rys. 1.1. Analogia miedzy ztozem fluidalnym a cieczg [102]

W zaleznosci od wartosci predkosci fluidyzacyi, tj. predkosci ptynu na
wlocie do komory fluidyzacyjnej, wyrdznia si¢ rozne stany 2toza fluidalnego,
przedstawione na rys. 1.2 wraz z zaleznoscia spadku cisnienia Ap = f(u;) na
grubosci ztoza. Stany ztoza fluidalnego maja ustalone definicje i nazewnictwo
[138, 126].



1.1. Wtasnosci przeptywu fluidalnego

Ztoze nieruchome oznaczono cyfra 1. Czastki sa wtedy nieruchome i pod-
trzymywane przez kontakt z innymi czastkami. Spoczywaja one na dnie si-
towym, ktoére nie tylko utrzymuje ztoze, lecz takze réwnomiernie rozdziela
gaz ttoczony od dotu. Spadek ci$nienia ro$nie wraz ze wzrostem predkosci ug
(u1 = up), a ztoze ma minimalng wysokos¢ Hy. Przeptyw ma charakter ana-
logiczny do przeptywu przez osrodek porowaty.

a)
Apa, A B C D
AV A\ x
Apf /,/ R
«f
|
0
b T

Rys. 1.2. Rozne stany zloza fluidalnego [126]:
a) zalezno$é Ap = f(u) w podwojnie logarytmicznym uktadzie wspotrzednych,
b) ujecie jakoSciowe: A — zloze nieruchome, B — ztoze ruchome,
C — zloze fluidalne, D — pusta kolumna

Ztoze ruchome odpowiada stanowi oznaczonemu cyfra 2. Ztoze nierucho-
me zostaje rozluznione, przy czym czastki pozostaja w dalszym ciggu we
wzajemnym kontakcie i nie zmieniajac potozenia wzgledem siebie przesu-
waja sie wzgledem $cian kolumny. Wykonuja przy tym oscylacyjne ruchy z
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1.1. Wtasnosci przeptywu fluidalnego

matymi amplitudami, tak jakby byly zawieszone w strudze ptynu. Rozluz-
nienie ztoza nastepuje wtedy, gdy nadci$nienie ptynu zréwna sie z cisnieniem
wywieranym przez ztoze. Omoéwiony stan oznacza poczgtek fluidyzacji. Od-
powiada mu predkosé¢ poczatku fluidyzacji uy = u,,p 1 wysokos$¢ ztoza H,,;
oraz lokalne maksimum spadku ci$nienia Ap,,.

Linia przerywana 7 (rys. 1.2.a) oznacza przebieg zmiany ci$nienia przy
powolnym zmniejszaniu predkosci u;. Punkt R jest to teoretyczny punkt
przejscia ztoza fluidalnego w ztoze nieruchome przy powolnym zmniejszaniu
predkosci fluidyzacji.

Ztoze fluidalne odpowiada stanom 3 i 4. Gdy zostanie przekroczona pred-
ko$¢ w5, wowczas powstaje zloze fluidalne z fazq gestq 1, ktora charakte-
ryzuje wyraznie zaznaczona gorna granica. Gdy predkosé¢ gazu rosnie, ztoze
ekspanduje i staje sie fluidalnym ztozem turbulentnym, w ktérym zachodzi
intensywne mieszanie czastek w catym obszarze ztoza.

Cecha charakterystyczng zloza fluidalnego jest prawie stata wartosé spad-
ku ci$nienia Apy, mimo wzrostu predkosci u;. Spadek ci$nienia ma nieco
mniejszg warto$¢ niz na poczatku fluidyzacji, a roznica (Ap,,; — Apy) jest
spowodowana sitami wystepujacymi miedzy czastkami. Pojawia sie lokalne
maksimum, spowodowane tymi sitami. W przypadku duzych czastek sity te
sa mate i to maksimum nie wystepuje.

Gdy predkosé gazu dalej rosnie, zloze fluidalne zwicksza swa wysokosc.
Drobne czastki przemieszczaja sie do gory, tworzac tzw. faze rzadkqg 11, czyli
zawiesing o duzej porowatosci (ulamek objetosci ztoza fluidalnego niezajety
przez czastki materiatu statego), nie majaca gornej powierzchni swobodne;.
Miedzy faza gesta a rzadka utrzymuje sie¢ dosy¢ wyrazna granica, co ilustruje
stan 4 na rys. 1.2.

Przy dalszym wzroscie predkosci gazu udzial fazy rzadkiej rosnie, a fazy
gestej maleje. Gdy predkosé przeptywu zréwna sie z predkoscig swobodnego
opadania czastek, powstaje stan graniczny, w ktérym koriczy sie fluidyzacja.
Stan graniczny, oznaczony cyfra 5, jest zilustrowany symbolicznie za pomoca
nieruchomej czastki swobodnej P. Predkos¢ fluidyzacji nazywana jest predko-
Scig zawisania uy = uy, jezeli jest ona réwna predkosci swobodnego opadania
czastki w gazie nieruchomym.

Jezeli predkosé fluidyzacji jest wicksza od predkosci swobodnego opadania
czastek, to czastki sa wywiewane z komory. Stan taki nazywa sie transpor-



1.1. Wtasnosci przeptywu fluidalnego

tem pneumatycznym. Spadek ci$nienia Ap rosnie wtedy wraz ze wzrostem
predkosci u;, tak jak w kazdym przeptywie przez rure.

Przedstawiony obraz fluidyzacji zostal znacznie uproszczony, gdyz nie
uwzgledniono w nim sposobu zasilania i odprowadzania czgstek. Poza tym
jezeli rozmiary czastek réznia si¢ znacznie, nastepuje ich segregacja, ktora
prowadzi do stratyfikacji ztoza fluidalnego. Czastki najwieksze opadaja na
dno, a czastki najmniejsze przemieszczaja sie do gory, a nawet sa wydmuchi-

wane na zewnatrz.

t

gaz

e) f)

Rys. 1.3. Rodzaje z16z fluidalnych [39]: a) jednorodne, b) pecherzowe,
c¢) turbulentne, d) ttokowe, e) fontannowe, ) kanalikowe

Na rysunku 1.3 przedstawiono rodzaje 2t6z fluidalnych. Podstawa podzia-
tu z16z fluidalnych, na jednorodne i niejednorodne, jest przebieg procesu flu-
idyzacji. Ztoze jednorodne (rys. 1.3a) charakteryzuje sie jednakowa porowato-
$cig we wszystkich punktach. Takim warunkom odpowiadaja wszystkie ztoza
cieczowe, a ze zt6z gazowych tylko ztoza o malej predkosci przeptywu gazu.
Zloza niejednorodne (rys. 1.3b — rys. 1.3f) charakteryzuja si¢ zmienna po-

— G —



1.2. Przedmiot badan

rowatoscia w roznych miejscach (obszarach) ztoza. Do ztéz niejednorodnych
naleza ztoza pecherzowe, turbulentne, tlokowe, fontannowe i kanalikowe.

Ztoze pecherzowe charakteryzuje sie tym, ze cze$¢ gazu ptynie w postaci
pecherzy (rys. 1.3b), zatem porowato$¢ nie jest jednakowa we wszystkich
punktach warstwy.

Ztoze turbulentne charakteryzuje sie tym, ze ziarna ztoza podlegaja inten-
sywnemu mieszaniu w catej objetosci (rys. 1.3c). Ztoze turbulentne nie ma
wyraznie uksztaltowanej gérnej powierzchni swobodnej, jednak wystepuje tu
obszar, w ktorym koncentracja czastek ulega gwaltownej zmianie.

Ztoze ttokowe (zwana réwniez ztozem pulsacyjnym) charakteryzuje sie
tym, ze pecherze urastaja do rozmiaréw réwnych srednicy kolumny, tworzac
poprzeczne warstwy gazu (rys. 1.3d). Warstwy zawiesiny znajdujace si¢ mie-
dzy nimi poruszaja sie¢ ku goérze na podobieristwo ttokow.

Ztoze fontannowe charakteryzuje sie tym, ze czastki sa wynoszone do gory
w obszarze wystepowania duzej predkoséci w rdzeniu kolumny, a opadaja na
dot w obszarze malej predkosci w poblizu $ciany (rys. 1.3e). Profil predkosci
w poprzecznym przekroju warstwy jest bardzo nieréwnomierny i pod tym
wzgledem zloze jest bardzo podobne do zloza kanalikowego.

Ztoze kanalikowe charakteryzuje sie wystepowaniem pionowych kanatéow,
przez ktore przeplywa znaczna cze$¢ plynu, nie wprawiajac w ruch cza-
stek(rys. 1.3f). Kanalikowanie wystepuje podczas fluidyzacji czastek o bardzo
matych rozmiarach.

1.2 Przedmiot badan

Przedmiotem niniejszej rozprawy jest opracowanie i implementacja nu-
meryczna modelu matematycznego dynamiki osrodka fluidalnego z wykorzy-
staniem metody ,wielofazowej czastki w komoéree” oraz metody rzutowania
i metody dekompozycji kierunkéw operatora rézniczkowego. Zadanie nume-
rycznego modelowania przeptywu fluidalnego rozwigzano przez potaczenie w
jednym algorytmie obliczeniowym trzech wspomnianych metod.

Metode rzutowania (projection method) [19, 152, 17|, pierwotnie opraco-
wang do numerycznego modelowania niescisliwego przeptywu jednofazowe-
go, zmodyfikowano i rozwinieto przez uwzglednienie udziatu objetosciowego
plynu w réwnaniach ruchu ptynu oraz uwzglednienie $cisliwosci osrodka flu-
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idalnego. W pracy opracowano wtasne warunki brzegowe dla wystepujacych
w metodzie predkosci posredniej i funkcji rzutujacej. Zaréwno ze wzgledow
teoretycznych, jak i wzgledow numerycznych, poprawne zadanie warunkow
brzegowych jest waznym elementem metody rzutowania, warunkujacym uzy-
skanie poprawnego rozwiazania numerycznego.

Metoda dekompozycji kierunkéw operatora rozniczkowego (componentwi-
se splitting method) [163, 114] jest efektywnie ekonomiczna metoda nume-
rycznego rozwigzywania w sposob niejawny niestacjonarnych réwnan roz-
niczkowych czastkowych w przestrzeni dwu— i trojwymiarowej. Dzieki de-
kompozycji kierunkéw operatora rézniczkowego réwnania wielowymiarowego
otrzymuje si¢ uktad niestacjonarnych réwnan jednowymiarowych. Nastepnie
uzyskane niestacjonarne jednowymiarowe zagadnienia brzegowe sprowadza
sie do rozwigzania uktadu réwnan liniowych z wykorzystaniem szybkiego al-
gorytmu rozwiazywania macierzy trojprzekatniowej [72, 136, 42]. Niewatpli-
wymi zaletami metody sa jej szybkos¢ i stabilnos¢ numeryczna (zastosowanie
metody niejawnej).

Metoda ,wielofazowej czastki w komorce” (MP-PIC od multiphase particle-
in—cell) [2, 144, 145] jest metoda typu Eulerowsko-Lagrangowskiego mode-
lowania ruchu osrodka wielofazowego. Czastki materiatu statego sa trakto-
wane jako dyskretne czgstki, ktorych ruch jest okreslony przez drugie prawo
Newtona. Réwnania ruchu czastki wyprowadzono m. in. przy zatozeniu, ze
gestose p, materiatu czastek jest znacznie wigksza od gestosei py gazu, w kto-
rym sie one poruszaja, tzn. f:—ffl ~ 10%. W metodzie MP-PIC przyjmuje sie,
ze oddzialywania (zderzenia) miedzy czastkami maja charakter ciagly, przez
co metoda MP-PIC tgczy w sobie dokladnosé odtwarzania ruchu czastek
metody Eulerowsko-Lagrangowskiej i ekonomicznosé traktowania wzajem-
nych oddzialywan metody Eulerowsko-Eulerowskiej. Rownania ruchu ptynu,
otrzymane metoda usredniania po przestrzeni, uwzgledniaja obecnosé czastek
materialu statego w przeptywie. W pracy przedstawiono mechanizm oddzia-
lywania (wymiany pedu) miedzy ptynem a czastkami. Opisano i zamodelo-
wano réwniez wplyw obecno$ci czastek na zmiane wartosci wspotezynnika
lepkosci ptynu. Waznym elementem modelowania ruchu osrodka wielofazo-
wego jest empiryczna wiedza, wykorzystywana do modelowania turbulencji w
przeptywie ptynu z obecnoscia czastek. W pracy przedstawiono lepkosciowy
model turbulencji LES (od large eddy simulation).
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W celu potwierdzenia poprawnosci implementacji numerycznej metody
rzutowania i metody dekompozycji, wykonano seri¢ eksperymentéw nume-
rycznych dla niescisliwego przeptywu jednofazowego plynu lepkiego. Uzyska-
ne wyniki numeryczne poréwnano ze znanymi istniejacymi rozwiazaniami
analitycznymi lub z dobrze udokumentowanymi wynikami badan ekspery-
mentalnych. Zgodno$é¢ wynikéw numerycznych z wynikami eksperymental-
nymi byta bardzo dobra. Prawidtowos¢ uzytego modelu i jego implementacji
numerycznej potwierdzaja wyniki numerycznych badan wybranych przepty-
wow fluidalnych. Do modelowania przyjeto takie charakterystyczne przepty-
wy fluidalne, jak przeptyw w ztozu pecherzowym, przeptyw z segregacja ztoza
fluidalnego i przeptyw fluidalny w pionowej komorze.

Kierujac si¢ wymogami metodologii numerycznej mechaniki ptynow |72,

64], niniejsza praca przedstawia

e w dalszej czesci rozdziatu robwnania ruchu jednofazowego ptynu lepkiego
oraz definiuje pojecie udziatu objetosciowego,

e w rozdziale 2. dotychczasowy stan wiedzy na temat metod modelowania

dynamiki osrodka wielofazowego,

e w rozdziatach 4. i 5. model matematyczny rozwazanego zjawiska fizycz-

nego przeptywu fluidalnego wraz ze wszystkimi przyjetymi zatozeniami,

e w rozdziale 6. opis metod rzutowania i dekompozycji kierunkéw ope-
ratora rozniczkowego oraz metody ,wielofazowej czastki w komorce”,

wykorzystanych do numerycznego rozwiazania réwnan modelu,

e w rozdziatach 7. i 8. uzyskane wyniki numeryczne skonfrontowane z
dostepnymi z literatury wynikami badan eksperymentalnych lub wyni-
kami numerycznymi.

1.3 Roéwnania ruchu ptynu

Dynamika ptynu jednofazowego w przestrzeni trojwymiarowej okreslona

jest przez nastepujacy uktad rownan:

e rownanie ciggtosci przeptywu opisujace prawo zachowania masy

0
%wLV-(pfuf):O, (1.1)
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e réwnanie przeptywu opisujace prawo zachowania pedu

&)Tf:'i%-v-(pfufuf):V-Tfanfb, (1.2)
gdzie py jest gestoscig plynu, uy jest predkoscia ptynu, T's jest tensorem na-
prezenia ptynu, b jest zewnetrzna jednostkowa sita masowa. W dalszych roz-
wazaniach przyjeto, ze tensor naprezenia ptynu jest symetryczny (T'f = T?),
co wynika z zasady zachowania momentu pedu, oraz ze pltyn jest niescisliwym
ptynem niutonowskim, opisywanym nastepujaca zaleznoscia:

Tf = —pff +"Cf, (13)

w ktorej py jest ciSnieniem ptynu (naprezenia normalne), a t; jest napreze-
niem stycznym w plynie, okreslonym jako

v =y (Vuy + (Vug)?) | (1.4)

gdzie py jest dynamicznym wspotezynnikiem lepkosci ptynu.
Dla potrzeb dalszej analizy, rownania (1.1) i (1.2) rzadzace ruchem ptynu
zapisuje si¢ w nastepujacej postaci kanoniczne;j

Op sy
ot

gdzie y jest zmienna podlegajaca bilansowaniu, J jest strumieniem y, f jest

+V-(psupy) =V-J+of, (1.5)

zrodtem y. Dla réwnania zachowania masy nalezy przyja¢y = 1iJ = f = 0,
a dla réwnania zachowania pedu y = uy, J =Ty, f = g.
Roéwnania ruchu nalezy uzupetnié podajac:

e zamykajace uktad réownan zwiazki konstytutywne, ktore wiaza wlasno-
$ci fizyczne ptynu (model ptynu) z wielko$ciami zmiennymi w przepty-

wie,
e warunek poczatkowy dla czasu t = 0,
e warunek brzegowy na powierzchni ograniczajacej ptyn.

W przypadku przeptywu ptynu niosacego czastki materiatu statego, nale-
zy takze uwzgledni¢ warunki cigglosci parametréw fizycznych na powierzchni
miedzyfazowej rozdzielajacej ptyn od czastek. Mimo, ze zasady zachowania
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masy i pedu sa spelnione, to na powierzchni miedzyfazowej wtasnosci fizycz-
ne mogg by¢ nieciagte. Kanoniczna posta¢ warunku ciggtosci na powierzchni
miedzyfazowej ma nastepujaca postac

lorw(us —wi) +J]-n=m, (1.6)

gdzie uy; jest predkoscia ptynu na powierzchni miedzyfazowej, w; jest predko-
$cig powierzchni miedzyfazowej, n jest wersorem normalnym do powierzchni
miedzyfazowej, m jest zrodlem powierzchniowym v, a [| oznacza przejscie
przez powierzchnie miedzyfazowa.

W rozdziale 5 zostana przedstawione rownania ruchu i zwiazki konstytu-
tywne dla ptynu z uwzglednieniem obecnosci czastek w przeptywie.

1.4 Udzial objetosciowy

Poszczegdlne sktadniki mieszaniny wielosktadnikowej moga by¢ zidenty-
fikowane przez podanie ich udziatu objetosciowego, ktéry definiowany jest w
nastepujacy sposob. Jesli b(r, x) jest kulg o promieniu 7 o srodku w punkcie
x (rys. 1.4) i Vi(b(r,x)) jest objetoscig k-tego sktadnika znajdujacego sie
wewnatrz kuli b, to [34]

_ Valb(r,@))

Ae(r, @) Vo(r, x))

(1.7)

jest czescig objetosci kuli b zajmowanej przez k—ty sktadnik. Wowezas udzial
objetosciowy g, k—tej fazy (sktadnika) okreslony jest jako [24]

el t) = lim Ayfr,a)= lim 20HT)

1.
T—Tmin T—=Tmin V(b(?", iL')) ’ ( 8)

gdzie 7, jest promieniem minimalnej objetosci granicznej, ktora zapewnia
otrzymanie cigglego rozktadu w przestrzeni uzyskanych wartosci g.

W celu uzyskania ciagtego rozktadu udziatu objetosciowego, objetosé usred-
niajaca V musi zosta¢ odpowiednio dobrana. Musi ona zawiera¢ wystarcza-
jaca liczbe czastek, aby uzyskane wartosci udziatu objetosciowego spetniaty
warunek ciagtosci. Jednak objetos¢ V' nie moze mie¢ poréwnywalnych rozmia-
row z wymiarami obszaru, w ktérym dokonuje sie usredniania. W niniejszej
pracy przyjeto wlasna definicje, ze minimalna objetos¢ graniczna Vj jest ta-
ka objetosciag kontrolna, dla ktoérej zmiana (dodanie lub odjecie) pojedynczej
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Rys. 1.4. Objetosé kontrolna i osrodek rozproszony
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czastki o éredniacy d, powoduje zmiane €, o co najwyzej 8,%. Tak wiec, po
przyjeciu, ze objetoé¢ kontrolna jest szescianem o boku L, minimalny wymiar
L.:n, boku objetosci usredniajacej bedzie spetnia¢ nastepujaca relacje

Lyin 1007
= 2 . 1.
d, \/ 6€,0, (1.9)

Rysunek 1.5 przedstawia zmiane %?'fﬂ w zaleznosci od g, dla wybranych

wartosci 8.. W niniejszej pracy przyjeto, ze Ly, = 9d, < 0.1 Lo, co odpowia-
da wartosciom ¢, = 0.7 1 8; = 0.1%, Lo jest charakterystycznym wymiarem
obszaru. Konsekwencja dla obliczert numerycznych jest fakt, ze wielkos¢ siat-
ki numerycznej uzytej do wyznaczania wartosci udziatu objetosciowego nie

moze by¢ mniejsza niz L.
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Rozdzial 2

Przeglad metod modelowania
dynamiki osrodka wielofazowego

2.1 Metoda Eulerowsko—Eulerowska

W metodzie Eulerowsko-Eulerowskiej (E-E) osrodek ptynny i czastki
materialu stalego traktowane sag jako niezalezne osrodki ciagte wzajemnie
przenikajace sie i oddziatujace ze soba. Réwnania opisujace dynamike po-
szezegolnych osrodkow uzyskuje sie przez zastosowanie metody usredniania
lub metody mieszanin wielosktadnikowych [34, 15].

W metodzie usredniania, lokalne rownania zachowania masy i pedu pod-
legaja procesowi usredniania po przestrzeni, czasie lub zespole realizaciji,
otrzymujac w ten sposéb usrednione réwnania ruchu dla kazdego osrod-
ka (83, 34, 24]. W metodzie mieszanin wielosktadnikowych réwnania ruchu
kazdego osrodka sa postulowane [34, 15]. Metody usredniania i mieszanin
wielosktadnikowych prowadza do podobnych rezultatow [88]. Tak uzyskane

rownania ruchu uzupetnia sie zamykajacymi rownaniami konstytutywanymi,

15
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ktore wiaza wtasnoéci fizyczne plynu z podlegajacymi wyznaczeniu wielko-
$ciami kinematycznymi. Réznice w istniejacych modelach matematycznych
o$rodka wielofazowego zasadniczo wynikajg z przyjmowanych roznych zalo-
zeni konstytutywnych, ktérych Zzrodtem moga by¢ dane doswiadczalne lub tez
zaawansowane metody teoretyczne, jak np. teoria kinetyczna gazow.

Z definicji udziatu objetosciowego wynika, ze dla przeptywu, w ktérym
wystepuje oérodek ptynny i czastki materiatu stalego, rézniace sie miedzy
sobg wlasnosciami fizycznymi (gestosé, rozmiar, itp.), zachodzi nastepujace

rownanie v
8f+28p’k: 14 (2.1)
k=1

gdzie gy jest udzialem objetosciowym osrodka ptynnego, €, jest udziatem
objetosciowym k-tego osrodka materiatu statego, a M oznacza ilo$é osrod-
kéw materiatu statego, uzyskanych po uciagleniu czastek charakteryzowanych
przez te same wlasnosci.

Réwnania zachowania masy maja nastepujace postacie [57, 49, 98]

0
a(afpf) + V- (gspsuyp) =0 (2.2)

dla ptynu, i

1,
a(gpkppk) + V - (€pkPprUpr) = 0 (2.3)

dla k-tego osrodka materiatu statego, gdzie k = 1,2,3,..., M.
Roéwniez réwnania zachowania pedu podaje sie osobno dla kazdej fazy
[57, 49, 98]

e pilyn
M
0 ‘
8_t(€fpfuf) + V- (erprusug) = V- Ty +erprg — > Dorly — upk)
k=1

(2.4)

e material staly

0
gt(epkppkupk) + Vs (Spkppkupkupk) = V- Tpre+ &pkPprg + Dpk(uf — k)
(2.5)
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gdzie
ity preprlur—upl g
Dy — 150@’;7 + 1.75 ;i , Jjesli 0 < gf < 0.8 , (2.6)
3 Cp RLopkltg =t 2265 , jesliog<er <1
) 5 (14 0.15Re ), jesli Reyy, < 1000 27)
P 0.44 . jesli Rey, > 1000 '
Re,s = erPslus — Upkl ‘ (2.8)

Br
Tensor naprezen Ty ptynu modelowany jest przez rownanie (1.3). Plyn
traktowany jest jako gaz doskonaty podlegajacy rownaniu gazu doskonatego,
lub tez jako ptyn niescisliwy o stalej gestosci.
Tensor naprezen T, dla fazy materialu stalego ma nastepujaca postac
[57, 29, 56, 55, 142, 12]

Tp=(—pp + MV - u)l + 20,D;, (2.9)

gdzie
1 1
Dp = 5 (Vup -+ (VUP)T) — gv i ’U,p[, (210)

Py jest ciSnieniem (naprezeniem normalnym) osrodka materiatu statego, w, i
A, sa odpowiednio dynamicznym i objetosciowym wspotezynnikiem lepkosci
fazy materiatu statego.

Zamkniecie uktadu réwnan polega na podaniu dodatkowych zaleznosci —
nazywanych réwnaniami konstytutywnymi — okreslajacych postac p,, u, i A,.
Ze wzgledu na podobienistwo ruchu czastek materiatu stalego w przeptywie
do ruchu molekul gazu, do zamkniecia uktadu réwnan z powodzeniem wy-
korzystuje sie¢ kinetyczna teorie gazéw. Odpowiednie wyrazenia zamykajace
maja postaé [57, 29, 23, 110]

Pp = Pp€pOp [1+ 2g0e,(1 + €p)] 5 (2.11)

4 S)
by = 30p2dp0(1 4 )y 2, (212)

_ _Wpaa 4 s(1+e)2+é ead (1+e)\/% (2.13)
o= ol +ep) 5905 2 5PrCp 00 PN g
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gdzie
94/ TT
Pasdil = %ppdp\/ B 5 (2.14)

- {1 o/ 2 }_1 (2.15)
b= % [L— ) :
3 apmaz

a e, € (0,1) jest wspotezynnikiem elastycznosci odbicia czastek.

Podobnie jak temperatura bezwzgledna gazu okresla jego ci$nienie, wspol-
czynniki lepkodci i pozostate parametry stanu, tak z pomoca wprowadzone;
do rozwazan tzw. temperatury granularnej ©, mozemy okresli¢ cisnienie p, i
wspotezynniki lepkosci p, i A, osrodka granularnego, tj. osrodka powstatego
po uciagleniu rozproszonych czastek materiatu statego. Temperatura granu-
larna jest miarg usrednionej energii kinetycznej pulsacyjnego ruchu czastek

1,2 1[ [ [w(v, —u,)?dp,dV,do,
—('u,p > = )
3 3 [ J | wdp,dV,dv,

gdzie y jest funkcjg rozktadu, ktora zostanie dokladniej oméwiona w pod-

0, = (2.16)

rozdziale 4.4, v, jest chwilows nieusredniona predkoscia czastki.

Okreslana osobno dla kazdej fazy materiatu stalego temperatura granular-
na, jako wielkos¢ fizyczna podobnie jak masa lub ped, podlega bilansowaniu.
Roéwnanie zachowania temperatury granularnej ma nastepujaca postac [57]

3[0
5 -(,a—t(eppp@p) + V- (apppup@p)} =T,:Vu,—-V-q,—0p, (2.17)
gdzie
2 A
0p = 38,0p900,(1 — €,) TV V-u, (2.18)
P
i
q,= —%x,VO, (2.19)

sa odpowiednio dyssypacja i strumieniem energii granularnej. Wspoétezynnik
przewodnosci x, okreslony jest jako

) 6 2 0
K P2 1+ zeam(l+en) |+ 20pdugue(1+en)y/ 2, (2:20)

B go(1 + ep) 0

w ktérym

75
Kpdil = @ppdp\/ TE@I, . (221)



2.2. Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

Wykorzystanie kinetycznej teorii gazéw do zamkniecia ukladu réwnan w
metodzie E-E prowadzi do skomplikowania problemu, zaréwno z teoretycz-
nego, jak i numerycznego punktu widzenia. Jezeli przyjmiemy, ze ruch pul-
sacyjny o$rodka stalego jest ustalony (O = const) i modelowana jest jedynie
cz¢S¢ izotropowa tensora T'p, tzn. T\, = —p, 1, gdzie p, = p,(gf), to

V- T, =—-Vp, = —Gp(ef) Ve, (2.22)

gdzie funkcja G}, okreslona jest z zaleznosci wyznaczonej doswiadczalnie jako
[57, 155, 14, 124, 160]
. .
o —8.76er+5.43
Gp({’,f) =10 f m'—2 . (223)

Dzigki temu w rozwazaniach nie wystepuje juz temperatura granularna.

2.2 Metoda Eulerowsko—Lagrangowska

W metodzie Eulerowsko-Lagrangowskiej (E-L) osrodek ptynny jest trak-
towany jak osrodek ciggty, podlegajacy rownaniom zachowania osrodka cig-
glego. Jednakze czastki materiatu statego sa traktowane w sposob indywidu-
alny, co jest wlasnie cecha charakterystyczna metody. Ruch czastek okreslony
jest przez drugie prawo Newtona.

W zaleznodci od postaci réwnan ruchu ptynu i rownan ruchu czastek,
w literaturze wystepuje wiele wariantow metody E-L. Jednak istniejace me-
tody E-L mozna podzieli¢ na: metody bezposredniej symulacji numerycznej
[78, 79, 58, 86] i pozostate metody, ogolnie okreslane jako metody czastek
dyskretnych [154, 153, 161, 75, 76, 168, 100].

2.2.1 Metoda bezposredniej symulacji numerycznej

Jezeli analizuje si¢ ruch ptynu wraz z czastkami, to ruch czastek materia-
tu statego i ptynu sa ze soba §cisle sprzezone. Czastka porusza sie zgodnie z
dzialajaca na nia sita i momentem sity, ktore wywotane sa przez otaczajacy
ptyn. Czgsto réwniez ruch ptynu wyraznie zdominowany jest przez dynamike
czastek, np. przy sedymentacji. W metodzie bezposredniej symulacji nume-
rycznej (DNS od direct numerical simulation), wspolna dynamika ptynu i
czastek wynika z rozwiazania réwnan ruchu bezposrednio wynikajacych z
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zasad zachowania, bez przyjmowania dodatkowych zwigzkéw empirycznych
okreslajacych sity dziatajace na czastke.

Dynamike ptynu okreslaja przedstawione juz w podrozdziale 1.3 réwna-
nie (1.1) zachowania masy i rownanie (1.2) zachowania pedu.

Ruch p-tej (p = 1,2,..., N,) czastki opisuja nastepujace rownania [79, 78,
58]

e drugie prawo Newtona
daz,,

dt - U’P(t) ’ (224)
mp% = mpg+j£(pf11+‘cf)n ds, (2.25)
SP

gdzie x, i u, sg odpowiednio potozeniem i predkoscig $rodka masy
czastki, m, jest masa czastki, g jest przyspieszeniem ziemskim, S, =
I — | = %2 jest powierzchnia czastki, n jest wersorem prostopadtym
do powierzchni czastki,

e rownania Eulera ruchu obrotowego

dd—? =m,, (2.26)
d
G0 = § (@ 2,) x (Tym) ds, (2.27)
Sp

gdzie ¥, jest potozeniem katowym, o, jest predkoscia katowa, a I, jest
tensorem momentu bezwtadnosci dla p-tej czastki.

Roéwnania ruchu czastki stanowia zagadnienie poczatkowe, ktére w celu
rozwiazania nalezy uzupeini¢ warunkiem poczatkowym

3313(0) - wga
up(o) = ug ’
2.28
9,(0) = 9. G
0,(0) = o).
Dla plynu, oprocz podania warunku poczatkowego
uys(,0) = uf (2.29)
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i warunku brzegowego
us(x,t) = ui(t) (2.30)

okreslonego na powierzchni ograniczajacej ptyn, nalezy spelnié¢ warunek
U =1u, + o, x (x—x,) (2.31)

okreslajacy brak poslizgu predkosci na zmieniajacej swe polozenie w czasie
powierzchni S, wszystkich N, czastek.

Niestety, metoda DNS nie uzwglednia bezposredniego zderzenia czgstki z
innymi czastkami lub Scianka. Aby zapobiec wzajemnemu przenikaniu czg-
stek lub wniknieciu czastki w Scianke, w rownaniu (2.25) dodaje sie site F.
modelujaca zderzenie i-tej czastki z j—ta czastka lub $cianka [79, 58|

NP Ny

Feq=) F?,+)Y F¥, (2.32)
i=1 =1
i£]

gdzie N, jest liczba Scianek. Postaé sity odpowiedzialnej za zderzenie miedzy
czastkami ma postaé 79, 58|

2.33
i(wi—wj)(ri+rj+pz—di,j)2 . di,jSTi+Tj+pz, ( )

€p

FP.:{O y dijg >TitTi+p;
sJ

gdzie d; ; = |x; — x|, r; 1 r; sa odpowiednio promieniem i-tej i j—tej czast-
ki, p. jest zasiegiem dziatania sity, a €, jest wspotczynnikiem sztywnosci,
ktorego wartos¢ nalezy odpowiednio dobra¢. Podobna posta¢ ma sita F7;
odpowiedzialna za zderzenie czastki ze $cianka

0 ; d, - > 27'7: + Pz
FY. — , . b 234
7 { L(x; — a:j)(2r,- +p. — di’j)2 , di; < 2r+p, ( )

Cw

gdzie e, jest wspotezynnikiem sztywnosci podezas zderzenia ze $cianka. Od-
bicie od $cianki ¢-tej czastki polega na zamodelowaniu Scianki jako czastki o
tym samym promieniu w potozeniu :BJI odlegta o r; od Scianki (rys. 2.1).
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scianka

7T 77T TATS 7

/.

/
‘.AT’/ 5 |
\4 /

Rys. 2.1. Zderzenie czastki ze Scianka [58|

2.2.2 Metoda czastek dyskretnych

W metodzie czastek dyskretnych (DPM od discrete particle method) réw-
nania ruchu czastek i ptynu ulegaja zmienie. Site i moment sity dziatajace
na czastke nie wyznacza sie w sposéb bezposredni, jak w metodzia DNS, lecz
postuluje sie pewna postaé silty, ktora zalezy od warunkéw ruchu czastki.
Roéwnania ruchu ptynu, otrzymywane najczesciej z wykorzystaniem metody
usredniania, uwzgledniaja obecnosé¢ oddziatujacych z ptynem czastek.

Wyznaczenie naprezeri normalnych i stycznych dziatajacych na czastke
jest ztozonym zadaniem. W ogdlnym przypadku zadanie to nie zostato jeszcze
rozwigzane. Najczes$ciej dokonuje sie uproszczen polegajacych na przyjeciu,
ze czastka ma ksztalt kulisty, a Sciste obliczenie sit od naprezen normalnych i
stycznych zastepuje sie suma sit okreslonych dla szczegdlnie prostych sytuacii.
Przyjmujac, ze wszystkie sity dzialajace na czastke sa addytywne, rownanie
zachowania pedu czastki dla dowolnego przeptywu ma postaé¢ [39, 24, 87|

du,

mpg:F,,:FG+Fw+FD+FA+FB+Fs+FM+F0+~~ (2.35)

gdzie odpowiednie sktadniki sumy po prawej stronie oznaczaja:
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Fo= [ b9 dv—pugh; (2.36)
Ve
jest sita masowa,
Fy = —]ép'n, ds = —psrgV, (2.37)
SP

jest sita wyporu hydrostatycznego,

1 . wd?
Fp=30Cp Tp prluy — up|(uy — up) (2.38)

jest silg stacjonarnego dynamicznego oporu ptynu, Cp jest wspotezyn-
nikiem oporu dla stacjonarnego przeptywu plynu,

1 d
Fa=g5piVog, (uy —up) (2.39)

jest sita mas stowarzyszonych,

t
3 d
Fg= §d§vﬁufpf/ &(Uf - up)\/t———C dg (2.40)
0

jest sila Basseta,

O(uy — uy)

o (2.41)

6.46 1
Fg= Tufdpluf—up| \/;

jest sila nosnag Saffmana, s wskazuje kierunek gradientu predkosci,

1
Fy = gdf; Py KEV X U — mp> X (uy — up)} (2.42)

jest silg nosna Magnusa,
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F( jest silg dziatajaca na czastke podczas zderzenia. P. Cundall i O. Strack
w pracy [26] przedstawili szeroko obecnie stosowany model DEM (od
distinct element method) wyznaczania sity Fq. Site F ¢ dzialajaca na
1-ta czastke rozklada si¢ na sktadows normalng F',, = (F¢-n)n i skta-
dowa stycznag F, = (F¢ - t)t, tj. [161, 26, 174, 157, 153, 154]

Fo=F,+F,, (2.43)
L, — I;
n=(ng,n,) = —————, nlt=(n,—n,), (2.44)
Y |93j . wil ( Y
gdzie
F, = — [0, + N.(u; — u;) -n|n, (2.45)

F,= { =Kt — mtte , jesli 10| < s [16 00| (2.46)

—ij | Frt ,jesli k8| > mijlicndn|
w ktorych x,, K i M,, M: sa odpowiednio wspdlezynnikami sztywno-
$ci i wspoétezynnikami ttumienia odpowiednio w kierunku normalnym
i kierunku stycznym, p;; jest wspétezynnikiem tarcia materialow zde-
rzejacych sie czastek. Odksztetcenie §,, w kierunku normalnym i od-
ksztalcenie 8, w kierunku stycznym sa zdefiniowane jako

6n = tzn 2 (ui — ’U,j) 5 (247)
Oy=1.01.; (2.48)
gdzie t, jest czasem trwania zderzenia, a predkos¢ u,. poslizgu wynosi

U= [(u; —u;) -t t+ (0; X 1, —@; X 715). (2.49)
Réwnanie (2.27) przyjmuje nastepujaca postacé

—= = (x — x,) x F}, (2.50)

poniewaz jedynie styczna sktadowa F; sity zderzeniowej F zmienia ruchu
obrotowy czastki.

Roéwnania ruchu ptynu wynikaja z usrednienia lokalnych praw zachowania
masy i pedu. Usrednione réwnanie zachowania masy dane jest przez naste-

pujace rownanie

0
‘%;f—)'+v (prfo) — (). (251)

— P —
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Rys. 2.2. Mechanika zderzenia w modelu DEM [26]

Usrednione réwnanie zachowania pedu moze przybiera¢ rozne postacie,
zaleznie od zastosowanych metod usredniania, przyjmowanych zalozen i za-
mykajacych réwnan konstytutywanych. Szczegolnie watpliwosci i kontrower-
sje wzbudzaja czlony zwigzane z tensorem naprezen i sprzezeniem miedzy
fazami. Wydaje sie, ze najczesciej wystepujaca w literaturze postacia réwna-
nia zachowania pedu jest posta¢ nastepujaca [13, 168, 108, 76]

0
= (presup) + Ve (prejusus) = —e,Vpy + V- (517) — ), +eppsg, (2.52)
ot

gdzie [13, 168, 108, 76]

N,
1 P
S, = Vﬁ/z F,pd(x—x,) dv, (2.53)
1] p=1

w ktorym Vj;, jest objetoscig komorki obliczeniowej, F, p jest sita oporu
p-tej czastki, 8(x) jest funkcjg Diraca dla przestrzeni trojwymiarowej.
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&

Kazda z przedstawionych powyzej — w sposob skréotowy — metod E-E
lub E-L posiada wtasne wady i zalety. Metody E-E umozliwiaja, w sposéb
uzasadniony teoretycznie, modelowaé¢ stan naprezenia w uciggltym osrodku
rozproszonym. Jednak wciaz modelowanie ciagtego rozkladu wielkosci i wta-
sno$ci oérodka rozproszonego nastrecza trudnosci, gdyz wymaga to przyjecia
do obliczen dla kazdego rodzaju czastek rownan zachowania masy, pedu i
rownan konstytutywnych. Wykorzystanie teorii kinetycznej do zamkniecia
uktadu réwnan prowadzi do dalszej komplikacji metody i algotytmu nume-
rycznego, a uzyskane wyniki przedstawiaja usrednione charakterystyki ptynu
i osrodka statego.

Metody E-L, mimo znaczacego postepu w rozwoju mocy obliczeniowej,
sa nadal metodami czasochtonnymi. Metoda DNS wymaga bezposredniego
wyznaczania sit dziatajacych na kazda czastke w kazdym kroku czasowym.
Zagadnienie brzegowe z ruchomym brzegiem (ruchome czastki) dla ptynu
znaczaco komplikuje i spowalnia algorytm numeryczny. Wszystko to ograni-
cza doktadna metode DNS do modelowania dynamiki osrodka wielofazowego
z malg liczbg (~ 1000) czastek.

Ze wzgledu na rozwiazywanie usrednionych réwnan ruchu ptynu, ktore
uwzgledniajg obecnosé w przeptywie czastek, metoda DPM umozliwia mo-
delowanie wigkszej, w poréwnaniu do metody DNS, liczby czastek. Poniewaz
czastki nie stanowig tutaj juz ruchomego brzegu, jak w metodzie DNS, to roz-
wigzanie réwnan ruchu ptynu odbywa si¢ znacznie szybciej, niz w metodzie
DNS. Jednak konieczno$¢ znajdowania w kazdym kroku czasowym czastek,
ktore ulegaja zderzeniom, skutecznie spowalnia obliczenia dla duzej liczby
uzytych czastek.

Wydaje sie, ze panaceum na zaistniata sytuacje bytoby zastosowanie me-
tody laczacej w sobie elementy metody E-E i metody E-L. Metode ta-
kg stanowi wlasnie metoda ,wielofazowej czastki w komorce” (MP-PIC od
multiphase particle-in—cell). Czastki materialu statego zachowuja swoj dys-
kretny charakter i poruszaja si¢ zgodnie z drugim prawem Newtona. Jednak
oddzialywania miedzy czastkami wyznaczane sa podobnie jak w metodzie E—-
E. Do obliczenn wprowadza sie siatke numeryczna, na ktérej wyznacza sie
naprezenia osrodka statego. Nastepnie uzyskane odpowiednie wartosci inter-
poluje sie z weztoéw siatki na czgstke. Poniewaz, w zaleznosci od przyjetych
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zalozen, w literaturze wystepuja mniej lub bardziej skomplikowane rownania
ruchu dla czastki, to w rozdziale 4 przedstawiono szczegotowe wyprowadzenie
rownania ruchu czastki, odpowiednie dla celow niniejszej pracy.

Metoda MP-PIC umozliwia zastosowanie w obliczeniach duzej liczby cza-
stek, co z kolei czyni mozliwym przeprowadzenie obliczert numerycznych w
racjonalnie skoriczonym czasie na dostepnym sprzecie komputerowym. Cecha
ta powoduje, ze metoda MP-PIC jest dogodnym narzedziem badawczym,
wartym glebszej analizy.

Szczegdlne zainteresowanie wzbudzaja rownania ruchu ptynu, a w szcze-
golnodci kwestia ich zamkniecia, tj. posta¢ cztonéw zwigzanych z tensorem
naprezen i oddzialywaniem miedzy ptynem a czastkami. Dlatego wiec w roz-
dziale 5 przedstawiono pelne wyprowadzenie réwnan ruchu ptynu. W pracy
wykorzystano metode usredniania po przestrzeni, co — jak podkresla L. Fan
i C. Zhu [39, 40] — nie prowadzi do nadmiernie niedopuszczalnej utraty in-
formacji o usredniamym os$rodku.

W rozdziale 6 oméwiono zasadnicze elementy, ktore sktadaja sie na za-

implementowana w niniejszej pracy metode MP-PIC.

97 —
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Rozdzial 3

Cel, teza 1 zakres
pracy doktorskie;j

Cel pracy

Opracowanie modelu matematycznego i programu komputerowego do ba-
dania dynamiki osrodka fluidalnego z wykorzystaniem metody ,wielofazowe;j
czastki w komorce” oraz metod rzutowania i dekompozycji kierunkow opera-

tora rozniczkowego.

Teza pracy

W modelowaniu numerycznym dynamiki osrodka wielofazowego mozli-
we jest wykorzystanie metody rzutowania i metody dekompozycji kierunkow
operatora rozniczkowego, ktére moga stanowic integralng czes¢ metody ,wie-

lofazowej czastki w komorce”.
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Zakres pracy

Zakres pracy obejmowat:

e sformutowanie rownan ruchu czastki stalej w przeptywie niescisliwym
plynu lepkiego z uwzglednieniem oddzialywania ptynu lepkiego i innych
czastek,

e sformutowanie usrednionych po przestrzeni rownari ruchu ptynu niosa-
cego czastki materiatu stalego,

e implementacja numeryczna i przetestowanie metody rzutowania i de-
kompozycji kierunkéw operatora rézniczkowego dla niestacjonarnych
niescisliwych jednofazowych przeptywow ptynu lepkiego w dwuwymia-

rowej i trojwymiarowej przestrzeni,

e implementacja numeryczna opracowanego modelu matematycznego osrod-
ka fluidalnego,

e wykonanie eksperymentéw numerycznych ruchu osrodka fluidalnego.



Rozdzial 4

Ruch czastek materialu
stalego w plynie lepkim

4.1 Roéwnania ruchu pojedynczej czastki

W celu wyprowadzenia réwnania ruchu pojedynczej czastki wykorzystano
metode Maxey’a i Riley’a [118|. Przyjmuje sie, ze czastka materialu statego
ma $rednice d,, znacznie mniejsza niz charakterystyczna dtugosé Ly w prze-
ptywie pltynu. Czastka, o gestosci p, i potozeniu x,(¢) srodka masy, porusza

sie z predkoscia
de
up(t) = —C—lzg

w niejednorodnym polu predkosci u(a, ) ptynu w przeptywie niescisliwym.

(4.1)

Ogolne réwnanie ruchu pojedynczej czastki ma postaé (row. (2.25))
nd du nd?
g G = Prgtg + § (oLt ds, (1.2
Sp

gdzie i jest pochodna materialng wzdtuz trajektorii ruchu czastki. Catko-
wanie przeprowadzane jest po powierzchni S, czastki, tzn. | — x,| = %‘1.
Tensor naprezen stycznych 1ty ptynu zdefiniowany jest przez rownanie (1.4).

Ci$nienie py i predkos¢ u; ptynu w réwnaniach (4.2) i (1.4) sa rozwig-
zaniem ogdlnego problemu przeptywu zewnetrznego dla znanego przeptywu
w nieskoriczonoscei (tzn. przeptywu niezaburzonego obecnoscia czastki) i wla-

$ciwych warunkéw brzegowych na powierzchni poruszajacej sie czastki. Dla

31



4.1. Roéwnania ruchu pojedynczej czastki

malej czastki poruszajacej si¢ w niescisliwym przeptywie ptynu lepkiego, od-
powiednie warunki brzegowe sa prawidlowo okreslone przez warunek braku
poslizgu predkosci ptynu na powierzchni czastki. Rownanie zachowania masy
i pedu fazy ciaglej sa dobrze znanymi réwnaniami ciaglosci i Naviera—Stokesa:

V'UfZO, (4.3)

ou
Pr (8—tf+uf-Vuf> :—fo+quuf+pfg. (44)

Warunek brzegowy braku nieciagtosci predkosci ptynu na powierzchni czastki
ma postac:
'u’f(wv t) ||;z:—mp|:%dp - up(t) ) (4'5)

oraz réwnanie stawiane w pewnej odlegtosci od powierzchni czgstki:

’U»f(w, t) I]m—mp|>>%dp - u(}(w’ t), (4.6)

gdzie u(}(az, t) jest niezakléconym obecnoscia czastki polem predkosci ptynu
odpowiednio oddalonym od powierzchni czastki.

Obecnosé¢ czastki w ptynie wywotuje lokalne zaklécenie predkosci u(} ply-
nu warunkiem brzegowym (4.5). Majac na uwadze znaczaco male wymiary
czastki mozna przyjaé, ze predkosci uy i ciSnienia p; ptynu mozna przed-
stawi¢ jako sume dwodch niezaleznych od siebie sktadnikow: sktadnika od
niezaktéconego pola predkosci i cisnienia ptynu (u‘},p(}), oraz wywotanego
warunkiem brzegowym na powierzchni czastki sktadnika od lokalnie zakto-
conego pola predkosci i cisnienia (u‘fi, p‘}), a zatem:

uy = uf+uf, (4.7)

pr =p%+ 0} . (4.8)

Catke z rownania (4.2) mozna przedstawi¢ nastepnie jako sume dwoch catek:

?{ (—pfl+15)n ds = % (—pJI+1)n ds+ % (—pfl+1H)nds, (4.9)

gdzie



4.1. Roéwnania ruchu pojedynczej czastki

w5 = ps (Vuf+ (Vud’) .
Pierwsza catka po prawej stronie rownosci (4.9) jest sita F° od niezakloco-
nego pola (u$,p$), a catka druga jest sity F? od zakloconego pola (u$, p}).
Dla przypadku czastki o érednicy d,, znacznie mniejszej niz charakterystyczna
dtugos¢ Ly wyrdzniana w przeplywie, czyli:

d, < Lo, (4.10)
sita F° przyjmuje postaé [118]
nd? dul(x,,t)
F° = 6pr< fdt” —g> . (4.11)

Zaklt6cone pole (uf, p}), okreslajace site F, wynika z rozwiazania odpo-
wiednich réownan przeptywu zakléconego [118]. Niestety, pelne analityczne
rozwigzanie rownan przeptywu zakloconego nie jest mozliwe. Jednakze, w
przypadku dostatecznie matego rozmiaru czgstki, zagadnienie przeptywu za-
ktoconego sprowadza sie do niestacjonarnego przeptywu Stokesa, rozwigzanie
ktorego wazne jest jedynie dla matych liczb Reynoldsa (Re < 1). Wyrazenie
na site F*, wywotana przez lokalne zaklocony przeptyw ('u,‘}, p‘}), otrzymano
w postaci [118]

J'cd3
P = 3y (@ t) — ) + mpfg%w‘;(wp,t)—upw
(uh( ac,,, — uyp) (4.12)

+%d2\/ﬁu_fp—/ C dg ac.

Kolejne cztony sumy prawej strony rownosci (4.12) to odpowiednio sita oporu
Stokesa, sita mas stowarzyszonych i sita Basseta. Jednakze udziaty sity Bas-
seta i sity no$nej mogg by¢ pominiete w dalszych rozwazaniach w przypadku
malej czastki (cytowanie w [118]'). Zauwazmy, ze zaklocone pole (u$,p}) nie
pojawia sie jawnie w (4.12), ktore wyraza si¢ catkowicie przez niezaklécone
pole (u‘}, p‘}). Zatem F? jest wyrazane przy uzyciu predkosci w, czastki i
predkosci 'u,‘} plynu w potozeniu (a,,t) czastki.

1J.J.M. Magnaudet: The forces acting on bubbles and rigid particles, in Proc. of ASME
Fluid Eng. Div. Summer Meeting, p. 1, June 1997
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Podsumowujac, podstawienie (4.11) i (4.12) do (4.9) i (4.2) daje nastepujace
roéwnanie ruchu czastki:

ndy du, nd; nd®  dul(x,,t)
Prg" = 6 9Py — Ps) + et
+3ndp s (ul(x,, t) — u,) + Jtdap d (u%(x,, 1) — u,)+ (4.13)
pP AL \Lpy p 12 Prge\“r\e D .
uf w:mc P)

ﬁuf—p/ e e

Ruch czastki (rownania (4.1) i (4.2)) jest sprzezony z dynamika osrodka cig-
glego (ptynu) (u9,p}) przez sity F° i F*. Réwnanie Maxey’a—Riley’a (4.13)
jest szeroko wykorzystywane w badaniach ruchu czastek w przeptywach tur-
bulentnych. Jednakze rozwazanie wszystkich cztonéw po prawej stronie row-
nosci (4.13) moze nastreczac¢ trudnosci i wymagaé¢ znacznych zasoboéw obli-
czeniowych.
3
Dzielac stronami réwnos¢ (4.13) przez mase m,, = ppn—';ﬁ czastki otrzymuje

sie

dup_g<1_pf> pf%ém+lpfd(uf(w t) p)+

(4.14)
1 mpa — Uy)
; dg,
oy 1 ) =) \/2n\/pp¢r—v/ ¢—t— tae
gdzie
 Poly
Ty = —18p,f (415)

jest czasem relaksacji czastki. W niniejszej pracy rozwazany jest przeptyw
czastek materiatu statego w gazie, dla ktorego stosunek gestosci osrodka
ciggltego (plynu) i gestosci materiatu statego czastki jest pomijalnie maty
(%}f ~ 1073), oraz sily inne niz sita oporu Stokesa i sita grawitacji zasadniczo

nie wptywaja na ruchu czastki [5, 36, 119, 146, 24, 73]. Réwnanie (4.14) moze
by¢ wiec uproszczone do

du, 1

— — (a0 _
= W@t —u) tg. (416)

Jednakze dla przeptywoéw czastek w cieczy, gdzie wartosci gestosci obu osrod-
kow sg porownywalne, nalezy stosowaé¢ rownanie (4.14).



4.1. Roéwnania ruchu pojedynczej czastki

4.1.1 Sila stacjonarnego dynamicznego oporu plynu

Niestety rownania (4.14) lub (4.16) nie uwzgledniaja takich waznych z
punktu widzenia dynamiki efektow, jak wptyw zmian wartosci liczby Rey-
noldsa poza zakres przeptywu Stokesa lub wptyw oddzialywania czastek sa-
siednich (otaczajacych dana czastke) na ruch pojedynczej czastki.

Czesto uzywane réwnanie ruchu dla przeptywéw niepelzajacych jest otrzy-
mywane przez empiryczna modyfikacje sity oporu Stokesa do sity dynamicz-
nego oporu ptynu:

1l
Fp= ECDTPPHU(}—UP'(U(}‘U;J)’ (4.17)
gdzie Cp jest wspotczynnikiem oporu dla stacjonarnego przeptywu plynu.
Wspoétezynnik oporu okreslany jest jako funkcja liczby Reynoldsa dla czastki:

_ Prdyp |u9’ — Up|

Re
? Wy

(4.18)

Na rysunku 4.1 przedstawiono zmiane wartosci wspotezynnika oporu dla
kulistej nie wirujacej kuli. Z zaleznosci tej mozna wyrdéznic¢ charakterystyczne

obszary zmienno$ci wspoétezynnika oporu:

e Dla matych wartosci liczb Reynoldsa, wspotezynnik oporu zmienia sie
odwrotnie proporcjonalnie do Re,. Stan ten odpowiada przeplywowi
Stokesa. Wspétezynnik oporu wyraza sie przez wzor analityczny podany

przez Stokesa (1851):
24

Cp=—.
P Re,

(4.19)

e W obszarze przejsciowym (Re, € (0.5,1000)) efekty bezwtadnoscio-
we zaczynajg dominowaé¢ w zjawisku. Dla tego nieliniowego obszaru,
na podstawie badan eksperymentalnych, zaproponowano wiele zalez-
nosci [22]. Czesto uzywana jest zaleznosé podana przez Schillera and
Naumanna? w postaci [22]:

24
Cp= %(1 + 0.15Re) 7). (4.20)
P

2Schiller L., Naumann A.: Uber die grundlegenden Brechungen bei der Schwerkraftau-
foereitung, Ver. Deut. Ing., 77, 318-320, 1933



4.1. Roéwnania ruchu pojedynczej czastki

e Powyzej wartosci Re, ~ 1000 wspotczynnik oporu osiaga prawie stata
wartos¢. Obszar ten okreslany jest obszarem bezwtadnosciowym lub
Newtona:

Cp ~ 0.445. (4.21)

e Wraz ze zwiekszaniem wartodci liczby Reynoldsa, obserwuje sie¢ nagte
zmniejszenie wartosci Cp dla wartosci krytycznej Re,” ~ 3.0 - 105, spo-
wodowane przejSciem laminarnej warstwy przysciennej w turbulentna
warstwe przysciennag wokot czastki.

e W zakresie nadkrytycznym (Re, > 4.0-10°), wspotezynnik oporu zaczy-
na wzrasta¢ w sposob ciagty. W wiekszosci zastosowan praktycznych,
obszar ten nie jest rozpatrywany.

Na rys. 4.1 zestawiono wyniki zaleznosci Cp od wartosci Re,,.
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Rys. 4.1. Wspoétezynnik oporu kuli w zaleznosci od liczby Reynoldsa

Z uwzglednieniem wspoélezynnika oporu, rownanie ruchu czastki moze by¢
zapisane w nastepujacej postaci:

du fD
th — K/—(u(}(wp,t) —u,) +g, (4.22)



4.1. Roéwnania ruchu pojedynczej czastki

w ktorej fp jest unormowanym wspotczynnikiem oporu pojedynczej czast-
ki, okreslonym jako iloraz wspotezynnika oporu przez wspotezynnik oporu
Stokesa [24]:

_CDRGP
Jp = 24

Oczywidcie dla przeptywu Stokesa fp — 1. Zmiany unormowanego wspol-

(4.23)

czynnika oporu w zaleznosci od liczby Reynoldsa przedstawione sa na rys. 4.2.

Rys. 4.2. Unormowany wspotczynnik oporu
kuli w zaleznosci od liczby Reynoldsa [24]

Istnieje wiele dostepnych w literaturze korelacji dla fp (lub Cp) jako
funkcji liczby Reynoldsa. Przykladowa korelacja, doktadna dla calego obszaru
podkrytycznego, ma nastepujaca postac [24]

fp =1+ 0.15Re)®" + 0.0175(1 + 4.25 - 10* Re;, %)~ (4.24)

Powyzsza korelacja jest rozszerzajaca modyfikacja formuty Schillera-Naumanna
i dostarcza wartosci fp z btedem +6% wzgledem wynikéw eksperymental-
nych dla catego zakresu podkrytycznego.
Czesto wykorzystywana w praktyce inzynierskiej jest formuta Dallaval-
le’a [54] w postaci
Cp = (0.63 + 4.8Re, *°)?, (4.25)

stuszna dla zakresu liczb Reynoldsa wystepujacych dla przeptywow fluidal-
nych.



4.2. Sita oporu ptynu w zespole czastek

4.2 Sila oporu plynu w zespole czastek

Informacje na temat sity oporu w zespole czastek sa bardzo ubogo pre-
zentowane w literaturze. Modele analityczne sa trudne, poniewaz musza one
uwzgledniaé¢ oddzialywanie powierzchni kazdej czastki. Badania eksperymen-
talne sa niedostatecznie doktadne ze wzgledu na utrudnienia pomiarowe sity
oporu dzialajacej na indywidualna czastke i pomiaru lokalnego pola predkosci
wokot czastki w zespole czastek. Wiekszosé danych o sile oporu czastki uzy-
skano z badan nad fluidyzacja czastek statych. Na rysunku 4.3 przedstawiono,
w sposdb uproszczony, kolumne fluidyzacyjna. Zatozono przy tym, ze sred-
nica d, czastek pozostajacych w spoczynku jest znacznie mniejsza od statej
srednicy D kolumny fluidyzacyjnej, w ktorej zloze czastek jest umieszczone.
Dodatkowo zalozono, Ze czastki sa rozmieszczone statystycznie jednorodnie
w zlozu czastek z objetosciowym udziatem ptynu réwnym g;.
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Rys. 4.3. Kolumna fluidyzacyjna z czgstkami

Ergun, w swej klasycznej pracy® dotyczacej spadku ciénienia w ztozu flu-
idalnym, podaje nastepujaca zaleznosé [10]

A 1 —gg)? 21—
I S 4d, &

3Ergun S., Chem. Eng. Prog., 48, pp. 89-94, 1952
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gdzie Ap jest spadkiem cisnienia na dtugosci [ kolumny fluidyzacyjnej, a u,
jest predkoscia fluidyzacji gazu przed ztozem czastek, zwiazana z predkoscia u
ptynu miedzy czastkami w ztozu zaleznoscig us = €su.

Na rysunku 4.4 przedstawiono réwnanie Erguna (4.26) w bezwymiarowe]

postaci
n = 150C + Z, (4.27)
w ktorej , »
= %%18__8 Pt —Md(plp;ui) . (4.28)

Ergun

Burke i Plummer
Marcom

Oman i Watson
réwnanie Erguna
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Rys. 4.4. Réwnanie Erguna dla ztoza czastek [10]

Po uwzglednieniu zaleznosci us = &7(u—u,), rownanie (4.26) przyjmie postac

= 1 —¢/)? — = =

l & €2 1 d, &

Powyzsze réwnanie (4.29) umozliwia wyprowadzenie wzoru na site oporu Fp,
a nastepnie wzoru na unormowany wspotczynnik oporu fp dla pojedynczej
czastki w zespole czastek. Foscolo [44] podaje relacje miedzy sita oporu po-
jedynczej czastki a spadkiem ci$nienia w kolumnie fluidyzacyjnej w postaci:
ndy, e Ap
Fp=— =
6 1— Ef [

(4.30)
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Korzystajac dalej z wzoru na site oporu:

Fp = my 22 (a(@p, ) — ) (431)
v

irownan (4.29) i (4.30), otrzymano formule umozliwiajaca wyznaczenie unor-
mowanego wspotczynnika oporu w postaci

B _ 1—18 ( 50~ ngf " gRep) , (4.32)
ktoéra powinna by¢ stosowana dla g; < 0.8 [57].

Rownanie Erguna jest jednym z wielu réwnan, ktore wystepuja w do-
stepnej literaturze opisujacej ztoza fluidalne. Dla przyktadu, Tallmadge [151]
podaje zaleznos¢

n = 150¢ + 4.2¢/¢, (4.33)

w ktorej n i € zostaly zdefiniowane przez (4.28). Rownanie (4.33) pozwala

wyznaczy¢ unormowany wspolezynnik oporu jako

1 1—c¢ / 1—¢
Ta f 5 f
= — 50 + 4.2 8 Re 4.34
o 18 ( Ef N Ef > ’ ( )

ktéry powinien byé stosowany dla 0.1 < ﬁ% < 10°.

Opierajac si¢ na pracy Wen’a i Yu [159], Di Felice [28, 53| opisuje site opo-

ru pojedynczej czastki w zespole czastek z wykorzystaniem zmodyfikowanego
unormowanego wspotczynnika oporu w nastepujacej postaci:

5= fb - g(es, Reyp), (4.35)

ktory jest iloczynem unormowanego wspolezynnika oporu f9 izolowanej po-
jedynczej czastki i funkcji wypetnienia g(es, Re,) [112, 172], ktora rozwazana
jest jako tylko funkcja udziatu objetosciowego ptynu € i liczby Reynoldsa
Re,. Analizujac dostepne w literaturze rozne dane, Di Felice zokreslit postaé¢
funkcji wypetnienia w nastepujacej formie

g(er) =€;°, (4.36)

gdzie B jest funkcja liczby Reynoldsa Re,. Na rysunku 4.5 przedstawiono
wyktadnik B dla wartosci liczb Reynoldsa najczesciej spotykanych w rze-
czywistych przeplywach. Wartosé¢ B wynosi okoto 3.65 dla matych i duzych
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35

Happel i Epstein (1954)
Rumpf i Gupte (1971)
zloze fluidalne

réwnanie Erguna (1952)
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Rys. 4.5. Wyktadnik B jako funkcja Re, [28]

wartosci liczb Reynoldsa, a nastepnie maleje do 3.1 dla Re, — 30. Di Feli-
ce zaleca dla liczb Reynoldsa z zakresu od 1072 do 10* uzycie nastepujace]
korelacji empirycznej na wyktadnik f:

(1.5 — log Re,)?

B=3.7-0.65exp|— 5

(4.37)

Obecny stan wiedzy o sile oporu czastki w zespole czastek jest ciagle
niewystarczajacy i bardzo prymitywny, ale zaleznos¢ zaproponowana przez
Di Felice jest zalecana do uzycia.

4.3 Model cigglego oddzialywania czastek

Zderzenia miedzy czastkami sa dominujacym zjawiskiem wptywajacym na
dynamike gestych warstw fluidalnych. Podobnie do metody E-E, w metodzie
,wielofazowej czastki w komérce” oddziatywania (zderzenia) miedzy czastka-
mi modelowane sa jako ciagly stan naprezen uciaglonego osrodka materia-
tu stalego, jakim sg czastki. Postac¢ tensora T', naprezenia osrodka statego
przedstawia rownanie [27, 67

Ty =(-pp + MV -up)l +20,D,.



4.4. Oddziatywanie miedzy ptynem a czastkami

Jak wskazuje Harris i Crighton [67], ci$nienie (naprezenie normalne) p, oérod-
ka statego powinno by¢ monotonicznie rosnaca funkcja objetosciowego udzia-
tu czastek oraz przyjmowaé wartos¢ zero, gdy e; = 1. Ponadto p, powinno
zabezpiecza¢ przed nadmiernym zmniejszeniem objetosciowego udziatu ptynu
ponizej krytycznej wartoéci minimalnej, obserwowanej w przeptywach rzeczy-
wistych. Obecnie, metoda MP-PIC opiera si¢ na modelowaniu jedynie czesci
izotropowej tensora, tj. T\, = —p,I, gdzie 2, 145, 144, 130, 131]

Pp = P, L (4.38)

w ktérym P jest stalg okreslang w jednostkach cisnienia, €., maksymalnym
objetosciowym udzialem czastek, a B jest taka stala, ze 2 < B < 5.

Czastka, pod dzialaniem obliczonego w oparciu o wzor (4.38) naprezenia
normalnego, doznaje przyspieszenia A.,, okreslonego przez wyrazenie

1 1
V-T,=——Vp,, (4.39)

€pPp €rPp

Ay=

ktore stanowi dodatkowy czton w réwnaniu ruchu czastki

_du,

5 =k Dp(us(xp, t) —u,) + g+ Ay, (4.40)
’ f
D, =<2, (4.41)
Tv

4.4 Oddzialywanie miedzy ptynem a czgstkami

Jezeli przeptyw czastek materiatu stalego i ptynu zachodzi bez procesu
wymiany masy i ciepta miedzy fazami, to jedynym mechanizmem oddziaty-
wania czastek z plynem jest wymiana pedu miedzy fazami. W réwnaniu ruchu
czastki wymiana pedu miedzy ptynem a czastka opisana jest przez sktadnik
oporu dynamicznego, ktéry wywiera ptyn na czastke. W celu wyznaczenia
wlasciwej postaci oddziatywania miedzyfazowego w réwnaniu ruchu plynu,
ofrodek rozproszony w postaci czastek nalezy potraktowac jak osrodek cia-
gly, do opisania ktérego wykorzystuje si¢ funkcje rozktadu y(x,u,, p,, V;,t)
rozwazang w teorii kinetycznej |23, 57, 38, 34].
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Przyjeto, ze masa kazdej czastki pozostaje stata w czasie (brak wymiany
masy miedzy czastkami i ptynem), lecz czastki moga wystepowaé w réznych
rozmiarach i posiadaé rozne gestosci. Ewolucja funkeji rozktadu podlega na-
stepujacemu réwnaniu Liouville’a |2, 145, 144, 130, 131]

oy
YV (vuy) + V- (vay) = 0, (4.42)

gdzie V- jest operatorem dywergencji wzgledem sktadowych predkosci czast-
ki, a @, okreslone jest rownaniem (4.40).

Funkcja rozktadu y scatkowana po masie m, = p,V, i predkosci u, cza-
stek okresla koncentracje n, czastek (prawdopodobna liczba czastek odnie-
siona do objetosci jednostkowej w punkcie @ i czasie t)

np(a:,t):///\ydppd‘/pdup. (4.43)

Wykorzystujac funkcje rozktadu mozna okresli¢ udzial objetosciowy czastek

ke T) ///\deppdVdu (4.44)

Po przemnozeniu réownania (4.42) przez p,V, i scatkowaniu po masie i

jako

predkosci czastek, otrzymano rownanie zachowanie masy dla czastek [145]

0€
#pp + V- (&Ppttp) =0, (4.45)
gdzie u, jest $rednia predkoscia czastek, okreslona jako
1
= / / / vp,Vou,dp,dVidu, (4.46)
Eppp

a Srednia gestos$c czastek okreslona jest jako

am = [ [ [ woidnyavidu,. (4.47)

Po pomnozeniu natomiast réownania (4.42) przez p,V,u, i scatkowaniu po
masie i predkosci czastek z wykorzystaniem zaleznosci

[V (v duy =~ [ va du,, (1.48)



4.4. Oddziatywanie miedzy ptynem a czastkami

otrzyma si¢ rownanie zachowania pedu dla czastek w postaci [145]:

o _ o _
9t (Epppttp) + V - (E,pp Uplly) = —Vpp +Epg + F, (4.49)

gdzie
P = ///\upprDP(uf(wp,t) —u,)dp,dV,du, (4.50)

jest miedzyfazowq funkcjq transportu pedu, okreslajaca wymiane pedu miedzy
ptynem a ciggtym osrodkiem materiatu statego.
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Rozdzial 5

Roéwnania ruchu fazy ciggle;j

5.1 Definicje i podstawowe prawa

Przeptyw wielofazowy charakteryzuje sie obecnoscia nieciggtosci wlasno-
Sci fizycznych, ktére wystepuja na powierzchniach miedzyfazowych. Przecho-
dzac przez powierzchnie miedzyfazowa od jednej fazy do innej fazy, wlasnosci
fizyczne (gestosé, lepkosé, itp.) zmieniaja swa wartos¢ w sposob nieciagly,
mimo ze wewnatrz danej fazy rozpatrywana wtasnosé jest funkcja ciagta.
Tak wiec dla danej wielkosci fizycznej f operacje rozniczkowania nalezy tak
uogdlnié, aby mozna bylo ja stosowaé¢ do funkeji nie majacych pochodnej w
zwyklym sensie. Podstawowe wiadomosci o funkcjach uogélnionych, wyko-
rzystywane w niniejszej pracy, zawarte sa w Dodatku A.

5.1.1 Funkcja charakterystyczna y

Niech k bedzie podzbiorem zbioru Q. Wowczas funkeje

1, jeslizek
1) = 5.1
Xe(@,?) {0 . jesli z € Q\k (5.1)

nazywamy funkcjq charakterystyczng lub funkcjg wskaznikowq [34, 62, 33|.
Funkcja charakterystyczna pozwala na ,wyrdznienie” k-tej fazy, ignorujac
pozostate sktadniki mieszaniny wielofazowej.
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Gradient funkcji charakterystycznej

Gradient funkcji charakterystycznej Vy, definiuje si¢ nastepujaco (patrz
Dodatek A):

/ o(x) Vyk(x,t) /ch x)xk(z,t) /ch v, (5.2)

Q

gdzie @(x) € C§°(R™) jest funkcja probna, Qi jest czescia wspolna Q i k-
tej fazy. Wykorzystujac twierdzenie Gaussa do rownania (5.2), otrzymujemy
nastepujaca zaleznosé

/cp(a:)ka(m,t) dv = —/ @(x)n ds, [5.3)

Q O,

w ktorej 02, jest powierzchnig ograniczajaca k-ta faze, my jest wersorem
normalnym do 02 wskazujacym kierunek na zewnatrz od fazy k.

Roéwnanie topologiczne

Rownanie postaci

dye Ok -
at = By, + w; ka~0, (54)

gdzie w; jest predkoscia powierzchni miedzyfazowej, nazywane jest rowna-
niem topologicznym [34, 33, 62]. Stanowi ono pochodna materialna z y; uno-
szong przez powierzchnie miedzyfazowa. Wyprowadzenie réwnania topolo-

gicznego podano w Dodatku B.

5.1.2 Usrednianie po przestrzeni

Rozwazmy kule o srodku w punkcie @, zawierajaca ptyn (osrodek ciagty)
wraz z unoszonymi przez ten plyn czastkami (rys. 5.1). Zdefiniujmy lokal-
ny uktad wspotrzednych my, g, M3 0 poczatku w punkcie x, ktorego osie sa
odpowiednio rownolegte z z1, 2, z3. Usrednione po objetosci kuli wtasnosci
fizyczne sg przypisane dla srodka x. Objetosé¢ kuli powinna by¢ na tyle duza,
ze dalsze zwigkszanie objetosci nie powoduje juz zmian wartosci wielkosci
usrednionych. Jednakze rozmiary kuli nie powinny by¢ poréwnywalne z roz-
miarami obszaru objetego przeptywem. Poniewaz objetosé V' kuli sktada sie
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M3

Rys. 5.1. Objetosé kontrolna zawierajaca ptyn i czastki [62]

z objetosci V; plynu i objetosci V), czastek, to w zaleznosci od przyjetej do
usredniania objetosci, wyrdzna sie dwa rodzaje usrednien [24, 62, 133|.
Srednia objetosciowa z wielkoéci f(x,t) definiowana jest jako

) — 1/f(93+1|,t) o (5.5)

TV
gdzie obszar catkowania V' = V;+V,, nie zalezy od czasu ¢. Jednakze objetosci
Vi iV, beda zaleze¢ od « i ¢ podczas przeptywu.
Fazowa $rednia objetosciowa z wielkosci f(@,t) definiowana jest jako

(Nt = gy [ f@tn0 oy, (55)

Vie(,t)

gdzie obszar calkowania zalezy od czasu i zmiennej przestrzennej. Srednia
fazowa opisuje $rednie wlasnosci k-tej fazy usrednione tylko w obszarze wy-
stepowania tej fazy.

Dla potrzeb dalszej analizy, rozwazmy Srednia objetosciowa z yi f:

wl@0 = [ nofe@ it do =3 [ f@rnode,
|4 Vi (2t
0 (5.7)
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poniewaz xx = 1 tylko w obszarze k-tej fazy. Wykorzystujac zaleznosé (1.8),
rownanie (5.7) zapisujemy jako

ka(ma t) = ak(wa t) ’ (f(SU, t)> . (58)

W celu zastosowania metody usredniania po przestrzeni do rownan ruchu,
nalezy przedstawi¢ prawa zwiazane z usrednianiem wyrazen zawierajacych
zmienne i ich pochodne. Szczegélnie wazne sa relacje miedzy usrednionymi po
przestrzeni wielkosciami (zmienne i pochodne) i pochodnymi po przestrzeni
lub czasie ze zmiennych usrednionych. Reguly te nazywane sa jako prawa
Reynoldsa, Gaussa i Leibnitza [34, 33]:

Reguly Reynoldsa

c=c, (5.9)
afitefo= CIE =l CZE, (5.10)
Ec;:flfz, (5-11)

gdzie ¢; i ¢, oznaczaja stale, a f; i fy dowolne funkcje.
W szczegolnosei, jesli fo =1, to fi = fi.

Regula Gaussa

XV =Voaef — [V, (5.12)

gdzie fi; oznacza wartos¢ wielkosci f brana na powierzchni miedzyfazowej.

Regutla Leibnitza

af _ 0 — ¥k
Xk = (rﬂxkf = f 5 (5.13)

Wyprowadzenie regutl Gaussa i Leibnitza przedstawiono w Dodatku C.

48 —
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5.1.3 Cazastki brzegowe

Usrednione réwnania ruchu sa wynikiem zastosowania praw usredniania
do objetosci kontrolnej, ktora jest ograniczona powierzchnia brzegowa. Po-
wierzchnia ta moze jednak przechodzi¢ przez tzw. czqstki brzegowe [24], ktore
znajdujg sie na brzegu objetosci kontrolnej. Czastki brzegowe odpowiedzialne
sa za zmniejszenie efektywnej powierzchni przeptywu ptynu przez powierzch-
nie brzegowa. Nalezy wiec uwzgledni¢ ich wplyw w procesie transportu pedu
miedzy poszczegdlnymi fazami.

Na rysunku 5.2 przedstawiono czes¢ powierzchni brzegowej objetosci kon-
trolnej. Powierzchnia brzegowa, o polu A = |0€2|, przecina pewna ilos¢ cza-
stek. Calkowite pole A, powierzchni przecinanych czastek stanowi powierzch-
nie blokujgcg, ktora nie jest dostepna dla przeptywu ptynu. Dla potrzeb dal-
szej analizy, niezbednym elementem pracy staje sie¢ wyznaczenie udziatu po-
wierzchni blokujacej w catkowitym polu powierzchni brzegowej, tj. wyzna-
czenie ilorazu QAL, ktory — jak sie okazuje — zalezy od udziatu objetosciowego

czastek.

powierzchnia brzegowa 0f2

Rys. 5.2. Powierzchnia brzegowa wraz z czastkami [24]



5.1. Definicje i podstawowe prawa

Zaktada sie, ze wszystkie czastki sa ksztaltu kulistego o jednakowym pro-
mieniu 7,. Pole powierzchni A, przekroju pojedynczej czastki przecinanej
powierzchnia brzegowsa, okresla wzor

A.=mn(rl - &%), (5.14)

gdzie  jest odlegloscia srodka czastki od powierzchni brzegowej. Srodki cza-
stek brzegowych znajduja si¢ w przestrzeni wokdét powierzchni brzegowej w
odlegtoéci r, po obu stronach powierzchni. Prawdopodobieristwo, ze czastka
znajduje sie¢ w odlegtosci & od powierzchni okresla rozktad jednostajny

£(6) = i , jesli |8 <, (5.15)
0 , jesli|§|>r, '

Jesli powierzchnia brzegowa przecina N czastek, to blokujaca powierzchnia
czastek (catkowita powierzchnia przecinanych czastek) wynosi

+7rp

Ay — N/ n(r2 — 8%)£(8) do. (5.16)

Po uwzglednieniu (5.15) i scatkowaniu powyzsze]j zaleznosci, otrzymano

2
Ab:N?“rf,. (5.17)

Liczba N przecinanych czastek zwiazana jest z koncentracja n, czastek na-
stepujaca zaleznoscia,
N =2r,An, . (5.18)

Po podstawieniu powyzszej zaleznosci do (5.17) otzrymujemy

Ab—n 4nr3
A~ "*3

- (5.19)
gdzie iloczyn koncentracji czastek i objetosci pojedynczej czastki jest obje-

tosciowym udzialem czastek. Tak wiec

Ay _

< = (5.20)
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5.2 Usrednione rownania ruchu ptynu

Mnozac kanoniczne rownanie ruchu (1.5) przez x; i dokonujac usred-
niania, otrzymujemy usrednione réwnanie ruchu ptynu w postaci kanonicz-

nej [34]

Y

o+ Y (Pruv) = V- (xsd) —xspsf =

(5.21)

9
:pfw<%+uﬁ-vxf) —J Vi

Po wykorzystaniu usrednionego z p sy réwnania topologicznego, prawa strona

réwnania (5.21) redukuje si¢ do postaci

{prw(up —w;) — J}-Vyy, (5.22)

co stanowi zréodlo powierzchniowe v, wywotane przejsciem fazowym i stru-
mieniem J na powierzchni miedzyfazowej.
Przyjmujac za y, J i f odpowiednie wielkosci, otrzymujemy odpowiednie

uérednione réwnania zachowania:

masy
oXpr _
—éf—f + V- (Xppruy) = pslusp — wi) - Vs, (5.23)
i pedu
OXiPruy

TR V- (ppsusuy) =V - xTy+¥Prg+
(5.24)

+(psupi(up —w;) — Ty)Vyy

5.2.1 Definicja zmiennych usrednionych

Zmienne usrednione opisuja wlasnosci makroskopowe ptynu z uwzgled-
nieniem obecnosci w nim innej fazy (np. czastek statych). Uzyskuje si¢ w ten
sposéb nowy osrodek ciagly (ptyn), ktérego wiasnoéei fizyczne sa rézne od
plynu jednofazowego.

Usredniajac funkcje charakterystyczna dla ptynu, otrzymujemy jedna z
wazniejszych wielkosci opisujacych osrodek wielofazowy, tzn. udzial objeto-
Sciowy ptynu €5 w postaci:

e =77 (5.25)
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Wszystkie pozostale zmienne usrednione okreslone sa jako srednie wazone z
xs lub z xspy i zgodnie z (5.8) definiowane sa jako [33, 34]:

e gestosé usredniona

pr)==—; (5.26)
&f
e predkosé usredniona
XrPsUs
(ug) = =——=, 5.27)
o :

e usredniony tensor naprezen

xs T
(Ty) ==L (5.28)
Ef
e usredniona sita masowa
XrPrg
= ) 5.29
er(o5) (5.29)

Obecnosé powierzchni miedzyfazowych zasadniczo zmienia i odréznia dy-
namike osrodka wielofazowego w poréwnaniu z przeptywem plynu jednofa-
zowego. Przeplywajace przez powierzchni¢ miedzyfazows strumienie masy i
pedu stanowia zrédta powierzchniowe, ktére odpowiadaja za oddzialywania
miedzy fazami. Powierzchniowe czlony zrédlowe zdefiniowane sa w nastepu-
jacy sposob:

e usredniony powierzchniowy strumien masy

Ty =ps(up —w;) - Vg, (5.30)

wynikajacy ze strumienia masy przeplywajacej przez powierzchnie mie-
dzyfazows,

e usrednione powierzchniowe zrodta pedu:

1.:

wily = prusi(ug — wi) Vyy, (5.31)

wynikajace ze strumienia pedu masy przeplywajacej przez po-
wierzchnie miedzyfazowa,
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M, = -T;Vy;, (5.32)

wynikajace z dzialania naprezen normalnych i stycznych na po-

wierzchni miedzyfazowe;j.

Roznica miedzy rzeczywistg (mikroskopowa) wielkoscia nieusredniong a
wielkoscig usredniong definiuje pulsacje danej wielkosci, oznaczang tuta]
przez ,,”. Pulsacja jest funkcja losowa polozenia @ i czasu t, a jej wartosé
okreslona jest w sensie probabilistycznym. Dla przyktadu, pulsacja predkosci
i pulsacja ciénienia okreslone sa jako (34, 133]

uy = up — (ug), (5.33)

Py =ps — (D) - (5.34)
W odréznieniu od przepltywu jednofazowego, w ktérym pulsacje wynikaja
jedynie z turbulencji, w przeplywie wielofazowym pulsacje dodatkowo spo-
wodowane sg ruchem powierzchni miedzyfazowych.
Wykorzystujac (5.33) do cztonu nieliniowego w rownaniu (5.24), otrzymujemy

TPruras = %05 ((ws) +uf) ((ur) +uy) =

(5.35)
= es{ps)(us)(uy) — &/TY ,
gdzie
uw
Ty~ R (5.36)
f

5.2.2 Usrednione réwnanie ciagglosci

Po wprowadzeniu zmiennych usrednionych, rownanie (5.23) przybiera na-

stepujaca postac

e {py)

#f— + V- (eflps)(uy)) =Ty (5.37)
W niniejszej pracy rozwazany jest ptyn lepki (us; = w;) w przeptywie bez
zmian fazowych (I'; = 0), ktorego gestos¢ jest stata (ps(a,t) = const). Wow-

czas réwnanie (5.37) redukuje si¢ do postaci

—L 4V (ef{us)) =0. (5.38)
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Powyzsze réwnanie mozna otrzymaé¢ réwniez w inny prostszy sposob. Stosu-
jac bezposrednio operacje uéredniania do iloczynu s z V - uy, otrzymujemy

XV up =V Yy — g - Vyy = 0. (5.39)

Nastepnie korzystamy z usrednionego réwnania topologicznego (5.4):

T L —
3 ° \Y = i \% =0 y 5.40
o Wi VX = i Vg (5.40)
z ktorego wynika, ze .
— U =1 5.41
usi- Vs =, (5.41)

co po zastosowaniu do (5.39) daje pozadane rownanie (5.38). Nalezy zdawac
sobie sprawe z tego, ze uzyskany przeplyw usredniony nie jest przeplywem
niescisliwym, poniewaz, zgodnie z réwnaniem (5.38), dywergencja z usred-
nionego pola predkosci

V-wu»:—§%§. (5.42)

5.2.3 UsSrednione réwnanie zachowania pedu

Usrednione réwnanie zachowania pedu dla ptynu ma postac

2 eyl ur) + 9 - (s s ) =

(5.43)
=V (e;((T5) + TY)) +erlps)g) + My
Po usrednieniu réwnania (1.3), otrzymujemy zalezno$é
(T'y) = — ()1 + (), (5.44)

ktora po podstawieniu do rownania (5.43) daje posta¢ usrednionego roéwnania
zachowania pedu wykorzystywana w dalszej analizie, t].

%8f<pf><uf> + V- (ep{ps)(us){us)) =
(5.45)

= —V(er(ps) + V- (es((xs) + TY)) +eplps)(g) + M.

— 54 —
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5.3 Rownania zamykajace

W celu zamkniecia uktadu usrednionych rownan ruchu ptynu, nalezy do-
datkowo podaé¢ réwnania zamykajgce. Nalezy wyrdéznié¢ tutaj réwnania za-
mykajgce w postaci praw konstytutywnych i praw transferu [38]. Rownania
konstytutywne opisuja wtasnosci fizyczne osrodka, a prawa transferu opisuja
mechanizmy oddzialywania miedzy poszczegdlnymi fazami.

5.3.1 Efektywny wspolczynnik lepkosci

Wechodzacy do réwnania (5.45) usredniony tensor naprezen stycznych
(ts), bedzie modelowany w nastepujacy sposob [24, 7, 71, 10, 38]:

(1) = e (Vug) + (Vi(ug)") (5.46)

gdzie p. jest efektywnym wspotczynnikiem lepkosci, ktory opisuje usredniony
przeptyw plynu i czastek jako ukladu jednofazowego. Efektywny wspotezyn-
nik lepkosci odzwierciedla srednie wlasnosci pola predkosci ptynu zaktécone-
go obecnoscia czastek.

Historycznie pierwszym badaczem, ktory rozwinal teori¢ lepkosci zawie-
siny czastek w ptynie, byt A. Einstein!2. Rozwazal on taka miesznine ptynu
i sztywnych czastek, ze dynamika pojedynczej czastki nie wptywata na dyna-
mike przeplywu wokot sasiednich czastek. Wowczas wzajemne oddzialywanie
czastek na plyn jest suma oddzialywan poszczegoélnych czastek, rozpatrywa-
nych oddzielnie. Rownanie Finsteina ma nastepujaca postac

. 5
LS (5.47)

Wy 2
w ktérym objetosciowy udzial czgstek nie powinien przekraczac¢ wartosci 0.03.
Prekursorskie prace Einsteina podlegaly nastepnie dalszym modyfikacjom.
Ponizej zostang zaprezentowane wybrane formuty, ktére okreslaja efektywny
wspotezynnik lepkosei (38, 10].

1Einstein A.: Fine neune Bestimmung der Molekuldimensionen, Ann. Phys. 19, pp. 289-

306, 1906
2Einstein A.: Berichtigung zu meiner Arbeit: Fine neune Bestimmung der Molekuldi-

mensionen, Ann. Phys. 34, pp. 591-592, 1911
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Brinkman?® i niezaleznie Roscoe? przedstawili model opisujacy efektywny
wspolezynnik lepkosci dla matych wartosci objetosciowego udziatu czastek w

postaci

z—: = (1—¢,)"25. (5.48)

ktora, podobnie do rownania Einsteina, ma zastosowanie dla niskich wartosci
objetosciowego udziatu czastek. Na rysunku 5.3 przedstawiono poréwnanie
formuty Einsteina z formutg Brinkmana i Roscoe.

-
a
»

-
a
n

—_——————— Brinkman and Roscoe
Einstein

Mo /1y
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o [e) =
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=

-
o
N

C Rl R R R R RS R R

ey A o p g | oa o owo v 9 Lo owox g ]9 o oa g
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Rys. 5.3. Efektywny wspoétczynnik lepkosci dla
niskich wartoSci objetosciowego udzialu czastek

Dla gestszych niz g, = 0.05 warstw fluidalnych, oddzialywania miedzy
czastkami staja sie znaczace i nie mozna ich pomija¢. Jedna z najprostszych
formul, jakie maja tutaj zastosowanie, jest réwnanie Mooneya®

5
Re 5€p
u—f—exp<1__gp_), (549)

3Brinkman H.C.: The viscosity of concentrated suspensions and solutions, J. Chem.
Phys. 20, pp. 571-573, 1952

4Roscoe R.: The wiscosity of suspensions of rigid spheres, Brit. J. Appl. Phys. 3, pp. 257-
269, 1952

5Mooney M., J. Coll. Sci., No. 6, pp. 162-170, 1951
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w ktoérym &, = 0.52+0.74 okresla fizycznie maksymalny stopieri upakowania

czastek.
Dla pecherzowych warstw fluidalnych, Frankel and Acrivos® podali naste-

pujaca teoretyczna formute:

& 9
L B (5.50)
wy 8y
gdzie
1 — 3/t
Y= —" (5.51)
3/ fp
€cp
10° ¢
; — — — — Mooney 4

= Frankel and Acrivos |
H ———-- Vand i
—-—-—-— Eilers :

.
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
€, /ecp

Rys. 5.4. Efektywny wspotczynnik lepkosci
dla gestych warstw fluidalnych

Dla gestych zt6z fluidalnych moga by¢ rowniez zastosowane: teoretyczna for-

muta podana przez Vanda’

We 2,5¢, + 2,7¢2
Pe _ e L 52
“p(1—05w% / (3:52)

SFrankel N.A., Acrivos A.: On the viscosity of a concentrated suspension of solid spheres,

Chem. Engng. Sci., No. 22, pp. 847-853, 1967
"Vand V.: Viscosity of solutions and suspensions. I-111, J. Phys. Coll. Chem., No. 52,

pp. 277-321, 1948
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i doswiadczalny wzor Eilersa®

k

25

7

2
=% (g)

cp

(5.53)

Wykresy ilorazéw efektywnego i dynamicznego wspotezynnika lepkosci
otrzymane ze wzoréw (5.49), (5.50), (5.52) and (5.53) przedstawiono na ry-
sunku 5.4, gdzie przyjeto €., = 0.6.

10°

T T T T

10?

LS B B B 5 L)

[TT

Rys. 5.5. Efektywny wspoélezynnik lepkosci w pelnym
zakresie zmienno$ci objetosciowego udziatu czastek

W rzeczywistych przeptywach fluidalnych, objetosciowy udzial czastek
przyjmuje wartosci z calego dopuszczalnego zakresu zmiennosci, tzn. €, € (0, €).
Formute dla calego zakresu podali: Graham®

&_@Hg(_l_)(g_ 1 ! >
we o 27 4 \14+05y /) \v 1+vy (1+wy)?

8Eilers H.: Die Viskositats-Koncentrationsabhangigheit kolloider System in organishen

Losungsmitteln, Kolloid Zeitschrift, No. 102, pp. 154-169, 1943
9Graham A.L.: On the viscosity of suspensions of solid spheres, Applied Scientific Re-
search, No. 37, pp. 275-286, 1981

(5.54)

— 58 —



5.3. Roéwnania zamykajace

gdzie y jest zdefiniowane przez (5.51), i Ishiil?

8 —2.5¢cp
s <1 . ) . (5.55)

Wy Eep

Roéwnania (5.54) i (5.55) przedstawiono na rysunku 5.5.

5.3.2 Mechanizm miedzyfazowej wymiany pedu

Mimo, ze w literaturze, m. in. [33, 34, 82, 83, 88, 171, 38, 68, 39, 84, 169,
15, 93, 147, przedstawiane sg rozne, czesto sprzeczne mechanizmy wymiany
pedu miedzy fazami, to w niniejszej pracy prezentowany jest mechanizm,
oparty na istotnych wtasnosciach zjawiska fizycznego oddziatywania miedzy
plynem a czastkami [24].

Rozwazaniu podlega tutaj powierzchniowe Zrodto pedu (5.32), ktore z
definicji usredniania ma postac

M= -T;Vys(z,t) =

(5.56)

5

(5.3
- —%/Tf(w—kﬂ,t)VXf(a:—l-I],t) dzy, 22 %/Tfn dsy,

gdzie S; jest powierzchnia plynu otaczajaca czastki wewnatrz objetosci V,
1 jest wersorem normalnym wskazujacym kierunek na zewnatrz ptynu (rys. 5.6).
Powierzchnia \S; sktada si¢ z powierzchni S;; czastek znajdujacych sie catko-
wicie w objetosci V, i czesci powierzchni S, czastek brzegowych wewnatrz
objetosci V/, przecinanych powierzchnig S, bedacej brzegiem V.

Wstawiajac zwiazek (1.3) do (5.56), otrzymano

—/Tfn ds = V/ psln ds+—/rfn ds, (5.57)

> 4 >
N vV
a b

gdzie sktadniki a i b sa powierzchniowymi zrodtami pedu, odpowiednio wy-
wolanymi dziataniem ci$nienia i naprezen stycznych na powierzchni miedzy-

fazowe;j.

10Tshii M.: One-dimensional drift-fluz model and constitutive equations for relative mo-
tion between phases in various two-phase flow regimes, Argonne National Laboratory Re-
port, ANL-77-47, 1977
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Rys. 5.6. Definicja powierzchni

Po wykorzystaniu zaleznosci (5.34), sktadnik a réwnania (5.57) przyjmuje
postac

1 1 1 /
T/-/pf]In ds = v/ (pp)In ds -+ v/pflln ds, (5.58)
S; Sib Si

poniewaz catka z usrednionego ci$nienia po powierzchni czastek znajduja-
cych sie catkowicie w objetosci kontrolnej jest rowna zero. Druga catka po
prawej stronie réwnania (5.58) stanowi czesé sity dynamicznej (oporu i no-
$nej) pochodzacej od naprezen normalnych, dzialajacej ze strony ptynu na
czastke.

Catke po powierzchni czastek brzegowych przeksztalca sie do postaci

%/ (p/)In ds = %/ (p;)Ing ds *2)
Sib Sy
(5.59)

= f &, (o7} ds 5= & / V- (e (p)T) dov.

S 14

Jesli objetos¢ kontrolna V' jest mata, to ostatnia catka réwnania (5.59) moze
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by¢ zapisana jako
—/V I) dv = V(e,(py)). (5.60)
Zatem, skladnik a rownania (5.57) przybiera posta¢

__/ peln ds = —V(e,(ps)) — ‘l//p’f]m ds. (5.61)

Si

Nastepnie przedstawiona procedure stosuje sie odpowiednio do cztonu b
réwnania (5.57), otrzymujac

1 1 /
v/‘tf’n ds=V- (8p<'5f>) 1 v/’tf’n dS, (562)
S;

S

gdzie ostatnia catka jest czescia sity dynamicznej od naprezen stycznych. Cal-
ka po powierzchni czastek z pulsacji cisnienia i naprezen stycznych definiuje
site dynamicznego oddzialywania ptynu i czastek, tj. [24]

1 / /
7/ (—pfl+1)nds=—-F, (5.63)

gdzie F, okreslone rownaniem (4.50), jest cztonem odpowiadajacym za wy-
miane pedu miedzy fazami w postaci sity dynamicznej, tj. sity nosnej i sity
oporu.

Zatem wyrazenie M ; na powierzchniowe Zrédto pedu przyjmuje postaé

M= —=V(e(ps)) +V - (&(1y)) — F, (5.64)

ktore, po podstawieniu do rownania (5.45), daje

§t8f<pf><uf>+v (e4{ps) () (us)) =
(5.65)

= —V{ps) + V- ((ts) +&Ty) +es(ps)(g) — F.
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5.3.3 Modyfikacja turbulencji pltynu przez czastki

[losciowo ruch turbulentny ptynu charakteryzowany jest przez kinetyczna
energie turbulencji i predkosé¢ (intensywnos¢) dysypacji kinetycznej energii
turbulencji. Obecnosé¢ czastek materiatu stalego w przeptywie modyfikuje
turbulencje ptynu. Elghobashi w pracy [37] sklasyfikowal rodzaje modyfika-
¢ji turbulencji ptynu przez czastki. Na rysunku 5.7, na ktorym 1ty jest czaso-

10° 10°

10* =10
E zwiekszanie 3
o produkcji 1.,
107 turbulencii 310
10° ok <10°
& F brakwplywu &
& Fnaturbulencie 4
10' : zwiekszanie - 10"
E dysypacji 3
10° E = 10?
E przeplyw rzadki |przeplyw gesty 3
r =< 1
107, e : 410°
Esprzezenie jedno-  sprzezenie dwu- sprzezenie 3
F  kierunkowe kierunkowe 4-kierunkowe
102 Ll lllllllﬂl sl vl vl vl vl 404
10*® 107 10° 10° 10* 10° 10? 10"

&
Rys. 5.7. Klasyfikacja modyfikacji turbulencji
pltynu przez czastki materiatu statego [37]

wa skala Kotmogorowa, T, jest czasowa skala dla duzych struktur wirowych
w przeplywie, przedstawiono podziat przeptywéw w zaleznosci od rodzaju
wystepujacego oddziatywania miedzy czastkami a turbulencja ptynu.

W przeptywie, dla ktorego g, < 107°, obecnos¢ czastek nie modyfikuje
turbulencji ptynu, poniewaz ilo§¢ wystepujacych czastek jest znikomo mata.
Oddziatywanie miedzy czastkami a ptynem ma charakter sprzezenia jednokie-
runkowego, w ktérym jedynie dynamika ptynu wptywa na dynamike czastek,
lecz czastki nie zmieniaja turbulencji ptynu.

Dla 1078 < ¢, < 1072 koncentracja czastek jest na tyle znaczaca, ze
zachodzi proces dwustronnej wymiany pedu miedzy ptynem a czastkami.
Oddzialtywanie to ma charakter sprzezenia dwukierunkowego. Zmniejszajac
Ty, tj. zmiejszajac Srednice czastki i pozostawiajac pozostale wielkosci state,



5.3. Roéwnania zamykajace

zwiekszamy powierzchnie osrodka rozproszonego, co prowadzi do zwickszenia
dysypacji kinetycznej energii turbulencji. Zwiekszajac ty, zwickszamy Re,,
gdzie przy Re, > 400 powstaja struktury wirowe w strudze nadazajacej
za oplywana czastka, przez co nastepuje zwieckszenie produkeji kinetyczne;j
energii turbulencji.

Przeptywy z g, > 107® nazywane sa przeplywami gestymi, dla ktérych
wystepuje sprzezenie czterokierunkowe. Oprocz sprzezenia dwukierunkowego
miedzy plynem a czastkami, wystepuja tutaj wzajemne zderzenia miedzy
czastkami. Dla €, — 1 otrzymujemy tzw. osrodek granularny, w ktérym ptyn
i czastki nalezy traktowaé¢ wspoélnie jako jeden osrodek ciagty.

W pracach Gore’a i Crowe’a [61, 60] oraz Hetsroni’ego [69] podkresla
sie, ze dla d, < 0,11, gdzie [, jest przestrzenna skala dla duzych struktur
wirowych w przeptywie, zachodzi proces wzmozonej dysypacji turbulencji

ptynu (rys. 5.8).
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Rys. 5.8. Wzgledny stopien turbulencji w zaleznosci Cll—: [61]

Numeryczne wyznaczenie petnego spektrum skal turbulencji wymaga uzy-
cia metody bezposredniej symulacji numerycznej (DNS). Niestety, metoda
DNS jest czasochlonna, tak wiec nie jest przydatna dla szybkich obliczen.
Rozwiazaniem problemu wydaje si¢ zastosowanie modelu k — € z tak zmody-
fikowanymi réwnaniami modelu turbulencji, aby uwzgledniaty one obecnoéé¢
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czastek materiatu statego [25, 117, 9, 70, 129, 123|. Jednakze model k — & wy-
maga wprowadzenia do obliczenn dodatkowych dwoch rownarn, co nie zawsze
jest efektywne pod wzgledem obliczeniowym.

W literaturze, m. in. [48, 158, 162, 4], do modelowania turbulencji w
przeplywie ptynu i czastek, coraz czesciej wykorzystywana jest metoda LES
(od large eddy simulation), ktora jest juz powszechnie stosowana metoda
modelowania turbulencji dla przeptywéw jednofazowych [92, 107, 51, 80, 52,
111, 137, 47, 141]. Metoda LES taczy metode bezposredniej symulacji nume-
rycznej (DNS), ktora nie zawiera zadnych zamykajacych modeli turbulencji,
oraz elementy metody Reynoldsa (RANS), gdzie wykorzystuje sie technike
usredniania po przestrzeni. Duze struktury, wynikajace bezposrednio z geo-
metrii przeptywu, wyznaczane sa bezposrednio, podczas gdy modelowaniu
podlegaja mniejsze skale w przeptywie, ktére — jak si¢ uwaza — maja nature
uniwersalng i nie zaleza od geometrii i charakteru przeptywu turbulentnego.

Dla przeptywu jednofazowego procedura usredniania po przestrzeni row-
nari ruchu prowadzi do otrzymania dodatkowych wyrazen, tj. tensora napre-
zen struktur drobnoskalowych, ktéry nalezy nastepnie odpowienio zamode-
lowa¢. Podobnie dla przeptywu wielofazowego, w réownaniu (5.65) otrzymano
tensor naprezen struktur drobnoskalowych w postaci

v =¢gTY, (5.66)

ktory dla e; — 1 przechodzi w tensor naprezen struktur drobnoskalowych
dla przeplywu jednofazowego. W celu zamkniecia uktadu réwnan ruchu pty-
nu, tensor 1V nalezy nastepnie wyrazi¢ przez zmienne, ktoére wystepuja w
rozwazanych réwnaniach ruchu ptynu. Na podobienstwo do metody LES dla
przeptywu jednofazowego, tensor 1V jest wyrazony w postaci

1
W = gtr(tv)l + 2p, Dy, (5.67)
gdzie
ws = C, A2\ /2D Dy, (5.68)
1
D; = > (Vuys + (Vuy)") , (5.69)

i C; € (0.005,0.05) [148], As = /AzAyAz dla przestrzeni trojwymiaro-
wej. Jednak w dalszej czesci pracy, do modelowania przeptywu fluidalnego w
przestrzeni dwuwymiarowej przyjeto Cy = 0.
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Jednoczesnie nalezy podkresli¢, ze problem modelowania turbulencji w
przeptywach wielofazowych jest niewspotmiernie bardziej skomplikowany niz
dla przeptywéw jednofazowych, poniewaz tensor naprezen struktur drobno-
skalowych jest modulowany tutaj przez

1. pulsacje wywotane przez turbulencje, wystepujaca w kazdej fazie,
2. pulsacje wywolane rozktadem czastek materiatu statego w objetosci.

Dla przeplywu jednofazowego objetos¢ usredniajaca mozna uczynié tak
mala, ze struktury drobnoskalowe moga osiagna¢ stan uniwersalny (z wyjat-
kiem obszaréw przysciennych i obszaréw objetych duzymi gradientami pred-
kosci). Jezeli objetos¢ usredniajaca w przepltywie wielofazowym ulega zmniej-
szeniu, to pulsacje wywotane rozktadem czastek materiatu statego w objetosci
usredniajacej ulegna zwiekszeniu. Wskazuje to na istnienie nieuwzglednio-
nych wezesniej dodatkowych skal przestrzennych, z ktérych pierwsza skala
charakteryzuje przestrzenny rozktad osrodka rozproszonego, a druga skala
charakteryzuje turbulencje danej fazy. Tak wiec sformutowanie praw zamy-
kajacych turbulencje dla przepltywu wielofazowego jest niezwykle trudne.

5.4 Zestawienie rownan ruchu

W niniejszym podrozdziale zostang zapisane wybrane — wczesniej wpro-
wadzone — rownania ruchu dla ptynu i czastek.
Ruch czastki okreslony jest przez nastepujace réwnania

da .
—at—p = Wi L) 5 (5.70)
du,
a, = W‘ :Dp(uf—up)+g+Acp, (571)
gdzie
D= f—De;3-5 ,  fp=1+40.15Re%%7 (5.72)
v
A L v Pt (5.73)
=i Dp DPp — L5 . .
v B0p : €p — &p
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Ruch ptynu opisuja nastepujace rownania

0
L4V (gup) =0, (5.74)
ot
8uf T 1
€f W -+ (Uf . V)’U,f = —VPf + V- [\/C (V’U,f + (Vuf) )] — E)—F, (5.75)
f
gdzie
p=5 (5.76)
Pr
jest cisnieniem kinematycznym ptynu, a
v, = Lol (5.77)
Pr

jest catkowitym kinematycznym wspotczynnikiem lepkosci ptynu.
Za efektywny wspotczynnik lepkosei p. przyjmuje sie zgodnie z formu-

& _ <1 B i) —2.5ecp ‘
Wr Ecp

W obliczeniach dla przestrzeni dwuwymiarowej przyjeto Cs = 0, co oznacza

ta (5.55) wyrazenie

us = 0. Sita F okreslona jest przez réwnanie (4.50):

_F:i[//QwﬂéDAqumw-—ugd%d%ﬂur

Posta¢ niezachowawcza réwnania (5.75) wynika z wykorzystania réwnania
(5.74) do réwnania (5.65), ktore jest zapisane w postaci zachowawczej [136].

Hy celu uproszczenia zapisu, w dalszej czesci pracy pomija sie () dla oznaczenia zmien-

nych uérednionych



Rozdzial 6

Metoda numeryczna
rozwigzywania roéwnan ruchu

6.1 Sprzezenie ruchu plynu i czastek

Roéwnanie ruchu ptynu (5.75) i rownanie ruchu czastki (5.71) sa sprze-
zone przez udzial objetosciowy €y i sile F' oddziatywania miedzyfazowego.
Przez przeksztalcenie wyrazenia na site F', uzyskuje sie réwnanie ruchu pty-
nu w formie dostosowanej do obliczenn numerycznych. W niniejszej pracy, oba
roéwnania ruchu zostaja sprzezone niejawnie, a uzyskane jedno réwnanie wy-
nikowe zawiera parametry opisujace zaréwno ptyn, jak i czastki. Sprzezenie
rownan ruchu ptynu i czastek przeprowadzane jest po dyskretyzacji rownari.

Rownanie (5.75), zdyskretyzowane w przestrzeni i po czasie uogolnionym
schematem Cranka-Nicholsona, przyjmuje dla czasu t"t1/2 gdzie t" = n/At,
n=0,1,2,... 1 At jest krokiem czasowym, nastepujaca postac

utl —
81;+1 [ f = Iy (uf+1/2 ) Vh)uf+1/2 - _Vhpfﬂ/2 + 06V}, - [v? <th’;+1

HOREYT) ]+ (1 - 0)Vh- [v2 (Vauf + (Via)T)] - E};F”H ,
(6.1)

67
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gdzie 6 € (0, 1), indeks h oznacza operator roéznicowy odpowiedniego opera-

n+1/2

tora rézniczkowego, a Py jest tak dobrane, aby speiione byto zdyskre-

tyzowane réwnanie mqglosci

et - g
n+1, n+1
Nieliniowy czton konwekcyjny (u +1/ 2. V)u"? w réwnaniu (6.1 aproksy-
f

muje sie jako

W™Vt = e(@ - V)urt + (1 - 0)(u} - Viur,  (6.3)
gdzie

@ = 3u} — 3uf ! +u}? (6.4)

aproksymuje u’}“ z rzedem dokladnosci O((At)®) i wynika z zastosowania

n+1

rozwinigcia u’s" w szereg Taylora wokoét w}.

Po wprowadzeniu predkoséci czastki

n+l

n n+1 n+1
a _————HD;M[ » o+ A(Druit + g+ AT (6.5)

u

wyznaczonej z niejawnie zdyskretyzowanego rownania (5.71), do wyrazenia
okreslajacego F™' [144, 130]
Np
Fril — sz ppNoVpSii (it ) D2 (it — upt)] (6.6)
réownanie (6.1), po odpowiednich przeksztalceniach, przyjmuje nastepujaca
postac:

T u’f

+06Vy, - [V? (th?+1 + (th}H_l)T)] +(1-0)Vy- [\/g (th}l -+ (th?)T)] ,

(6.7)
gdzie
Np n n
iy LS el NS tDy 69
T Vil & o, DpAY) =
Np 1 n
1 ppV;,N Sle( o )Dp 1
= — A A”Jr . ;

C1= W) — { pr(l+ D,’,‘At) [y + &blg + 457 (6.9)

Réwnanie (6.7) taczy w sobie rownanie zachowania pedu dla czastki i ptynu.
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6.1.1 Funkcja interpolujaca

Oddziatywania miedzy pojedyncza czastka a ptynem oraz miedzy pozo-
statymi czastkami wyznacza sie na siatce numerycznej. Mimo, ze do okresle-
nia oddzialywania miedzy ptynem a czastka mozna zastosowa¢ inng siatke
niz do wyznaczania oddziatywania miedzy czastkami, to w niniejszej pracy
stosuje si¢ te sama siatke, na ktérej wykonuje sie obliczenia dotyczace ptynu.
Wiasnosci fizyczne przynalezne czastce, tj. gestosé, objetosé, predkosé, itp.,
interpoluje sie na wezty siatki, na ktérej wyznacza sie odpowiednie oddziaty-
wania. Nastepnie, oddzialywanie w postaci sity, odpowiadajacej za wzajemne
zderzenia miedzy czastkami, interpoluje sie z wezlow siatki na czastke. Pro-
cesowi interpolacji z weztow siatki na czastke podlegaja rowniez zmienne
wykorzystywane do rozwiazywania réwnarn ruchu czastki, tj. predkosé¢ ptynu
i objetosciowy udzial czastek.

Interpolacja na i z weztéw siatki wykonywana jest przy uzyciu funkcji in-
terpolujgcej. Dla przestrzeni trojwymiarowej funkcja interpolujaca S okre-
slona jest jako [130, 131, 144, 145, 42]

Sk () = Si(@)Si(y)Sk(2) | (6.10)

ijk
oraz dla przestrzeni dwuwymiarowej
S5 () = Si(z)S;(y) , (6.11)

gdzie

[ T=T1
—— gdy r € (r_1,7m1),

T —Ti-1

Sl(’f‘) = 9 T__ﬂ

dy r € (r,m
" — T gdy (ri,ri41)

! 0 gdy 7 & (ri-1,7141)

w ktorym [ wskazuje wezet r; siatki. Funkcja interpolujaca Sf'j]z przyjmuje
w wezle (ijk) warto$¢ 1, a nastepnie tak maleje liniowo, ze w weztach sa-
siednich do wezta (ijk) i obszarze poza nimi przyjmuje wartos¢ 0. Funkcja
interpolujaca S3P jest tak okreslona, ze

> S (a,) =1, (6.13)
t=1
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gdzie x, jest punktem znajdujacym si¢ wewnatrz szedcianu, ktérego wierz-
chotkami sg wezty siatki, numerowane przez wskaznik T. W dalszj czesci pracy
funkcje interpolujaca oznaczono przez S, nie precyzujac wymiaru przestrzeni,
do ktorej sie ona odnosi.

Dowolna wielkos¢ fizyczna, ktéra charakteryzuje czastke, mozna interpo-
lowa¢ na wezty siatki. Dla przyktadu, predkosé¢ w,jr czastki w wezle (ijk)

wyraza sie jako
NP

Upijk = Z upSijk(a:p) : (614)
p=1
Objetosciowy udzial czastek e,jx w wezle (ijk) siatki dany jest wyraze-

niem
NP

— D NoViSun(y) (6.15)
‘/'L]k o=

Epijk —

w ktorym Vjji jest objetoscia komorki (ijk) siatki numerycznej, a N, jest
liczba czastek, jaka reprezentuje w obliczeniach p-ta czastka. Objetosciowy
udzial ptynu e, w wezle (ijk) siatki oblicza si¢ nastepnie jako

Braie = 1 — i (6.16)

Dowolne ciggte pole mozna interpolowa¢ na czastke. Dla przyktadu, pred-
kos¢ uy, plynu w polozeniu x, p-tej czastki okreslona jest jako

8
U = Y upSi(a,), (6.17)
t=1

gdzie € numeruje wezly siatki komorki numerycznej, w ktorej znajduje sie

p-ta czastka.

6.2 Metoda rzutowania

Metoda rzutowania (projection method) jest taka metoda numeryczne-
go modelowania niescisliwego przeplywu jednofazowego, ktéra eliminuje z
rownan ruchu ptynu cisnienie, czesto ktopotliwe i trudne do wyznaczenia.
Podstawa do opracowania metody rzutowania jest twierdzenie Helmholtza—
Hodge’a [20, 122], wedtug ktérego dowolne pole wektorowe & € Lo(§2) mozna
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przedstawi¢ w sposob jednoznaczny w postaci sumy dwodch pol wektorowych:
pola bezzréodlowego u € Lo(2) i pola bezwirowego V&, tj.

u=u+VoP, (6.18)
Z
Vu=0 w
u-n=0 na 090, (6.19)
VxVd=0.
Poniewaz
/u-V@ dV =0, (6.20)
Q

to mowi sie, ze pola u i V& sa ortogonalne.

Klasyczna metoda rzutowania, pierwotnie przedstawiona przez Chori-
na [19] i niezaleznie przez Temama [152] dla niescisliwego przeptywu jed-
nofazowego ptynu lepkiego, polega na zastosowaniu tw. Helmholtza—Hodge’a
bezposrednio do zdyskretyzowanego réwnania Naviera—Stokesa

wit! + V(ALPP) = uf + AtA(u}) = @™, (6.21)
gdzie
V-uptt =0, VxV(ALP}) =0 (6.22)
i
A(us) = vAuy — (us - V)ug. (6.23)
Z rownania (6.21) wynika jednoczesnie rownanie
,&n-{—l _ 7

Uy
At

okreslajace ewolucje w czasie predkosci posredniej @ i nie zawierajace ci-

— A(u?) (6.24)

$nienia. Obliczona w ten sposob predkosé¢ posrednia @™, ktora nie spelnia
rownania ciaglosci (V- # 0) dla przeptywu niescisliwego, nalezy nastep-
nie tak skorygowac, aby uzyska¢ pole predkosci u}’“, ktore bedzie spetniac
rownanie ciagtodci i rownanie zachowania pedu. W celu wykonania korekeji
predkosci posredniej wykorzystuje sie tw. Helmholtza-Hodge’a, ktore zapi-

suje sie w postaci nastepujacego rownania korekcyi:

witt = amtt - Atvort! (6.25)
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gdzie ® jest tzw. funkcjg rzutujgcq (korygujacq), ktorej celem jest sprowa-
dzenie (zrzutowanie) predkosci posredniej na podprzestrzen funkeji bezzro-
dlowych. Funkcja rzutujaca okreslona jest przez rownanie Poissona

AP™H = —Al—tv "t (6.26)
ktore wynika z rownan (6.25) i (6.22). Metoda rzutowania jest powszechnie
stosowana do modelowania niescisliwych przeptywoéw jednofazowych [90, 17,
122, 8, 175, 35, 135, 106].

W niniejszej pracy, do rozwiazywania rownan (6.2) i (6.7) ruchu ptynu,
zastosowano odpowiednio przystosowana metode rzutowania [130, 131]. Na
podobienistwo do metody rzutowania dla przeptywu niescisliwego, do rozwa-

zan wprowadza si¢ rownanie korekeji [130, 131]

n+l _ ~n+l
n+1 uf U

Ef —At—— — —V(Dn+1, (627)

gdzie @ = (4, ¥, W) jest predkoscia posrednia, a ® jest skalarng funkcjg rzutu-
jaca, ktorej wartosé¢ bedzie tak dobrana, aby zachodzito rownanie (6.2). Jezeli
wyznaczong z rownania korekeji (6.27) predkosé ptynu 'u,’f”rl wprowadzi sie
do réwnania (6.7) i przyjmujac, ze

n A =
vpf +1/2 _ V‘I)n+1 + Hf—tlv‘I)n+1 A4 sn_t(ﬂ' . V)V(I)'ﬂ+1
€

8n+ +1
} )

f f
(6.28)
-+ Hfﬁn+1 — Gf—‘r

T
V(I)n+1 V(I)TL+1
f f

to rownanie (6.7) zapisuje sie w nastepujacej postaci

[,&n-l—l —un

—0ALV - {vg

n+1

et | L 0@ Va4 (1 0)(uf - Vi)

+0Vp - [v2 (Vaa™t + (Vaa™™)T)] + (1= 0) Vi - [V2 (Vau} + (Vau}p)T)] .
(6.29)

Z réownania (6.29), ktore nie zawiera gradientu cisnienia, i odpowiednich

~n+1

warunkéw brzegowych wyznacza sie predkosé posrednia w”™", ktora podlega

pozniej korekcji.
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Wykorzystujac rownanie korekeji (6.27) w rownaniu ciagtosci (6.2), otrzy-
mujemy réwnanie Poissona na funkcje rzutujaca

n+1
Aq)n+1 — L 8f — 8.?

| AL +V- (8?+1’&n+1) ; (6.30)

Warunki brzegowe dla rownan (6.29) i (6.30) zostana podane w podrozdzia-

le 6.2.1. Po wyznaczeniu @™ i ®"!, obliczamy u}l“ z zaleznosci

At

FV@”“ : (6.31)

f

u1f1+1 — ,&’n+1 .
ktora wynika z przeksztalcenia rownania korekcji. Wyznaczona w ten spo-

sob predkosé spetnia rownanie (6.2), a dodatkowo z réwnania (6.28) mozna

wyznaczy¢ gradient ci$nienia.

6.2.1 Warunki brzegowe

+1

W celu rozwiazania réwnania (6.29), nalezy podaé¢ wartos¢ @” " na brzegu

0% obszaru obliczeniowego 2. Odpowiednie warunki brzegowe maja postac:
1. dla écianki sztywnej i ruchomej oraz wlotu przyjmuje sie warunek brze-
gowy w postaci Dirichleta [17]

At
~n+1 .l n+1 .
U \69 = U} |aa A a’}“ Vo ‘aa , (6.32)

gdzie uy = 0 dla Scianki sztywnej oraz uy(z,t) # 0 dla wlotu,
2. dla wylotu nastepujace warunki

e dla sktadowej normalnej do wylotu

0 o [Vvert
—(n-a™") = At — (n—+1> i (6.33)
an wylot on af wylot
gdzie n jest wersorem normalnym do 0f2 i przyjeto, ze
i(n -uptt) =0 (6.34)
an wylot
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e dla sktadowych stycznych do wylotu
At

~n+1 . n+1
t-u ‘wylot o 81;+1 t-Vo Iwylot ? (635)
gdzie t jest wersorem stycznym do 92 i przyjeto, ze
n+1 o
toupt = (6.36)
Warunki brzegowe dla réwnania (6.30) maja nastepujaca postac
1. dla $cianki sztywnej i ruchomej (¢ -u; #0in-uy = 0) [17]
n- Vet =0, (6.37)
2. dla wlotu
et — 0, (6.38)
3. dla wylotu
n.vert — _1_ / ertla" . n dS+
A.At d
wylot
(6.39)

8
n+1,,n+1 n-+ ‘/‘
-+ /Ef ’LLf ndS+—5t/8f ld )

wlot Q

gdzie A, jest polem powierzchni wylotu.

Warunek (6.39) wynika z wykorzystania rownania ciagtosci (5.74) w postaci
catkowej

%/Sf dV:—j{Sfo-’ndS, (6.40)

Q 90
do scatkowanej po powierzchni wylotu sktadowej normalnej réwnania korekceji

/ eftluitl-n dS — / gfamttn dS = —AtAn - VO (6.41)
wylot wylot
gdzie przyjeto
n - VO, 0t = const. (6.42)

— 74 —
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6.3 Metoda dekompozycji kierunkéw operato-

ra rézniczkowego

W przypadku, gdy nalezy wyznaczy¢ rozwiazanie numeryczne wielowy-
miarowego zagadnienia niestacjonarnego, mozliwe jest zastosowanie metody
polegajacej na wyznaczeniu rozwiazania danego zagadnienia przez rozwig-
zanie ciagu zadan prostszych, dla ktorych znane sg efektywnie szybkie i
ekonomiczne algorytmy numeryczne. Wszystkie metody realizujace reduk-
cje bardziej ztozonego zagadnienia do uktadu zadan o mniej skomplikowane]
strukturze nazywane sa metodami dekompozycyi.

Wazny etap w rozwoju metod dekompozycji stanowi metoda naprzemien-
nych kierunkéw (ADI od alternating direction implicit) oparta na jednorod-
nej aproksymacji, ktorej autorami sa Peaceman [132], Douglas [30, 32] i Rach-
ford [31]. Obecnie znanych jest wiele modyfikacji tej metody [41, 21, 1, 109].

W klasie metod dekompozycji najbardziej uniwersalna, jesli chodzi o za-
stosowania, jest metoda dekompozycji kierunkow operatora réziniczkowego.
Metoda ta jest do szybkich obliczenn numerycznych atrakeyjna i konkuren-
cyjna alternatywa dla metod naprzemiennych kierunkéw, gdyz oparta jest
na niejednorodnej aproksymacji zagadnienia wejéciowego. Istota metody za-
wiera si¢ w pomysle polegajacym na zastapieniu danego operatora rownania
wielowymiarowego przez ukltad operatoréw o prostszej strukturze, przy czym
dopiero pelny uktad rownan dyskretnych spelia warunki aproksymacji i sta-
bilnosci. Prekursorami metody dekompozycji kierunkéw operatora rézniczko-
wego byli Yanenko [163, 164, 165, 166], Baker 6], Oliphant [125], Brian [16],
Marchuk [114, 113].

Poniewaz najwiecej uwagi poswiecono w literaturze zastosowaniom metod
dekompozycji do rozwiazywania zagadnien opisywanych za pomoca operato-
row, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch (lub trzech) operatorow
o prostszej strukturze, to w niniejszej pracy metoda dekompozycji kierunkéw
operatora rézniczkowego bedzie przedstawiona w ten sposob i dla uproszeze-
nia zapisu w przestrzeni dwuwymiarowej.

Rownanie (6.29), do ktorego stosuje sie metode dekompozycji kierunkow
operatora roézniczkowego, mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci operatoro-



6.4. Algorytm numeryczny metody ,wielofazowej czastki w komorce”

wej:

Lok Tl+1 _ n
n+1 U uf

8 ————————————
f At

gdzie L, i L, sa operatorami réznicowymi odpowiednio wzgledem zmiennych

+ L (@™, u}) + L@, u}) = Gy — Hpa™',  (6.43)

przestrzennych z i y. Metoda dekompozycji operatora rozniczkowego polega
na zastapieniu réwnania (6.43) uktadem réwnan

"'TL+1/2 n
u —Uu
n+1 I ~n+1/2 ny _
e VI + L. (@ ,up) =0
: (6.44)
~n+1 ~n+1/2
u — U s ~ -
ETflJrl At + Ly(un+1,un+1/2) _ Gf . HfuTH—l

gdzie w kazdym réwnaniu wystepuja jedynie pochodne po wybranej niezalez-
nej zmiennej przestrzennej. Korzysci z tak zapisanego uktadu réwnan ujaw-
niajg si¢ natychmiast podczas numerycznego rozwiagzywania poszczegolnych
rownan. Problem rozwigzania kazdego z rownan uktadu (6.44) jest zagadnie-
niem brzegowym, w ktérym wystepuja jedynie pochodne po jednej zmiennej.
Zatem z numerycznego punktu widzenia, zagadnienie rozwigzania réwnania
(6.43) w przestrzeni dwuwymiarowej redukuje sie do rozwigzywania réwnar
jednowymiarowych dla kazdego z kierunkow w przestrzeni. Nastepnie, niesta-
cjonarne jednowymiarowe nieliniowe zagadnienia brzegowe zdyskretyzowane
w sposob niejawny, sprowadza sie do rozwiazania uktadu rownan liniowych z
wykorzystaniem szybkiego bezposredniego algorytmu rozwiazywania macie-
rzy trojprzekatniowej (21, 72].

6.4 Algorytm numeryczny metody ,wielofazo-

wej czastki w komorce”

Metoda ,wielofazowej czastki w komorce” (MP-PIC od multiphase particle-
in—cell), ktorej autorami sa Andrews, O’Rourke [2]| i Snider [144, 145], jest
metoda modelowania przeptywu wielofazowego z wystepujacym osrodkiem
ciagltym, ktérym jest ptyn, oraz osrodkiem rozproszonym, ktérym sa czastki
materiatu stalego.

Osrodek rozproszony wystepuje w postaci dyskretnych czastek, ktore po-
ruszaja sie zgodnie z drugim prawem Newtona. W rezultacie w tak przyjete;
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metodzie Lagrange’a, gdzie kazda pojedyncza czastka charakteryzowana jest
przez wlasne indywidualne cechy (gestosé¢, rozmiar, predkosé, itp.), uzyski-
wany przeptyw dla osrodka rozproszonego jest przeptywem prawdziwie wie-
lofazowym. W obliczeniach numerycznych pojedyncza czastka obliczeniowa
reprezentuje pewng liczbe N, czastek o jednakowych wiasnosciach. Ponie-
waz w przeplywie rozpatrywanym w niniejszej pracy nie wystepujg procesy
zwigzane z wymiana masy miedzy czastkami, to liczba N, czastek zgrupowa-
nych w pojedynczej czastce obliczeniowej jest stata w czasie, co jest zgodne
z zasada zachowania masy dla osrodka rozproszonego.

Z drugiej strony, wszelkie wzajemne oddzialywania migdzy czastkami a
plynem i pozostalymi czastkami wyznaczane sa w taki sposob, jak gdyby
os$rodek rozproszony byt osrodkiem ciagtym, opisywanym metoda Eulera. Do
rozwazani wprowadza sie siatke numeryczna, na wezlty ktérej interpolowane
sq odpowiednie wlasnosci czastek, w celu wyznaczenia oddziatywan ciggtych
miedzy czastka a ptynem i pozostatymi czastkami. Wyznaczenie oddziatywa-
nia miedzy czastkami, odpowiadajacemu ich wzajemnym zderzeniom, polega
na obliczeniu na siatce gradientu naprezenia normalnego dla osrodka rozpro-
szonego. Naprezenie normalne, dane przez pewna funkcje skalarng zalezng od
objetosciowego udziatu czastek, okreslone jest w taki sposob, aby w przepty-
wie wartoéé objetosciowego udziatu czastek nie przekraczata wartosci mak-
symalnej, zwykle przyjmowanej na 0,6. Sktadowe gradientu, interpolowane z
wezlow siatki na czastke, determinuja tym samym jej dynamike.

Metoda MP-PIC, laczac w sobie elementy metody Lagrange’a i meto-
dy Eulera, zwieksza efektywnos$¢ obliczeniows. Oddziatywania migdzyfazowe
i zakres modelowanych wartosci objetosciowego udziatu czastek odpowiada
metodzie Eulera. Traktowanie czastek statych jako czastek dyskretnych od-
powiada metodzie Lagrange’a.

Autor niniejszej pracy zaproponowat zastosowanie metody MP-PIC przed-
stawionej przez Patankara i Josepha [130, 131].

Obliczenia z wykorzystaniem metody ,wielofazowej czastki
w komorce” przebiegaly nastepujaco:

Roéwnania ruchu zostaly zdyskretyzowane metods réznic skonczonych.
Obszar obliczeniowy pokryty byt prostokatna siatka numeryczng o réwno-
miernym kroku Az = Ay = Az = h. Wartosci wszystkich zmiennych skalar-
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nych i sktadowych wektorowych znajduja sie w tych samych weztach (7, 7, k)
siatki numeryczne;.

Dla znanych wartosci xy, uy,
gdzie n = 0,1,2,..., z =), u), u} okreslonymi przez warunek poczatkowy,

ef, uf, " danych w czasie t" = nAt,

rozwigzanie dla n 4 1-szego kroku czasowego obliczane jest w nastepujacych
etapach:

Etap 1 Obliczenia nowego polozenia czastek i udziatu objetosciowego

1° obliczenie 7! dla kazdej czastki:

- At
a:;+1 — ;B; + At (u;‘ + —2—0,;) (645)
n ~ T (At)2 n ~n
apt!t = &7t + = (Agp(x™) + Agp(@21)) . (6.46)

2° obliczenie AZ; ! dla kazdej czastki:

. 2 . n n, At .
] S R

3° obliczenie gpt! i g7t

dla przestrzeni trojwymiarowej SZ“ okreslone jest wzorem (6.15),
dla przestrzeni dwuwymiarowej, ze wzgledu na zmniejszenie wy-
miaru przestrzeni, wzor (6.15) wymaga modyfikacji i przyjmuje
postac [173, 127, 76, 156]

N,
n 1
Bt = D NoApSij(ay), (6.48)
]

p=1

gt = \ (&3, (6.49)
3

gdzie A;; i A, sa polem przekroju odpowiednio dla dwuwymiaro-

wej komorki obliczeniowej i dla czastki. Nastepnie 8}‘“ oblicza sie
w oparcu o wzor (6.16).

Etap 2 Obliczenia nowej predkosci u’}“ ptynu
Ze wzgledu, ze warunki brzegowe dla @™ wyrazaja sie przez ®"t1,
ktorej wartosci sa jeszcze nieznane, to obliczenie nowej predkosci po-
sredniej i predkosci ptynu wykonuje sie w sposob iteracyjny
dlal=0,1,2,..., Lyag:



6.4. Algorytm numeryczny metody ,wielofazowej czastki w komorce”

4° obliczenie @™ z nastepujacego uktadu
~Tl+1/2,l n
U —u
n f ~n " ny __
8f+1T == Lz(u +1/2[,’u,f) =0 (6.50)
~n+1,l ~n+1/2,1
ny1 U —Uu cnt1l ~nil/20y 1]
eft 5 + Ly (@™, 4"t/ = Gy — Hpat

(6.51)
z warunkiem brzegowym okreslonym przez rownania (6.32)—(6.36),
w ktorych przyjeto @™t = @b, prtl = grtll | o0 — pn
Szczegdtowa postaé uktadu (6.50)-(6.51), rozpisana na poszcze-

gblne sktadowe w przestrzeni dwuwymiarowej, znajduje sie w Do-

datku D.

5° obliczenie ®" 11 7 rownania Poissona

n+1
A@n—}—l,l — _1__ 8f — 8}1

o A + V- (g arty | (6.52)

z warunkiem brzegowym okreslonym przez rownania (6.37)—(6.42),

w ktorych przyjeto @™ = @™t

6° obliczenie u?“’l przez korekcje predkoéci posredniej:
At
nt+l,l _ ~n+1]l n+1,l
’U,f =Uu — EFV@ 5 (653)

wykonywang w obszarze obliczeniowym €2 i na jego brzegu 0f).
Jesli

n+1,l n+1,l n+1 o .
a = :rzré%:é(luf — U |) < Qae lub 1= Lipas, (6.54)

gdzie 0 < d,,,,<< 1 jest z gory zadana wartoscia, to przyjmuje sie
n+1 n+1,l n+l _ Fntl,l
uf+ =u; ", @ P o ARG (6.55)

Gdy warunek (6.54) nie jest spelniony, to zmieniamy warunek

brzegowy A
. t
R ult + Wv@nﬂ’l (6.56)
!

i wracamy do podpunktu 4° z [ = [+ 1, aby obliczy¢ nowa wartosé
predkosci dla zmienionych warunkéw brzegowych.
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Etap 3 Obliczenia nowej predkosci czastek

7° dla kazdej czastki nowa predkosé u;’“ obliczana jest ze wzo-
ru (6.5):

n 1 n mn n+ n
urt! = T [up + At(Dput™ + g+ ALY .
p

6.5 Oddzialywanie czastki ze Sciankg

Autor niniejszej pracy zaproponowal wtasny model oddziatywania czast-
ki ze Scianka. Jezeli nowe polozenie @y czastki dla czasu t™™! obliczone we-
dtug wzoréw (6.45)-(6.46) znajduje sie poza obszarem obliczeniowym, kto-
rego brzegiem jest $cianka, to czastka, ktora dla czasu ™ znajdowala sie
wewnatrz obszaru obliczeniowego w potozeniu x;, zderza si¢ ze Scianka w
chwili ¢, € (t*, t"*1).

N mn
|
|
| |
o | 1
... | |
DN () |
N TN [
N : |
NS Ty [
o |
| |
| |
| ~
| CC1 ~ =
\ °£c0 | _ P
=~ | _
/&
|zy—zc| == 62
len —zc| p

Rys. 6.1. Zderzenie czastki ze $ciankg
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Nowe potozenie cc; odbitej od $cianki czastki znajduje sie w plaszczyznie N
(x; € N, 3 € N, N1z, i — plaszczyzna $cianki), i okreslone jest jako

Ty = Tc + e(zy — x0), (6.57)

gdzie e, € (0,1) modeluje elastycznos¢ odbicia czastki od $cianki.
Punkt
e = @1 + sc(x2 — @1) (6.58)
jest punktem przebicia ptaszczyzny w: n - (x — xg) = 0 przez prosta l : @ =
1 + s(x2 — @1), gdzie g € @, s € R, nln wskazuje kierunek do wnetrza
obszaru obliczeniowego, a

o mn- (CCQ = CU])
g (6.59)

Odlegtos¢ punktu
Ty = X2+ 25NN, (6.60)
gdzie
B , (6.61)
i punktu @, lezacych po przeciwnych stronach ptaszczyzny m na prostej
m: & = Ty + sn, od plaszczyzny m jest taka sama.
Sktadowe predkosci u, czastki po odbiciu od scianki okreslone sa jako
n-uUy, = —epn - U (6.62)
t-uy, =e,t-u. (6.63)
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Rozdzial 7

Numeryczne modelowanie
przeplywu jednofazowego

7.1 Przeplyw w kanale

Mimo swej prostoty, numeryczne modelowanie przeptywu w kanale stano-
wi wazna cze$¢ niniejszej pracy, poniewaz rozwazany w nastepnym rozdziale
przeptyw fluidalny wystepuje wlasnie w obszarze prostokatnym. Przeptyw w
kanale jest dobrym przyktadem, dla ktérego poréwnanie istniejacych rozwia-
zan analitycznych z otrzymywanymi rozwiazaniami numerycznymi pozwa-
la przetestowaé poprawnosé¢ stosowanej metody numerycznej rozwigzywania
rownan ruchu. Poniewaz dla przeplywéw wielofazowych brak jest adekwat-
nych rozwigzan analitycznych, wiec poprawnosé¢ dziatania programu zbadano
przez modelowanie przeptywu jednofazowego. W niniejszej pracy rozwazono
przeptyw laminarny w kanale dwu- i tréjwymiarowym. Do rozwiazania nie-
stacjonarnych réwnan niescisliwego ruchu jednofazowego ptynu lepkiego wy-
korzystano wczeéniej opisana metode rzutowania i dekompozycji kierunkow

operatora rézniczkowego.

33
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7.1.1 Kanal prostokatny

Obszarem obliczeniowym byl prostokat D = {(z,y) : 0 < z < L,0 <
y < H}, gdzie H = 1m. Dlugos¢ L zostala tak dobrana w zaleznosci od
danej liczby Reynoldsa, aby na wylocie z kanalu uzyska¢ rozwinigty profil
predkoéci. Na wlocie (z = 0) przyjeto rownomierny profil predkosei ug = 17
Przyjete warunki brzegowe na $ciankach sztywnych (y = 0,y = H ) i na
wylocie (x = L) opisano w podrozdziale 6.2.1. Obliczenia prowadzono w
sposob niestacjonarny do czasu i.,4 uzyskania stacjonarnego rozwigzania nu-
merycznego. Obliczenia sprawdzajace wykonano w szerokim zakresie liczb
Reynoldsa, dla réznych wielkosci siatki numerycznej i z réznymi wielkoScia-
mi kroku czasowego. Wartosci uzytych parametréw numerycznych wynosity:
0 = 0.5 (wzor (6.1)), v = 0.5 (wzor (D.5) w Dodatku D), Ly = 1000,
o M 10‘41;‘—. Prezentowane w niniejszej pracy wyniki numeryczne dotycza
przeptywu z Re = 100, dla ktérego % = 10 i teng = 10 s, oraz Re = 1000, dla
ktorego % = 50 i teng = 60 s. Rysunek 7.1 przedstawia przyktadowo wybrane

rozwigzanie numeryczne dla Re = 100.

15m/is

p: -150 -1.00 -0.50 0.00

Rys. 7.1. Pole predkosci i ci$nienia w kanale prostokatnym z Re = 100

Uzyskane rozwigzania numeryczne poréwnano z analitycznym rozwigza-
niem Poiseuille’a dla kanatlu prostokatnego. Na rysunku 7.2 przedstawiono
wybrane profile predkosci na wylocie z kanalu unormowane przez predkosé
maksymalng e = %uo, oraz rozwigzanie analityczne

u y Y
=t (1 = E) . (7.1)
Dla obu profili predkosci zgodno$¢ z rozwigzaniem analitycznym jest bardzo
dobra. Na rysunku 7.3 przedstawiono rozklady gradientu cisnienia wzdiuz
osi kanatu (y = %H ) unormowane przez teoretyczny gradient ciSnienia pgq

12p5q;
Pza — — I3 ) (72)
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gdzie
- / uly) dy=1m (73)

jest strumieniem objetosci na jednostke diugosci (glebokosci kanatu).

W poblizu wlotu gradient cisnienia znacznie przewyzsza teoretyczna war-
tos¢ gradientu cisnienia, poniewaz wystepuje tutaj proces formowania sie
profilu predkosci. W obszarze wylotu, gdzie przeptyw jest juz ustalony, gra-

dient ci$nienia przyjmuje wlasciwe wartosci, rowne oczekiwanym wartoéciom

teoretycznym.
1 5
o8l 4 ——&— Re=1000,Al-0.055, Ax = 0.100m
L ——e— Re=100, Al=0.10s,Ax=0.125m
06 . d 3
s [ z [
= <
A Q |
04| - 2
r s} Re = 1000, At = 0.05 s, Ax = 0.100 m
024 O  Re=100, At=0.10s, Ax =0.125m 1
[ bt : L
P T TV SO O [N Y WO O [ O (T ol— v v Lo L L
0.2 0.4 0.6 08 T 0 0.25 05 0.75 1
yH x/L

Rys. 7.2. Profil predkosci na wylocie Rys. 7.3. Rozklad ciénienia dla ¢y = %H

7.1.2 Kanatl prostopadioscienny

Rysunek 7.4 definiuje przyjety do obliczen obszar, ktérym byt prostopa-
dloscian D = {(z,y,2) : —3B <2 < 1B,0<y < L,—1H < z < 1 H}, gdzie
B =2m H = 1m. Dlugos¢ L zostala tak dobrana w zaleznosci od danej licz-
by Reynoldsa, aby na wylocie z kanatu uzyskac rozwiniety profil predkosci. Na
wlocie (y = 0) przyjeto réwnomierny profil predkosci vy = 12. Przyjete wa-
runki brzegowe na Sciankach sztywnych (|z| = £, |z| = 4) i na wylocie (y =
L) opisano w podrozdziale 6.2.1. Obliczenia prowadzono do czasu te,q uzy-
skania stacjonarnego rozwiazania numerycznego. Obliczenia sprawdzajace
wykonano w szerokim zakresie liczb Reynoldsa, dla réznych wielkosci siatki
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Rys. 7.4. Definicja geometrii obszaru obliczeniowego
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Rys. 7.5. Pole predkosci i ci$nienia w poblizu wylotu dla Re = 1000
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numerycznej i z réznymi wielkosciami kroku czasowego. Wartosci uzytych
parametréw numerycznych wynosity: 6 = 0.5, y = 0.5, L0z = 1000, Graz =
10“41;‘-. Prezentowane w niniejszej pracy wyniki numeryczne dotycza prze-
plywu z Re = 100, dla ktorego % = 50 i teng = 208, oraz Re = 1000, dla
ktorego % = 100 i tena = 200 s. Na rysunku 7.5 przedstawiono przyktadowo
wybrane rozwigzanie numeryczne dla Re = 1000.

Uzyskane rozwiazania numeryczne poréwnano z analitycznym rozwiaza-
niem Poiseuille’a dla kanatu prostopadlosciennego. Na rysunku 7.6 przedsta-
wiono wybrane profile predkosci na wylocie z kanatu unormowane przez pred-
kos¢ maksymalna v mez = v.(0,0), gdzie rozwiazanie analityczne v,(z, 2)

okreslone jest przez [87]

2= 4;32 (_dpa> > (_1)k_;1 ‘ COS(:%) g cosh (ﬁ) |
L v dy k=13 5,.. k cosh (ﬁ)
(7.4)
gdzie
dp. 12w [ 192B & tamh (B)]T .
oy B | wH kgﬁ Kk =@ 4T)

i dla przyjetych danych wejsciowych gy = 2 mTS

1

&

, wa

08— 0.8

06— 0.6
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Re =100, At=0.015,Ax=0.10m
[m} Re = 1000, At=0.01s,Ax=0.05m
rozwiazanie analityczne

Re =100,At=0.01s,Ax=0.10m 0.2
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(a) plaszczyzna z =0 (b) plaszczyzna z =0

Rys. 7.6. Profil predkosci na wylocie
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Na rysunku 7.7 przedstawiono rozklad gradientu ci$nienia wzdtuz osi ka-
natu. Podobnie jak dla kanalu dwuwymiarowego, dla kanalu trojwymiaro-
wego w poblizu wlotu wystepuje zjawisko formowania sie profilu predkosci.
Towarzysza temu wieksze straty hydrauliczne, zwane stratami wejsciowymi,
i gradient cisnienia znacznie przewyzsza tutaj teoretyczna wartosé¢ gradientu
cisnienia. W obszarze wylotu, gdzie profil predkosci nie ulega juz zmianom,
gradient ciénienia stabilizuje swa wartos¢ do wartosci teoretyczne;j.

5

———o—— Re=100,At=0.01s,Ax=0.10m
———=—— Re=1000,At=0.01s,Ax=0.05m

P/P.y

Rys. 7.7. Rozktad ci$nienia wzdhuz osi y

Teoretyczny spadek Ap, cisnienia wzdtuz dtugosci L kanatu dla Re = 100

wynosi

Ap, =p- L ~ 8.75Pa, (7.6)

gdzie L = 50m i p; ~ 0.1749 £2 wyznaczono ze wzoru (7.5). Z obliczeri nu-
merycznych otrzymano Ap = 10 Pa (rys. 7.8). Teoretyczna wartos¢ spadku
ci$nienia jest oczywiscie mniejsza od wartosci otrzymanej z symulacji nume-
rycznej, poniewaz zaleznos¢ analityczna, otrzymana dla warunkéw przeptywu

ustalonego, nie uwzglednia zjawiska kontrakcji w obszarze wlotu do kanatu.
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Rys. 7.8. Pole predkosci i ci$nienia dla Re = 100

7.2 Przeplyw w komorze z ruchomag Sciang

Ze wzgledu na prostote wystepujacych w przeplywie zjawisk fizycznych,
przeplyw w kanale nie moze by¢ jedynym wiarygodnym testem, badajgcym
dokladnos$é subtelnych cech przepltywu odtwarzanych przez metode nume-
ryczng. Tak wiec w celu przeprowadzenia dodatkowej analizy otrzymywanych
rozwigzan numerycznych, wykonano symulacje¢ numeryczng przeptywu bar-
dziej skomplikowanego, ktorym jest przeptyw w komorze z ruchomga Scianka.

Badanie przeplywu w komorze z ruchomg $cianka, [143] jest standardo-
wym zadaniem, czesto wykorzystywanym w testowaniu i badaniu doktadnosci
rozwiazan numerycznych [50, 90, 167, 97, 65, 45, 63, 101]. Ponadto w litera-
turze mozna znalezé dobrze udokumentowane wyniki badan doswiadczalnych
dla tego zagadnienia [95, 94, 96, 139, 121, 120|. Przeptyw w komorze wyste-
puje na skutek ruchu gornej scianki oraz powstawaniu, ewolucji i wzajemnego
oddzialywania struktur wirowych, charakterystycznych dla danych wartosci
liczb Reynoldsa. W niniejszej pracy rozwazany jest przeptyw laminarny w
dwu— i trojwymiarowej komorze z ruchoms $ciang.
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7.2.1 Komora kwadratowa

Na rysunku 7.9 przedstawiono geometri¢ obszaru obliczeniowego. Prze-
plyw w kwadratowej komorze o dlugosci boku L = 1m jest wywolany ru-
chem gérnej $cianki z predkoseia ug = 1 2, a pozostale Scianki sa nieruchome.
Dobér warunkéw brzegowych przedstawiono w rozdziale 6.2.1. W zaleznosci
od wartosci liczby Reynoldsa Re = E‘?fﬁ, w obszarze komory powstaje szereg
charakterystycznych struktur wirowych. Na rys. 7.9 przedstawiono typowe

struktury wirowe, ktére wystepuja w przeptywie dla Re > 1000.

\
1{ u=1uy,v=0 _
7
. wtorny wir gorny
o \ o
Il pierwotny wir | !
/

~ T] podstawowy | T]
S A ¥ | ; S

1 . ’A

Y, 2 . /

\ wtoérne wiry o,
N — - » p

( % naroznikowe T )/

ZE\ N 7 A

AN Y e P

y > - 074 4
—+X
Tl L e= ’6 g :
L

Rys. 7.9. Definicja obszaru obliczeniowego

i wystepujacych struktur wirowych

Obliczenia sprawdzajace wykonano w szerokim zakresie liczb Reynoldsa,
dla réznych wielkoéci siatki numerycznej i z roznymi wielko$ciami kroku cza-
sowego. Wartosci uzytych parametréw numerycznych wynosity: 6 = 0.5,y =
0.5, Ly = 1000t = 10_4%. Prezentowane w niniejszej pracy wyniki
numeryczne dotycza przeplywu z Re = 100, 400 i 1000, dla ktérych przyjeto
tena = 100s. Rysunek 7.10 przedstawia ewolucje sktadowych predkosci dla
Re = 1000 i Re = 1000 w srodku komory, tj. z = y = 0.5. Dla Re < 1000 roz-
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wigzania przyjmuja stan stacjonarny po ~ 40 s, podczas gdy dla Re = 10000
przeplyw nie osiaga stanu stacjonarnego we wskazanym przedziale czasu.

0.2

T
) ‘E‘j;
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|G B B s B B s

(=}

R S R N T I = 7l

-0.1
— u: Re = 10000
——— v:Re=10000
u: Re = 1000
B v: Re = 1000
D2V
TR N S S | SN S R SO S VSO S 1 S B R
0 25 50 75 100

Rys. 7.10. Ewolucja sktadowych u,v predkosci dla Re = 1000 i Re = 10000

Na rysunku 7.11 poréwnano profile sktadowych predkosci wzdtuz piono-
wej i poziome;j lini, przechodzacej przez srodek komory, z wynikami przed-
stawionymi przez Ghia et al. [50].

Rysunek 7.12 przedstawia obrazy linii pradu dla réznych wartosci liczb
Reynoldsa. Wystepujace takie cechy przeptywu, jak ksztalt i ilos¢ wir6w
(pierwotnego i wtornych), sa charakterystyczne dla danej wartosci Re. Dla
Re = 100, 400, 1000 w przeptywie wystepuje pierwotny wir podstawowy i
wiry wtorne, ktére wraz ze zwigkszaniem wartosci Re powigkszaja swe roz-
miary. Dla Re — 10000 cecha charakterystyczna jest wystepowanie wtornych
wiréw naroznych oraz wtérnego wiru gornego. Dodatkowo w tabeli 7.1 zesta-
wiono wspolrzedne srodka pierwotnego wiru podstawowego z dost¢pnymi z
literatury wynikami.
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Rys. 7.11. Profile sktadowych predkosci dla przeplywu w komorze kwadratowe;j
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Tabela 7.1. Poréwnanie polozenia $rodka pierwotnego wiru podstawowego

niniejsza praca Ghia et al. [50] Ho et al. [74]
Re (=,9) (z,9) (z,9)
100 (0.6165,0.7394) (0.6172,0.7344) (0.6154,0.7368)
400 (0.5557,0.6072) (0.5547,0.6055) (0.5550,0.6078)
1000 (0.5326,0.5668) (0.5313,0.5625) (0.5342,0.5615)
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(c) Re = 1000 (d) Re = 10000

Rys. 7.12. Linie pradu dla przeplywu w komorze kwadratowe;j
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7.2.2 Komora szeScienna

Szescienny obszar obliczeniowy D = {(z,y,2) : 0 <z < L,0 < gy <
L,0 < z < L}, gdzie L = 1 m, przedstawiony jest na rys. 7.13. Scianka z = L
porusza si¢ z predkoscia ug = 1 %. Pozostale Scianki pozostaja nieruchome.
Warunki brzegowe i czas prowadzenia obliczeri dobrano w sposéb podobny,
jak dla komory kwadratowej. Na rysunku 7.14 przedstawiono ewolucje skta-
dowych predkosci i cisnienia dla Re = 1000 i Re = 10000 w $rodku komory.
Czas teng — 40 s jest wystarczajacy do uzyskania rozwigzan stacjonarnych
dla Re < 1000.

x
Rys. 7.13. Definicja obszaru obliczeniowego

dla przeplywu w komorze szeiciennej

Mimo prostej geometrii, w przeptywie w komorze tréjwymiarowej wy-
stepuja struktury o znacznym stopniu skomplikowania. Na podstawie badan
doswiadczalnych [121], na rysunku 7.15 przedstawiono schematycznie struk-
tury wystepujace dla catkowicie rozwinietego przeptywu. Podobnie jak w
przeplywie w komorze dwuwymiarowej, dla przeplywu w komorze trojwy-
miarowej w plaszezyznie y = 0.5 wystepuje wir pierwotny oraz naroznikowe
wspoOl— 1 przeciwpradowe wiry wtorne, z ktérych — w odréznieniu do przy-
padku dwuwymiarowego — wyplywajg narozne strugi odsrodkowe. Do srodka
wiru pierwotnego wplywaja czastki plynu, co zaznaczono na rys. 7.15 stru-
ga dosrodkowa, ktora jest oplatana przez zewnetrzne wiry okolosrodkowe,
bedace przedtuzeniem naroznych strug odsrodkowych. W narozach komo-
ry wystepuja narozne wiry przyscienne, a w plaszczyznach yOz tzw. wiry
Taylora—Gortlera.
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01+

0.4 -

Rys. 7.14. Ewolucja sktadowych predkosci i ci$nienia
dla Re = 1000i Re = 10000 w z =y — 2 = 0.5

naroznikowe
Wwiry przyscienne struga
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Rys. 7.15. Definicja struktur wystepujacych podczas
przeplywu w szesciennej komorze z ruchomg ciankg [121]
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Rys. 7.16. Profile sktadowych predkosci dla przeptywu w komorze szeSciennej
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Rys. 7.17. (kontynuacja)

Na rysunku 7.16 przedstawiono, dla Re = 100, 400 i 1000, poréwnanie
uzyskanych profili sktadowych predkosci z wynikami przedstawionymi przez
Ku et al. [97] i Jiang et al. [85]. Na rys. 7.17 przedstawiono, obliczone przez
autora, pole predkosci w ptaszczyznach y = 0.5, z = 0.51 2 = 0.5 dla
Re = 1000.

Rysunki 7.18, 7.19 i 7.20 przedstawiaja obrazy perspektywiczne wybra-
nych struktur, chrakterystycznych dla przeptywu w komorze szesciennej. Ry-
sunki wykonano dla przeptywu z Re = 1000. Struga dosrodkowa, przedsta-
wiona jako linia pradu w postaci rurki zabarwionej zaleznie od wartosci ci-
$nienia (rys. 7.18 i 7.19), po dotarciu do ptaszczyzny srodkowej y = 0.5 prze-
ksztalca sie¢ w wir pierwotny. Uwidoczniono réwniez obecnosé przysciennych
wiréw naroznych. Na rys. 7.20 przedstawiono linie pradu w postaci rurki,
wydostajace sie z wnetrza wiréw naroznych jako narozne strugi odsrodko-
we, ktore po osiagnieciu $cianki y = 0, powracaja po spiralach w kierunku
plaszczyzny wiru pierwotnego.

Otrzymane wyniki numeryczne sa zgodne z wynikami badan ekspery-
mentalnych i innych symulacji numerycznych, co utwierdza przekonanie o
poprawnej implementacji numerycznej zastosowanej metody.
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p, Pa

0.791
0.547
0.304
" 0.095
-0.000
-0.008
-0.013
-0.016
-0.184

Rys. 7.18. Widok perspektywiczny pierwotnego wiru podstawowego
w plaszczyznie y = 0.5 oraz pola predkosci, poprzecznych naroznikowych
wiréw przysciennych i strugi dosrodkowej w plaszczyznie z = 172—48 dla Re = 1000
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p, Pa

0.7912
0.5474
0.3035
0.0946
~ -0.0002
-0.0078
-0.0127
-0.0163
-0.1841

Rys. 7.19. Widok perspektywiczny strugi dosrodkowej (x = %),
pierwotnego wiru podstawowego (y = 0.5) oraz wzdluznych naroznikowych
wiréw przysciennych w plaszczyznie z = 1621—8- dla Re = 1000

~— 100 —
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Rys. 7.20. Widok perspektywiczny pola predkosci w plaszczyznie pierwotnego
wiru podstawowego (y = 0.5) oraz wtérnych wiréw naroznikowych, strug
odsrodkowych i zewnetrznych wiréw okolosrodkowych dla Re = 1000

— 101 —
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7.3 Test dla rozwigzania analitycznego

Dla przestrzeni dwuwymiarowej istnieje analityczne rozwigzanie niesta-
cjonarnych réwnan Naviera-Stokesa, opisywanego przez nastepujacy uktad
réwnan [19, 18]

ua(x,y,t) = — cos(x) sin(y)e 2", (7.7)
va(z,y, 1) = sin(z) cos(y)e ™, (7.8)
pa(z,y,t) = —% (cos(2x) + cos(2y)) e + const . (7.9)

Rys. 7.21. Pole predkosci i cisnienia dla £ = 0

Obliczenia sprawdzajace wykonano dla p = 0.05. Do obliczen przyjeto ob-
szar kwadratowy D = {(z,y) : € (0,2xn),y € (0,2m)}. Za warunek poczat-
kowy przyjeto us(x,0) = u,(x,0), a warunek brzegowy u(t)lap = ua(t)|ap-
Rysunek 7.21 przedstawia obszar obliczeniowy oraz pole predkosci i ci$nie-
nia dla ¢ = 0, wyznaczone w oparciu o wzory (7.7)-(7.9). Obliczenia prze-
prowadzono dla réznych wielkosci Az = Ay siatki numerycznej z krokiem

czasowym At = 3 Az.

—= 102 =
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Tabela 7.2. Bledy numeryczne i rzad zbieznosci

32 x 32 64 x 64 128 x 128  rzad
|| E (g, u)]||1 4171071 2.14 - 101 1.10-1071  0.96
1B (ta, u)||2 8.92.1072 4.58-1072 2.35-1072  0.96
1B (ta, 1)]|oo 3.10- 102 1.60 - 1072 9.57-107%  0.85
|1 E(va,v)||1 4.08 - 101 2.11-1071 1.08-1071  0.96
|1 E(va, )2 8.71-1072 4.49-1072 2.30-1072  0.96
1B (va, v)||oo 3.04-1072 1.57- 102 8.04-107%  0.96

Na rysunku 7.22 przedstawiono poréwnanie sktadowych predkosci rozwia-
zania analitycznego i rozwiazania numerycznego, otrzymanego dla ¢ — 400A¢
na siatce 128 x 128.

0.4

03 o rozw. numeryczne

rozw. numeryczne C rozw. analityczne
rozw. analityczne

02f

01l

Rys. 7.22. Profile sktadowych predkosci wzdtuz pionowe;j
i poziomej linii srodkowych (At = Az, Az = 2% ¢ = 400A1)

W celu uzyskania rzedu zbieznosci metody numerycznej, obliczenia wy-
konywano na réznych siatkach numerycznych. Tabela 7.2 przedstawia zesta-
wienie btedéw numerycznych sktadowych predkosci w normach L, Ly i Ly:

IE(@,b)ll, = » / a(@,t) — b, O dA,  p=12, (710
D

— §03 —
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||E(a,b)|[°o = Iilgg( |CI,(§B, t) - b(w’ t)l ) (7'11)

oraz uzyskany rzad zbieznosci, ktory wynosi ~ 1.

Analityczne wyznaczenie rzedu dokladnosci metody numerycznej

Uzyskany z badann numerycznych rzad zbieznosci wynika z zastosowania
metody dekompozycji kierunkéw operatora rézniczkowego. Réwnanie, pod-
legajace dekompozycji, mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci operatorowej:

(?9_1; = Au, t e (0,T)
, (7.12)
u(x,0) = u’(x)
gdzie
A=vA —(u-V). (7.13)

Dla czasu t"*! = At - (n + 1) rozwiazanie dokladne u™™ = wu(zx, t"*!) okre-

slone jest przez u™ = u(x,t") w nastepujacy sposob
1 .
u™t = u™ 4+ AtAu™ + §(At)2[A2 + AJu™ 4+ O((At)?). (7.14)

Operator A w réwnaniu (7.12) podlega nastepnie dekompozycji wzgledem
kierunkéw przestrzennych z i y, tj.

A=A, +A,, (7.15)
gdzie
Azu =vAu — (u-V,)u, (7.16)
Ayu =vAu — (u- Vy)u, (7.17)
w ktérych V, = (£,0), Vy = (0,%), A = V2, A, = V3. Dzigki temu
réwnanie (7.12) mozna przedstawi¢ jako nastepujacy uktad rownari [59]
ou*
= A u*, e
o u ( )

, (7.18)

w e, t*) = uwlz; ")
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8’U,h

- = Ay, t e ", vt

, (7.19)
up(x, t") = u(z, ")

dzie u?"! jest rozwigzaniem numerycznym dla czasu "' zadania (7.12),
g R & yczny

ktore otrzymano jako rezultat wykorzystania metody dekompozycji.
Do rozwiazania rownan uktadu (7.18)—(7.19) wykorzystano metode Cranka—

Nicholsona: X
u _un . 1 * 1 n
, (7.20)
n+1 *
u — U - ”
e L ATy

Wyznaczajac kolejno u* i u}*! z uktadu (7.20) otrzymujemy odpowiednio

w = [I — 1AtA NI + JALAJu" =
(7.21)
=u" + AtA,u" + 1(AL)2AZu" + (AP Adum + O((At)Y),

uptt = [I— JAtA) I + 1AtAJu* =
(7.22)
= u* + AtAu* + 3(A1)2A2u* + 1(At)PA3u* + O((AL)Y).

Po podstawieniu u*, okreslonego przez réwnanie (7.21), do réwnania
(7.22), rozwiazanie numeryczne u} ! okreslone jest przez u" = w(x,t") w
nastepujacy sposéb

! — u"+At(Az+Ay)u”+%(At)Q(A§+2AyAI+A§)u”+O((At)s) . (7.23)

Lokalny btad E}' metody dekompozycji, tzn. btad metody powstaty przy
przejéciu od ™ do ¢™*! [11, 140], wynosi

1
E? =y - ’U,Z_i—l - §(At)2(Aa:Ay - AyAz Al At)un + O((At)s) ’ (724)

poniewaz, ze wzgledu na nieliniowos¢ operatorow A, i A,, operatory te nie
sg operatorami przemiennymi, tj. A;A, # A,A,. Wielkos¢ btedu lokalnego
szacuje sie jako

IET|l, < KT(At)?, (7.25)

=T ==
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gdzie KT =1 max )H(Asz — AyA: + Aul|, < 00, ip={1,2,...00} ..

2 tE(t",t"+1
Btad catkowity E, metody dekompozycji, tzn. btad metody powstaly na

calym przedziale (0,7) po N = -L krokach czasowych [11, 140], jest suma
bledéow lokalnych wystepujacych w kazdym kroku czasowym:

N
E,= ) E}. (7.26)
n=1

Btad catkowity szacuje sie jako

N
1Bqllp < D KT (AL < NKy(At) = KA, (7.27)
n=1
gdzie K7 = _maxNK 1, Ko = Ky - T. Tak wiec rzad doktadnosci wykorzy-

=1,2,...,

stanej w niniejszej pracy metody dekompozycji (7.18)—(7.19) wynosi O(At),
co potwierdzaja uzyskiwane wyniki numeryczne. Poniewaz

Al}tr—r}o |1 E,ll, =0, (7.28)
to uktad roznicowy (7.20) jest zgodny z réownaniem rozniczkowym (7.12).
Dla uktadu réwnan z niezaleznymi od czasu operatorami nieprzemiennymi,

rzad zbieznosci metody dekompozycji mozna zwiekszy¢ przez zastosowanie
metody dekompozycji Stranga [149].

W przestrzeni R, n € N, wszystkie normy wektoréw sg réwnowazne w tym sensie,
ze jedli wedtug pewnej normy cigg wektoréw (1), x(?)| ... dazy do wektora zerowego, czyli
ciag liczb |||, ||z®]|, ... dazy do zera, to dla dowolnej innej normy réwniez zachodzi
zbieznosé do zera [43]
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Rozdzial 8

Numeryczne modelowanie
przeplywu fluidalnego

8.1 Pecherzowe zloze fluidalne

Powstawanie i ewolucja pecherzy w ztozu fluidalnym jest jednym z najbar-
dziej charakterystycznych zjawisk wystepujacych w przeptywie fluidalnym.
Prawidlowe odtworzenie przeptywu w warstwie pecherzykowej stanowi¢ wiec
bedzie dobre potwierdzenie poprawnosci uzytego modelu. Do obliczen przyje-
to komore dwuwymiarowsa o szerokosci 80 cm w kierunku z i wysokosci 2.0 m
w kierunku y. Na wlocie (y = 0.0m) przyjeto rownomierny profil predkosci
v = 2.7 powietrza o ggstosci py = 0.30 % i dynamicznym wspotezynniku
lepkosci py = 45.3 - 1078 Pa - s, co odpowiada warunkom dla temperatury
1123 K. Przys$pieszenie ziemskie dziatla w ujemnym kierunku osi y. Gestosé
materiatu czastek wynosita p, = 2500 1—';%, a Srednica czastek d, = 500 pm.
Kazda ze 100 000 czastek, uzytych w obliczeniach, reprezentowata N, = 12
czastek o jednakowych wtlasnosciach, co w sumie odpowiada przeptywowi z
catkowitg, liczbig 1.2 - 10° czastek. Dla czasu ¢t = 0.0 s czastki tak rozmiesz-
czono w sposdb losowy na catej szerokosci komory do wysokosci 90 cm, ze
poczatkowy udzial objetosciowy czastek wynosit ~ 0.1 (rys. 8.1(a)). Obszar
obliczeniowy podzielono na 56 i 140 komorek siatki numerycznej, odpowied-
nio w kierunku z i kierunku y. Parametry modelu oddziatywania ciaglego dla
czastek wynosity: Py = 170 Pa, €., = 0.65. Obliczenia z krokiem czasowym
At =1-10"*s prowadzono do czasu 10 s.
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8.1. Pecherzowe zloze fluidalne

2

2

1.5

>1

(a) t =0.00s (b) t=0091s

(d) t=2.73s (e) t =3.64s (f) t =4.55s
Rys. 8.1. Ewolucja pola udzialu objetosciowego
czgstek dla pecherzykowej warstwy fluidalnej
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2 2

1.5 1.5

>1

(g) t =5.45s (h) t =6.36s

(G) t =8.18s (k) t =9.09s () t=10.00s

Rys. 8.1. (kontynuacja)
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8.1. Pecherzowe zloze fluidalne

2 2,

>1

(a) t =1.93s (b) t=341s

(d) t = 6.46s (e) t = 8.00s (f) t =9.80s
Rys. 8.2. Obrazy udzialu objetosciowego czastek
i pola predkosci ptynu dla wybranych chwil czasowych
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8.1. Pecherzowe ztoze fluidalne

Rys. 8.3. Linie pradu dla ptynu przeplywajacego przez pecherz (t = 4.48 s)

Rysunek 8.1 przedstawia ewolucje¢ pola udzialu objgtosciowego czastek, a
na rysunku 8.2 dla wybranych chwil czasowych przedstawiono pole predkosci
na tle udzialu objetosciowego czastek. Cechg charakterystyczng przeptywu
jest wystepowanie pecherzy. Dynamika przeptywu jest skomplikowana. Na
rysunku 8.3 przedstawiono linie pradu i pole predkosci ptynu wokoét peche-
rza. Cecha przeplywu plynu jest charakterystyczne zagiecie linii pragdu w po-
blizu pecherza. Najbardziej charakterystycznym i szeroko wykorzystywanym
procesem, ktéry wystepuje w zlozach fluidalnych, w szczegélnosdci w ztozu
pecherzowym, jest zjawisko szybkiego mieszania. Na rysunku 8.4 przedsta-
wiono dynamike czastek w przeplywie. Czastki znajdujace si¢ w gornej po-
lowie warstwy zabarwiono kolorem czerwonym, a czgstki znajdujace si¢ w
dolnej potowie warstwy zabarwiono kolorem niebieski. Mimo poczatkowego
rozdzielajacego rozréznienia czastek, catkowite wymieszanie ztoza zachodzi
bardzo szybko, tj. po czasie ok. 2 s.

Otrzymane obrazy przeplywu w warstwie pecherzykowej sa w dobrej
zgodnosci jakosciowej zaréwno z innymi wynikami numerycznymi [128, 134,
170], jak i wynikami badan eksperymentalnych [156].
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8.1. Pecherzowe ztoze fluidalne

N

.
&1

n

(a) £ =0.00s (b) t=091s (c) t =1.82s

Ny
Ny

N

§ Bsaior st e IR ==

) t=273s (e) t = 3645 (f) t = 4555

Rys. 8.4. Mieszanie w pecherzowym zlozu fluidalnym

(na rysunku przedstawiono co 12-tq czqstke wykorzystywang do obliczen)
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8.1. Pecherzowe ztoze fluidalne

n
N

5.
r4

(g) t = 5455 (h) t = 6365 (i) t=7.27s

n
n
n

() t = 8.185 (k) £ = 9.095 (1) t =10.00s

Rys. 8.4. (kontynuacja)
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8.2. Segregacja zltoza fluidalnego

8.2 Segregacja zloza fluidalnego

Jezeli w ztozu fluidalnym znajduja sie czastki o roznych srednicach i/lub
roznej gestosci i predkosé fluidyzacji jest tak dobrana, aby utrzymaé¢ w war-
stwie czastki tych réznych rodzajow, to zwykle ztoze fluidalne ulega segre-
gacji (stratyfikacji). Czastki o najwiekszej srednicy lub najwiekszej gestosci
opadajg na dno, a pozostate czastki przemieszczaja sie do gory lub sa nawet
wydmuchiwane na zewnatrz. Zjawisko segregacji odgrywa kluczows role tam,
gdzie zjawisko rozdzielenia (separacji) roznych typow czastek stanowi pod-
stawe dziatania danego uktadu. Cyrkulacyjna warstwa fluidalna jest przykta-
dem, gdzie wykorzystuje si¢ zaréwno zjawisko intensywnego mieszania, jak i
proces segregacji. Drobne czastki ulegaja wyniesieniu z dobrze wymieszanej
warstwy fluidalnej do gory komory, a czastki wieksze i o wiekszej gestosci
pozostaja przy dnie.

Do obliczen przyjeto obszar o szerokosci 16 cm i wysokosci 26 cm. Ob-
szar obliczeniowy podzielony zostat na 16 i 26 komorek siatki numerycz-
nej, odpowiednio w kierunku z i kierunku y. Fluidyzujacym ptynem bytlo
powietrze o gestosci py = 1.21 ;%% i dynamicznym wspotezynniku lepkosci
uf = 17.9 - 107% Pa - s. Obliczenia przeprowadzono dla réznych srednic i
gestosci czastek. Kazda z 1 000 czastek, uzytych w obliczeniach, reprezento-
wata N, = 1 czastek o jednakowych witasnosciach.

Na rys. 8.5 przedstawiono dynamike czastek dla ztoza sktadajacego sie z
czastek o tej samej gestosci p, = 2480 :—193- lecz réznych srednicach. Do obliczen
przyjeto 250 czastek o érednicy d, = 4.0mm i 4750 czastek o $rednicy d, =
1.5 mm. Predkos¢ fluidyzacji wynosita uyy,, = 3.5 %.

Rysunek 8.6 przedstawia dynamike czastek dla ztoza sktadajacego sie z
czastek o tej samej Srednicy d, = 1.0mm lecz réznych gestosciach. Do ob-
liczeni przyjeto 750 czastek o gestosci p, = 2500 % i 250 czastek o gestosci
pp = 3000 ?ﬁ%' Predkoé¢ fluidyzacji wynosita ug, = 6.0 7. W obliczeniach
przyjeto, ze czastki, ktére zostaly wyniesione z obszaru obliczen, zostaja za-
wrocone z powrotem na wlot. W obu przypadkach, mimo ze czastki zostaty
poczatkowo losowo rozmieszczono w komorze, to zgodnie z oczekiwaniami,
czastki o wiekszej $rednicy i wiekszej gestosci gromadza si¢ przy dnie komo-
ry. Czastki o mniejszej Srednicy i gestosci tworza warstwe nad czastkami o
wiekszej $rednicy lub wigkszej gestosci. Otrzymane wyniki s w catkowitej

zgodzie z wynikami dostepnymi w literaturze [49, 76].
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Rys. 8.5. Polozenia i predkosci czastek w wybranych chwilach czasowych
dla uktadu o réznej srednicy czagstek: « —4,0mm, e — 1,5mm
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Rys. 8.5. (kontynuacja)

(Q t=4T1s
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8.3 Przeplyw w kolumnie fluidyzacyjne;j

W niniejszym podrozdziale zostanie przedstawiony przeptyw w piono-
wej dwuwymiarowej kolumnie fluidyzacyjnej. Badanie przeptywu w pionowe;j
kolumnie ma na celu odwzorowanie charakterystycznych cech rzeczywistego
przeptywu w cyrkulacyjnym kotle fluidalnym. Przeptyw w cyrkulacyjnych ko-
ttach fluidalnych odznacza sie bardzo skomplikowana dynamika, wywotang
przez wzajemne oddziatywania miedzy ptynem a czastkami.

Do obliczen przyjeto dwuwymiarowy obszar o szerokosci 20 ¢cm i wysoko-
sci 2m. Obszar obliczeniowy podzielony zostat na 24 i 240 komérek siatki
numerycznej, odpowiednio w kierunku z i kierunku y. Fluidyzujacym ptynem
byto podgrzane powietrze o gestosci py = 0.30 %’3- i dynamicznym wspotezyn-
niku lepkoéci py = 45.3-107% Pa-s. W chwili poczatkowej, czastki materiatu
stalego w ilosci NV, = 30 000 o gestosci p, = 2500 ;kz% i $rednicy d, = 500 pm,
umieszczono w calym obszarze kolumny (rys. 8.7(a)). Obliczenia prowadzono
do czasu t = 10 s z krokiem czasowym At = 107 s.

Najpierw przeprowadzono obliczenia dla predkosci fluidyzacji u s, = 3.5 %
z parametrem NN, = 4. Rysunki 8.7, 8.8, 8.9 i 8.10 przedstawiajg odpowied-
nio ewolucje potozen czastek i ewolucje pola udziatu objetosciowego czastek.
Dodatkowo na rysunku 8.10 wykreslono pole predkosci ptynu. Poniewaz pred-
kos¢ fluidyzacji jest mniejsza od predkosci swobodnego opadania czastki,
ktora dla parametréw przeptywu wynosi ~ 4™ i wartos¢ ktorej obliczono

w oparciu o nieliniowe rownanie
Dyuy =g, (8.1)

to czgstki opadaja. Rownanie (8.1) wynika z rownania (5.71) ruchu czastki,
dla ktorego przejeto u, = 0. Przedstawiony na rys. 8.7(a)-8.7(h) i rys. 8.9
proces opadania czastek jest okreslany mianem sedymentacji grawitacyjnesy. U
gory komory pojawia sie¢ powierzchnia rozdziatu miedzy ptynem a opadajacy-
mi czastkami. Na dnie komory zaczyna narasta¢ warstwa gesta. Powstajace
strefy czystego ptynu, opadajacych czastek i warstwy gestej sa wzajemnie
od siebie oddzielone wyraznymi powierzchniami rozdziatu. Powierzchnia roz-
dzielajaca opadajace czastki i ptyn obniza si¢ z predkoscig ~ 0.5, co sta-
nowi roznice predkosci swobodnego opadania czastek i predkosci fluidyzacji.
Proces sedymentacji koriczy si¢ w chwili, gdy wysokos¢ warstwy gestej osiaga
poziom powierzchni rozdzielajacej opadajace czastki i ptyn. Dalsza dynamika
przeptywu przebiega w sposoéb podobny do przeptywu w ztozu pecherzowym.
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Rys. 8.7. Ewolucja potozen czastek materiatu stalego w przeptywie dla t € (0,2.8) i predkosci fluidyzacji g, = 8.5 %
(na rysunku przedstawiono co trzeciq czqstke wykorzystywang w obliczeniach)
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8.3. Przeptyw w kolumnie fluidyzacyjnej

(Y — 08

(a) t=30s (b) t=4.0s (¢) t=5.0s (d) t=6.0s

() t="70s (f) t=8.0s (g) t=9.0s (h) t=100s
Rys. 8.8. Kontynuacja rys. 8.7 dla t € (3.0,10.0)

Nastepnie przeprowadzono obliczenia dla predkosci fluidyzacji wug, =
5.0 % z parametrem N, = 1. Rysunki 8.11 i 8.12 przedstawiaja odpowiednio
ewolucje polozen czastek i ewolucje pola udzialu objetosciowego czastek. Ze
wzgledu na to, ze predkos¢ fluidyzacji jest wigksza niz 4.0 2, to otrzymany
przeplyw jest calkowicie odmienny od przeptywu dla wuyg, = 3.5%. Czast-
ki, znajdujgce sie w obszarze srodka komory, tworza wznoszaca si¢ do gory
struge czastek. Wokét scian komory, gdzie predkosé ptynu jest mata, czastki
tworza opadajaca warstwe przyscienna. Obliczenia prowadzono ze stalg ilo-
$cig czastek, tzn. czastki, ktore zostaly wyniesione przez wylot (y = 2m), sa
zawracane z powrotem na wlot (y = 0m).
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8.3. Przeplyw w kolumnie fluidyzacyjnej

i i)

(b) t=40s

(e)t="70s (f) t =8.0s (g) t=9.0s (h) t=100s
Rys. 8.10. Ewolucja pola udzialu objetosciowego czastek i pole
predkosci w przeptywie z predkoscig fluidyzacji ugp, = 3.5 7%

Opisany mechanizm przeptywu odpowiada modelowi pierscieniowo-rdze-
niowemu [66, 77, 39]. Rdzeniem okreslana jest struga czastek, ktora wznosi si¢
do gory wzdluz osi komory. Pierscien tworzy opadajgca warstwa przyscien-
na czastek. W modelu pierscieniowo-rdzeniowym, oprécz zmian w kierunku
poprzecznym komory, wyroznia si¢ rowniez zmiany koncentracji czastek w
kierunku wzdluznym. Przy dnie komory tworzy si¢ warstwa gesta. Wraz z

wysokoscig, udzial objetosciowy czastek maleje.
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Rys. 8.13. Pole udzialu objetosciowego czastek usrednione od 55 do 105 (a),
rozklad usrednionego udzialu objetosciowego czastek wzdtuz wysokosci (b)

Rysunek 8.13(a) przedstawia pole udzialu objetosciowego czastek usred-
nione w czasie od 5 s do 10 s. Opadajaca warstwa przyscienna czgstek zwigk-
sza swg gruboéé. Przy dnie komory tworzy si¢ warstwa gesta. W narozach
komory przy dnie udzial objetosciowy jest znacznie wigkszy niz dla srodko-
wej czesci wlotu, gdzie struga plynu unosi czastki do gory i tworzy rdzen
przeptywu.

Rysunek 8.13(b) przedstawia zmiane usrednionego w przekroju udzia-
tu objetosciowego czastek wzdluz wysokosci. Uzyskana przy dnie wartosé
udzialu objetoéciowego &, ~ 0.1 wskazuje na przeptyw na granicy miedzy
szybka, fluidyzacjg a transportem pneumatycznym, co potwierdzaja badania
doswiadczalne [103, 104].

Otrzymane charakterystyki przeptywu fluidalnego w pionowe]j kolumnie
sg zgodne w wynikami podobnych badar numerycznych i eksperymental-
nych [117, 91, 81, 46, 105, 104, 99].
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Podsumowanie

Przedmiotem niniejszej rozprawy doktorskiej bylo opracowanie modelu
matematycznego i programu komputerowego do badania dynamiki osrodka
fluidalnego z wykorzystaniem metody ,wielofazowej czastki w komoérce” oraz
metod rzutowania i dekompozycji kierunkéw operatora rozniczkowego.

Metoda ,wielofazowej czastki w komorce” (MP-PIC) traktuje czastki ma-
teriatu statego jako czastki dyskretne, ktérych ruch okreslony jest przez dru-
gie prawo Newtona. Przy zalozeniu, Ze $rednica czastki jest znacznie mniejsza
niz charakterystyczny wymiar w przeptywie i gesto$¢ materiatu czastki jest
znacznie wieksza niz gesto$é ptynu, to na ruch czastki wpltywaja nastepuja-
ce sity: sita ciezkosci, sita oporu i sita odpowiedzialna za zderzenia miedzy
czastkami. Sita oporu pojedynczej czastki jest modyfikowana przez wplyw
obecnosci czastek sasiednich w przeptywie. Na podobienistwo do osrodka cig-
glego, wprowadza sie¢ cisnienie czastek, ktorego wartosé zalezy od udziatu-
objetosciowego czastek. Obliczany na siatce numerycznej i interpolowany na
potozenie czastki gradient cisnienia czastek modeluje oddziatywania (zderze-
nia) miedzy czastkami. Wprowadzenie ciagtego modelu oddziatywan miedzy
czastkami upraszcza algorytm numeryczny i znaczaco przyspiesza obliczenia,
a takze czyni mozliwym przeprowadzanie obliczen dla gestych zt6z fluidal-
nych, dla ktérych oddzialywania miedzy czastkami nie sa pomijalne.

Poniewaz w réwnaniach ruchu ptynu, ktére otrzymano metoda usred-
niania po przestrzeni, wystepuje udzial objetosciowy i sita oddziatywania
miedzyfazowego, to ruch ptynu uwzglednia obecnosé czastek w przeptywie.
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Podsumowanie

Do rozwazan wprowadzono efektywny wspotezynnik lepkosci, ktory opisuje
zjawisko modyfikacji lepkosci ptynu obecnoscia czastek w przeptywie. Po-
wstajgcy w procesie usredniania po przestrzeni dodatkowy tensor naprezen
struktur drobnoskalowych — ze wzgledu na brak odpowiednich modeli — zo-
stal okreslony podobnie, jak dla przeptywu jednofazowego, przez lepkosciowy
model turbulencji LES.

Do rozwigzania réwnan ruchu ptynu wykorzystano metode rzutowania
i metode dekompozycji kierunkéw operatora rézniczkowego. Metoda rzuto-
wania, pierwotnie opracowana do numerycznego modelowania niescisliwego
przeptywu ptynu jednofazowego, zostata zmodyfikowana i przystosowana dla
wielofazowego przeplywu $cisliwego. Wprowadzono wtasne warunki brzegowe
typu wlot i wylot dla wystepujacej w metodzie funkcji rzutujacej i predkosci
posredniej. Zastosowanie metody rzutowania pozwala na prowadzenie obli-
czenn numerycznych bez koniecznosci wyznaczania cisnienia, co jest podsta-
wowa zaleta metody.

Zastosowanie do niestacjonarnego réwnania wielowymiarowego metody
dekompozycji kierunkéw operatora rézniczkowego prowadzi do uproszczenia
i sprowadzenia zagadnienia wielowymiarowego do uktadu niestacjonarnych
zadadnienn jednowymiarowych. Dyskretyzacja w sposob niejawny zagadnie-
nia jednowymiarowego prowadzi do otrzymania uktadu réwnan z macierza
trojprzekatniows, do rozwiagzania ktorego wykorzystano szybki algorytm roz-
wigzywania macierzy tréjprzekatniowej. Metoda dekompozycji jest metoda
szybka i stabilna numerycznie, co jest bezposrednia przyczyna zastosowania
jej w niniejszej pracy.

W celu potwierdzenia poprawnosci implementacji numerycznej metody
rzutowania i metody dekompozycji, wykonano serie testujacych eksperymen-
tow numerycznych dla niescisliwego przeptywu jednofazowego ptynu lepkie-
go. Obliczenia sprawdzajace wykonano dla takich wybranych, szeroko wyko-
rzystywanych do badania poprawnosci rozwigzan numerycznych zagadnieri,
jak przeptyw w dwu- i tréjwymiarowej komorze z ruchoma $cianka i test ze
znanym rozwigzaniem analitycznym dla réwnania Naviera—Stokesa. Ze wzgle-
du na to, ze rozwazany przeptyw fluidalny wystepuje w kanale, to dodatkowo
zbadano przeplyw w kanale dwu— i trojwymiarowym. Uzyskane wyniki nume-
ryczne sa w bardzo dobrej zgodnodci z innymi wynikami eksperymentalnymi
lub rozwigzaniami analitycznymi.

— 130 —



Podsumowanie

Nastepnie, wykorzystujac opracowana metode ,wielofazowej czastki w ko-
moree”, przeprowadzono badania numeryczne dynamiki przeptywu fluidalne-
go. Do modelowania przyjeto takie charakterystyczne przeptywy fluidalne,
jak przeptyw w ztozu pecherzowym, przepltyw z segregacja ztoza fluidalne-
go i przeptyw fluidalny w pionowej komorze. Obliczenia przeprowadzono w
obszarze dwuwymiarowym. Otrzymane wyniki dobrze odzwierciedlaja cechy
przeptywu fluidalnego, co potwierdza stusznos$é¢ postawionej na poczatku pra-
cy tezy, ze w modelowaniu numerycznym dynamiki o$rodka wielofazowego
mozliwe jest wykorzystanie metody rzutowania i metody dekompozycji kie-
runkéw operatora rézniczkowego, ktore moga stanowic¢ integralna czesé me-
tody ,wielofazowej czastki w komorce”. Opracowany program komputerowy

pozwala na numeryczne badanie przeptywu fluidalnego.

Dalszy wysitek autora bedzie skierowany na implementacje numeryczna
opracowanego modelu ruchu osrodka fluidalnego w przestrzeni trojwymiaro-
wej. Niezbedne réwniez jest podniesienie rzedu doktadnosei metody dekom-
pozycji oraz wykonanie wnikliwych badan numerycznych nad lepkosciowym
modelem turbulencji LES zaréwno dla przeptywu jednofazowego, jak i prze-
plywu wielofazowego. Wydaje sie rowniez mozliwe wprowadzenie w nieda-
lekiej przysztosci do rozwazan réwnania zachowania energii, ktore opisuje
procesy wymiany ciepta, oraz inne zjawiska cieplno—przeptywowe, jak np.
spalanie lub dodatkowych réwnan zachowania dla poszczegdlnych sktadni-

kéw gazowych.
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Dodatek A

Podstawowe wiadomosci
o funkcjach uogoélnionych

Nosnikiem ciagtej funkcji ¢ okreslonej na zbiorze otwartym 2 C R™,
gdzie n € N, nazywamy domkniecie w €2 zbioru {@ : ¢(x) # 0} [115, 150].

Niech C*(£2), 0 < k < 400, oznacza zbiér wszystkich funkeji okreslonych
na 2 C R", ktore sa ciagle na €2 wraz ze wszystkimi pochodnymi do rze-
du k wlacznie, gdy k¥ < +00, a wraz ze wszystkimi pochodnymi dowolnie
wysokiego rzedu, gdy k = +oo. Niech C(£2) oznacza zbiér funkeji klasy
Ck(£2), ktorych nosniki sa ograniczone w €2. Funkcje klasy C¥(£2) nazywamy
funkcjami prébnymi w €.

Ciag funkcji {@x}2; C C3°(R2) jest zbiezny do o, jezeli

e istnieje taki ograniczony zbior K C €2, ze nosnik ¢, zawarty jest w K
dla kazdego k,

Hlel
e po zrézniczkowaniu dowolng liczbe razy ciag {ETCE;—G} , gdzie
(rl “en .Enn k:l
Ollep
la| = a1 + ... + @, jest jednostajnie zbiezny do ————— na K.

al v
Oz ...0%%

Przestrzen liniowa C§°(€2) z tak okreslona zbieznoscia oznaczana jest przez D(€2).
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Podstawowe wiadomosci o funkcjach uogdlnionych

Ciag funkeji { fx}2, C D(Q) jest zbiesny (stabo) do funkcji uogélnione; f,

jesli
klim /fkcp dw—/fcp de (A.1)
Q Q

dla dowolnej funkcji @ € D(£2), gdzie 2 C R™

Niech f bedzie funkcja lokalnie catkowalng na £ C R™, tj. f € L} ().
Funkcje g € L1 () nazywamy wuogdlniong pochodng funkcji f wzgledem
zmiennej x;, gdzie j € {1,2,3,...,n}, jezeli

O
— dx = — d A2
[ e = [ g0 do (A2)
Q Q
zachodzi dla kazdej funkcji @ € D(Q2). W szczegdlnosci zachodzi
/fch de = —/ eV f da, (A.3)
Q Q

gdzie V f = (gafl ; Sxfg . 83;;) jest wogolnionym gradientem funkcyi f.
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Dodatek B

Wyprowadzenie réwnania

topologicznego

Niech @(x,t) € C§°(€2), @ C R™. Wowczas

Ok - dp
/cp Y dvdt = —/ Y Yk dudt,

Q Q

/ch)(;g dvdt = —/ Voyr dvdt . -

Q Q

Zatem

Ok, __[]% |
/CP[(’% + u; ka} dvdt——/{atJrV-(cpul)

Q Q
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Wyprowadzenie rownania topologicznego

Wykorzystujac twierdzenie transportowe Reynoldsa [3], otrzymujemy

t=+4o0
o - d _
/ [8—t+v-(cpui)} X dvdt = / = / ¢dv [ dt=
Q t=—o0 Qk(t)
(B.4)
t=—+4o0
= / ¢ dv = (1,
Qk(t) t——00
Zatem 5
%HM.VX,CZO_ (B.5)

Rownanie (B.5) nazywane jest réwnaniem topologicznym i stanowi ono po-
chodna materialng z yx. Przyjmujac punkt nie znajdujacy sie na powierzchni
miedzyfazowej, otrzymujemy xx = 1 lub ¥, = 0. Dla obu przypadkow, row-
nanie topologiczne jest tozsamosciowo spetnione. Punkt, znajdujacy sie na
powierzchni miedzyfazowej, porusza sie z predkoscia w; rowna predkosci w;
powierzchni miedzyfazowej. Funkcja y jest wiec skokiem jednostkowym, po-
ruszajacym sie wraz z powierzchnig miedzyfazows.
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Dodatek C

Wyprowadzenie regul usredniania
(GGaussa 1 Leibnitza

Niech f C D(£2), 2 C R™. Dla procesu usredniania po przestrzeni, zde-
finiowanego rownaniem (5.5), zachodzi |33, 34, 62]

af _of
ikl (C.1)
Vf=Vf. (C.2)

Rozwazmy $rednig objetosciowa z iV f

oV (@, 1) = L / xo(@ + 1, )V F (@ + 1, 1) doy =
Vv

—2 / Vi@ +n,t) dzy = 5 / f@+n,t)n dsy + (C.3)
Vk(m,t) Sk(mvt)

+ 3 / fri(x + 0, 1)1 dsy,
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Wyprowadzenie regul usredniania Gaussa i Leibnitza

gdzie Sk(x,t) jest powierzchnia wspolng brzegu OV i k—tej fazy, Ski(,t) jest
powierzchnia miedzyfazowa, catkowicie znajdujaca sie w V', a fr; wartoscia
funkcji f dla k-tej fazy na powierzchni miedzyfazowej.

Zauwazmy, ze

- /f(:c +n, t)ng dsy = 7{ xe(x + 0, t) f(x+n, t)ng ds, =
S(z,t) S=8V

= %/Vn k(z +m,t) f(x +m, )] doy = %/Vz k(e +m,0) f(2 +n, t)] day =

v v
=3V [ e w0+ 1) doy — Vi (@,0),
v
(C.4)
wiec
1
wVf=Vyf+ v / sz(CC +n, t)nki dsn . (C5)
Ski(mrt)
Wykorzystujac rownanie (5.3), otrzymujemy rownanie
WV =V %f — FeiVk (C.6)
ktore jest requtg Gaussa dla usredniania po przestrzeni.
Rozwazmy $rednig objetosciowa z ¥ ?9{
~of - 1 af 1 8ka 3Xk
o v % =T g—/f ' (6.7)
14 v
Zatem 5
Xk
— C.8
Xkat (%(Xk) F=r (C.8)

co jest requtq Leibnitza dla usredniania po przestrzeni.
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Dodatek D

Dyskretyzacja rownan
ruchu ptynu

Dolne indeksy ij oznaczaja wartos¢ danej zmiennej okreslonej w wezle
(1,7). Rownanie wektorowe (6.50) rozpisane na sktadowe przyjmuje postac’:

— sktadowa u
Fiing Al %i "5y Uhid Tog | T
~n+1/2 ~n+1/2 ~n+1/2 ~n+1/2
200 L Ui Uy I L (D.1)
R Ry vty v B
G20 20) [l Uhing T %ig _ gn s ~ Yin1g
A i+1/2,j Az i—1/2,5 Az ?

lgérny indeks | pominieto
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Dyskretyzacja rownan ruchu ptynu

— sktadowa v

~n+1/2 n ~n+1/2 n
v, T — v . v, ovl}; .
8n+1 [ »J fii,3 e Ui »J (1 e) u?ﬂ"j f,l,]]

fiig At T 8z dx
~n+1/2 ~n+1/2 ~n+1/2 ~n+1/2
I Pl VP ik S B
AIE i+1/2,5 A$ i—1/2,5 ATE
(D.2)
1-0[ . Y5 ~ Vi . Vi~ Vi1
TAs {/—A— I Y R
" L | Ufirngn —UFanio1 g Yfimigen — Ufie1on
2Az | T+ 2Ay =1 2Ay ’
gdzie
Vit1/2,5 = (Vira,; +vi3)/2, (D.3)
Vic1/25 = (Vi-1,5 +Vi,3) /2. (D.4)

Konwekeyjne cztony bezwladnosciowe aproksymuje sie w sposob wazony
ilorazem réznicowym ,pod prad” i ilorazem réznicowym centralnym [64]:

dfij fij — fi-1; fiv1,5 — fij g — iy
e (e e T I
(D.5)
za={4,us}, f ={a,us}, ye(0,1), A = sgn(a).

Roéwnanie wektorowe (6.51) rozpisane na sktadowe przyjmuje postacé?:

— sktadowa v
gl gl Tien i1y STV
T | A+ 0t~ + (L= 08— | Hyg =
~n+1 ~n+1 ~n+1 ~n+1
gz s - ﬁ N Yijg+1 ~ Y N Vij —Uij-1 4
fy)"'l] Ay 1:]+1/2 Ay 1,]—1/2 Ay
2(1—0) gpilE e TR s
1 ] 7 n 4] LY
Az | bit1/2 Ay — Vij-1/2 Ay ;
(D.6)

2g6rny indeks | pominieto
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Dyskretyzacja réwnan ruchu ptynu

— sktadowa u
antt — grii/2 St L2
ntl | 4J i,j P o) antl/2 T s
oy [———-At + ev'l,,] 6y + (1 e) ,U'L,_] aa;' + Hfﬂ!]u'l‘,j =
~n+1 ~n+1 ~nt+l _ ~ntl |
PR P €5 Uiy v Uiy~ — Ui n
— Yz Ay 4,j+1/2 Ay i,j—1/2 Ay
-of, aeoart o aptoapy]
Ay i,54+1/2 Ay 1,j—1/2 Ay

n ) n R )
L |:'n, Viittitt ~ Yam1gt1 0 Yhirni-1 — Yis1g-n

m Vit 2Ax 43—l 2Azx ’
(D.7)
gdzie
Vijrr/z = (Vig+1 + Vig)/2, (D.8)
Vi,j—1/2 = (Vi,j—l ‘|‘V1"j)/2. (Dg)

Konwekeyjne cztony bezwladnosciowe, podobnie jak uprzednio, sg wazone
ilorazem réznicowym ,pod prad” i ilorazem réznicowym centralnym.

Jak nietrudno spostrzec, po odpowiednich przeksztatceniach rownan (D.1),
(D.2), (D.6) i (D.7), otrzymuje si¢ do rozwigzania odpowiednio uktady row-
nan liniowych z macierza tréjdiagonalna.
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Dyskretyzacja rownan ruchu ptynu
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