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Streszczenie

Numeryczne modelowanie ruchu ośrodka wielofazowego 
w zastosowaniu do przepływu fluidalnego

Celem niniejszej pracy jest opracowanie modelu matematycznego i programu komputero­

wego do badania dynamiki ośrodka fluidalnego z wykorzystaniem metody „wielofazowej 

cząstki w komórce” oraz metod rzutowania i dekompozycji kierunków operatora różnicz­

kowego.

Metoda „wielofazowej cząstki w komórce” jest metodą modelowania przepływu wielofazo­

wego z występującym ośrodkiem ciągłym, którym jest płyn, oraz ośrodkiem rozproszonym, 

którym są cząstki materiału stałego. Ruch płynu modyfikowany jest przez obecność czą­

stek w przepływie. Ośrodek rozproszony występuje w postaci dyskretnych cząstek, które 

poruszają się zgodnie z drugim prawem Newtona. Na ruch cząstek wpływa: siła ciężkości, 

siła oporu i siła wzajemnego oddziaływania między cząstkami, którą określono jako od­

działywanie ciągłe.

Metoda rzutowania została zmodyfikowana i przystosowana dla wielofazowego przepływu 

ściśliwego. Wprowadzono własne warunki brzegowe typu wlot i wylot dla występującej w 

metodzie funkcji rzutującej i prędkości pośredniej. Zastosowanie metody rzutowania po­

zwala na prowadzenie obliczeń numerycznych bez konieczności wyznaczania ciśnienia, co 

jest podstawową zaletą metody.

W pracy do rozwiązania równania ruchu płynu zastosowano metodę dekompozycji kie­

runków operatora różniczkowego, która prowadzi do otrzymania zagadnień jednowymia­

rowych. Dyskretyzacja w sposób niejawny zagadnienia jednowymiarowego prowadzi do 

otrzymania układu równań z macierzą trójprzekątniową, do rozwiązania którego wykorzy­

stano szybki algorytm rozwiązywania macierzy trójprzekątniowej.

W celu przetestowania opracowanych metod rzutowania i dekompozycji, wykonano serię 

eksperymentów numerycznych dla nieściśliwego przepływu jednofazowego płynu lepkie­

go. Obliczenia sprawdzające wykonano dla takich wybranych zagadnień, jak przepływ w 

dwu- i trójwymiarowej komorze z ruchomą ścianką, test ze znanym rozwiązaniem anali­

tycznym równania Naviera-Stokesa i przepływ w dwu- i trójwymiarowym kanale. Wyko­

rzystując opracowaną metodę „wielofazowej cząstki w komórce”, przeprowadzono badania 

numeryczne dynamiki przepływu fluidalnego. Do modelowania przyjęto takie charaktery­

styczne przepływy fluidalne, jak przepływ w złożu pęcherzowym, przepływ z segregacją 

złoża fluidalnego i przepływ fluidalny w pionowej komorze. Obliczenia przeprowadzono 

w obszarze dwuwymiarowym. Otrzymane wyniki dobrze odzwierciedlają cechy przepływu 

fluidalnego.





Abstract

The application of numerical modeling 
of the multiphase flow for fluidization 

Robert Lewtak

The main objective of this PhD dissertation is the development of the mathematical model 

and to work out a numerical program to investigate multiphase flows, especially fluidized 

flows. The mathematical model is based on the multiphase particle-in-cell method (MP- 

PIC). The projection method and the space splitting method have been incorporated into 

the numerical program as the key components of the numerical algorithm.

The multiphase particie—in—celi method is used for numerical modeling of the multi­

phase flow which is treated as the flow of both a continuous gas phase and a dispersed 

phase (solid particles). The gas flow is modified by the presence of the solid particles. 

The dispersed phase is considered as discrete particles of which motion is governed by the 

second Newton’s law. If the particles are smali and the fluid density is considerably lesser 

than the density of the particles, the forces which act on the particie are the gravity, the 

drag and a continuous force which is responsible for the particle-particle interaction.

The projection method (Chorin’s method) has been modified and adapted for the multi­

phase compressible flow. The own inlet and outlet boundary conditions have been elabo- 

rated in this method.

The space splitting method has been used for solving the eąuations of the fluid motion. 

The solution of two- and three-dimensional eąuations are reduced to a seąuence of one- 

dimensional problems which can very ąuickly be solved. Due to a fact that the implicit 

scheme was used the method is unconditionally stable.

The projection and space splitting methods have been tested by examination of incom- 

pressible flows of a viscous fluid. The checking computations were performed for the two- 

and three-dimensional driven cavity, the analytical solution of Navier-Stokes eąuations 

and for a flow in a two- and three-dimensional channeL Ali the numerical results well 

conform with other experimental data and analytical Solutions.

Finally, the numerical study of the fluidized flow has been performed by using the mul­

tiphase particle-in-cell method. The numerical simulation were performed for a bubbling 

bed, a flow with segregation and a fluidized flow in a channel. The numerical results clearly 

show the characteristic features of the fluidized flow.
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t 
t 
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U = (ló, V, w) 
u = {u,v,w) 
V

: wersor normalny,
: liczba cząstek,
: liczba cząstek reprezentowanych przez cząstkę w obliczeniach,
: ciśnienie,
: strumień przepływu,
: promień cząstki,
: liczba Reynoldsa,
: czas,
: wersor styczny,
: tensor naprężeń,
: prędkość,
: prędkość pośrednia,
: objętość,

X = (x,y,z)
Qmax

8

: wspłórzędne kartezjańskie,
: maksymalna prędkość poślizgu, 
: udział objętościowy,



[x : dynamiczny współczynnik lepkości,
v : kinematyczny współczynnik lepkości,
p : gęstość,
T : tensor naprężeń stycznych,
< & : funkcja rzutująca,

: iloczyn skalarny,
V : gradient,
V - : dywergencja,
a

— — = n • V : pochodna w kierunku n. 
on

indeksy dolne
a : rozwiązanie analityczne,
f : Płyn,
p : cząstka.

indeksy górne 
l : liczba iteracji,
n : krok czasowy.



Rozdział 1

Wprowadzenie

Wielofazowe przepływy wielu składników często występują w obserwo­
wanym świecie fizycznym. Określony składnik wyróżnia się indywidualnym 
składem chemicznym, który odróżnia go od innej substancji chemicznej. Faza 
określa różne stany skupienia, tzn. faza stała, ciekła lub gazowa. Przepływ 
fluidalny należy do kategorii wielofazowych przepływów wieloskładnikowych.

Od dawna uczeni i inżynierowie zajmowali się badaniami przepływów jed­
nofazowych. Stąd też równania ruchu i własności fizyczne płynów jednofazo­
wych są dobrze znane i udokumentowane poza nierozwiązanym problemem 
modelowania turbulencji i określenia jej wpływu na wymianę masy, pędu 
i energii. Niestety obecny stan wiedzy dotyczący przepływów wielofazowych 
jest wciąż w początkowym etapie rozwoju. Równania ruchu wymagają prawi­
dłowego określenia i są przedmiotem wielu dyskusji. Z tego powodu badanie 
przepływów wielofazowych stanowi doskonałe wyzwanie i potencjalnie nieza­
gospodarowany jeszcze obszar zainteresowań dla naukowca lub inżyniera.
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Znaczącą część przepływów wielofazowych stanowią przepływy płynu z 
rozproszonymi w nim cząstkami materiału stałego. Taki przepływ jest nazy­
wany przepływem z ośrodkiem rozproszonym, ponieważ cząstki tworzą fazę 
rozproszoną (dyskretną), a płyn jest jest fazą ciągłą. Do tej kategorii prze­
pływów wielofazowych należą m. in. transport pneumatyczny i przepływ flu­
idalny. Innym przykładem przepływu płynu i cząstek materiału stałego jest 
przepływ granularny, dla którego wzajemne oddziaływania między cząstkami 
są ważniejsze od wzajemnego oddziaływania płynu i cząstek. Jeżeli cząst­
ki materiału stałego są nieruchome, to przepływ redukuje się do przepływu 
przez ośrodek porowaty, w którym siła oporu cząstek wywołana lepkością 
płynu decyduje o przepływie płynu. Ponieważ cząstki materiału stałego są 
nieruchome, to niewłaściwe jest określanie przepływu przez ośrodek porowaty 
jako przepływu płynu i cząstek.

Ze względu na przemysłowe zastosowania, przepływy wielofazowe są szcze­
gólnie ważne, gdyż odgrywają podstawową rolę w wielu procesach przetwór­
czych. Nie bez znaczenia jest więc podejmowanie prób zrozumienia lub roz­
wiązania zasadniczych problemów, które powstają lub wiążą się z przepływa­
mi wielofazowymi. Dotychczas przeprowadzono wiele różnych badań ekspe­
rymentalnych. Badania doświadczalne, na ogół dość kosztowne, dostarczają 
jedynie wyników specyficznych dla danej dziedziny. Z drugiej strony, roz­
wój techniki komputerowej pozwala na numeryczne rozwiązywanie równań 
różniczkowych, które opisują wielowymiarowe niestacjonarne przepływy wie­
lofazowe, a zatem interesujący i ważny jest rozwój podstaw teoretycznych. 
Oczywiście, dodatkowe modele empiryczne zamykające układ równań są bez­
względnie konieczne. W konsekwencji numeryczne modelowanie zakończone 
sukcesem zależy od wyników badań eksperymentalnych.

Modelowanie przepływu wielofazowego jest zadaniem trudnym, zarówno 
z matematycznego, jak i fizycznego punktu widzenia. Trudność natury mate­
matycznej pojawia się przy formułowaniu samego przepływu wielofazowego, 
jako jednoczesnego przepływu z ruchomym brzegiem wielu pojedynczych faz. 
Trudność fizyczna polega na modelowaniu wzajemnego oddziaływania róż­
nych faz na powierzchni między fazowej. Jeżeli liczba cząstek w przepływie 
jest duża, to uzasadnione jest wprowadzenie do rozważań operacji uśrednia­
nia, która znacząco upraszcza problem.
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1.1. Własności przepływu fluidalnego

1.1 Własności przepływu fluidalnego
Przepływ fluidalny jest wspólnym przepływem ciągłego ośrodka płynnego 

i rozproszonego ośrodka ziarnistego, polegającym na tym, że ziarna (cząst­
ki) materiału stałego utrzymywane są w stanie zawiesiny w strudze płynu. 
W utworzonym w ten sposób złożu fluidalnym cząstki nieustannie zmieniają 
położenie względem siebie. Fluidyzację uzyskuje się tylko w pewnym prze­
dziale prędkości płynu (cieczy lub gazu), zależnym od fizycznych własności 
płynu i cząstek.

Ze względu na brak sztywności postaciowej i obecność ciśnienia hydro­
statycznego i lepkości, złoże fluidalne zachowuje się jak ciecz (rys. 1.1). Po 
przechyleniu kolumny fluidyzacyjnej swobodna powierzchnia złoża fluidalne­
go zajmuje położenie poziome. Złoże fluidalne wypływa jak ciecz przez mały 
otwór na zewnątrz lub do sąsiedniego złoża. Jeżeli do złoża fluidalnego utwo­
rzonego z jednakowych cząstek wrzuci się cząstki lub przedmiot o mniejszej 
gęstości, to będą się one unosić na powierzchni złoża. Spadek ciśnienia na 
wysokości złoża fluidalnego, podobnie jak dla cieczy, jest proporcjonalny do 
wysokości i gęstości złoża.

W zależności od wartości prędkości fluidyzacji, tj. prędkości płynu na 
wlocie do komory fluidyzacyjnej, wyróżnia się różne stany złoża fluidalnego, 
przedstawione na rys. 1.2 wraz z zależnością spadku ciśnienia Ap = f(ui) na 
grubości złoża. Stany złoża fluidalnego mają ustalone definicje i nazewnictwo 
[138, 126].

— 3 —



1.1. Własności przepływu fluidalnego

Złoże nieruchome oznaczono cyfrą 1. Cząstki są wtedy nieruchome i pod­
trzymywane przez kontakt z innymi cząstkami. Spoczywają one na dnie si­
towym, które nie tylko utrzymuje złoże, lecz także równomiernie rozdziela 
gaz tłoczony od dołu. Spadek ciśnienia rośnie wraz ze wzrostem prędkości u0 
(«i = Uo), a złoże ma minimalną wysokość Hq. Przepływ ma charakter ana­
logiczny do przepływu przez ośrodek porowaty.

Rys. 1.2. Różne stany złoża fluidalnego [126]:
a) zależność Ap = f(u) w podwójnie logarytmicznym układzie współrzędnych, 

b) ujęcie jakościowe: A - złoże nieruchome, B - złoże ruchome, 
C - złoże fluidalne, D - pusta kolumna

Złoże ruchome odpowiada stanowi oznaczonemu cyfrą 2. Złoże nierucho­
me zostaje rozluźnione, przy czym cząstki pozostają w dalszym ciągu we 
wzajemnym kontakcie i nie zmieniając położenia względem siebie przesu­
wają się względem ścian kolumny. Wykonują przy tym oscylacyjne ruchy z 
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1.1. Własności przepływu fluidalnego

małymi amplitudami, tak jakby były zawieszone w strudze płynu. Rozluź­
nienie złoża następuje wtedy, gdy nadciśnienie płynu zrówna się z ciśnieniem 
wywieranym przez złoże. Omówiony stan oznacza początek fluidyzacji. Od­
powiada mu prędkość początku fluidyzacji Ui = umf i wysokość złoża Hmf 
oraz lokalne maksimum spadku ciśnienia Apmf.

Linia przerywana r (rys. 1.2.a) oznacza przebieg zmiany ciśnienia przy 
powolnym zmniejszaniu prędkości u^. Punkt R jest to teoretyczny punkt 
przejścia złoża fluidalnego w złoże nieruchome przy powolnym zmniejszaniu 
prędkości fluidyzacji.

Złoże fluidalne odpowiada stanom 3 i 4. Gdy zostanie przekroczona pręd­
kość umf, wówczas powstaje złoże fluidalne z fazą gęstą I, którą charakte­
ryzuje wyraźnie zaznaczona górna granica. Gdy prędkość gazu rośnie, złoże 
ekspanduje i staje się fluidalnym złożem turbulentnym, w którym zachodzi 
intensywne mieszanie cząstek w całym obszarze złoża.

Cechą charakterystyczną złoża fluidalnego jest prawie stała wartość spad­
ku ciśnienia A/pf, mimo wzrostu prędkości Ui. Spadek ciśnienia ma nieco 
mniejszą wartość niż na początku fluidyzacji, a różnica (Apmy — Apy) jest 
spowodowana siłami występującymi między cząstkami. Pojawia się lokalne 
maksimum, spowodowane tymi siłami. W przypadku dużych cząstek siły te 
są małe i to maksimum nie występuje.

Gdy prędkość gazu dalej rośnie, złoże fluidalne zwiększa swą wysokość. 
Drobne cząstki przemieszczają się do góry, tworząc tzw. fazę rzadką II, czyli 
zawiesinę o dużej porowatości (ułamek objętości złoża fluidalnego niezajęty 
przez cząstki materiału stałego), nie mającą górnej powierzchni swobodnej. 
Między fazą gęstą a rzadką utrzymuje się dosyć wyraźna granica, co ilustruje 
stan 4 na rys. 1.2.

Przy dalszym wzroście prędkości gazu udział fazy rzadkiej rośnie, a fazy 
gęstej maleje. Gdy prędkość przepływu zrówna się z prędkością swobodnego 
opadania cząstek, powstaje stan graniczny, w którym kończy się fluidyzacja. 
Stan graniczny, oznaczony cyfrą 5, jest zilustrowany symbolicznie za pomocą 
nieruchomej cząstki swobodnej P. Prędkość fluidyzacji nazywana jest prędko­
ścią zawisania u\ = Ut, jeżeli jest ona równa prędkości swobodnego opadania 
cząstki w gazie nieruchomym.

Jeżeli prędkość fluidyzacji jest większa od prędkości swobodnego opadania 
cząstek, to cząstki są wywiewane z komory. Stan taki nazywa się transpor- 
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1.1. Własności przepływu fluidalnego

tern pneumatycznym. Spadek ciśnienia Ap rośnie wtedy wraz ze wzrostem 
prędkości u^, tak jak w każdym przepływie przez rurę.

Przedstawiony obraz fluidyzacji został znacznie uproszczony, gdyż nie 
uwzględniono w nim sposobu zasilania i odprowadzania cząstek. Poza tym 
jeżeli rozmiary cząstek różnią się znacznie, następuje ich segregacja, która 
prowadzi do stratyfikacji złoża fluidalnego. Cząstki największe opadają na 
dno, a cząstki najmniejsze przemieszczają się do góry, a nawet są wydmuchi­
wane na zewnątrz.

Rys. 1.3. Rodzaje złóż fluidalnych [39]: a) jednorodne, b) pęcherzowe, 
c) turbulentne, d) tłokowe, e) fontannowe, f) kanalikowe

Na rysunku 1.3 przedstawiono rodzaje złóż fluidalnych. Podstawą podzia­
łu złóż fluidalnych, na jednorodne i niejednorodne, jest przebieg procesu flu­
idyzacji. Złoże jednorodne (rys. 1.3a) charakteryzuje się jednakową porowato­
ścią we wszystkich punktach. Takim warunkom odpowiadają wszystkie złoża 
cieczowe, a ze złóż gazowych tylko złoża o małej prędkości przepływu gazu. 
Złoża niejednorodne (rys. 1.3b - rys. 1.3f) charakteryzują się zmienną po­
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rowatością w różnych miejscach (obszarach) złoża. Do złóż niejednorodnych 
należą złoża pęcherzowe, turbulentne, tłokowe, fontannowe i kanalikowe.

Złoże pęcherzowe charakteryzuje się tym, że część gazu płynie w postaci 
pęcherzy (rys. 1.3b), zatem porowatość nie jest jednakowa we wszystkich 
punktach warstwy.

Złoże turbulentne charakteryzuje się tym, że ziarna złoża podlegają inten­
sywnemu mieszaniu w całej objętości (rys. 1.3c). Złoże turbulentne nie ma 
wyraźnie ukształtowanej górnej powierzchni swobodnej, jednak występuje tu 
obszar, w którym koncentracja cząstek ulega gwałtownej zmianie.

Złoże tłokowe (zwana również złożem pulsacyjnym) charakteryzuje się 
tym, że pęcherze urastają do rozmiarów równych średnicy kolumny, tworząc 
poprzeczne warstwy gazu (rys. 1.3d). Warstwy zawiesiny znajdujące się mię­
dzy nimi poruszają się ku górze na podobieństwo tłoków.

Złoże fontannowe charakteryzuje się tym, że cząstki są wynoszone do góry 
w obszarze występowania dużej prędkości w rdzeniu kolumny, a opadają na 
dół w obszarze małej prędkości w pobliżu ściany (rys. 1.3e). Profil prędkości 
w poprzecznym przekroju warstwy jest bardzo nierównomierny i pod tym 
względem złoże jest bardzo podobne do złoża kanalikowego.

Złoże kanalikowe charakteryzuje się występowaniem pionowych kanałów, 
przez które przepływa znaczna część płynu, nie wprawiając w ruch czą- 
stek(rys. 1.3f). Kanalikowanie występuje podczas fluidyzacji cząstek o bardzo 
małych rozmiarach.

1.2 Przedmiot badań
Przedmiotem niniejszej rozprawy jest opracowanie i implementacja nu­

meryczna modelu matematycznego dynamiki ośrodka fluidalnego z wykorzy­
staniem metody „wielofazowej cząstki w komórce” oraz metody rzutowania 
i metody dekompozycji kierunków operatora różniczkowego. Zadanie nume­
rycznego modelowania przepływu fluidalnego rozwiązano przez połączenie w 
jednym algorytmie obliczeniowym trzech wspomnianych metod.

Metodę rzutowania (projection method) [19, 152, 17], pierwotnie opraco­
waną do numerycznego modelowania nieściśliwego przepływu jednofazowe­
go, zmodyfikowano i rozwinięto przez uwzględnienie udziału objętościowego 
płynu w równaniach ruchu płynu oraz uwzględnienie ściśliwości ośrodka flu­
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idalnego. W pracy opracowano własne warunki brzegowe dla występujących 
w metodzie prędkości pośredniej i funkcji rzutującej. Zarówno ze względów 
teoretycznych, jak i względów numerycznych, poprawne zadanie warunków 
brzegowych jest ważnym elementem metody rzutowania, warunkującym uzy­
skanie poprawnego rozwiązania numerycznego.

Metoda dekompozycji kierunków operatora różniczkowego (componentwi- 
se splitting method) [163, 114] jest efektywnie ekonomiczną metodą nume­
rycznego rozwiązywania w sposób niejawny niestacjonarnych równań róż­
niczkowych cząstkowych w przestrzeni dwu- i trójwymiarowej. Dzięki de­
kompozycji kierunków operatora różniczkowego równania wielowymiarowego 
otrzymuje się układ niestacjonarnych równań jednowymiarowych. Następnie 
uzyskane niestacjonarne jednowymiarowe zagadnienia brzegowe sprowadza 
się do rozwiązania układu równań liniowych z wykorzystaniem szybkiego al­
gorytmu rozwiązywania macierzy trójprzekatniowej [72, 136, 42], Niewątpli­
wymi zaletami metody są jej szybkość i stabilność numeryczna (zastosowanie 
metody niejawnej).

Metoda „wielofazowej cząstki w komórce” (MP-PIC od multiphase particle- 
in-cell) [2, 144, 145] jest metodą typu Eulerowsko-Lagrangowskiego mode­
lowania ruchu ośrodka wielofazowego. Cząstki materiału stałego są trakto­
wane jako dyskretne cząstki, których ruch jest określony przez drugie prawo 
Newtona. Równania ruchu cząstki wyprowadzono m. in. przy założeniu, że 
gęstość pp materiału cząstek jest znacznie większa od gęstości Pf gazu, w któ­
rym się one poruszają, tzn. ~ 103. W metodzie MP-PIC przyjmuje się, 
że oddziaływania (zderzenia) między cząstkami mają charakter ciągły, przez 
co metoda MP-PIC łączy w sobie dokładność odtwarzania ruchu cząstek 
metody Eulerowsko-Lagrangowskiej i ekonomiczność traktowania wzajem­
nych oddziaływań metody Eulerowsko-Eulerowskiej. Równania ruchu płynu, 
otrzymane metodą uśredniania po przestrzeni, uwzględniają obecność cząstek 
materiału stałego w przepływie. W pracy przedstawiono mechanizm oddzia­
ływania (wymiany pędu) między płynem a cząstkami. Opisano i zamodelo- 
wano również wpływ obecności cząstek na zmianę wartości współczynnika 
lepkości płynu. Ważnym elementem modelowania ruchu ośrodka wielofazo­
wego jest empiryczna wiedza, wykorzystywana do modelowania turbulencji w 
przepływie płynu z obecnością cząstek. W pracy przedstawiono lepkościowy 
model turbulencji LES (od large eddy simulation).
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1.3. Równania ruchu płynu

W celu potwierdzenia poprawności implementacji numerycznej metody 
rzutowania i metody dekompozycji, wykonano serię eksperymentów nume­
rycznych dla nieściśliwego przepływu jednofazowego płynu lepkiego. Uzyska­
ne wyniki numeryczne porównano ze znanymi istniejącymi rozwiązaniami 
analitycznymi lub z dobrze udokumentowanymi wynikami badań ekspery­
mentalnych. Zgodność wyników numerycznych z wynikami eksperymental­
nymi była bardzo dobra. Prawidłowość użytego modelu i jego implementacji 
numerycznej potwierdzają wyniki numerycznych badań wybranych przepły­
wów fluidalnych. Do modelowania przyjęto takie charakterystyczne przepły­
wy fluidalne, jak przepływ w złożu pęcherzowym, przepływ z segregacją złoża 
fluidalnego i przepływ fluidalny w pionowej komorze.

Kierując się wymogami metodologii numerycznej mechaniki płynów [72, 
64], niniejsza praca przedstawia

• w dalszej części rozdziału równania ruchu jednofazowego płynu lepkiego 
oraz definiuje pojęcie udziału objętościowego,

• w rozdziale 2. dotychczasowy stan wiedzy na temat metod modelowania 
dynamiki ośrodka wielofazowego,

• w rozdziałach j. i 5. model matematyczny rozważanego zjawiska fizycz­
nego przepływu fluidalnego wraz ze wszystkimi przyjętymi założeniami,

• w rozdziale 6. opis metod rzutowania i dekompozycji kierunków ope­
ratora różniczkowego oraz metody „wielofazowej cząstki w komórce”, 
wykorzystanych do numerycznego rozwiązania równań modelu,

• w rozdziałach 7. i 8. uzyskane wyniki numeryczne skonfrontowane z 
dostępnymi z literatury wynikami badań eksperymentalnych lub wyni­
kami numerycznymi.

1.3 Równania ruchu płynu
Dynamika płynu jednofazowego w przestrzeni trójwymiarowej określona 

jest przez następujący układ równań:

• równanie ciągłości przepływu opisujące prawo zachowania masy 
^ + V-(p/u/) = 0, (1.1)

C7 u
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1.3. Równania ruchu płynu

• równanie przepływu opisujące prawo zachowania pędu

’ ' (Pfufuf) = V ■ Tf + pfb, (1.2)

gdzie pf jest gęstością płynu, Uf jest prędkością płynu, Tf jest tensorem na­
prężenia płynu, b jest zewnętrzną jednostkową siłą masową. W dalszych roz­
ważaniach przyjęto, że tensor naprężenia płynu jest symetryczny (Tf = Tf), 
co wynika z zasady zachowania momentu pędu, oraz że płyn jest nieściśliwym 
płynem niutonowskim, opisywanym następującą zależnością:

Ty = —pfl + Tf , (1.3)

w której pf jest ciśnieniem płynu (naprężenia normalne), a Ty jest napręże­
niem stycznym w płynie, określonym jako

= Pf ^uf + , (1.4)

gdzie piy jest dynamicznym współczynnikiem lepkości płynu.
Dla potrzeb dalszej analizy, równania (1.1) i (1-2) rządzące ruchem płynu 

zapisuje się w następującej postaci kanonicznej

+ V • (P/u/V) = V ■ J + pf, (1.5)
C/ L

gdzie y jest zmienną podlegającą bilansowaniu, J jest strumieniem y, f jest 
źródłem y. Dla równania zachowania masy należy przyjąć y = 1 i J = f = 0, 
a dla równania zachowania pędu y = Uf, J = Tf, f = g.

Równania ruchu należy uzupełnić podając:

• zamykające układ równań związki konstytutywne, które wiążą własno­
ści fizyczne płynu (model płynu) z wielkościami zmiennymi w przepły­
wie,

• warunek początkowy dla czasu t = 0,

• warunek brzegowy na powierzchni ograniczającej płyn.

W przypadku przepływu płynu niosącego cząstki materiału stałego, nale­
ży także uwzględnić warunki ciągłości parametrów fizycznych na powierzchni 
międzyfazowej rozdzielającej płyn od cząstek. Mimo, że zasady zachowania 
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masy i pędu są spełnione, to na powierzchni międzyfazowej własności fizycz­
ne mogą być nieciągłe. Kanoniczna postać warunku ciągłości na powierzchni 
międzyfazowej ma następującą postać

[pf\\i(ufi - Wi) + J] • n = m, (1.6)

gdzie u jest prędkością płynu na powierzchni międzyfazowej, w i jest prędko­
ścią powierzchni międzyfazowej, n jest wersorem normalnym do powierzchni 
międzyfazowej, m jest źródłem powierzchniowym y, a [] oznacza przejście 
przez powierzchnię międzyfazową.

W rozdziale 5 zostaną przedstawione równania ruchu i związki konstytu­
tywne dla płynu z uwzględnieniem obecności cząstek w przepływie.

1.4 Udział objętościowy
Poszczególne składniki mieszaniny wieloskładnikowej mogą być zidenty­

fikowane przez podanie ich udziału objętościowego, który definiowany jest w 
następujący sposób. Jeśli b(r, x) jest kulą o promieniu r o środku w punkcie 
x (rys. 1.4) i Vk(b(r,xY) jest objętością &-tego składnika znajdującego się 
wewnątrz kuli b, to [34]

Ak(r,x) =
Vk(b(r,x)}
V(b(r,x\) (1-7)

jest częścią objętości kuli b zajmowanej przez fc-ty składnik. Wówczas udział 
objętościowy Ek A:—tej fazy (składnika) określony jest jako [24]

/ x x ,. Vk(b(r, xAEk(x,t)= hm Ak(r,x)= hm ——--- —,
r ^min r min VWr,x))

(1-8)

gdzie rmin jest promieniem minimalnej objętości granicznej, która zapewnia 
otrzymanie ciągłego rozkładu w przestrzeni uzyskanych wartości Ek.

W celu uzyskania ciągłego rozkładu udziału objętościowego, objętość uśred­
niająca V musi zostać odpowiednio dobrana. Musi ona zawierać wystarcza­
jącą liczbę cząstek, aby uzyskane wartości udziału objętościowego spełniały 
warunek ciągłości. Jednak objętość V nie może mieć porównywalnych rozmia­
rów z wymiarami obszaru, w którym dokonuje się uśredniania. W niniejszej 
pracy przyjęto własną definicję, że minimalna objętość graniczna U) jest ta­
ką objętością kontrolną, dla której zmiana (dodanie lub odjęcie) pojedynczej
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Rys. 1.4. Objętość kontrolna i ośrodek rozproszony

Rys. 1.5. Zależność L^in od ep dla wybranych wartości 6E
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cząstki o średniacy dp powoduje zmianę £p o co najwyżej ó£%. Tak więc, po 
przyjęciu, że objętość kontrolna jest sześcianem o boku L, minimalny wymiar 
Lmin boku objętości uśredniającej będzie spełniać następującą relację

dp
3 / lOOn 
V 6epó£ ’ (1-9)

^min

Rysunek 1.5 przedstawia zmianę w zależności od ep dla wybranych 
wartości S£. W niniejszej pracy przyjęto, że Lmm = Qdp < 0.1 co odpowia­
da wartościom ep = 0.7 i ÓE = 0.1%, Lo jest charakterystycznym wymiarem 
obszaru. Konsekwencją dla obliczeń numerycznych jest fakt, że wielkość siat­
ki numerycznej użytej do wyznaczania wartości udziału objętościowego nie 
może być mniejsza niż Lmin.

B
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Rozdział 2

Przegląd metod modelowania 
dynamiki ośrodka wielofazowego

2.1 Metoda Eulerowsko—Eulerowska
W metodzie Eulerowsko-Eulerowskiej (E-E) ośrodek płynny i cząstki 

materiału stałego traktowane są jako niezależne ośrodki ciągłe wzajemnie 
przenikające się i oddziałujące ze sobą. Równania opisujące dynamikę po­
szczególnych ośrodków uzyskuje się przez zastosowanie metody uśredniania 
lub metody mieszanin wieloskładnikowych [34, 15].

W metodzie uśredniania, lokalne równania zachowania masy i pędu pod­
legają procesowi uśredniania po przestrzeni, czasie lub zespole realizacji, 
otrzymując w ten sposób uśrednione równania ruchu dla każdego ośrod­
ka [83, 34, 24]. W metodzie mieszanin wieloskładnikowych równania ruchu 
każdego ośrodka są postulowane [34, 15]. Metody uśredniania i mieszanin 
wieloskładnikowych prowadzą do podobnych rezultatów [88]. Tak uzyskane 
równania ruchu uzupełnia się zamykającymi równaniami konstytutywanymi, 
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2.1. Metoda Eulerowsko-Eulerowska

które wiążą własności fizyczne płynu z podlegającymi wyznaczeniu wielko­
ściami kinematycznymi. Różnice w istniejących modelach matematycznych 
ośrodka wielofazowego zasadniczo wynikają z przyjmowanych różnych zało­
żeń konstytutywnych, których źródłem mogą być dane doświadczalne lub też 
zaawansowane metody teoretyczne, jak np. teoria kinetyczna gazów.

Z definicji udziału objętościowego wynika, że dla przepływu, w którym 
występuje ośrodek płynny i cząstki materiału stałego, różniące się między 
sobą własnościami fizycznymi (gęstość, rozmiar, itp.), zachodzi następujące 
równanie

M

e/ + Ep,fc = 1, (2.1)
fc=i

gdzie Ef jest udziałem objętościowym ośrodka płynnego, EPyk jest udziałem 
objętościowym A;-tego ośrodka materiału stałego, a M oznacza ilość ośrod­
ków materiału stałego, uzyskanych po uciągleniu cząstek charakteryzowanych 
przez te same własności.

Równania zachowania masy mają następujące postacie [57, 49, 98]

^v(E/P/) + • (e/P/w/) = 0 (2.2)C/ L
dla płynu, i

(EpfcPpfc) f ' (£pkPpkupk) = 0 (2-3)

dla /s-tego ośrodka materiału stałego, gdzie k = 1, 2, 3,..., M.
Również równania zachowania pędu podaje się osobno dla każdej fazy 

[57, 49, 98]

• płyn

d M
+ V • (EfPfUfUf) = V -Tf + Efpfg - Dpk(uf - upk), 

k=i
(2.4)

• materiał stały

o. (^pkPpk^pk) + * ^pkPpk^pk^pk) — ' ^pk + ^pkPpkQ + 'Upk) ,
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gdzie

150^ + , jeśli 0 < Er < 0.8
dp£f dp£f J (2.6)

, jeśli 0.8 < EZ < 1 ’

[ (1 + 0.15Repf87) , jeśli Repfc < 1000
’ [ 0.44 , jeśli Rcp^ > 1000 ’

= W\u,-urk\
0/

Tensor naprężeń Tf płynu modelowany jest przez równanie (1.3). Płyn 
traktowany jest jako gaz doskonały podlegający równaniu gazu doskonałego, 
lub też jako płyn nieściśliwy o stałej gęstości.

Tensor naprężeń Tp dla fazy materiału stałego ma następującą postać 
[57, 29, 56, 55, 142, 12]

Tp — {~Pp + • up)I + 2\ipDp, (2.9)

gdzie
DP = X (Vup + (Vup)T) - ^uPI, (2.10)

ó
Pp jest ciśnieniem (naprężeniem normalnym) ośrodka materiału stałego, i 
kp są odpowiednio dynamicznym i objętościowym współczynnikiem lepkości 
fazy materiału stałego.

Zamknięcie układu równań polega na podaniu dodatkowych zależności - 
nazywanych równaniami konstytutywnymi - określających postać pp, pp i 
Ze względu na podobieństwo ruchu cząstek materiału stałego w przepływie 
do ruchu molekuł gazu, do zamknięcia układu równań z powodzeniem wy­
korzystuje się kinetyczną teorię gazów. Odpowiednie wyrażenia zamykające 
mają postać [57, 29, 23, 110]

Pp — Pp^p^p [1 T 2^gSp(l T ®p)] (2.U)

(2.12)

(2.13)
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gdzie

Ppdil (2.14)

(2.15)

a ep G (0,1) jest współczynnikiem elastyczności odbicia cząstek.
Podobnie jak temperatura bezwzględna gazu określa jego ciśnienie, współ­
czynniki lepkości i pozostałe parametry stanu, tak z pomocą wprowadzonej 
do rozważań tzw. temperatury granularnej Qp możemy określić ciśnienie pp i 
współczynniki lepkości pip i ośrodka granularnego, tj. ośrodka powstałego 
po uciągleniu rozproszonych cząstek materiału stałego. Temperatura granu- 
larna jest miarą uśrednionej energii kinetycznej pulsacyjnego ruchu cząstek

b '2v Ifff v(^p - uP)2dppdVpdrp
3 p 3 f f f ydppdl^d-Up (2.16)

gdzie y jest funkcją rozkładu, która zostanie dokładniej omówiona w pod­
rozdziale 4.4, vp jest chwilową nieuśrednioną prędkością cząstki.

Określana osobno dla każdej fazy materiału stałego temperatura granular- 
na, jako wielkość fizyczna podobnie jak masa lub pęd, podlega bilansowaniu. 
Równanie zachowania temperatury granularnej ma następującą postać [57]

(2.17)

gdzie

(Tp = 3£pPp^o0p(l - ty (2-18)

i
QP = -KpVOp (2-19)

są odpowiednio dyssypacją i strumieniem energii granularnej. Współczynnik 
przewodności Kp określony jest jako

__ ^^pclil

P 0o(l + Cp)
1 + “Ep5o(l + ep)

O
+ 2ppdp^oEp(l + ep) (2.20)

w którym

^p<ui — 3g4 Ppdp • (2-21)

— 18 -
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2.2. Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

Wykorzystanie kinetycznej teorii gazów do zamknięcia układu równań w 
metodzie E-E prowadzi do skomplikowania problemu, zarówno z teoretycz­
nego, jak i numerycznego punktu widzenia. Jeżeli przyjmiemy, że ruch pul­
sacyjny ośrodka stałego jest ustalony (0 = const) i modelowana jest jedynie 
część izotropowa tensora Tp, tzn. Tp = —pPG gdzie pp = pp(zf\ to

V • Tp = -Vpp = -Gp(£f)VEf , (2.22)

gdzie funkcja Gp określona jest z zależności wyznaczonej doświadczalnie jako 
[57, 155, 14, 124, 160]

Gp(Ef) = 1Q-8-76e/+5-43 A . (2.23)

Dzięki temu w rozważaniach nie występuje już temperatura granularna.

2.2 Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

W metodzie Eulerowsko-Lagrangowskiej (E-L) ośrodek płynny jest trak­
towany jak ośrodek ciągły, podlegający równaniom zachowania ośrodka cią­
głego. Jednakże cząstki materiału stałego są traktowane w sposób indywidu­
alny, co jest właśnie cechą charakterystyczną metody. Ruch cząstek określony 
jest przez drugie prawo Newtona.

W zależności od postaci równań ruchu płynu i równań ruchu cząstek, 
w literaturze występuje wiele wariantów metody E-L. Jednak istniejące me­
tody E-L można podzielić na: metody bezpośredniej symulacji numerycznej 
[78, 79, 58, 86] i pozostałe metody, ogólnie określane jako metody cząstek 
dyskretnych [154, 153, 161, 75, 76, 168, 100].

2.2.1 Metoda bezpośredniej symulacji numerycznej

Jeżeli analizuje się ruch płynu wraz z cząstkami, to ruch cząstek materia­
łu stałego i płynu są ze sobą ściśle sprzężone. Cząstka porusza się zgodnie z 
działającą na nią siłą i momentem siły, które wywołane są przez otaczający 
płyn. Często również ruch płynu wyraźnie zdominowany jest przez dynamikę 
cząstek, np. przy sedymentacji. W metodzie bezpośredniej symulacji nume­
rycznej (DNS od direct numerical simulation), wspólna dynamika płynu i 
cząstek wynika z rozwiązania równań ruchu bezpośrednio wynikających z 
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2.2. Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

zasad zachowania, bez przyjmowania dodatkowych związków empirycznych 
określających siły działające na cząstkę.

Dynamikę płynu określają przedstawione już w podrozdziale 1.3 równa­
nie (1.1) zachowania masy i równanie (1.2) zachowania pędu.

Ruch p-tej (p = 1,2,..., Np) cząstki opisują następujące równania [79, 78, 
58]

• drugie prawo Newtona

= «p(0 , (2.24)

mp-^-= mpg + (b (pf^ + r^n ds, (2.25)
sp

gdzie xp i up są odpowiednio położeniem i prędkością środka masy 
cząstki, mp jest masą cząstki, g jest przyspieszeniem ziemskim, Sp = 
\x — xp\ = jest powierzchnią cząstki, n jest wersorem prostopadłym 
do powierzchni cząstki,

• równania Eulera ruchu obrotowego

, (2.26)
U.L

^(ĄwP) = £ (x - xp) x (Tfn) ds , (2.27)

sp
gdzie dp jest położeniem kątowym, wp jest prędkością kątową, a Ip jest 
tensorem momentu bezwładności dla p-tej cząstki.

Równania ruchu cząstki stanowią zagadnienie początkowe, które w celu 
rozwiązania należy uzupełnić warunkiem początkowym

Xp(0) = xp, 
UpW = u°P,

(Op(0) = w°.

Dla płynu, oprócz podania warunku początkowego

Uf(x,0) = uj (2.29)

(2.28)
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2.2. Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

i warunku brzegowego
Uf(x, t) = (2.30)

określonego na powierzchni ograniczającej płyn, należy spełnić warunek

Uf = Up + (Op X (x — xp) (2.31)

określający brak poślizgu prędkości na zmieniającej swe położenie w czasie 
powierzchni Sp wszystkich Np cząstek.

Niestety, metoda DNS nie uzwględnia bezpośredniego zderzenia cząstki z 
innymi cząstkami lub ścianką. Aby zapobiec wzajemnemu przenikaniu czą­
stek lub wniknięciu cząstki w ściankę, w równaniu (2.25) dodaje się siłę Fcoi 
modelującą zderzenie i-tej cząstki z j-tą cząstką lub ścianką [79, 58]

(2.32)
i=l j=l
i/j

gdzie Nw jest liczbą ścianek. Postać siły odpowiedzialnej za zderzenie między 
cząstkami ma postać [79, 58]

Fp • =
0
±(xi - Xj)(n + rj + p

, dij > ri + rj + pz
'z - d^ , ditj < n + rj + pz ’

gdzie dij = |a?j — Xj\, ri i rj są odpowiednio promieniem i-tej i j-tej cząst­
ki, pz jest zasięgiem działania siły, a cp jest współczynnikiem sztywności, 
którego wartość należy odpowiednio dobrać. Podobną postać ma siła F^ 
odpowiedzialna za zderzenie cząstki ze ścianką

0 , d'id > 2^ + pz
i(«i - + Pz ~ C)2 ’ 2ri + P* (2.34)

gdzie ew jest współczynnikiem sztywności podczas zderzenia ze ścianką. Od­
bicie od ścianki i-tej cząstki polega na zamodelowaniu ścianki jako cząstki o 
tym samym promieniu w położeniu x'j odległą o n od ścianki (rys. 2.1).
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2.2. Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

Rys. 2.1. Zderzenie cząstki ze ścianką [58]

2.2.2 Metoda cząstek dyskretnych

W metodzie cząstek dyskretnych (DPM od discrete particie method) rów­
nania ruchu cząstek i płynu ulegają zmienie. Siłę i moment siły działające 
na cząstkę nie wyznacza się w sposób bezpośredni, jak w metodzia DNS, lecz 
postuluje się pewną postać siły, która zależy od warunków ruchu cząstki. 
Równania ruchu płynu, otrzymywane najczęściej z wykorzystaniem metody 
uśredniania, uwzględniają obecność oddziałujących z płynem cząstek.

Wyznaczenie naprężeń normalnych i stycznych działających na cząstkę 
jest złożonym zadaniem. W ogólnym przypadku zadanie to nie zostało jeszcze 
rozwiązane. Najczęściej dokonuje się uproszczeń polegających na przyjęciu, 
że cząstka ma kształt kulisty, a ścisłe obliczenie sił od naprężeń normalnych i 
stycznych zastępuje się sumą sił określonych dla szczególnie prostych sytuacji. 
Przyjmując, że wszystkie siły działające na cząstkę są addytywne, równanie 
zachowania pędu cząstki dla dowolnego przepływu ma postać [39, 24, 87]

mp = Fp = Fg + Fw + Fd + Fa + Fb + Fs + FM + Fc + ... (2.35) 

gdzie odpowiednie składniki sumy po prawej stronie oznaczają:
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2.2. Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

Fg= ppg dv = ppgVp (2.36)

jest siłą masową,

Fw = - pn ds =-pfgVp (2.37)
sp 

jest siłą wyporu hydrostatycznego,

1 kcF
FD = -CD^pf\uf -up\(uf -Up) (2.38)

nr

jest siłą stacjonarnego dynamicznego oporu płynu, Cd jest współczyn­
nikiem oporu dla stacjonarnego przepływu płynu,

= —PfVp—(uf — up) (2.39)
£ dt

jest siłą mas stowarzyszonych,

t
3 /' cl 1

Fb = J ^uf ~ (2-4°)

o
jest siłą Basseta,

—Vfdp\uf - up\
1 d(uf — up)

V, ds (2-41)

jest siłą nośną Saffmana, s wskazuje kierunek gradientu prędkości,

TC .o
Fm = $ dp Pf -V x uf- wp X - up) (2.42)

jest siłą nośną Magnusa,
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2.2. Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

Fc jest siłą działającą na cząstkę podczas zderzenia. P. Cundall i O. Strack 
w pracy [26] przedstawili szeroko obecnie stosowany model DEM (od 
distinct element method) wyznaczania siły Fc- Siłę Fc działającą na 
i—tą cząstkę rozkłada się na składową normalną Fn = (Fc ’ n)n i skła­
dową styczną Ft = (Fc ■ t)t, tj. [161, 26, 174, 157, 153, 154]

Fri = F + Ft1 C — n I J t ; (2.43)

x ■ — x ■
n = (nx, ny) = —2——, nLt = (ny, -nx), (2.44)

gdzie
Fn = -[Kn6„ + T|n(«i-'«j)-n]n, (2-45)

pt=Ą ~^tt~i]tUc , jeśli |Kfót| < ^|k„ó„|
—Pij|Fn|t , jeśli

w których k„, Kt i r|„, T]* są odpowiednio współczynnikami sztywno­
ści i współczynnikami tłumienia odpowiednio w kierunku normalnym 
i kierunku stycznym, pij jest współczynnikiem tarcia materiałów zde- 
rzejących się cząstek. Odksztełcenie ón w kierunku normalnym i od­
kształcenie w kierunku stycznym są zdefiniowane jako

— tzn • (?Zj Wj) 5

— tzuc,

(2.47)

(2.48)

gdzie tz jest czasem trwania zderzenia, a prędkość uc poślizgu wynosi

Uc = [(«i — Uj) ■t]t+(WiXri - (Oj X Tj) . (2.49)

Równanie (2.27) przyjmuje następującą postać

Ip—f = (x-xp)xFt, (2.50)
CL 6

ponieważ jedynie styczna składowa Ft siły zderzeniowej Fc zmienia ruchu 
obrotowy cząstki.

Równania ruchu płynu wynikają z uśrednienia lokalnych praw zachowania 
masy i pędu. Uśrednione równanie zachowania masy dane jest przez nastę­
pujące równanie

+ V • (P/S/U/) = 0. (2.51)
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Rys. 2.2. Mechanika zderzenia w modelu DEM [26]

Uśrednione równanie zachowania pędu może przybierać różne postacie, 
zależnie od zastosowanych metod uśredniania, przyjmowanych założeń i za­
mykających równań konstytutywanych. Szczególnie wątpliwości i kontrower­
sje wzbudzają człony związane z tensorem naprężeń i sprzężeniem między 
fazami. Wydaje się, że najczęściej występującą w literaturze postacią równa­
nia zachowania pędu jest postać następująca [13, 168, 108, 76]

^(P/«W) + V • (pf^fUfUf) = + V • (e/c,) - Sp + Efpfg , (2.52)

gdzie [13, 168, 108, 76] 

(2.53)

w którym Vijk jest objętością komórki obliczeniowej, Fp^ jest siłą oporu 
p-tej cząstki, 6(a?) jest funkcją Diraca dla przestrzeni trójwymiarowej.
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Każda z przedstawionych powyżej - w sposób skrótowy - metod E-E 
lub E-L posiada własne wady i zalety. Metody E-E umożliwiają, w sposób 
uzasadniony teoretycznie, modelować stan naprężenia w uciągłym ośrodku 
rozproszonym. Jednak wciąż modelowanie ciągłego rozkładu wielkości i wła­
sności ośrodka rozproszonego nastręcza trudności, gdyż wymaga to przyjęcia 
do obliczeń dla każdego rodzaju cząstek równań zachowania masy, pędu i 
równań konstytutywnych. Wykorzystanie teorii kinetycznej do zamknięcia 
układu równań prowadzi do dalszej komplikacji metody i algotytmu nume­
rycznego, a uzyskane wyniki przedstawiają uśrednione charakterystyki płynu 
i ośrodka stałego.

Metody E-L, mimo znaczącego postępu w rozwoju mocy obliczeniowej, 
są nadal metodami czasochłonnymi. Metoda DNS wymaga bezpośredniego 
wyznaczania sił działających na każdą cząstkę w każdym kroku czasowym. 
Zagadnienie brzegowe z ruchomym brzegiem (ruchome cząstki) dla płynu 
znacząco komplikuje i spowalnia algorytm numeryczny. Wszystko to ograni­
cza dokładną metodę DNS do modelowania dynamiki ośrodka wielofazowego 
z małą liczbą 1000) cząstek.

Ze względu na rozwiązywanie uśrednionych równań ruchu płynu, które 
uwzględniają obecność w przepływie cząstek, metoda DPM umożliwia mo­
delowanie większej, w porównaniu do metody DNS, liczby cząstek. Ponieważ 
cząstki nie stanowią tutaj już ruchomego brzegu, jak w metodzie DNS, to roz­
wiązanie równań ruchu płynu odbywa się znacznie szybciej, niż w metodzie 
DNS. Jednak konieczność znajdowania w każdym kroku czasowym cząstek, 
które ulegają zderzeniom, skutecznie spowalnia obliczenia dla dużej liczby 
użytych cząstek.

Wydaje się, że panaceum na zaistniałą sytuację byłoby zastosowanie me­
tody łączącej w sobie elementy metody E-E i metody E-L. Metodę ta­
ką stanowi właśnie metoda „wielofazowej cząstki w komórce” (MP-PIC od 
multiphase particle-in-cell). Cząstki materiału stałego zachowują swój dys­
kretny charakter i poruszają się zgodnie z drugim prawem Newtona. Jednak 
oddziaływania między cząstkami wyznaczane są podobnie jak w metodzie E- 
E. Do obliczeń wprowadza się siatkę numeryczną, na której wyznacza się 
naprężenia ośrodka stałego. Następnie uzyskane odpowiednie wartości inter­
poluje się z węzłów siatki na cząstkę. Ponieważ, w zależności od przyjętych 

-26 -



2.2. Metoda Eulerowsko-Lagrangowska

założeń, w literaturze występują mniej lub bardziej skomplikowane równania 
ruchu dla cząstki, to w rozdziale 4 przedstawiono szczegółowe wyprowadzenie 
równania ruchu cząstki, odpowiednie dla celów niniejszej pracy.

Metoda MP-PIC umożliwia zastosowanie w obliczeniach dużej liczby czą­
stek, co z kolei czyni możliwym przeprowadzenie obliczeń numerycznych w 
racjonalnie skończonym czasie na dostępnym sprzęcie komputerowym. Cecha 
ta powoduje, że metoda MP-PIC jest dogodnym narzędziem badawczym, 
wartym głębszej analizy.

Szczególne zainteresowanie wzbudzają równania ruchu płynu, a w szcze­
gólności kwestia ich zamknięcia, tj. postać członów związanych z tensorem 
naprężeń i oddziaływaniem między płynem a cząstkami. Dlatego więc w roz­
dziale 5 przedstawiono pełne wyprowadzenie równań ruchu płynu. W pracy 
wykorzystano metodę uśredniania po przestrzeni, co - jak podkreśla L. Fan 
i C. Zhu [39, 40] - nie prowadzi do nadmiernie niedopuszczalnej utraty in­
formacji o uśredniamym ośrodku.

W rozdziale 6 omówiono zasadnicze elementy, które składają się na za­
implementowaną w niniejszej pracy metodę MP-PIC.
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Rozdział 3

Cel, teza i zakres 
pracy doktorskiej

Cel pracy

Opracowanie modelu matematycznego i programu komputerowego do ba­
dania dynamiki ośrodka fluidalnego z wykorzystaniem metody „wielofazowej 
cząstki w komórce” oraz metod rzutowania i dekompozycji kierunków opera­
tora różniczkowego.

Teza pracy

W modelowaniu numerycznym dynamiki ośrodka wielofazowego możli­
we jest wykorzystanie metody rzutowania i metody dekompozycji kierunków 
operatora różniczkowego, które mogą stanowić integralną część metody „wie­
lofazowej cząstki w komórce”.
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Zakres pracy

Zakres pracy obejmował:

• sformułowanie równań ruchu cząstki stałej w przepływie nieściśliwym 
płynu lepkiego z uwzględnieniem oddziaływania płynu lepkiego i innych 
cząstek,

• sformułowanie uśrednionych po przestrzeni równań ruchu płynu niosą­
cego cząstki materiału stałego,

• implementacja numeryczna i przetestowanie metody rzutowania i de­
kompozycji kierunków operatora różniczkowego dla niestacjonarnych 
nieściśliwych jednofazowych przepływów płynu lepkiego w dwuwymia­
rowej i trójwymiarowej przestrzeni,

• implementacja numeryczna opracowanego modelu matematycznego ośrod­
ka fluidalnego,

• wykonanie eksperymentów numerycznych ruchu ośrodka fluidalnego.
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Rozdział 4

Ruch cząstek materiału 
stałego w płynie lepkim

4.1 Równania ruchu pojedynczej cząstki
W celu wyprowadzenia równania ruchu pojedynczej cząstki wykorzystano 

metodę Maxey’a i Riley’a [118]. Przyjmuje się, że cząstka materiału stałego 
ma średnicę dp znacznie mniejszą niż charakterystyczna długość Lo w prze­
pływie płynu. Cząstka, o gęstości pp i położeniu xp(t) środka masy, porusza 
się z prędkością

. x dxv 
Up^ = “TT

w niejednorodnym polu prędkości Uf(x,t) płynu w przepływie nieściśliwym. 
Ogólne równanie ruchu pojedynczej cząstki ma postać (rów. (2.25))

= Pp~T9+ i (p/H + T/)n ds, (4.2)
O u /

gdzie jest pochodną materialną wzdłuż trajektorii ruchu cząstki. Całko­
wanie przeprowadzane jest po powierzchni Sp cząstki, tzn. \x — xp\ =
Tensor naprężeń stycznych %f płynu zdefiniowany jest przez równanie (1.4).

Ciśnienie pj i prędkość Uf płynu w równaniach (4.2) i (1.4) są rozwią­
zaniem ogólnego problemu przepływu zewnętrznego dla znanego przepływu 
w nieskończoności (tzn. przepływu niezaburzonego obecnością cząstki) i wła­
ściwych warunków brzegowych na powierzchni poruszającej się cząstki. Dla 
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małej cząstki poruszającej się w nieściśliwym przepływie płynu lepkiego, od­
powiednie warunki brzegowe są prawidłowo określone przez warunek braku 
poślizgu prędkości płynu na powierzchni cząstki. Równanie zachowania masy 
i pędu fazy ciągłej są dobrze znanymi równaniami ciągłości i Naviera-Stokesa:

V-uf = 0, (4.3)

/ dur _ \ .
P/ \ ~dF + Uf ’ ^Uf / = ^Pf + ^fAuf + pf9 • (4-4)

Warunek brzegowy braku nieciągłości prędkości płynu na powierzchni cząstki 
ma postać:

UfM 1^1=1^ =up(t), (4.5)

oraz równanie stawiane w pewnej odległości od powierzchni cząstki:

'“A*, t) = u°f(x, t), (4.6)

gdzie u°j(x,t) jest niezakłóconym obecnością cząstki polem prędkości płynu 
odpowiednio oddalonym od powierzchni cząstki.

Obecność cząstki w płynie wywołuje lokalne zakłócenie prędkości u® pły­
nu warunkiem brzegowym (4.5). Mając na uwadze znacząco małe wymiary 
cząstki można przyjąć, że prędkości Uf i ciśnienia pj płynu można przed­
stawić jako sumę dwóch niezależnych od siebie składników: składnika od 
niezakłóconego pola prędkości i ciśnienia płynu («pp°), oraz wywołanego 
warunkiem brzegowym na powierzchni cząstki składnika od lokalnie zakłó­
conego pola prędkości i ciśnienia (u^p^), a zatem:

Uf = uj + u^, (4.7)

i
Pf=Pf+Pf- (4-8)

Całkę z równania (4.2) można przedstawić następnie jako sumę dwóch całek:

® (-Pfk + Tf)n ds = ® (-p°I + x°f)n ds + ® (-.Pyl + Ty)n ds , (4.9)

F° Fd

gdzie
x° = h/ (Vm? + ’
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= P; (VUd +

Pierwsza całka po prawej stronie równości (4.9) jest siłą F° od niezakłóco­
nego pola a całka druga jest siłą Fd od zakłóconego pola (ud,pd).
Dla przypadku cząstki o średnicy dp znacznie mniejszej niż charakterystyczna 
długość Lq wyróżniana w przepływie, czyli:

dp Lq ,

siła F° przyjmuje postać [118]

nd3 (du°f(xp,t)
F = n Pf --------96 \ dt

(4.10)

(4.11)

Zakłócone pole (ud,pd), określające siłę Fd, wynika z rozwiązania odpo­
wiednich równań przepływu zakłóconego [118]. Niestety, pełne analityczne 
rozwiązanie równań przepływu zakłóconego nie jest możliwe. Jednakże, w 
przypadku dostatecznie małego rozmiaru cząstki, zagadnienie przepływu za­
kłóconego sprowadza się do niestacjonarnego przepływu Stokesa, rozwiązanie 
którego ważne jest jedynie dla małych liczb Reynoldsa (Re < 1). Wyrażenie 
na siłę Fd, wywołaną przez lokalne zakłócony przepływ (ud,pd), otrzymano 
w postaci [118]

id = 3ndppf(u°f(xp,t) -up) + ^pf^(u°f(xp,t) -up)+

l3,2 ._____fd(uof(xp,^) -up)+ 2dp^PfPf] y^d^
o

(4.12)

Kolejne człony sumy prawej strony równości (4.12) to odpowiednio siła oporu 
Stokesa, siła mas stowarzyszonych i siła Basseta. Jednakże udziały siły Bas­
seta i siły nośnej mogą być pominięte w dalszych rozważaniach w przypadku 
małej cząstki (cytowanie w [118]1). Zauważmy, że zakłócone pole (ud,pd) nie 
pojawia się jawnie w (4.12), które wyraża się całkowicie przez niezakłócone 
pole (uj-,pj). Zatem Fd jest wyrażane przy użyciu prędkości up cząstki i 
prędkości uj płynu w położeniu (xp, t) cząstki.

1 J.J.M. Magnaudet: The forces acting on bubbles and rigid particles, in Proc, of ASME 
Fluid Eng. Div. Summer Meeting, p. 1, June 1997
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Podsumowując, podstawienie (4.11) i (4.12) do (4.9) i (4.2) daje następujące 
równanie ruchu cząstki:

du°f(xp,t) , 
di +

nd3 du„ nd^
pp V -df = ~ + Vp^

+3ndp\if(u°f(xp,t) - up) + ^pf^(uof(xp,t) - up)+ 
t

, 3j2 /_____ [ d(u°f(xp,V) ~ Up) 
dŁ'

0

(4.13)

Ruch cząstki (równania (4.1) i (4.2)) jest sprzężony z dynamiką ośrodka cią­
głego (płynu) (u°,py) przez siły F° i Fd. Równanie Maxey’a-Riley’a (4.13) 
jest szeroko wykorzystywane w badaniach ruchu cząstek w przepływach tur- 
bulentnych. Jednakże rozważanie wszystkich członów po prawej stronie rów­
ności (4.13) może nastręczać trudności i wymagać znacznych zasobów obli­
czeniowych.

Dzieląc stronami równość (4.13) przez masę mp = pp^ cząstki otrzymuje 
się

Pp Pp '-‘.L

-I---- (u°(xp,f) - Up) + 
Ty

d(ti°(a?p,^) - Up)

Ty —

(4-14)

gdzie
PPdp 
18^

(4-15)

d^,

jest czasem relaksacji cząstki. W niniejszej pracy rozważany jest przepływ 
cząstek materiału stałego w gazie, dla którego stosunek gęstości ośrodka 
ciągłego (płynu) i gęstości materiału stałego cząstki jest pomijalnie mały 
(^ ~ 10~3), oraz siły inne niż siła oporu Stokesa i siła grawitacji zasadniczo 
nie wpływają na ruchu cząstki [5, 36, 119, 146, 24, 73]. Równanie (4.14) może 
być więc uproszczone do

dzip ł / o / x x
~dd = ^Uf^Xp,t^ ~up) + 9- (4-16)

Jednakże dla przepływów cząstek w cieczy, gdzie wartości gęstości obu ośrod­
ków są porównywalne, należy stosować równanie (4.14).
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4.1.1 Siła stacjonarnego dynamicznego oporu płynu

Niestety równania (4.14) lub (4.16) nie uwzględniają takich ważnych z 
punktu widzenia dynamiki efektów, jak wpływ zmian wartości liczby Rey­
noldsa poza zakres przepływu Stokesa lub wpływ oddziaływania cząstek są­
siednich (otaczających daną cząstkę) na ruch pojedynczej cząstki.

Często używane równanie ruchu dla przepływów niepełzających jest otrzy­
mywane przez empiryczną modyfikację siły oporu Stokesa do siły dynamicz­
nego oporu płynu:

FD = ^CD^-Łpf\uof-up\(u°f-up), (4.17)

gdzie Cd jest współczynnikiem oporu dla stacjonarnego przepływu płynu. 
Współczynnik oporu określany jest jako funkcja liczby Reynoldsa dla cząstki:

_pfdp\u°f-up\ 
rtep (4.

9/

Na rysunku 4.1 przedstawiono zmianę wartości współczynnika oporu dla 
kulistej nie wirującej kuli. Z zależności tej można wyróżnić charakterystyczne 
obszary zmienności współczynnika oporu:

• Dla małych wartości liczb Reynoldsa, współczynnik oporu zmienia się 
odwrotnie proporcjonalnie do Rep. Stan ten odpowiada przepływowi 
Stokesa. Współczynnik oporu wyraża się przez wzór analityczny podany 
przez Stokesa (1851):

24
Cd = ^- (4.19)

• W obszarze przejściowym (Rep e (0.5,1000)) efekty bezwładnościo­
we zaczynają dominować w zjawisku. Dla tego nieliniowego obszaru, 
na podstawie badań eksperymentalnych, zaproponowano wiele zależ­
ności [22], Często używaną jest zależność podana przez Schillera and 
Naumanna  w postaci [22]:2

2Schiller L., Naumann A.: Uber die grundlegenden Brechungen bel der Schwerkraftau- 
fbereitung, Ver. Deut. Ing., 77, 318-320, 1933

24
CD = ^(1 + O.lSReJ'687). (4.20)

rŁCp
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• Powyżej wartości Rep ~ 1000 współczynnik oporu osiąga prawie stałą 
wartość. Obszar ten określany jest obszarem bezwładnościowym lub 
Newtona:

CD « 0.445. (4.21)

• Wraz ze zwiększaniem wartości liczby Reynoldsa, obserwuje się nagłe 
zmniejszenie wartości Cd dla wartości krytycznej Re^ ~ 3.0 ■ 105, spo­
wodowane przejściem laminarnej warstwy przyściennej w turbulentną 
warstwę przyścienną wokół cząstki.

• W zakresie nadkrytycznym (Rep > 4.0-105), współczynnik oporu zaczy­
na wzrastać w sposób ciągły. W większości zastosowań praktycznych, 
obszar ten nie jest rozpatrywany.

Na rys. 4.1 zestawiono wyniki zależności Cd od wartości Rep.

Rys. 4.1. Współczynnik oporu kuli w zależności od liczby Reynoldsa

Z uwzględnieniem współczynnika oporu, równanie ruchu cząstki może być 
zapisane w następującej postaci:

(u°f(xp,t) - up) + g, (4.22)
Ut Ty
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w której /d jest unormowanym współczynnikiem oporu pojedynczej cząst­
ki, określonym jako iloraz współczynnika oporu przez współczynnik oporu 
Stokesa [24]:

h = . (4.23)

Oczywiście dla przepływu Stokesa fD —> 1. Zmiany unormowanego współ­
czynnika oporu w zależności od liczby Reynoldsa przedstawione są na rys. 4.2.

Rys. 4.2. Unormowany współczynnik oporu 
kuli w zależności od liczby Reynoldsa [24]

Istnieje wiele dostępnych w literaturze korelacji dla fD (lub Cd) jako 
funkcji liczby Reynoldsa. Przykładowa korelacja, dokładna dla całego obszaru 
podkrytycznego, ma następującą postać [24]

fD = 1 + 0.15Re°'687 + 0.0175(1 4- 4.25 ■ 104 Re;1’16)"1 • (4-24)

Powyższa korelacja jest rozszerzającą modyfikacją formuły Schillera-Naumanna 
i dostarcza wartości fD z błędem ±6% względem wyników eksperymental­
nych dla całego zakresu podkrytycznego.

Często wykorzystywaną w praktyce inżynierskiej jest formuła Dallaval- 
le’a [54] w postaci

CD = (0.63 + 4.8Re~°'5)2, (4.25)

słuszna dla zakresu liczb Reynoldsa występujących dla przepływów fluidal­
nych.
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4.2 Siła oporu płynu w zespole cząstek
Informacje na temat siły oporu w zespole cząstek są bardzo ubogo pre­

zentowane w literaturze. Modele analityczne są trudne, ponieważ muszą one 
uwzględniać oddziaływanie powierzchni każdej cząstki. Badania eksperymen­
talne są niedostatecznie dokładne ze względu na utrudnienia pomiarowe siły 
oporu działającej na indywidualną cząstkę i pomiaru lokalnego pola prędkości 
wokół cząstki w zespole cząstek. Większość danych o sile oporu cząstki uzy­
skano z badań nad fluidyzacją cząstek stałych. Na rysunku 4.3 przedstawiono, 
w sposób uproszczony, kolumnę fluidyzacyjną. Założono przy tym, że śred­
nica dp cząstek pozostających w spoczynku jest znacznie mniejsza od stałej 
średnicy D kolumny fluidyzacyjnej, w której złoże cząstek jest umieszczone. 
Dodatkowo założono, że cząstki są rozmieszczone statystycznie jednorodnie 
w złożu cząstek z objętościowym udziałem płynu równym Ey.

D
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Ap = Po - p.
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Ooo o Oo O o O 0^0 
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Rys. 4.3. Kolumna fluidyzacyjna z cząstkami

Ergun, w swej klasycznej pracy3 dotyczącej spadku ciśnienia w złożu flu­
idalnym, podaje następującą zależność [10]

3Ergun S., Chem. Eng. Próg., 48, pp. 89-94, 1952

^P _ 1 (1 ~ E/)2 , 7 pfu2s 1 - Ey
l d> Ą + 4 dp (4.26)
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gdzie Ap jest spadkiem ciśnienia na długości l kolumny fluidyzacyjnej, a us 
jest prędkością fluidyzacji gazu przed złożem cząstek, związaną z prędkością u 
płynu między cząstkami w złożu zależnością us = EfU.
Na rysunku 4.4 przedstawiono równanie Erguna (4.26) w bezwymiarowej 
postaci

7
p = m+-, (4.27)

w której
n = i ę = (4.28)

PfUg / 1 — £ dpPfUs

Rys. 4.4. Równanie Erguna dla złoża cząstek [10]

Po uwzględnieniu zależności us = £f(u — up), równanie (4.26) przyjmie postać

^P = 1 (1-Ef)2 , 7pf(u-up)\u-up\l-Ef
l dj £/ 4 dp Ef (4.29)

Powyższe równanie (4.29) umożliwia wyprowadzenie wzoru na siłę oporu Fp, 
a następnie wzoru na unormowany współczynnik oporu fu dla pojedynczej 
cząstki w zespole cząstek. Foscolo [44] podaje relację między siłą oporu po­
jedynczej cząstki a spadkiem ciśnienia w kolumnie fluidyzacyjnej w postaci:

FD =
nd^ Ef ^p 

6 1 — e/ l
(4.30)
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Korzystając dalej z wzoru na siłę oporu:

Fd = mp—(u°(xp, t) - up) (4.31)Ty

i równań (4.29) i (4.30), otrzymano formułę umożliwiającą wyznaczenie unor­
mowanego współczynnika oporu w postaci

fn = fisol^- + W) , (4.32)
lo \ Ef 4 J

która powinna być stosowana dla 6/ < 0.8 [57].
Równanie Erguna jest jednym z wielu równań, które występują w do­

stępnej literaturze opisującej złoża fluidalne. Dla przykładu, Tallmadge [151] 
podaje zależność

T] = m + 4.2^, (4.33)

w której T] i £ zostały zdefiniowane przez (4.28). Równanie (4.33) pozwala 
wyznaczyć unormowany współczynnik oporu jako

= (150^L^- + 4.2//Re^^ ) , (4.34)

18 \ £/ y /

który powinien być stosowany dla 0.1 < < 105.
Opierając się na pracy Wen’a i Yu [159], Di Felice [28, 53] opisuje siłę opo­

ru pojedynczej cząstki w zespole cząstek z wykorzystaniem zmodyfikowanego 
unormowanego współczynnika oporu w następującej postaci:

fD=f°D (4-35)

który jest iloczynem unormowanego współczynnika oporu f^ izolowanej po­
jedynczej cząstki i funkcji wypełnienia g^Ef, Rep) [112, 172], która rozważana 
jest jako tylko funkcja udziału objętościowego płynu Ef i liczby Reynoldsa 
Rep. Analizując dostępne w literaturze różne dane, Di Felice zokreślił postać 
funkcji wypełnienia w następującej formie

(4.36)

gdzie [3 jest funkcją liczby Reynoldsa Rep. Na rysunku 4.5 przedstawiono 
wykładnik p dla wartości liczb Reynoldsa najczęściej spotykanych w rze­
czywistych przepływach. Wartość P wynosi około 3.65 dla małych i dużych
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Rys. 4.5. Wykładnik p jako funkcja Rep [28]

wartości liczb Reynoldsa, a następnie maleje do 3.1 dla Rep = 30. Di Feli- 
ce zaleca dla liczb Reynoldsa z zakresu od 10-2 do 104 użycie następującej 
korelacji empirycznej na wykładnik [3:

P = 3.7-0.65 exp [_ (L5 ~ (4.37)

Obecny stan wiedzy o sile oporu cząstki w zespole cząstek jest ciągle 
niewystarczający i bardzo prymitywny, ale zależność zaproponowana przez 
Di Felice jest zalecana do użycia.

4.3 Model ciągłego oddziaływania cząstek

Zderzenia między cząstkami są dominującym zjawiskiem wpływającym na 
dynamikę gęstych warstw fluidalnych. Podobnie do metody E-E, w metodzie 
„wielofazowej cząstki w komórce” oddziaływania (zderzenia) między cząstka­
mi modelowane są jako ciągły stan naprężeń uciąglonego ośrodka materia­
łu stałego, jakim są cząstki. Postać tensora Tp naprężenia ośrodka stałego 
przedstawia równanie [27, 67]

Tp = (~Pp + ’ up)1 + ^PDp ■
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Jak wskazuje Harris i Crighton [67], ciśnienie (naprężenie normalne) pp ośrod­
ka stałego powinno być monotonicznie rosnącą funkcją objętościowego udzia­
łu cząstek oraz przyjmować wartość zero, gdy 8/ = 1. Ponadto pp powinno 
zabezpieczać przed nadmiernym zmniejszeniem objętościowego udziału płynu 
poniżej krytycznej wartości minimalnej, obserwowanej w przepływach rzeczy­
wistych. Obecnie, metoda MP-PIC opiera się na modelowaniu jedynie części 
izotropowej tensora, tj. Tp = -ppI, gdzie [2, 145, 144, 130, 131]

gP
Pp = Ps

^cp
(4.38)

w którym Ps jest stałą okręślaną w jednostkach ciśnienia, maksymalnym 
objętościowym udziałem cząstek, a |3 jest taką stałą, że 2 < |3 < 5.

Cząstka, pod działaniem obliczonego w oparciu o wzór (4.38) naprężenia 
normalnego, doznaje przyspieszenia Acp, określonego przez wyrażenie

Acp — V • Tp — Vpp, (4.39)
CpPp ^p^p

które stanowi dodatkowy człon w równaniu ruchu cząstki

aP = Dpt^f^p, t) up) + g + Acp, (4.40)

z
DP = • (4.41)

Ty

4.4 Oddziaływanie między płynem a cząstkami

Jeżeli przepływ cząstek materiału stałego i płynu zachodzi bez procesu 
wymiany masy i ciepła między fazami, to jedynym mechanizmem oddziały­
wania cząstek z płynem jest wymiana pędu między fazami. W równaniu ruchu 
cząstki wymiana pędu między płynem a cząstką opisana jest przez składnik 
oporu dynamicznego, który wywiera płyn na cząstkę. W celu wyznaczenia 
właściwej postaci oddziaływania międzyfazowego w równaniu ruchu płynu, 
ośrodek rozproszony w postaci cząstek należy potraktować jak ośrodek cią­
gły, do opisania którego wykorzystuje się funkcję rozkładu v(®> pp, Vp, t) 
rozważaną w teorii kinetycznej [23, 57, 38, 34].
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Przyjęto, że masa każdej cząstki pozostaje stała w czasie (brak wymiany 
masy między cząstkami i płynem), lecz cząstki mogą występować w różnych 
rozmiarach i posiadać różne gęstości. Ewolucja funkcji rozkładu podlega na­
stępującemu równaniu Liouville’a [2, 145, 144, 130, 131]

— + V ■ (yUp) + VUp ■ = 0, (4.42)

gdzie VUp- jest operatorem dywergencji względem składowych prędkości cząst­
ki, a ap określone jest równaniem (4.40).

Funkcja rozkładu y scałkowana po masie mp = ppVp i prędkości up czą­
stek określa koncentrację np cząstek (prawdopodobna liczba cząstek odnie­
siona do objętości jednostkowej w punkcie x i czasie t)

np (x,t) = j J I vdppdVpdup. (4.43)

Wykorzystując funkcję rozkładu można określić udział objętościowy cząstek
jako

Ep (x, t) = y y y yVpdppdVpdup . (4.44)

Po przemnożeniu równania (4.42) przez ppVp i scałkowaniu po masie i 
prędkości cząstek, otrzymano równanie zachowanie masy dla cząstek [145]

+ V • (EpppUp) = 0 ,
C/ L

gdzie up jest średnią prędkością cząstek, określoną jako

Up = z== y y y yppI4wPdPpd^PdwP ,

(4.45)

(4.46)

a średnią gęstość cząstek określona jest jako

Eppp=y y y • (4.47)

Po pomnożeniu natomiast równania (4.42) przez ppVpup i scałkowaniu po 
masie i prędkości cząstek z wykorzystaniem zależności

Up^up- dup = y yap dup, (4.48)
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otrzyma się równanie zachowania pędu dla cząstek w postaci [145]:

Qt (gpPpUp) d- ' (^pPp ^p^p) — Pp 4“ &pPp9 4~ j (4.49)

gdzie
F = /// yppVPDp(uf(xp,t) - Up)dppdVpdup (4.50)

jest międzyfazową funkcją transportu pędu, określającą wymianę pędu między 
płynem a ciągłym ośrodkiem materiału stałego.
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Rozdział 5

Równania ruchu fazy ciągłej

5.1 Definicje i podstawowe prawa
Przepływ wielofazowy charakteryzuje się obecnością nieciągłości własno­

ści fizycznych, które występują na powierzchniach międzyfazowych. Przecho­
dząc przez powierzchnię międzyfazową od jednej fazy do innej fazy, własności 
fizyczne (gęstość, lepkość, itp.) zmieniają swą wartość w sposób nieciągły, 
mimo że wewnątrz danej fazy rozpatrywana własność jest funkcją ciągłą. 
Tak więc dla danej wielkości fizycznej f operację różniczkowania należy tak 
uogólnić, aby można było ją stosować do funkcji nie mających pochodnej w 
zwykłym sensie. Podstawowe wiadomości o funkcjach uogólnionych, wyko­
rzystywane w niniejszej pracy, zawarte są w Dodatku A.

5.1.1 Funkcja charakterystyczna

Niech k będzie podzbiorem zbioru Q. Wówczas funkcję 

Xł(M) =
1 , jeśli x G k
0 , jeśli x E Q\k (5.1)

nazywamy funkcją charakterystyczną lub funkcją wskaźnikową [34, 62, 33].
Funkcja charakterystyczna pozwala na „wyróżnienie” A;—tej fazy, ignorując 

pozostałe składniki mieszaniny wielofazowej.
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Gradient funkcji charakterystycznej

Gradient funkcji charakterystycznej V/fc definiuje się następująco (patrz 
Dodatek A):

y ę(x) Vxfc(a?, i) du = Vą>(x)xk(x, t) du = -j Vy(x) du , (5.2)
Q £2 Q/c

gdzie ęp(se) G C^R") jest funkcją próbną, jest częścią wspólną Q i k- 
tej fazy. Wykorzystując twierdzenie Gaussa do równania (5.2), otrzymujemy 
następującą zależność

du = — / cp(x)nk ds , (5-3)
n

w której dQk jest powierzchnią ograniczającą fc-tą fazę, jest wersorem 
normalnym do d£lk wskazującym kierunek na zewnątrz od fazy k.

Równanie topologiczne

Równanie postaci

— = + W; • Vxfc = 0 ,
di ot (5.4)

gdzie w i jest prędkością powierzchni międzyfazowej, nazywane jest równa­
niem topologicznym [34, 33, 62]. Stanowi ono pochodną materialną z ^k uno­
szoną przez powierzchnię międzyfazową. Wyprowadzenie równania topolo­
gicznego podano w Dodatku B.

5.1.2 Uśrednianie po przestrzeni

Rozważmy kulę o środku w punkcie x, zawierającą płyn (ośrodek ciągły) 
wraz z unoszonymi przez ten płyn cząstkami (rys. 5.1). Zdefiniujmy lokal­
ny układ współrzędnych 131,1)2,113 o początku w punkcie a?, którego osie są 
odpowiednio równoległe z Uśrednione po objętości kuli własności
fizyczne są przypisane dla środka x. Objętość kuli powinna być na tyle duża, 
że dalsze zwiększanie objętości nie powoduje już zmian wartości wielkości 
uśrednionych. Jednakże rozmiary kuli nie powinny być porównywalne z roz­
miarami obszaru objętego przepływem. Ponieważ objętość V kuli składa się
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Rys. 5.1. Objętość kontrolna zawierająca płyn i cząstki [62]

z objętości Vf płynu i objętości Vp cząstek, to w zależności od przyjętej do 
uśredniania objętości, wyróżna się dwa rodzaje uśrednień [24, 62, 133].

Średnia objętościowa z wielkości f(x,t) definiowana jest jako

f(x, t) = f(x + i), i) d^], (5.5)
v

gdzie obszar całkowania V = Vf+Vp nie zależy od czasu t. Jednakże objętości
Vf i Vp będą zależeć od x i t podczas przepływu.

Fazowa średnia objętościowa z wielkości f(x,t) definiowana jest jako

(f}(x,t) = v n / f(x + i\,t) dx^, (5.6)
Vk(X,t) J

gdzie obszar całkowania zależy od czasu i zmiennej przestrzennej. Średnia 
fazowa opisuje średnie własności k-tej fazy uśrednione tylko w obszarze wy­
stępowania tej fazy.

Dla potrzeb dalszej analizy, rozważmy średnią objętościową z

= ^J‘xk(x + n,t)f(x + x\,t) d^ = J /(® + i],i)d®n,

V Vk(^,t)

(5.7)
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ponieważ X* = 1 tylko w obszarze A;—tej fazy. Wykorzystując zależność (1.8), 
równanie (5.7) zapisujemy jako

t) = t) • (f(x, i)). (5-8)

W celu zastosowania metody uśredniania po przestrzeni do równań ruchu, 
należy przedstawić prawa związane z uśrednianiem wyrażeń zawierających 
zmienne i ich pochodne. Szczególnie ważne są relacje między uśrednionymi po 
przestrzeni wielkościami (zmienne i pochodne) i pochodnymi po przestrzeni 
lub czasie ze zmiennych uśrednionych. Reguły te nazywane są jako prawa 
Reynoldsa, Gaussa i Leibnitza [34, 33]:

Reguły Reynoldsa

Ci Ci ,

Cl/1 + C2/2 = C1/1 + C2/2 ,

/1/2 = fih,

gdzie Ci i C2 oznaczają stałe, a /1 i /2 dowolne funkcje. 
W szczególności, jeśli /2 = 1, to /1 = /1.

(5.9)

(5.10)

(5.H)

Reguła Gaussa

XfcV/ = Vxfc/-/fciVxfc, (5.12)

gdzie fki oznacza wartość wielkości braną na powierzchni międzyfazowej.

Reguła Leibnitza

Xfc^ dtlkf / dt ■ (5. 3)

Wyprowadzenie reguł Gaussa i Leibnitza przedstawiono w Dodatku C.
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5.1.3 Cząstki brzegowe

Uśrednione równania ruchu są wynikiem zastosowania praw uśredniania 
do objętości kontrolnej, która jest ograniczona powierzchnią brzegową. Po­
wierzchnia ta może jednak przechodzić przez tzw. cząstki brzegowe [24], które 
znajdują się na brzegu objętości kontrolnej. Cząstki brzegowe odpowiedzialne 
są za zmniejszenie efektywnej powierzchni przepływu płynu przez powierzch­
nię brzegową. Należy więc uwzględnić ich wpływ w procesie transportu pędu 
między poszczególnymi fazami.

Na rysunku 5.2 przedstawiono część powierzchni brzegowej objętości kon­
trolnej. Powierzchnia brzegowa, o polu A = |3Q|, przecina pewną ilość czą­
stek. Całkowite pole Ab powierzchni przecinanych cząstek stanowi powierzch­
nię blokującą, która nie jest dostępna dla przepływu płynu. Dla potrzeb dal­
szej analizy, niezbędnym elementem pracy staje się wyznaczenie udziału po­
wierzchni blokującej w całkowitym polu powierzchni brzegowej, tj. wyzna­
czenie ilorazu który - jak się okazuje - zależy od udziału objętościowego 
cząstek.

Rys. 5.2. Powierzchnia brzegowa wraz z cząstkami [24]
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Zakłada się, że wszystkie cząstki są kształtu kulistego o jednakowym pro­
mieniu rp. Pole powierzchni Ac przekroju pojedynczej cząstki przecinanej 
powierzchnią brzegową określa wzór

’■ = -a2), (5.14)

gdzie ó jest odległością środka cząstki od powierzchni brzegowej. Środki czą­
stek brzegowych znajdują się w przestrzeni wokół powierzchni brzegowej w 
odległości rp po obu stronach powierzchni. Prawdopodobieństwo, że cząstka 
znajduje się w odległości ó od powierzchni określa rozkład jednostajny

i 
2rp 

0
jeśli |ó| < rp 
jeśli |ó| > rp

(5.15)

Jeśli powierzchnia brzegowa przecina N cząstek, to blokująca powierzchnia 
cząstek (całkowita powierzchnia przecinanych cząstek) wynosi

Ab = N
"ł-fp

y "(^-82)/(S) d6. (5.16)

Po uwzględnieniu (5.15) i scałkowaniu powyższej zależności, otrzymano

Ab = N^r2. (5.17)

Liczba N przecinanych cząstek związana jest z koncentracją np cząstek na­
stępującą zależnością

N = 2rpAnp. (5.18)

Po podstawieniu powyższej zależności do (5.17) otzrymujemy

A, 4
-X = rtp-^p, (5.19)
/i o

gdzie iloczyn koncentracji cząstek i objętości pojedynczej cząstki jest obję­
tościowym udziałem cząstek. Tak więc

= (5.20)
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5.2 Uśrednione równania ruchu płynu
Mnożąc kanoniczne równanie ruchu (1.5) przez X/ i dokonując uśred­

niania, otrzymujemy uśrednione równanie ruchu płynu w postaci kanonicz­
nej [34] 

+ V • (XWIW) - V ■ (xf J) - X/P// =
C/ L

_____________________________ (5.21)

= P/V + Ufi ’ Vx/ - J • Vx/ ■
\ U L /

Po wykorzystaniu uśrednionego z py V równania topologicznego, prawa strona 
równania (5.21) redukuje się do postaci

(5.22)

co stanowi źródło powierzchniowe y, wywołane przejściem fazowym i stru­
mieniem J na powierzchni międzyfazowej.

Przyjmując za y, J i / odpowiednie wielkości, otrzymujemy odpowiednie 
uśrednione równania zachowania: 
masy

+ V ■ (X/P/W/) = Ps^fi - Wi) • Vx/, (5.23)
Cz b

i pędu ______
c»XfPfUf + v . = V . lfTf + xfpfg+

ót (5.24)

+(pfufi(ufi - - Tz)Vx/ ■

5.2.1 Definicja zmiennych uśrednionych

Zmienne uśrednione opisują własności makroskopowe płynu z uwzględ­
nieniem obecności w nim innej fazy (np. cząstek stałych). Uzyskuje się w ten 
sposób nowy ośrodek ciągły (płyn), którego własności fizyczne są różne od 
płynu jednofazowego.

Uśredniając funkcję charakterystyczną dla płynu, otrzymujemy jedną z 
ważniejszych wielkości opisujących ośrodek wielofazowy, tzn. udział objęto­
ściowy płynu Ef w postaci:

(5.25)
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Wszystkie pozostałe zmienne uśrednione określone są jako średnie ważone z 
X/ lub z X/P/ i zgodnie z (5.8) definiowane są jako [33, 34]:

• gęstość uśredniona

(p/) = — , (5.26)
£f

• prędkość uśredniona

(5'27)

• uśredniony tensor naprężeń

{Tf) = , (5.28)E/

• uśredniona siła masowa 
(5-29) 

£f\pfl

Obecność powierzchni międzyfazowych zasadniczo zmienia i odróżnia dy­
namikę ośrodka wielofazowego w porównaniu z przepływem płynu jednofa­
zowego. Przepływające przez powierzchnię międzyfazową strumienie masy i 
pędu stanowią źródła powierzchniowe, które odpowiadają za oddziaływania 
między fazami. Powierzchniowe człony źródłowe zdefiniowane są w następu­
jący sposób:

• uśredniony powierzchniowy strumień masy

rf = Pf^Ufi-Wi) • VX/, (5.30)

wynikający ze strumienia masy przepływającej przez powierzchnię mię­
dzyfazową,

• uśrednione powierzchniowe źródła pędu:

1.:
= PfUfi(ufi - wj V// , (5.31)

wynikające ze strumienia pędu masy przepływającej przez po­
wierzchnię międzyfazową,
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2.:
= (5.32)

wynikające z działania naprężeń normalnych i stycznych na po­
wierzchni między fazowej.

Różnica między rzeczywistą (mikroskopową) wielkością nieuśrednioną a 
wielkością uśrednioną definiuje pulsację danej wielkości, oznaczaną tutaj 
przez Pulsacja jest funkcją losową położenia x i czasu t, a jej wartość 
określona jest w sensie probabilistycznym. Dla przykładu, pulsacja prędkości 
i pulsacja ciśnienia określone są jako [34, 133]

uf = Uf — (uf), (5.33)

Pf=Pf~ (Pf) • (5-34)

W odróżnieniu od przepływu jednofazowego, w którym pulsację wynikają 
jedynie z turbulencji, w przepływie wielofazowym pulsację dodatkowo spo­
wodowane są ruchem powierzchni międzyfazowych.
Wykorzystując (5.33) do członu nieliniowego w równaniu (5.24), otrzymujemy

^fPfUfUf = ^fpf (M + uf) + uf) =
(5.35)

gdzie ________
Tv = . (5 36)

tf

5.2.2 Uśrednione równanie ciągłości

Po wprowadzeniu zmiennych uśrednionych, równanie (5.23) przybiera na­
stępującą postać

+ V • (£,(?,)(«/)) = r, . (5.37)
C7 b

W niniejszej pracy rozważany jest płyn lepki (ufi = wj w przepływie bez 
zmian fazowych (Py = 0), którego gęstość jest stała (p/(as, i) = const). Wów­
czas równanie (5.37) redukuje się do postaci

^ + V-(e/(u/)) = 0. (5.38)
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Powyższe równanie można otrzymać również w inny prostszy sposób. Stosu­
jąc bezpośrednio operację uśredniania do iloczynu x/ z V ■ Uf, otrzymujemy

X/V • w/ = V • YfUf ~ ufi • Vx/ = 0. (5.39)

Następnie korzystamy z uśrednionego równania topologicznego (5.4):

+ ufi • • Vx/ = 0 , (5.40)

z którego wynika, że
-Ufi = (5.41)

co po zastosowaniu do (5.39) daje pożądane równanie (5.38). Należy zdawać 
sobie sprawę z tego, że uzyskany przepływ uśredniony nie jest przepływem 
nieściśliwym, ponieważ, zgodnie z równaniem (5.38), dywergencja z uśred­
nionego pola prędkości

1 cl p
V • «uz)) =---U . (5.42)

0-b

5.2.3 Uśrednione równanie zachowania pędu

Uśrednione równanie zachowania pędu dla płynu ma postać

d
+ V • ^f{pf)(Uf)(Uf)) =

(5.43)

= V • (e/((T/) + + Ef(pf)(g) 4- Mf .

Po uśrednieniu równania (1.3), otrzymujemy zależność

(Tf) = + Cu) , / (5-44)

która po podstawieniu do równania (5.43) daje postać uśrednionego równania 
zachowania pędu wykorzystywaną w dalszej analizie, tj.

+ v • =
(5.45)

= -V(E/(p/)) + V • (e/((t/) + Ty)) + £f(Pf)(g) + Mf .
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5.3 Równania zamykające
W celu zamknięcia układu uśrednionych równań ruchu płynu, należy do­

datkowo podać równania zamykające. Należy wyróżnić tutaj równania za­
mykające w postaci praw konstytutywnych i praw transferu [38]. Równania 
konstytutywne opisują własności fizyczne ośrodka, a prawa transferu opisują 
mechanizmy oddziaływania między poszczególnymi fazami.

5.3.1 Efektywny współczynnik lepkości

Wchodzący do równania (5.45) uśredniony tensor naprężeń stycznych 
(ty), będzie modelowany w następujący sposób [24, 7, 71, 10, 38]:

fo) = be + (V(u;))T) , (5.46)

gdzie p.e jest efektywnym współczynnikiem lepkości, który opisuje uśredniony 
przepływ płynu i cząstek jako układu jednofazowego. Efektywny współczyn­
nik lepkości odzwierciedla średnie własności pola prędkości płynu zakłócone­
go obecnością cząstek.

Historycznie pierwszym badaczem, który rozwinął teorię lepkości zawie­
siny cząstek w płynie, był A. Einstein1,2. Rozważał on taką mieszninę płynu 
i sztywnych cząstek, że dynamika pojedynczej cząstki nie wpływała na dyna­
mikę przepływu wokół sąsiednich cząstek. Wówczas wzajemne oddziaływanie 
cząstek na płyn jest sumą oddziaływań poszczególnych cząstek, rozpatrywa­
nych oddzielnie. Równanie Einsteina ma następującą postać 

w którym objętościowy udział cząstek nie powinien przekraczać wartości 0.03. 
Prekursorskie prace Einsteina podlegały następnie dalszym modyfikacjom. 
Poniżej zostaną zaprezentowane wybrane formuły, które określają efektywny 
współczynnik lepkości [38, 10].

1Einstein A.: Eine neune Bestimmung der Molekuldimensionen, Ann. Phys. 19, pp. 289- 
306, 1906

2Einstein A.: Berichtigung zu meiner Arbeit: Eine neune Bestimmung der Molekuldi- 
mensionen, Ann. Phys. 34, pp. 591-592, 1911
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Brinkman3 i niezależnie Roscoe4 przedstawili model opisujący efektywny 
współczynnik lepkości dla małych wartości objętościowego udziału cząstek w 
postaci

3Brinkman H.C.: The viscosity of concentrated suspensions and Solutions, J. Chem. 
Phys. 20, pp. 571-573, 1952

4Roscoe R.: The uiscosity of suspensions ofrigid spheres, Brit. J. Appl. Phys. 3, pp. 257- 
269, 1952

5Mooney M., J. Coli. Sci., No. 6, pp. 162-170, 1951

^ = (1-Ep)-2-5. (5.48)
R/

która, podobnie do równania Einsteina, ma zastosowanie dla niskich wartości 
objętościowego udziału cząstek. Na rysunku 5.3 przedstawiono porównanie 
formuły Einsteina z formułą Brinkmana i Roscoe.

Rys. 5.3. Efektywny współczynnik lepkości dla 
niskich wartości objętościowego udziału cząstek

Dla gęstszych niż ep = 0.05 warstw fluidalnych, oddziaływania między 
cząstkami stają się znaczące i nie można ich pomijać. Jedną z najprostszych 
formuł, jakie mają tutaj zastosowanie, jest równanie Mooneya5

(5.49) 
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w którym Ecp = 0.524-0.74 określa fizycznie maksymalny stopień upakowania 
cząstek.

Dla pęcherzowych warstw fluidalnych, Frankel and Acrivos6 podali nastę­
pującą teoretyczną formułę:

6Frankel N.A., Acrivos A.: On the yiscosity of a concentrated suspension of solid spheres, 
Chem. Engng. Sci., No. 22, pp. 847-853, 1967

7Vand V.: Yiscosity of Solutions and suspensions. I-III, J. Phys. Coli. Chem., No. 52, 

pp. 277-321, 1948

fle _ _9_
Pf 8V ’

gdzie

(5.51)

Rys. 5.4. Efektywny współczynnik lepkości 
dla gęstych warstw fluidalnych

Dla gęstych złóż fluidalnych mogą być również zastosowane: teoretyczna for­
muła podana przez Vanda7

pe /2,5ep + 2,7Ep\ 
pj eXP \ 1 — 0,609ep / (5.52)
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i doświadczalny wzór Eilersa8

8Eilers H.: Die Viskositats-Koncentrationsabhangigheit kolloider System in organishen
Losungsmitteln, Kolloid Zeitschrift, No. 102, pp. 154-169, 1943

9Graham A.L.: On the viscosity of suspensions of solid spheres, Applied Scientific Re­
search, No. 37, pp. 275-286, 1981

(5.53)

Wykresy ilorazów efektywnego i dynamicznego współczynnika lepkości 
otrzymane ze wzorów (5.49), (5.50), (5.52) and (5.53) przedstawiono na ry­
sunku 5.4, gdzie przyjęto = 0.6.

Rys. 5.5. Efektywny współczynnik lepkości w pełnym 
zakresie zmienności objętościowego udziału cząstek

W rzeczywistych przepływach fluidalnych, objętościowy udział cząstek 
przyjmuje wartości z całego dopuszczalnego zakresu zmienności, tzn. ^p G (0, ^cp) 
Formułę dla całego zakresu podali: Graham9

1 \ 1 1 
l + 0.5y/\y 1 + V (l + v)2
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gdzie y jest zdefiniowane przez (5.51), i Ishii10

10Ishii M.: One-dimensional drift-flux model and constitutine eąuations for relative mo- 
tion between phases in various two-phase flow regimes, Argonne National Laboratory Re­
port, ANL-77-47, 1977

fie 

fi/
(5.55)

Równania (5.54) i (5.55) przedstawiono na rysunku 5.5.

(5.56)
Tfn ds^,

5.3.2 Mechanizm międzyfazowej wymiany pędu

Mimo, że w literaturze, m. in. [33, 34, 82, 83, 88, 171, 38, 68, 39, 84, 169, 
15, 93, 147], przedstawiane są różne, często sprzeczne mechanizmy wymiany 
pędu między fazami, to w niniejszej pracy prezentowany jest mechanizm, 
oparty na istotnych własnościach zjawiska fizycznego oddziaływania między 
płynem a cząstkami [24],

Rozważaniu podlega tutaj powierzchniowe źródło pędu (5.32), które z 
definicji uśredniania ma postać

My = =

Tf(x + n, + n, (=3) v
V Si

gdzie Si jest powierzchnią płynu otaczającą cząstki wewnątrz objętości V, n jest wersorem normalnym wskazującym kierunek na zewnątrz płynu (rys. 5.6). 
Powierzchnia Si składa się z powierzchni Sn cząstek znajdujących się całko­
wicie w objętości V, i części powierzchni Sn, cząstek brzegowych wewnątrz 
objętości V, przecinanych powierzchnią S, będącej brzegiem V.

Wstawiając związek (1.3) do (5.56), otrzymano

y Tfn ds = -iy pfln ds+^Jxfn ds , (5.57)
Si Si Si

a b

gdzie składniki a i b są powierzchniowymi źródłami pędu, odpowiednio wy­
wołanymi działaniem ciśnienia i naprężeń stycznych na powierzchni między­
fazowej .
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5.3. Równania zamykające

Rys. 5.6. Definicja powierzchni

Po wykorzystaniu zależności (5.34), składnik a równania (5.57) przyjmuje 
postać

y pfln ds = yy {Pf)^n ds + yy pfln ds , (5.58)

Si Sn, Si

ponieważ całka z uśrednionego ciśnienia po powierzchni cząstek znajdują­
cych się całkowicie w objętości kontrolnej jest równa zero. Druga całka po 
prawej stronie równania (5.58) stanowi część siły dynamicznej (oporu i no­
śnej) pochodzącej od naprężeń normalnych, działającej ze strony płynu na 
cząstkę.

Całkę po powierzchni cząstek brzegowych przekształca się do postaci

Vy ds = 7y (Pf^no ds ( =0) 

Sib sb
(5.59)

= £p(Pf^n0 ds V • (ep(p/)I) dv .
s v

Jeśli objętość kontrolna V jest mała, to ostatnia całka równania (5.59) może
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być zapisana jako

V • ^P{PfW dn = . (5.60)
v

Zatem, składnik a równania (5.57) przybiera postać

y Pfln ds = -V(ep(p/)) - yy Pfln ds . (5.61)
St Si

Następnie przedstawioną procedurę stosuje się odpowiednio do członu b 
równania (5.57), otrzymując

yy t/ n ds=v • (£P(t/))+yy ^s, (5.62)
Si Si

gdzie ostatnia całka jest częścią siły dynamicznej od naprężeń stycznych. Cał­
ka po powierzchni cząstek z pulsacji ciśnienia i naprężeń stycznych definiuje 
siłę dynamicznego oddziaływania płynu i cząstek, tj. [24]

y y + T/)n ds = -F , (5.63)
Si

gdzie F, określone równaniem (4.50), jest członem odpowiadającym za wy­
mianę pędu między fazami w postaci siły dynamicznej, tj. siły nośnej i siły 
oporu.

Zatem wyrażenie Mf na powierzchniowe źródło pędu przyjmuje postać

Mf = + V • (Ep^/)) - F, (5.64)

które, po podstawieniu do równania (5.45), daje

d
+ V • (Ef<P/) W W) =

(5.65)

= -^{Pf) + V • ((xf) + EfT^ + - F.
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5.3.3 Modyfikacja turbulencji płynu przez cząstki

Ilościowo ruch turbulentny płynu charakteryzowany jest przez kinetyczną 
energię turbulencji i prędkość (intensywność) dysypacji kinetycznej energii 
turbulencji. Obecność cząstek materiału stałego w przepływie modyfikuje 
turbulencję płynu. Elghobashi w pracy [37] sklasyfikował rodzaje modyfika­
cji turbulencji płynu przez cząstki. Na rysunku 5.7, na którym jest czaso-

Rys. 5.7. Klasyfikacja modyfikacji turbulencji 
płynu przez cząstki materiału stałego [37]

wą skalą Kołmogorowa, Te jest czasową skalą dla dużych struktur wirowych 
w przepływie, przedstawiono podział przepływów w zależności od rodzaju 
występującego oddziaływania między cząstkami a turbulencją płynu.

W przepływie, dla którego ep < 10-6, obecność cząstek nie modyfikuje 
turbulencji płynu, ponieważ ilość występujących cząstek jest znikomo mała. 
Oddziaływanie między cząstkami a płynem ma charakter sprzężenia jednokie­
runkowego, w którym jedynie dynamika płynu wpływa na dynamikę cząstek, 
lecz cząstki nie zmieniają turbulencji płynu.

Dla 10-6 < ep < 10~3 koncentracja cząstek jest na tyle znacząca, że 
zachodzi proces dwustronnej wymiany pędu między płynem a cząstkami. 
Oddziaływanie to ma charakter sprzężenia dwukierunkowego. Zmniejszając 
Ty, tj. zmiejszając średnicę cząstki i pozostawiając pozostałe wielkości stałe, 
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5.3. Równania zamykające

zwiększamy powierzchnię ośrodka rozproszonego, co prowadzi do zwiększenia 
dysypacji kinetycznej energii turbulencji. Zwiększając Ty, zwiększamy Rep, 
gdzie przy Rep > 400 powstają struktury wirowe w strudze nadążającej 
za opływaną cząstką, przez co następuje zwiększenie produkcji kinetycznej 
energii turbulencji.

Przepływy z 8P > 10-3 nazywane są przepływami gęstymi, dla których 
występuje sprzężenie czterokierunkowe. Oprócz sprzężenia dwukierunkowego 
między płynem a cząstkami, występują tutaj wzajemne zderzenia między 
cząstkami. Dla ep —> 1 otrzymujemy tzw. ośrodek granularny, w którym płyn 
i cząstki należy traktować wspólnie jako jeden ośrodek ciągły.

W pracach Gore’a i Crowe’a [61, 60] oraz Hetsroni’ego [69] podkreśla 
się, że dla dp < 0,lZe, gdzie le jest przestrzenną skalą dla dużych struktur 
wirowych w przepływie, zachodzi proces wzmożonej dysypacji turbulencji 
płynu (rys. 5.8).
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Rys. 5.8. Względny stopień turbulencji w zależności [61]

Numeryczne wyznaczenie pełnego spektrum skal turbulencji wymaga uży­
cia metody bezpośredniej symulacji numerycznej (DNS). Niestety, metoda 
DNS jest czasochłonna, tak więc nie jest przydatna dla szybkich obliczeń. 
Rozwiązaniem problemu wydaje się zastosowanie modelu k — 8 z tak zmody­
fikowanymi równaniami modelu turbulencji, aby uwzględniały one obecność 
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cząstek materiału stałego [25, 117, 9, 70, 129, 123]. Jednakże model k — E wy­
maga wprowadzenia do obliczeń dodatkowych dwóch równań, co nie zawsze 
jest efektywne pod względem obliczeniowym.

W literaturze, m. in. [48, 158, 162, 4], do modelowania turbulencji w 
przepływie płynu i cząstek, coraz częściej wykorzystywana jest metoda LES 
(od large eddy simulation), która jest już powszechnie stosowaną metodą 
modelowania turbulencji dla przepływów jednofazowych [92, 107, 51, 80, 52, 
111, 137, 47, 141]. Metoda LES łączy metodę bezpośredniej symulacji nume­
rycznej (DNS), która nie zawiera żadnych zamykających modeli turbulencji, 
oraz elementy metody Reynoldsa (RANS), gdzie wykorzystuje się technikę 
uśredniania po przestrzeni. Duże struktury, wynikające bezpośrednio z geo­
metrii przepływu, wyznaczane są bezpośrednio, podczas gdy modelowaniu 
podlegają mniejsze skale w przepływie, które - jak się uważa - mają naturę 
uniwersalną i nie zależą od geometrii i charakteru przepływu turbulentnego.

Dla przepływu jednofazowego procedura uśredniania po przestrzeni rów­
nań ruchu prowadzi do otrzymania dodatkowych wyrażeń, tj. tensora naprę­
żeń struktur drobnoskalowych, który należy następnie odpowienio zamode- 
lować. Podobnie dla przepływu wielofazowego, w równaniu (5.65) otrzymano 
tensor naprężeń struktur drobnoskalowych w postaci

(5.66)

który dla E/ —> 1 przechodzi w tensor naprężeń struktur drobnoskalowych 
dla przepływu jednofazowego. W celu zamknięcia układu równań ruchu pły­
nu, tensor xv należy następnie wyrazić przez zmienne, które występują w 
rozważanych równaniach ruchu płynu. Na podobieństwo do metody LES dla 
przepływu jednofazowego, tensor xv jest wyrażony w postaci

gdzie

= |tr(rv)I + 2^0; , 
O

(5.67)

(5.68)

Df = \ (yuf + (vmt), (5.69)

i Cs G (0.005,0.05) [148], dla przestrzeni trójwymiaro­
wej. Jednak w dalszej części pracy, do modelowania przepływu fluidalnego w 
przestrzeni dwuwymiarowej przyjęto Cs = 0.
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Jednocześnie należy podkreślić, że problem modelowania turbulencji w 
przepływach wielofazowych jest niewspółmiernie bardziej skomplikowany niż 
dla przepływów jednofazowych, ponieważ tensor naprężeń struktur drobno- 
skalowych jest modulowany tutaj przez

1. pulsacje wywołane przez turbulencję, występującą w każdej fazie,

2. pulsacje wywołane rozkładem cząstek materiału stałego w objętości.

Dla przepływu jednofazowego objętość uśredniającą można uczynić tak 
małą, że struktury drobnoskalowe mogą osiągnąć stan uniwersalny (z wyjąt­
kiem obszarów przyściennych i obszarów objętych dużymi gradientami pręd­
kości). Jeżeli objętość uśredniająca w przepływie wielofazowym ulega zmniej­
szeniu, to pulsacje wywołane rozkładem cząstek materiału stałego w objętości 
uśredniającej ulegną zwiększeniu. Wskazuje to na istnienie nieuwzględnio- 
nych wcześniej dodatkowych skal przestrzennych, z których pierwsza skala 
charakteryzuje przestrzenny rozkład ośrodka rozproszonego, a druga skala 
charakteryzuje turbulencje danej fazy. Tak więc sformułowanie praw zamy­
kających turbulencję dla przepływu wielofazowego jest niezwykle trudne.

5.4 Zestawienie równań ruchu
W niniejszym podrozdziale zostaną zapisane wybrane - wcześniej wpro­

wadzone - równania ruchu dla płynu i cząstek.
Ruch cząstki określony jest przez następujące równania

= up(l), (5.70)
CU

( Ł et 
dp — i, — + 9 + -^cp 7 (5*71)

CU

gdzie
Dp = —e?3'5, fD = 1 + O.15Re0'687, (5.72)

W
1 82

Acp =------- Vpp, pp = Ps------—. (5.73)
8ppp Sep - 8p
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Ruch płynu opisują następujące równania11

nw celu uproszczenia zapisu, w dalszej części pracy pomija się () dla oznaczenia zmien­
nych uśrednionych

dEf / X— + V • (ey«y) = 0 , (5-74)

£/ = -VPf + V • [vc (Wy + (V-Uy)T)] - — F , (5.75) 
p/

gdzie
p, = a

pi
(5.76)

jest ciśnieniem kinematycznym płynu, a

Pe 4“ P.s
P/

(5.77)

jest całkowitym kinematycznym współczynnikiem lepkości płynu.
Za efektywny współczynnik lepkości pe przyjmuje się zgodnie z formu­

łą (5.55) wyrażenie
Pe
My

duf .+ (Uy •

W obliczeniach dla przestrzeni dwuwymiarowej przyjęto Cs = 0, co oznacza 
ps = 0. Siła F określona jest przez równanie (4.50):

III ^Pp^p^p^f (
xp,t) — UpjdppdtędWp

Postać niezachowawcza równania (5.75) wynika z wykorzystania równania 
(5.74) do równania (5.65), które jest zapisane w postaci zachowawczej [136].
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Rozdział 6

Metoda numeryczna 
rozwiązywania równań ruchu

6.1 Sprzężenie ruchu płynu i cząstek
Równanie ruchu płynu (5.75) i równanie ruchu cząstki (5.71) są sprzę­

żone przez udział objętościowy Ey i siłę F oddziaływania międzyfazowego. 
Przez przekształcenie wyrażenia na siłę F, uzyskuje się równanie ruchu pły­
nu w formie dostosowanej do obliczeń numerycznych. W niniejszej pracy, oba 
równania ruchu zostają sprzężone niejawnie, a uzyskane jedno równanie wy­
nikowe zawiera parametry opisujące zarówno płyn, jak i cząstki. Sprzężenie 
równań ruchu płynu i cząstek przeprowadzane jest po dyskretyzacji równań.

Równanie (5.75), zdyskretyzowane w przestrzeni i po czasie uogólnionym 
schematem Cranka-Nicholsona, przyjmuje dla czasu t"+1/2, gdzie tn = nAt, 
n = 0,1,2,... i At jest krokiem czasowym, następującą postać

,n+l 
f

— u"
At

I / TZ-J-1/2 yy X n+1/2
+ -Vh)uf = -vhPf+1/2 + evh • [v” ^hunf+1

+ (V/l^+1)T)] + (1 - 0)Vh • [v? ^hunf + (Vhunff)] - -Fn+1,

(6-1) 

67



6.1. Sprzężenie ruchu płynu i cząstek

gdzie 0 G (0,1), indeks h oznacza operator różnicowy odpowiedniego opera­
tora różniczkowego, a pp+1/2 jest tak dobrane, aby spełnione było zdyskre- 
tyzowane równanie ciągłości

e”+1 — En
~~Kt ^^(e/*1^1^0- (6.2)

Nieliniowy człon konwekcyjny (u^+1^2 • V)u”+1^2 w równaniu (6.1) aproksy- 
muje się jako

(u"+1/2 • V)u”+1/2 = 0(u • V)«7+1 + (1 - 0)(u? • V)unf , (6.3)

gdzie
u = 3u™ — 3u"-1 + u^2 (6.4)

aproksymuje it"+1 z rzędem dokładności O((A£)3) i wynika z zastosowania 
rozwinięcia u^+1 w szereg Taylora wokół u".

Po wprowadzeniu prędkości cząstki
= 1 + ^At b; + + s + a;«)] , (6.5)

wyznaczonej z niejawnie zdyskretyzowanego równania (5.71), do wyrażenia 
określającego F"+1 [144, 130]

1 NpE [pp^S^^^ - <■)] , (6.6)
P=1

równanie (6.1), po odpowiednich przekształceniach, przyjmuje następującą 
postać:

^+1 + (U/+V2 ' v^+1/2 + Hfu^+1 = -VhPj+1/2 + Gf+

+0Vh • [vg + (V^+1)T)] + (1 - 0)Vh • [v" (V^ + (V/l«7)T)] ,

(6-7)
gdzie

1 A
’ P/(l + OJAi) - ’ (6-8)

Gf =
[u; + A4(9 + aj‘)]} (6.9)

P/(l + D^t)

Równanie (6.7) łączy w sobie równanie zachowania pędu dla cząstki i płynu.
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6.1.1 Funkcja interpolująca

Oddziaływania między pojedynczą cząstką a płynem oraz między pozo­
stałymi cząstkami wyznacza się na siatce numerycznej. Mimo, że do określe­
nia oddziaływania między płynem a cząstką można zastosować inną siatkę 
niż do wyznaczania oddziaływania między cząstkami, to w niniejszej pracy 
stosuje się tę samą siatkę, na której wykonuje się obliczenia dotyczące płynu. 
Własności fizyczne przynależne cząstce, tj. gęstość, objętość, prędkość, itp., 
interpoluje się na węzły siatki, na której wyznacza się odpowiednie oddziały­
wania. Następnie, oddziaływanie w postaci siły, odpowiadającej za wzajemne 
zderzenia między cząstkami, interpoluje się z węzłów siatki na cząstkę. Pro­
cesowi interpolacji z węzłów siatki na cząstkę podlegają również zmienne 
wykorzystywane do rozwiązywania równań ruchu cząstki, tj. prędkość płynu 
i objętościowy udział cząstek.

Interpolacja na i z węzłów siatki wykonywana jest przy użyciu funkcji in­
terpolującej. Dla przestrzeni trójwymiarowej funkcja interpolująca S3D okre­
ślona jest jako [130, 131, 144, 145, 42]

= S^Sj^S^z), (6.10)

oraz dla przestrzeni dwuwymiarowej

S^) = S^S^y), (6.11)

gdzie
r ~ D-i i / \---------- gdy r & (n-i, n), 
n - ri-i

Si(r) = < r “ A ( \---------- gdy r G n, rz+i), 
ri - rt+1

(6.12)

0 gdy r ,

w którym l wskazuje węzeł ri siatki. Funkcja interpolująca przyjmuje 
w węźle {ijk} wartość 1, a następnie tak maleje liniowo, że w węzłach są­
siednich do węzła (ijk} i obszarze poza nimi przyjmuje wartość 0. Funkcja 
interpolująca S379 jest tak określona, że

8

t=l

(6.13) 
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gdzie xp jest punktem znajdującym się wewnątrz sześcianu, którego wierz­
chołkami są węzły siatki, numerowane przez wskaźnik W dalszj części pracy 
funkcję interpolującą oznaczono przez S, nie precyzując wymiaru przestrzeni, 
do której się ona odnosi.

Dowolną wielkość fizyczną, która charakteryzuje cząstkę, można interpo­
lować na węzły siatki. Dla przykładu, prędkość upijk cząstki w węźle (ijk) 
wyraża się jako

NP

Upijk — 'U>pSjjk('Bp) ■ (6.14)
p=i

Objętościowy udział cząstek Epijk w węźle (ijk) siatki dany jest wyraże­
niem

i Np

&pijk Ty g^p^ijk (^p) , (6.15)
Vijk p=l

w którym Vijk jest objętością komórki (ijk) siatki numerycznej, a Ng jest 
liczbą cząstek, jaką reprezentuje w obliczeniach p-ta cząstka. Objętościowy 
udział płynu Efijk w węźle (ij k) siatki oblicza się następnie jako

Efijk 1 ^pijk • (6.16)

Dowolne ciągłe pole można interpolować na cząstkę. Dla przykładu, pręd­
kość Ufp płynu w położeniu xp p-tej cząstki określona jest jako

8

ufp = Uf^S^xp), (6-17)
t=i

gdzie £ numeruje węzły siatki komórki numerycznej, w której znajduje się 
p-ta cząstka.

6.2 Metoda rzutowania
Metoda rzutowania ^projection method} jest taką metodą numeryczne­

go modelowania nieściśliwego przepływu jednofazowego, która eliminuje z 
równań ruchu płynu ciśnienie, często kłopotliwe i trudne do wyznaczenia. 
Podstawą do opracowania metody rzutowania jest twierdzenie Helmholtza- 
Hodge’a [20, 122], według którego dowolne pole wektorowe u G L2(^) można 

— 70 —



6.2. Metoda rzutowania

przedstawić w sposób jednoznaczny w postaci sumy dwóch pól wektorowych: 
pola bezźródłowego u G £2^) i pola bezwirowego tj.

u = u + V<h, (6.18)

z
V • u = 0 w Q,
u • n = 0 na <9Q, (6.19)

V x = 0 .
Ponieważ

y u • dV = 0 , (6.20)

o
to mówi się, że pola u i są ortogonalne.

Klasyczna metoda rzutowania, pierwotnie przedstawiona przez Chori- 
na [19] i niezależnie przez Temama [152] dla nieściśliwego przepływu jed­
nofazowego płynu lepkiego, polega na zastosowaniu tw. Helmholtza~Hodge’a 
bezpośrednio do zdyskretyzowanego równania Naviera-Stokesa

unf+1 + V(AtF;+1) = unf + AtA(unf) = un+1, (6.21)

gdzie
V • unf^ = 0, V x V(AhP;+1) = 0 (6.22)

i
A(uf) = vkuf — (uf ■ V)Uf . (6.23)

Z równania (6.21) wynika jednocześnie równanie

un+1 — unf
-----7“ = A^) 6.24)

określające ewolucję w czasie prędkości pośredniej u i nie zawierające ci­
śnienia. Obliczoną w ten sposób prędkość pośrednią un+1, która nie spełnia 
równania ciągłości (V-u"+1 0) dla przepływu nieściśliwego, należy następ­
nie tak skorygować, aby uzyskać pole prędkości it™+1, które będzie spełniać 
równanie ciągłości i równanie zachowania pędu. W celu wykonania korekcji 
prędkości pośredniej wykorzystuje się tw. Helmholtza-Hodge’a, które zapi­
suje się w postaci następującego równania korekcji:

= u^1 - A^V$n+1, (6.25) 
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gdzie $ jest tzw. funkcją rzutującą (korygującą), której celem jest sprowa­
dzenie (zrzutowanie) prędkości pośredniej na podprzestrzeń funkcji bezźró- 
dłowych. Funkcja rzutująca określona jest przez równanie Poissona

= _Lv ■ un+1 
At (6.26)

które wynika z równań (6.25) i (6.22). Metoda rzutowania jest powszechnie 
stosowana do modelowania nieściśliwych przepływów jednofazowych [90, 17, 
122, 8, 175, 35, 135, 106].

W niniejszej pracy, do rozwiązywania równań (6.2) i (6.7) ruchu płynu, 
zastosowano odpowiednio przystosowaną metodę rzutowania [130, 131]. Na 
podobieństwo do metody rzutowania dla przepływu nieściśliwego, do rozwa­
żań wprowadza się równanie korekcji [130, 131]

,n+l 
7 At

= _ v<f>n+1, (6.27)

gdzie u = (u, v, w) jest prędkością pośrednią, a jest skalarną funkcją rzutu­
jącą, której wartość będzie tak dobrana, aby zachodziło równanie (6.2). Jeżeli 
wyznaczoną z równania korekcji (6.27) prędkość płynu u”+1 wprowadzi się 
do równania (6.7) i przyjmując, że

VP"+1/2 = V$n+1 + + 0^(0 • V) W^1
E/ £f

\7$71+1 
„n+1

(6.28)

to równanie (6.7) zapisuje się w następującej postaci

,n+l 
7

un^ — u1}
----- + 0(ń - Vh)un+1 + (1 - + Hfun+i =Gf+

+e^h • [v£ (Y^"4-1 + (V/Ju"+1)T)] + (1 - 0)Va • [v" (yhunf + (V/i^)T)] .
(6.29)

Z równania (6.29), które nie zawiera gradientu ciśnienia, i odpowiednich 
warunków brzegowych wyznacza się prędkość pośrednią źźTł+1, która podlega 
później korekcji.
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Wykorzystując równanie korekcji (6.27) w równaniu ciągłości (6.2), otrzy­
mujemy równanie Poissona na funkcję rzutującą

At
Ef ~£f 

At
(6.30)+ V • (e^1 u"+1j

Warunki brzegowe dla równań (6.29) i (6.30) zostaną podane w podrozdzia­
le 6.2.1. Po wyznaczeniu ii"+1 i $n+1, obliczamy z zależności

u”+1 = un+1 - ~ WA+1 , (6.31)
ef

która wynika z przekształcenia równania korekcji. Wyznaczona w ten spo­
sób prędkość spełnia równanie (6.2), a dodatkowo z równania (6.28) można 
wyznaczyć gradient ciśnienia.

6.2.1 Warunki brzegowe

W celu rozwiązania równania (6.29), należy podać wartość un+1 na brzegu 
dCł obszaru obliczeniowego Q. Odpowiednie warunki brzegowe mają postać:

1. dla ścianki sztywnej i ruchomej oraz wlotu przyjmuje się warunek brze­
gowy w postaci Dirichleta [17]

+ (6.32)
e/

gdzie Uf = 0 dla ścianki sztywnej oraz Uf(x,t) 0 dla wlotu,

2. dla wylotu następujące warunki

• dla składowej normalnej do wylotu

on

A $

= —wylot dn £f
(6.33)

wylot

gdzie n jest wersorem normalnym do i przyjęto, że

a
■ “l+,) = 0, 

wylot
(6.34)
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• dla składowych stycznych do wylotu

t-u^\ t ]t, (6.35)\ wylot 1 I wylot ' ' 7

gdzie t jest wersorem stycznym do i przyjęto, że

t-u7ul , =0. (6.36)J l wylot K 7

Warunki brzegowe dla równania (6.30) mają następującą postać

1. dla ścianki sztywnej i ruchomej (i • Uf 0 i n ■ Uf = 0) [17]

n . v$”+1 = 0 , (6.37)

2. dla wlotu
$"+1 = 0 , (6.38)

3. dla wylotu

n • V$n+1 = —V / e^u71^ n dS+ 
AoAt J f

wylot

(6.39)

+ y E^u^ndS+^j Enf+1 dV , 

wlot Q
gdzie Ao jest polem powierzchni wylotu.

Warunek (6.39) wynika z wykorzystania równania ciągłości (5.74) w postaci 
całkowej

Ef dV = -EfUf-n dS, (6.40)
O 30

do scałkowanej po powierzchni wylotu składowej normalnej równania korekcji

y ^'u^-ndS- y E^1un+1.ndS = -Mn-V$’l+1, (6.41)

wylot wylot

gdzie przyjęto
n ■ V$"+1 \wyiot = const. (6.42)
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6.3 Metoda dekompozycji kierunków operato­
ra różniczkowego

W przypadku, gdy należy wyznaczyć rozwiązanie numeryczne wielowy­
miarowego zagadnienia niestacjonarnego, możliwe jest zastosowanie metody 
polegającej na wyznaczeniu rozwiązania danego zagadnienia przez rozwią­
zanie ciągu zadań prostszych, dla których znane są efektywnie szybkie i 
ekonomiczne algorytmy numeryczne. Wszystkie metody realizujące reduk­
cję bardziej złożonego zagadnienia do układu zadań o mniej skomplikowanej 
strukturze nazywane są metodami dekompozycji.

Ważny etap w rozwoju metod dekompozycji stanowi metoda naprzemien­
nych kierunków (ADI od altemating direction implicit) oparta na jednorod­
nej aproksymacji, której autorami są Peaceman [132], Douglas [30, 32] i Rach- 
ford [31]. Obecnie znanych jest wiele modyfikacji tej metody [41, 21, 1, 109].

W klasie metod dekompozycji najbardziej uniwersalną, jeśli chodzi o za­
stosowania, jest metoda dekompozycji kierunków operatora różniczkowego. 
Metoda ta jest do szybkich obliczeń numerycznych atrakcyjną i konkuren­
cyjną alternatywą dla metod naprzemiennych kierunków, gdyż oparta jest 
na niejednorodnej aproksymacji zagadnienia wejściowego. Istota metody za­
wiera się w pomyśle polegającym na zastąpieniu danego operatora równania 
wielowymiarowego przez układ operatorów o prostszej strukturze, przy czym 
dopiero pełny układ równań dyskretnych spełnia warunki aproksymacji i sta­
bilności. Prekursorami metody dekompozycji kierunków operatora różniczko­
wego byli Yanenko [163, 164, 165, 166], Baker [6], Oliphant [125], Brian [16], 
Marchuk [114, 113].

Ponieważ najwięcej uwagi poświęcono w literaturze zastosowaniom metod 
dekompozycji do rozwiązywania zagadnień opisywanych za pomocą operato­
rów, które można przedstawić w postaci sumy dwóch (lub trzech) operatorów 
o prostszej strukturze, to w niniejszej pracy metoda dekompozycji kierunków 
operatora różniczkowego będzie przedstawiona w ten sposób i dla uproszcze­
nia zapisu w przestrzeni dwuwymiarowej.

Równanie (6.29), do którego stosuje się metodę dekompozycji kierunków 
operatora różniczkowego, można zapisać w następującej postaci operatoro-

— 75 —



6.4. Algorytm numeryczny metody „wielofazowej cząstki w komórce”

wej:

e/ ----- + Ly^ ’w") = Gf - Hf^ ’ (6-43)

gdzie Lx i Ly są operatorami różnicowymi odpowiednio względem zmiennych 
przestrzennych x i y. Metoda dekompozycji operatora różniczkowego polega 
na zastąpieniu równania (6.43) układem równań

.,un+1/2~unf z ,1/9
e7 ------ 77---- -  + Lx{un+1/\unA = 0

J /At J
, (6.44)

r.n+i _ j^n+1/2
e?+1------- —-------+ fr|1/2) = Gf- Hfun+1

LAL
gdzie w każdym równaniu występują jedynie pochodne po wybranej niezależ­
nej zmiennej przestrzennej. Korzyści z tak zapisanego układu równań ujaw­
niają się natychmiast podczas numerycznego rozwiązywania poszczególnych 
równań. Problem rozwiązania każdego z równań układu (6.44) jest zagadnie­
niem brzegowym, w którym występują jedynie pochodne po jednej zmiennej. 
Zatem z numerycznego punktu widzenia, zagadnienie rozwiązania równania 
(6.43) w przestrzeni dwuwymiarowej redukuje się do rozwiązywania równań 
jednowymiarowych dla każdego z kierunków w przestrzeni. Następnie, niesta­
cjonarne jednowymiarowe nieliniowe zagadnienia brzegowe zdyskretyzowane 
w sposób niejawny, sprowadza się do rozwiązania układu równań liniowych z 
wykorzystaniem szybkiego bezpośredniego algorytmu rozwiązywania macie­
rzy trój przekątniowej [21, 72].

6.4 Algorytm numeryczny metody „wielofazo­
wej cząstki w komórce”

Metoda „wielofazowej cząstki w komórce” (MP-PIC od multiphase particle- 
in-cell), której autorami są Andrews, O’Rourke [2] i Snider [144, 145], jest 
metodą modelowania przepływu wielofazowego z występującym ośrodkiem 
ciągłym, którym jest płyn, oraz ośrodkiem rozproszonym, którym są cząstki 
materiału stałego.

Ośrodek rozproszony występuje w postaci dyskretnych cząstek, które po­
ruszają się zgodnie z drugim prawem Newtona. W rezultacie w tak przyjętej 
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metodzie Lagrange’a, gdzie każda pojedyncza cząstka charakteryzowana jest 
przez własne indywidualne cechy (gęstość, rozmiar, prędkość, itp.), uzyski­
wany przepływ dla ośrodka rozproszonego jest przepływem prawdziwie wie­
lofazowym. W obliczeniach numerycznych pojedyncza cząstka obliczeniowa 
reprezentuje pewną liczbę Ng cząstek o jednakowych własnościach. Ponie­
waż w przepływie rozpatrywanym w niniejszej pracy nie występują procesy 
związane z wymianą masy między cząstkami, to liczba Ng cząstek zgrupowa­
nych w pojedynczej cząstce obliczeniowej jest stała w czasie, co jest zgodne 
z zasadą zachowania masy dla ośrodka rozproszonego.

Z drugiej strony, wszelkie wzajemne oddziaływania między cząstkami a 
płynem i pozostałymi cząstkami wyznaczane są w taki sposób, jak gdyby 
ośrodek rozproszony był ośrodkiem ciągłym, opisywanym metodą Eulera. Do 
rozważań wprowadza się siatkę numeryczną, na węzły której interpolowane 
są odpowiednie własności cząstek, w celu wyznaczenia oddziaływań ciągłych 
między cząstką a płynem i pozostałymi cząstkami. Wyznaczenie oddziaływa­
nia między cząstkami, odpowiadającemu ich wzajemnym zderzeniom, polega 
na obliczeniu na siatce gradientu naprężenia normalnego dla ośrodka rozpro­
szonego. Naprężenie normalne, dane przez pewną funkcję skalarną zależną od 
objętościowego udziału cząstek, określone jest w taki sposób, aby w przepły­
wie wartość objętościowego udziału cząstek nie przekraczała wartości mak­
symalnej, zwykle przyjmowanej na 0,6. Składowe gradientu, interpolowane z 
węzłów siatki na cząstkę, determinują tym samym jej dynamikę.

Metoda MP-PIC, łącząc w sobie elementy metody Lagrange’a i meto­
dy Eulera, zwiększa efektywność obliczeniową. Oddziaływania międzyfazowe 
i zakres modelowanych wartości objętościowego udziału cząstek odpowiada 
metodzie Eulera. Traktowanie cząstek stałych jako cząstek dyskretnych od­
powiada metodzie Lagrange’a.

Autor niniejszej pracy zaproponował zastosowanie metody MP-PIC przed­
stawionej przez Patankara i Josepha [130, 131].

Obliczenia z wykorzystaniem metody „wielofazowej cząstki 
w komórce” przebiegały następująco:

Równania ruchu zostały zdyskretyzowane metodą różnic skończonych. 
Obszar obliczeniowy pokryty był prostokątną siatką numeryczną o równo­
miernym kroku Aa; = Ay = A^ = h. Wartości wszystkich zmiennych skalar­
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nych i składowych wektorowych znajdują się w tych samych węzłach (i,j, k) 
siatki numerycznej.

Dla znanych wartości je”, up, e”, uf, danych w czasie tn = nAt, 
gdzie n — 0,1,2,..., z xf, uf, uf określonymi przez warunek początkowy, 
rozwiązanie dla n + 1-szego kroku czasowego obliczane jest w następujących 
etapach:

Etap 1 Obliczenia nowego położenia cząstek i udziału objętościowego

1° obliczenie ce”+1 dla każdej cząstki:

żp^Ą + Atf^+^ad (6.45)

= Sp1 + (A^’) + A^p1)) . (6.46)

2° obliczenie A."*1 dla każdej cząstki:

2 / / At W
= (A^ + ’ (6-47)

3° obliczenie Ep+1 i e"+1
dla przestrzeni trójwymiarowej e£+1 określone jest wzorem (6.15), 
dla przestrzeni dwuwymiarowej, ze względu na zmniejszenie wy­
miaru przestrzeni, wzór (6.15) wymaga modyfikacji i przyjmuje 
postać [173, 127, 76, 156]

1 Np
6S‘ = T E N9ArS<iM. (6-48)

J P=1

gdzie Aij i Ap są polem przekroju odpowiednio dla dwuwymiaro­
wej komórki obliczeniowej i dla cząstki. Następnie e”+1 oblicza się 
w oparcu o wzór (6.16).

Etap 2 Obliczenia nowej prędkości uf+1 płynu
Ze względu, że warunki brzegowe dla €tra+1 wyrażają się przez <h"+1, 
której wartości są jeszcze nieznane, to obliczenie nowej prędkości po­
średniej i prędkości płynu wykonuje się w sposób iteracyjny 
dla Z — 0,1,2,...,Lrnai.
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4° obliczenie un+1,1 z następującego układu

-n+l/2,Z _ n

e^1——--------  + Lx(un+1/2\unf) = 0 (6.50)
J At

~n+pZ _ ~n+l/2,l
e7+1---------- ----------+ Ly(un+1\un+1/^ = Gf- Hfun+U 

LAL
(6.51) 

z warunkiem brzegowym określonym przez równania (6.32)-(6.36), 
w których przyjęto un+1 = un+1’1, $n+1 = $ra+1>/ i $n+1>° = 
Szczegółowa postać układu (6.50)—(6.51), rozpisana na poszcze­
gólne składowe w przestrzeni dwuwymiarowej, znajduje się w Do­
datku D.

5° obliczenie $"+1,z z równania Poissona

At
f 7 + V • (e”+1un+1’z (6.52)

z warunkiem brzegowym określonym przez równania (6.37)-(6.42), 
w których przyjęto un+1 = un+1,1.

6° obliczenie u™+1' przez korekcję prędkości pośredniej:

= un+^ - v$n+1’z, (6.53)
£f

wykonywaną w obszarze obliczeniowym Q i na jego brzegu dn.
Jeśli

an+U _ ma^d^+D - w”+1|) < amax lub l = Lmax , (6.54) 

gdzie 0<amaa;« 1 jest z góry zadaną wartością, to przyjmuje się 

u”+1 = u]+1’1, $n+1 = $n+1’z. (6.55)

Gdy warunek (6.54) nie jest spełniony, to zmieniamy warunek 
brzegowy

^n+pz+i = n+l + ^£v$n+pz (6,56)
ef

i wracamy do podpunktu 4° z l = l +1, aby obliczyć nową wartość 
prędkości dla zmienionych warunków brzegowych.
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Etap 3 Obliczenia nowej prędkości cząstek

7° dla każdej cząstki nowa prędkość u™+1 obliczana jest ze wzo­
ru (6.5):

= b*+ ^D>T' + 9 + a?1)] -

6.5 Oddziaływanie cząstki ze ścianką

Autor niniejszej pracy zaproponował własny model oddziaływania cząst­
ki ze ścianką. Jeżeli nowe położenie cząstki dla czasu tn+1 obliczone we­
dług wzorów (6.45)-(6.46) znajduje się poza obszarem obliczeniowym, któ­
rego brzegiem jest ścianka, to cząstka, która dla czasu tn znajdowała się 
wewnątrz obszaru obliczeniowego w położeniu o?i, zderza się ze ścianką w 
chwili tc E (tn,tn+1).

Rys. 6.1. Zderzenie cząstki ze ścianką
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Nowe położenie x2 odbitej od ścianki cząstki znajduje się w płaszczyźnie N
(®i G N, x2 G N, N±jt, Ti - płaszczyzna ścianki), i określone jest jako

x'2 = xc + ep(xN - xc), (6.57)

gdzie ep G (0,1) modeluje elastyczność odbicia cząstki od ścianki.
Punkt

xc = + sc(x2 - ®i) (6.58)

jest punktem przebicia płaszczyzny jt : n • (x — a?o) = 0 przez prostą l : x = 
Xi + s(x2 — £1), gdzie a:o G Jl, s G R, n±Jt wskazuje kierunek do wnętrza 
obszaru obliczeniowego, a

_ n ■ (x0 — x^
n-(x2~Xi)

Odległość punktu
xN = x2 + 2sNn, (6.60)

gdzie
n- (x0- x2) 

SN — ----- j—-----------|n|2

i punktu a?2, leżących po przeciwnych stronach płaszczyzny jt na prostej 
m : x = x2 + sn, od płaszczyzny jt jest taka sama.

Składowe prędkości u2 cząstki po odbiciu od ścianki określone są jako

n - u2 —epn •
t ■ u2 = ept ■ u-j,.

(6.62)
(6.63)
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Rozdział 7

Numeryczne modelowanie 
przepływu jednofazowego

7.1 Przepływ w kanale
Mimo swej prostoty, numeryczne modelowanie przepływu w kanale stano­

wi ważną część niniejszej pracy, ponieważ rozważany w następnym rozdziale 
przepływ fluidalny występuje właśnie w obszarze prostokątnym. Przepływ w 
kanale jest dobrym przykładem, dla którego porównanie istniejących rozwią­
zań analitycznych z otrzymywanymi rozwiązaniami numerycznymi pozwa­
la przetestować poprawność stosowanej metody numerycznej rozwiązywania 
równań ruchu. Ponieważ dla przepływów wielofazowych brak jest adekwat­
nych rozwiązań analitycznych, więc poprawność działania programu zbadano 
przez modelowanie przepływu jednofazowego. W niniejszej pracy rozważono 
przepływ laminarny w kanale dwu- i trójwymiarowym. Do rozwiązania nie­
stacjonarnych równań nieściśliwego ruchu jednofazowego płynu lepkiego wy­
korzystano wcześniej opisaną metodę rzutowania i dekompozycji kierunków 
operatora różniczkowego.
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7.1.1 Kanał prostokątny

Obszarem obliczeniowym był prostokąt D = {(x,y) : 0 < x < L, 0 < 
y < H}, gdzie H = Im. Długość L została tak dobrana w zależności od 
danej liczby Reynoldsa, aby na wylocie z kanału uzyskać rozwinięty profil 
prędkości. Na wlocie (x = 0) przyjęto równomierny profil prędkości u0 = 1™. 
Przyjęte warunki brzegowe na ściankach sztywnych (y = 0,y = H) i na 
wylocie (z = L) opisano w podrozdziale 6.2.1. Obliczenia prowadzono w 
sposób niestacjonarny do czasu tend uzyskania stacjonarnego rozwiązania nu­
merycznego. Obliczenia sprawdzające wykonano w szerokim zakresie liczb 
Reynoldsa, dla różnych wielkości siatki numerycznej i z różnymi wielkościa­
mi kroku czasowego. Wartości użytych parametrów numerycznych wynosiły: 
0 = 0.5 (wzór (6.1)), y = 0.5 (wzór (D.5) w Dodatku D), = 1000,
dmax = 10-4™. Prezentowane w niniejszej pracy wyniki numeryczne dotyczą 
przepływu z Re = 100, dla którego = 10 i tend = 10 s, oraz Re = 1000, dla 
którego = 50 i tend = 60 s. Rysunek 7.1 przedstawia przykładowo wybrane 
rozwiązanie numeryczne dla Re = 100.

Rys. 7.1. Pole prędkości i ciśnienia w kanale prostokątnym z Re = 100

Uzyskane rozwiązania numeryczne porównano z analitycznym rozwiąza­
niem Poiseuille’a dla kanału prostokątnego. Na rysunku 7.2 przedstawiono 
wybrane profile prędkości na. wylocie z kanału unormowane przez prędkość 
maksymalną umax — |wo, oraz rozwiązanie analityczne

■u

^max
(7.1)

Dla obu profili prędkości zgodność z rozwiązaniem analitycznym jest bardzo 
dobra. Na rysunku 7.3 przedstawiono rozkłady gradientu ciśnienia wzdłuż 
osi kanału (y = unormowane przez teoretyczny gradient ciśnienia pxa

Pxa H3
(72)
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gdzie
H=1 m

qi= / dy =1 

o
(7.3)

jest strumieniem objętości na jednostkę długości (głębokości kanału).
W pobliżu wlotu gradient ciśnienia znacznie przewyższa teoretyczną war­

tość gradientu ciśnienia, ponieważ występuje tutaj proces formowania się 
profilu prędkości. W obszarze wylotu, gdzie przepływ jest już ustalony, gra­
dient ciśnienia przyjmuje właściwe wartości, równe oczekiwanym wartościom 
teoretycznym.

y/H

Rys. 7.2. Profil prędkości na wylocie Rys. 7.3. Rozkład ciśnienia dla y =

7.1.2 Kanał prostopadłościenny

Rysunek 7.4 definiuje przyjęty do obliczeń obszar, którym był prostopa­
dłościan D = {(x, y,z) : -^B <x< ^B,0 < y < L,-±H < z < gdzie 
B = 2m H = Im. Długość L została tak dobrana w zależności od danej licz­
by Reynoldsa, aby na wylocie z kanału uzyskać rozwinięty profil prędkości. Na 
wlocie (y = 0) przyjęto równomierny profil prędkości vo = 1—. Przyjęte wa­
runki brzegowe na ściankach sztywnych (|a;| = j^z^ = y) i na wylocie (y = 
L) opisano w podrozdziale 6.2.1. Obliczenia prowadzono do czasu tend uzy­
skania stacjonarnego rozwiązania numerycznego. Obliczenia sprawdzające 
wykonano w szerokim zakresie liczb Reynoldsa, dla różnych wielkości siatki
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Rys. 7.4. Definicja geometrii obszaru obliczeniowego

-2.60

-3.00

p, Pa
-1.00

-1.40

-1.80

-2.20

Rys. 7.5. Pole prędkości i ciśnienia w pobliżu wylotu dla Re = 1000
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numerycznej i z różnymi wielkościami kroku czasowego. Wartości użytych 
parametrów numerycznych wynosiły: 9 = 0.5, y = 0.5, Lmax = 1000, amax = 
10—4~. Prezentowane w niniejszej pracy wyniki numeryczne dotyczą prze­
pływu z Re = 100, dla którego = 50 i tend = 20 s, oraz Re = 1000, dla 
którego = 100 i tend — 200 s. Na rysunku 7.5 przedstawiono przykładowo 
wybrane rozwiązanie numeryczne dla Re = 1000.

Uzyskane rozwiązania numeryczne porównano z analitycznym rozwiąza­
niem Poiseuille’a dla kanału prostopadłościennego. Na rysunku 7.6 przedsta­
wiono wybrane profile prędkości na wylocie z kanału unormowane przez pręd­
kość maksymalną va,max = w(0,0), gdzie rozwiązanie analityczne va(x,z) 
określone jest przez [87]

va(x,z)

gdzie

4B2 / dpa\ cos(^) [ cosh(^)’
V dy k* L cosh ’

(7.4)

dpa 12py 192B yk tanh (n^) 
~dy=qvHB^ ” jt5# V5

L fc=l,3,5,...
(7.5)

i dla przyjętych danych wejściowych qy = 2

(a) płaszczyzna x = 0

3

(b) płaszczyzna z = 0

Rys. 7.6. Profil prędkości na wylocie
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Na rysunku 7.7 przedstawiono rozkład gradientu ciśnienia wzdłuż osi ka­
nału. Podobnie jak dla kanału dwuwymiarowego, dla kanału trójwymiaro­
wego w pobliżu wlotu występuje zjawisko formowania się profilu prędkości. 
Towarzyszą temu większe straty hydrauliczne, zwane stratami wejściowymi, 
i gradient ciśnienia znacznie przewyższa tutaj teoretyczną wartość gradientu 
ciśnienia. W obszarze wylotu, gdzie profil prędkości nie ulega już zmianom, 
gradient ciśnienia stabilizuje swą wartość do wartości teoretycznej.

Rys. 7.7. Rozkład ciśnienia wzdłuż osi y

Teoretyczny spadek Apo ciśnienia wzdłuż długości L kanału dla Re = 100 
wynosi

^Pa = Pi • L 8.75Pa, (7.6)

gdzie L = 50m i pi ~ 0.1749 wyznaczono ze wzoru (7.5). Z obliczeń nu­
merycznych otrzymano Ap ~ 10 Pa (rys. 7.8). Teoretyczna wartość spadku 
ciśnienia jest oczywiście mniejsza od wartości otrzymanej z symulacji nume­
rycznej, ponieważ zależność analityczna, otrzymana dla warunków przepływu 
ustalonego, nie uwzględnia zjawiska kontrakcji w obszarze wlotu do kanału.
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Rys. 7.8. Pole prędkości i ciśnienia dla Re = 100

7.2 Przepływ w komorze z ruchomą ścianą
Ze względu na prostotę występujących w przepływie zjawisk fizycznych, 

przepływ w kanale nie może być jedynym wiarygodnym testem, badającym 
dokładność subtelnych cech przepływu odtwarzanych przez metodę nume­
ryczną. Tak więc w celu przeprowadzenia dodatkowej analizy otrzymywanych 
rozwiązań numerycznych, wykonano symulację numeryczną przepływu bar­
dziej skomplikowanego, którym jest przepływ w komorze z ruchomą ścianką.

Badanie przepływu w komorze z ruchomą ścianką [143] jest standardo­
wym zadaniem, często wykorzystywanym w testowaniu i badaniu dokładności 
rozwiązań numerycznych [50, 90, 167, 97, 65, 45, 63, 101]. Ponadto w litera­
turze można znaleźć dobrze udokumentowane wyniki badań doświadczalnych 
dla tego zagadnienia [95, 94, 96, 139, 121, 120]. Przepływ w komorze wystę­
puje na skutek ruchu górnej ścianki oraz powstawaniu, ewolucji i wzajemnego 
oddziaływania struktur wirowych, charakterystycznych dla danych wartości 
liczb Reynoldsa. W niniejszej pracy rozważany jest przepływ laminarny w 
dwu- i trójwymiarowej komorze z ruchomą ścianą.
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7.2.1 Komora kwadratowa

Na rysunku 7.9 przedstawiono geometrię obszaru obliczeniowego. Prze­
pływ w kwadratowej komorze o długości boku L = 1 m jest wywołany ru­
chem górnej ścianki z prędkością uq = 1 a pozostałe ścianki są nieruchome. 
Dobór warunków brzegowych przedstawiono w rozdziale 6.2.1. W zależności 
od wartości liczby Reynoldsa Re = ^, w obszarze komory powstaje szereg 
charakterystycznych struktur wirowych. Na rys. 7.9 przedstawiono typowe 
struktury wirowe, które występują w przepływie dla Re > 1000.

Rys. 7.9. Definicja obszaru obliczeniowego 
i występujących struktur wirowych

Obliczenia sprawdzające wykonano w szerokim zakresie liczb Reynoldsa, 
dla różnych wielkości siatki numerycznej i z różnymi wielkościami kroku cza­
sowego. Wartości użytych parametrów numerycznych wynosiły: 0 = 0.5, y = 
0.5, Lmax = 1000, amax = 10~4™. Prezentowane w niniejszej pracy wyniki 
numeryczne dotyczą przepływu z Re = 100, 400 i 1000, dla których przyjęto 
tend = 100 s. Rysunek 7.10 przedstawia ewolucję składowych prędkości dla 
R,e = 1000 i Re = 1000 w środku komory, tj. x = y = 0.5. Dla Re < 1000 roz­
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wiązania przyjmują stan stacjonarny po ~ 40 s, podczas gdy dla Re = 10000 
przepływ nie osiąga stanu stacjonarnego we wskazanym przedziale czasu.

Rys. 7.10. Ewolucja składowych u, v prędkości dla Re = 1000 i Re = 10000

Na rysunku 7.11 porównano profile składowych prędkości wzdłuż piono­
wej i poziomej lini, przechodzącej przez środek komory, z wynikami przed­
stawionymi przez Ghia et dl. [50].

Rysunek 7.12 przedstawia obrazy linii prądu dla różnych wartości liczb 
Reynoldsa. Występujące takie cechy przepływu, jak kształt i ilość wirów 
(pierwotnego i wtórnych), są charakterystyczne dla danej wartości Re. Dla 
Re = 100, 400, 1000 w przepływie występuje pierwotny wir podstawowy i 
wiry wtórne, które wraz ze zwiększaniem wartości Re powiększają swe roz­
miary. Dla Re = 10000 cechą charakterystyczną jest występowanie wtórnych 
wirów narożnych oraz wtórnego wiru górnego. Dodatkowo w tabeli 7.1 zesta­
wiono współrzędne środka pierwotnego wiru podstawowego z dostępnymi z 
literatury wynikami.
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(a) składowa u wzdłuż pionowej linii x = 0.5

(b) składowa v wzdłuż poziomej linii y = 0.5

Rys. 7.11. Profile składowych prędkości dla przepływu w komorze kwadratowej
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Tabela 7.1. Porównanie położenia środka pierwotnego wiru podstawowego

niniejsza praca Ghia et al. [50] Ho et al. [74]
Re (x,y) &,y)
100 (0.6165,0.7394) (0.6172,0.7344) (0.6154,0.7368)
400 (0.5557,0.6072) (0.5547, 0.6055) (0.5550,0.6078)
1000 (0.5326,0.5668) (0.5313,0.5625) (0.5342,0.5615)

Rys. 7.12. Linie prądu dla przepływu w komorze kwadratowej
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7.2.2 Komora sześcienna

Sześcienny obszar obliczeniowy D = {(x,y, z) : 0 < x < L, 0 < y < 
L, 0 < z < L}, gdzie L = 1 m, przedstawiony jest na rys. 7.13. Ścianka z = L 
porusza się z prędkością = 1 Pozostałe ścianki pozostają nieruchome. 
Warunki brzegowe i czas prowadzenia obliczeń dobrano w sposób podobny, 
jak dla komory kwadratowej. Na rysunku 7.14 przedstawiono ewolucję skła­
dowych prędkości i ciśnienia dla Re = 1000 i Re = 10000 w środku komory. 
Czas tend =■ 40s jest wystarczający do uzyskania rozwiązań stacjonarnych 
dla Re < 1000.

Rys. 7.13. Definicja obszaru obliczeniowego 
dla przepływu w komorze sześciennej

Mimo prostej geometrii, w przepływie w komorze trójwymiarowej wy­
stępują struktury o znacznym stopniu skomplikowania. Na podstawie badań 
doświadczalnych [121], na rysunku 7.15 przedstawiono schematycznie struk­
tury występujące dla całkowicie rozwiniętego przepływu. Podobnie jak w 
przepływie w komorze dwuwymiarowej, dla przepływu w komorze trójwy­
miarowej w płaszczyźnie y = 0.5 występuje wir pierwotny oraz narożnikowe 
współ- i przeciwprądowe wiry wtórne, z których - w odróżnieniu do przy­
padku dwuwymiarowego - wypływają narożne strugi odśrodkowe. Do środka 
wiru pierwotnego wpływają cząstki płynu, co zaznaczono na rys. 7.15 stru­
gą dośrodkową, która, jest oplatana przez zewnętrzne wiry okołośrodkowe, 
będące przedłużeniem narożnych strug odśrodkowych. W narożach komo­
ry występują narożne wiry przyścienne, a w płaszczyznach yOz tzw. wiry 
Taylora-Górtlera.
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Rys. 7.14. Ewolucja składowych prędkości i ciśnienia 
dla Re = 1000 i Re = 10000 w x = y = z = 0.5

narożnikowe

Rys. 7.15. Definicja struktur występujących podczas 
przepływu w sześciennej komorze z ruchomą ścianką [121]
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(a) składowa u dla x = 0.5 i y = 0.5

(b) składowa w dla y = 0.5 i z = 0.5

Rys. 7.16. Profile składowych prędkości dla przepływu w komorze sześciennej
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(a) płaszczyzna y = 0.5

(b) płaszczyzna x = 0.5

Rys. 7.17. Pole prędkości dla Re = 1000
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(c) płaszczyzna z = 0.5

Rys. 7.17. (kontynuacja)

Na rysunku 7.16 przedstawiono, dla Re = 100, 400 i 1000, porównanie 
uzyskanych profili składowych prędkości z wynikami przedstawionymi przez 
Ku et al. [97] i Jiang et al. [85]. Na rys. 7.17 przedstawiono, obliczone przez 
autora, pole prędkości w płaszczyznach y = 0.5, x = 0.5 i z = 0.5 dla 
Re = 1000.

Rysunki 7.18, 7.19 i 7.20 przedstawiają obrazy perspektywiczne wybra­
nych struktur, chrakterystycznych dla przepływu w komorze sześciennej. Ry­
sunki wykonano dla przepływu z Re = 1000. Struga dośrodkowa, przedsta­
wiona jako linia prądu w postaci rurki zabarwionej zależnie od wartości ci­
śnienia (rys. 7.18 i 7.19), po dotarciu do płaszczyzny środkowej y = 0.5 prze­
kształca się w wir pierwotny. Uwidoczniono również obecność przyściennych 
wirów narożnych. Na rys. 7.20 przedstawiono linie prądu w postaci rurki, 
wydostające się z wnętrza wirów narożnych jako narożne strugi odśrodko­
we, które po osiągnięciu ścianki y = 0, powracają po spiralach w kierunku 
płaszczyzny wiru pierwotnego.

Otrzymane wyniki numeryczne są zgodne z wynikami badań ekspery­
mentalnych i innych symulacji numerycznych, co utwierdza przekonanie o 
poprawnej implementacji numerycznej zastosowanej metody.
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0.2

0.6

N

-0.000

-0.008
-0.013
-0.016
-0.184

0.4
A- 

0.6

p, Pa 

0.791I 0.547
0.304
0.095

Rys. 7.18. Widok perspektywiczny pierwotnego wiru podstawowego 
w płaszczyźnie y = 0.5 oraz pola prędkości, poprzecznych narożnikowych 

wirów przyściennych i strugi dośrodkowej w płaszczyźnie x — dla Re = 1000
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0.7912

0.5474

0.3035

0.0946

-0.0002
-0.0078

-0.0127

-0.0163

-0.1841

p, Pa

Rys. 7.19. Widok perspektywiczny strugi dośrodkowej (x — ^), 
pierwotnego wiru podstawowego (y = 0.5) oraz wzdłużnych narożnikowych 

wirów przyściennych w płaszczyźnie z — dla Re = 1000
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o o

Rys. 7.20. Widok perspektywiczny pola prędkości w płaszczyźnie pierwotnego 
wiru podstawowego (y = 0.5) oraz wtórnych wirów narożnikowych, strug 

odśrodkowych i zewnętrznych wirów okołośrodkowych dla Re = 1000
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7.3 Test dla rozwiązania analitycznego
Dla przestrzeni dwuwymiarowej istnieje analityczne rozwiązanie niesta­

cjonarnych równań Naviera-Stokesa, opisywanego przez następujący układ 
równań [19, 18]

ua(x, y,t) = - cos(z) sin(?/)e“2,a, (7.7)

va(x, y,t) = sin(rc) cos(t/)e-2|U, (7.8)

pa(x, y,t) = -^ (cos(2rr) + cos(2?/)) + const. (7.9)

Rys. 7.21. Pole prędkości i ciśnienia dla t = 0

Obliczenia sprawdzające wykonano dla p = 0.05. Do obliczeń przyjęto ob­
szar kwadratowy D = {(x,y) : X E (0,2n),?/ G <0, 2ji>}. Za warunek począt­
kowy przyjęto uf(x,Q) = ua(x,0), a warunek brzegowy uf(t)\dD = ua(t)\dD- 
Rysunek 7.21 przedstawia obszar obliczeniowy oraz pole prędkości i ciśnie­
nia dla t = 0, wyznaczone w oparciu o wzory (7.7)-(7.9). Obliczenia prze­
prowadzono dla różnych wielkości Aa; = ^y siatki numerycznej z krokiem 
czasowym AZ = ^&x.
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Tabela 7.2. Błędy numeryczne i rząd zbieżności

32 x 32 64 x 64 128 x 128 rząd
ll#(Wa, «)||1 4.17 • 10-1 2.14- UT1 1.10- lO'1 0.96
1 \E(ua, tz)| |2 8.92 • 10~2 4.58 • 10~2 2.35 • 10~2 0.96
11 E(ua, w) | |oo 3.10 • 10~2 1.60 • 10~2 9.57 • 10-3 0.85

4.08- 10-1 2.11 • 10-1 1.08- 10'1 0.96
PK^)I|2 8.71 • 10“2 4.49 • lO"2 2.30 • 10~2 0.96

3.04-10~2 1.57 • 10-2 8.04 • 10~3 0.96

Na rysunku 7.22 przedstawiono porównanie składowych prędkości rozwią­
zania analitycznego i rozwiązania numerycznego, otrzymanego dla t = 400At 
na siatce 128 x 128.

(a) x = ir (b) y = 7t

Rys. 7.22. Profile składowych prędkości wzdłuż pionowej
i poziomej linii środkowych (At = ^x, Aa; = = 400At)

W celu uzyskania rzędu zbieżności metody numerycznej, obliczenia wy­
konywano na różnych siatkach numerycznych. Tabela 7.2 przedstawia zesta­
wienie błędów numerycznych składowych prędkości w normach L2 i L^:

PW)||P = p= 1,2, (7-10)
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7.3. Test dla rozwiązania analitycznego

||E(a,fe)||oo = max|a(a;,t) - b(x, t)\, (7.11)

oraz uzyskany rząd zbieżności, który wynosi ~ 1.

Analityczne wyznaczenie rzędu dokładności metody numerycznej

Uzyskany z badań numerycznych rząd zbieżności wynika z zastosowania 
metody dekompozycji kierunków operatora różniczkowego. Równanie, pod­
legające dekompozycji, można zapisać w następującej postaci operatorowej:

^ = Au,

u(x, 0) = u°(x)

gdzie
A = vA — (u • V).

(7-12)

(7-13)

Dla czasu £n+1 = At • (n + 1) rozwiązanie dokładne un+1 = u(x,tn+1) okre­
ślone jest przez un = u(x,tn) w następujący sposób

= un + AtAun + j(A02[A2 + At]un + O((At)3). (7.14)

Operator A w równaniu (7.12) podlega następnie dekompozycji względem 
kierunków przestrzennych x i y, tj.

A — Ax + Ay , (7-15)

gdzie
Axu = \kxu - (u • Vx)u, (7-16)

Ayu = vA>.yU — (u • S/yju, (7-17)

w których = (£,0), Vy = (0,^), Ax = V2, Ay = V2. Dzięki temu 
równanie (7.12) można przedstawić jako następujący układ równań [59]

r cłu*
-— = Axu\

< , (7.18)

u*(x,tn) = u(x,tn)
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7.3. Test dla rozwiązania analitycznego

—^ = Ayuh,
, (7.19)

[ Uh(x, tn) = u*(x, tn+1)

gdzie u£+1 jest rozwiązaniem numerycznym dla czasu tn+1 zadania (7.12), 
które otrzymano jako rezultat wykorzystania metody dekompozycji.

Do rozwiązania równań układu (7.18)—(7.19) wykorzystano metodę Cranka- 
Nicholsona:

Z 7/* — ltn
—— = + ±Axun

< , (7.20)
Uh+1 ~ U* _ 14 n+1 , 14

— 2^yuh + r'/u

Wyznaczając kolejno u* i z układu (7.20) otrzymujemy odpowiednio

u* = |/~ jAMJu" =
(7-21)

= un + /\tAxun + ^tyAlun + i(At)3A3u" + O((At)4), 

i

= [I - + faAy]u* =
(7.22)

= u* + AtAyu* + j(At)2A2w* + l(At)MX + O((At)4).

Po podstawieniu u*, określonego przez równanie (7.21), do równania 
(7.22), rozwiązanie numeryczne określone jest przez un = u(xjn) w 
następujący sposób

= un+&t(Ax+Ay)un+^ .̂ (7.23)

Lokalny błąd E™ metody dekompozycji, tzn. błąd metody powstały przy 
przejściu od do t"+1 [11, 140], wynosi

= un+1 - = l^t)\AxAy - AyAx + At)un + O((At)3), (7.24)

ponieważ, ze względu na nieliniowość operatorów Ax i Ay, operatory te nie 
są operatorami przemiennymi, tj. AxAy AyAx. Wielkość błędu lokalnego 
szacuje się jako

(7.25) 
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7.3. Test dla rozwiązania analitycznego

gdzie K^ = | max IKAjĄ, - AyAx + A)«||P < oo, i p = {1,2, ...00} \
Błąd całkowity Eg metody dekompozycji, tzn. błąd metody powstały na 

całym przedziale (0,T) po N = -^ krokach czasowych [11, 140], jest sumą 
błędów lokalnych występujących w każdym kroku czasowym:

N

E.^E?. (7.26)
n=l

Błąd całkowity szacuje się jako

N

H^lk < ^K^^t)2 < NK^t}2 = K2^t, (7.27)
n=l

gdzie Ki = max K™, K2 = Ki • T. Tak więc rząd dokładności wykorzy- 
n=l,2,...,JV

stanej w niniejszej pracy metody dekompozycji (7.18)—(7.19) wynosi O(At), 
co potwierdzają uzyskiwane wyniki numeryczne. Ponieważ

2™ 1 \Ea Hp = °, (7.28)

to układ różnicowy (7.20) jest zgodny z równaniem różniczkowym (7.12). 
Dla układu równań z niezależnymi od czasu operatorami nieprzemiennymi, 
rząd zbieżności metody dekompozycji można zwiększyć przez zastosowanie 
metody dekompozycji Stranga [149].

1W przestrzeni R", n g N, wszystkie normy wektorów są równoważne w tym sensie, 
że jeśli według pewnej normy ciąg wektorów ... dąży do wektora zerowego, czyli
ciąg liczb ||a;P)||, ||a/2)||, ... dąży do zera, to dla dowolnej innej normy również zachodzi 
zbieżność do zera [43]
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Rozdział 8

Numeryczne modelowanie 
przepływu fluidalnego

8.1 Pęcherzowe złoże fluidalne

Powstawanie i ewolucja pęcherzy w złożu fluidalnym jest jednym z najbar­
dziej charakterystycznych zjawisk występujących w przepływie fluidalnym. 
Prawidłowe odtworzenie przepływu w warstwie pęcherzykowej stanowić więc 
będzie dobre potwierdzenie poprawności użytego modelu. Do obliczeń przyję­
to komorę dwuwymiarową o szerokości 80 cm w kierunku x i wysokości 2.0 m 
w kierunku y. Na wlocie (y = 0.0 m) przyjęto równomierny profil prędkości 
v = 2.7 y powietrza o gęstości P/ = 0.30 i dynamicznym współczynniku 
lepkości py = 45.3 • 10~6 Pa ■ s, co odpowiada warunkom dla temperatury 
1123 K. Przyśpieszenie ziemskie działa w ujemnym kierunku osi y. Gęstość 
materiału cząstek wynosiła pp = 2500^-, a średnica cząstek dp = 500 pm. 
Każda ze 100 000 cząstek, użytych w obliczeniach, reprezentowała Ng = 12 
cząstek o jednakowych własnościach, co w sumie odpowiada przepływowi z 
całkowitą liczbią 1.2 • 106 cząstek. Dla czasu t = 0.0 s cząstki tak rozmiesz­
czono w sposób losowy na całej szerokości komory do wysokości 90 cm, że 
początkowy udział objętościowy cząstek wynosił ~ 0.1 (rys. 8.1(a)). Obszar 
obliczeniowy podzielono na 56 i 140 komórek siatki numerycznej, odpowied­
nio w kierunku x i kierunku y. Parametry modelu oddziaływania ciągłego dla 
cząstek wynosiły: Ps = 170 Pa, ecp = 0.65. Obliczenia z krokiem czasowym 
△i = 1 • 10-4 s prowadzono do czasu 10 s.
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8.1. Pęcherzowe złoże fluidalne

(a) t = 0.00 s (b) t = 0.91 s (c) t = 1.82 s

(d) t = 2.73 s (e) t = 3.64 s (f) t = 4.55 s
Rys. 8.1. Ewolucja pola udziału objętościowego 
cząstek dla pęcherzykowej warstwy fluidalnej
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8.1. Pęcherzowe złoże fluidalne

(g) t = 5.45 s (h) t = 6.36 s (i) t = 7.27 s

(j) t = 8.18 s W t = 909 s (O t = 10.00 s

Rys. 8.1. {kontynuacja)
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8.1. Pęcherzowe złoże fluidalne
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Rys. 8.2. Obrazy udziału objętościowego cząstek 
i pola prędkości płynu dla wybranych chwil czasowych
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8.1. Pęcherzowe złoże fluidalne

Rys. 8.3. Linie prądu dla płynu przepływającego przez pęcherz (t = 4.48 s)

Rysunek 8.1 przedstawia ewolucję pola udziału objętościowego cząstek, a 
na rysunku 8.2 dla wybranych chwil czasowych przedstawiono pole prędkości 
na tle udziału objętościowego cząstek. Cechą charakterystyczną przepływu 
jest występowanie pęcherzy. Dynamika przepływu jest skomplikowana. Na 
rysunku 8.3 przedstawiono linie prądu i pole prędkości płynu wokół pęche­
rza. Cechą przepływu płynu jest charakterystyczne zagięcie linii prądu w po­
bliżu pęcherza. Najbardziej charakterystycznym i szeroko wykorzystywanym 
procesem, który występuje w złożach fluidalnych, w szczególności w złożu 
pęcherzowym, jest zjawisko szybkiego mieszania. Na rysunku 8.4 przedsta­
wiono dynamikę cząstek w przepływie. Cząstki znajdujące się w górnej po­
łowie warstwy zabarwiono kolorem czerwonym, a cząstki znajdujące się w 
dolnej połowie warstwy zabarwiono kolorem niebieski. Mimo początkowego 
rozdzielającego rozróżnienia cząstek, całkowite wymieszanie złoża zachodzi 
bardzo szybko, tj. po czasie ok. 2s.

Otrzymane obrazy przepływu w warstwie pęcherzykowej są w dobrej 
zgodności jakościowej zarówno z innymi wynikami numerycznymi [128, 134, 
170], jak i wynikami badań eksperymentalnych [156].
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8.1. Pęcherzowe złoże fluidalne

(a) t = 0.00 s (b) t = 0.91 s (c) t = 1.82 s

(d) t = 2.73s (e) t = 3.64 s (f) t = 4.55 s

Rys. 8.4. Mieszanie w pęcherzowym złożu fluidalnym
(na rysunku przedstawiono co 12 tą cząstkę wykorzystywaną do obliczeń) 
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8.1. Pęcherzowe złoże fluidalne

Rys. 8.4. (kontynuacja)
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8.2. Segregacja złoza fluidalnego

8.2 Segregacja złoża fluidalnego
Jeżeli w złożu fluidalnym znajdują się cząstki o różnych średnicach i/lub 

różnej gęstości i prędkość fluidyzacji jest tak dobrana, aby utrzymać w war­
stwie cząstki tych różnych rodzajów, to zwykle złoże fluidalne ulega segre­
gacji (stratyfikacji). Cząstki o największej średnicy lub największej gęstości 
opadają na dno, a pozostałe cząstki przemieszczają się do góry lub są nawet 
wydmuchiwane na zewnątrz. Zjawisko segregacji odgrywa kluczową rolę tam, 
gdzie zjawisko rozdzielenia (separacji) różnych typów cząstek stanowi pod­
stawę działania danego układu. Cyrkulacyjna warstwa fluidalna jest przykła­
dem, gdzie wykorzystuje się zarówno zjawisko intensywnego mieszania, jak i 
proces segregacji. Drobne cząstki ulegają wyniesieniu z dobrze wymieszanej 
warstwy fluidalnej do góry komory, a cząstki większe i o większej gęstości 
pozostają przy dnie.

Do obliczeń przyjęto obszar o szerokości 16 cm i wysokości 26 cm. Ob­
szar obliczeniowy podzielony został na 16 i 26 komórek siatki numerycz­
nej, odpowiednio w kierunku x i kierunku y. Fluidyzującym płynem było 
powietrze o gęstości p/ = 1.21 i dynamicznym współczynniku lepkości 
piy = 17.9 • 10~6 Pa ■ s. Obliczenia przeprowadzono dla różnych średnic i 
gęstości cząstek. Każda z 1 000 cząstek, użytych w obliczeniach, reprezento­
wała Ng = 1 cząstek o jednakowych własnościach.

Na rys. 8.5 przedstawiono dynamikę cząstek dla złoża składającego się z 
cząstek o tej samej gęstości pp = 2480 lecz różnych średnicach. Do obliczeń 
przyjęto 250 cząstek o średnicy dp = 4.0 mm i 4750 cząstek o średnicy dp = 
1.5 mm. Prędkość fluidyzacji wynosiła Ufiu = 3.5 y.

Rysunek 8.6 przedstawia dynamikę cząstek dla złoża składającego się z 
cząstek o tej samej średnicy dp = 1.0 mm lecz różnych gęstościach. Do ob­
liczeń przyjęto 750 cząstek o gęstości pp = 2500 i 250 cząstek o gęstości 
pp = 3000^. Prędkość fluidyzacji wynosiła Ufiu = 6.0". W obliczeniach 
przyjęto, że cząstki, które zostały wyniesione z obszaru obliczeń, zostają za­
wrócone z powrotem na wlot. W obu przypadkach, mimo że cząstki zostały 
początkowo losowo rozmieszczono w komorze, to zgodnie z oczekiwaniami, 
cząstki o większej średnicy i większej gęstości gromadzą się przy dnie komo­
ry. Cząstki o mniejszej średnicy i gęstości tworzą warstwę nad cząstkami o 
większej średnicy lub większej gęstości. Otrzymane wyniki są w całkowitej 
zgodzie z wynikami dostępnymi w literaturze [49, 76].
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8.2. Segregacja złoża fluidalnego 115

0.24

(a) t = 0.00 s

0.24 1'4

(c) t = 0.59 s

(f) t = 1.47 s

(i) t =2.35 s

Rys. 8.5. Położenia i prędkości cząstek w wybranych chwilach czasowych
dla układu o różnej średnicy cząstek: • - 4,0 mm, • - 1,5 mm
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(p) t = 4.41 s (q) t = 4.71 s

Rys. 8.5. (kontynuacja)

(r) t = 5.00 s



8.2. Segregacja złoża fluidalnego 117

F

(a) t = 0.00 s (b) t = 0.29 s (c) t = 0.59 s

(d)t = 0.88s (e)t = 1.18s (f) t = 1.47s

(g)t = 1.76s (h)t —2.06s (i)t = 2.35s

Rys. 8.6. Położenia i prędkości cząstek w wybranych chwilach czasowych
dla układu o różnej gęstości materiału cząstek: • - 3000 • - 2500
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(j) t = 2.65 s (k) t = 2.94s (1) t = 3.24 s

(m) t = 3.53 s (n) t = 3.82 s (o) t = 4.12 s

(p) t = 4.41 s (q) t = 4.71 s

Rys. 8.6. {kontynuacja)
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8.3 Przepływ w kolumnie fluidyzacyjnej
W niniejszym podrozdziale zostanie przedstawiony przepływ w piono­

wej dwuwymiarowej kolumnie fluidyzacyjnej. Badanie przepływu w pionowej 
kolumnie ma na celu odwzorowanie charakterystycznych cech rzeczywistego 
przepływu w cyrkulacyjnym kotle fluidalnym. Przepływ w cyrkulacyjnych ko­
tłach fluidalnych odznacza się bardzo skomplikowaną dynamiką, wywołaną 
przez wzajemne oddziaływania między płynem a cząstkami.

Do obliczeń przyjęto dwuwymiarowy obszar o szerokości 20 cm i wysoko­
ści 2m. Obszar obliczeniowy podzielony został na 24 i 240 komórek siatki 
numerycznej, odpowiednio w kierunku x i kierunku y. Fluidyzującym płynem 
było podgrzane powietrze o gęstości py = 0.30 i dynamicznym współczyn­
niku lepkości py = 45.3 • 10~6 Pa ■ s. W chwili początkowej, cząstki materiału 
stałego w ilości Np = 30 000 o gęstości pp = 2500 i średnicy dp = 500 [im, 
umieszczono w całym obszarze kolumny (rys. 8.7(a)). Obliczenia prowadzono 
do czasu t = 10 s z krokiem czasowym Ai = 10-4 s.

Najpierw przeprowadzono obliczenia dla prędkości fluidyzacji Ufiu = 3.5 y 
z parametrem Ng = 4. Rysunki 8.7, 8.8, 8.9 i 8.10 przedstawiają odpowied­
nio ewolucję położeń cząstek i ewolucję pola udziału objętościowego cząstek. 
Dodatkowo na rysunku 8.10 wykreślono pole prędkości płynu. Ponieważ pręd­
kość fluidyzacji jest mniejsza od prędkości swobodnego opadania cząstki, 
która dla parametrów przepływu wynosi ~ 4 — i wartość której obliczono 
w oparciu o nieliniowe równanie

Dpuf = g, (8.1)

to cząstki opadają. Równanie (8.1) wynika z równania (5.71) ruchu cząstki, 
dla którego przejęto up = 0. Przedstawiony na rys. 8.7(a)-8.7(h) i rys. 8.9 
proces opadania cząstek jest określany mianem sedymentacji grawitacyjnej. U 
góry komory pojawia się powierzchnia rozdziału między płynem a opadający­
mi cząstkami. Na dnie komory zaczyna narastać warstwa gęsta. Powstające 
strefy czystego płynu, opadających cząstek i warstwy gęstej są wzajemnie 
od siebie oddzielone wyraźnymi powierzchniami rozdziału. Powierzchnia roz­
dzielająca opadające cząstki i płyn obniża się z prędkością ~ 0.5 y, co sta­
nowi różnicę prędkości swobodnego opadania cząstek i prędkości fluidyzacji. 
Proces sedymentacji kończy się w chwili, gdy wysokość warstwy gęstej osiąga 
poziom powierzchni rozdzielającej opadające cząstki i płyn. Dalsza dynamika 
przepływu przebiega w sposób podobny do przepływu w złożu pęcherzowym.
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(a) t = 0.0 s

0x02

(b) t = 0.4s (c) t = 0.8 s (d) t = 1.2 s (e)t=1.6s (f) t = 2.0s {g)t = 2As (h)t = 2.8s

8.3. 
Przepływ w kolum

nie fluidyzacyjnej

Rys. 8.7. Ewolucja położeń cząstek materiału stałego w przepływie dla t E (0,2.8) i prędkości fluidyzacji Ufiu = 3.5 ™ 
{na rysunku przedstawiono co trzecią cząstkę wykorzystywaną w obliczeniach)



8.3. Przepływ w kolumnie fluidyzacyjnej

Rys. 8.8. Kontynuacja rys. 8.7 dla t E (3.0,10.0)

Następnie przeprowadzono obliczenia dla prędkości fluidyzacji Ufiu = 
5.0 ™ z parametrem Ng = 1. Rysunki 8.11 i 8.12 przedstawiają odpowiednio 
ewolucję położeń cząstek i ewolucję pola udziału objętościowego cząstek. Ze 
względu na to, że prędkość fluidyzacji jest większa niż 4.0 —, to otrzymany 
przepływ jest całkowicie odmienny od przepływu dla Ufiu = 3.5—. Cząst­
ki, znajdujące się w obszarze środka komory, tworzą wznoszącą się do góry 
strugę cząstek. Wokół ścian komory, gdzie prędkość płynu jest mała, cząstki 
tworzą opadającą warstwę przyścienną. Obliczenia prowadzono ze stałą ilo­
ścią cząstek, tzn. cząstki, które zostały wyniesione przez wylot (y = 2m), są 
zawracane z powrotem na wlot (y = Om).
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(a) t = O s (h) t = 2.8«
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Rys. 8.9. Ewolucja pola udziału objętościowego cząstek w przepływie dla prędkości fluidyzacji Ufiu = 3.5 y
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Rys. 8.10. Ewolucja pola udziału objętościowego cząstek i pole 
prędkości w przepływie z prędkością fluidyzacji Ufiu = 3.5 y

Opisany mechanizm przepływu odpowiada modelowi pierścieniowo-rdze- 
niowemu [66, 77, 39]. Rdzeniem określana jest struga cząstek, która wznosi się 
do góry wzdłuż osi komory. Pierścień tworzy opadająca warstwa przyścien­
na cząstek. W modelu pierścieniowo-rdzeniowym, oprócz zmian w kierunku 
poprzecznym komory, wyróżnia się również zmiany koncentracji cząstek w 
kierunku wzdłużnym. Przy dnie komory tworzy się warstwa gęsta. Wraz z 
wysokością, udział objętościowy cząstek maleje.
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Rys. 8.11. Ewolucja położeń cząstek materiału stałego w przepływie dla prędkości fluidyzacji Ufiu = 5.0 
(na rysunku przedstawiono co trzecią cząstkę wykorzystywaną w obliczeniach)



1x2

(i) t = 5.33 s Q) t = 6.00s (k) t — 6.67 s (1) t = 7.33s (m) t = 8.00 s (n) t = 8.67 s

---— 2r~--

(o)£ = 9.33s (p)i=10.0s
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Rys. 8.11. (kontynuacja}



(a) t = 0.00 s (b) t = 0.67s (c)t=1.33s (d)t = 2.00s (e) t = 2.67 s

£p
I 1.41x10'°'

6.95x1002
3.43x1002

1
1.70x1002
8.38x1003 
4.14x10'03 
2.05x10'03 
1.01x10'03 
5.00x1004

8.3. 
Przepływ w kolum

nie fluidyzacyjnej

(f)t = 3.33s (g) i = 4.00 s (h)t = 4.67s

Rys. 8.12. Ewolucja pola udziału objętościowego cząstek w przepływie dla prędkości fluidyzacji Uf!u ~ 5.0 y



Rys. 8.12. [kontynuacja')
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8.3. Przepływ w kolumnie fluidyzacyjnej

Rys. 8.13. Pole udziału objętościowego cząstek uśrednione od 5 s do 10 s (a), 
rozkład uśrednionego udziału objętościowego cząstek wzdłuż wysokości (b)

Rysunek 8.13(a) przedstawia pole udziału objętościowego cząstek uśred­
nione w czasie od 5 s do 10 s. Opadająca warstwa przyścienna cząstek zwięk­
sza swą grubość. Przy dnie komory tworzy się warstwa gęsta. W narożach 
komory przy dnie udział objętościowy jest znacznie większy niż dla środko­
wej części wlotu, gdzie struga płynu unosi cząstki do góry i tworzy rdzeń 
przepływu.

Rysunek 8.13(b) przedstawia zmianę uśrednionego w przekroju udzia­
łu objętościowego cząstek wzdłuż wysokości. Uzyskana przy dnie wartość 
udziału objętościowego ep rs 0.1 wskazuje na przepływ na granicy między 
szybką fluidyzacją a transportem pneumatycznym, co potwierdzają badania 
doświadczalne [103, 104].

Otrzymane charakterystyki przepływu fluidalnego w pionowej kolumnie 
są zgodne w wynikami podobnych badań numerycznych i eksperymental­
nych [117, 91, 81, 46, 105, 104, 99[.
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Podsumowanie

Przedmiotem niniejszej rozprawy doktorskiej było opracowanie modelu 
matematycznego i programu komputerowego do badania dynamiki ośrodka 
fluidalnego z wykorzystaniem metody „wielofazowej cząstki w komórce” oraz 
metod rzutowania i dekompozycji kierunków operatora różniczkowego.

Metoda „wielofazowej cząstki w komórce” (MP-PIC) traktuje cząstki ma­
teriału stałego jako cząstki dyskretne, których ruch określony jest przez dru­
gie prawo Newtona. Przy założeniu, że średnica cząstki jest znacznie mniejsza 
niż charakterystyczny wymiar w przepływie i gęstość materiału cząstki jest 
znacznie większa niż gęstość płynu, to na ruch cząstki wpływają następują­
ce siły: siła ciężkości, siła oporu i siła odpowiedzialna za zderzenia między 
cząstkami. Siła oporu pojedynczej cząstki jest modyfikowana przez wpływ 
obecności cząstek sąsiednich w przepływie. Na podobieństwo do ośrodka cią­
głego, wprowadza się ciśnienie cząstek, którego wartość zależy od udziału- 
objętościowego cząstek. Obliczany na siatce numerycznej i interpolowany na 
położenie cząstki gradient ciśnienia cząstek modeluje oddziaływania (zderze­
nia) między cząstkami. Wprowadzenie ciągłego modelu oddziaływań między 
cząstkami upraszcza algorytm numeryczny i znacząco przyspiesza obliczenia, 
a także czyni możliwym przeprowadzanie obliczeń dla gęstych złóż fluidal­
nych, dla których oddziaływania między cząstkami nie są pomijalne.

Ponieważ w równaniach ruchu płynu, które otrzymano metodą uśred­
niania po przestrzeni, występuje udział objętościowy i siła oddziaływania 
międzyfazowego, to ruch płynu uwzględnia obecność cząstek w przepływie.
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Podsumowanie

Do rozważań wprowadzono efektywny współczynnik lepkości, który opisuje 
zjawisko modyfikacji lepkości płynu obecnością cząstek w przepływie. Po­
wstający w procesie uśredniania po przestrzeni dodatkowy tensor naprężeń 
struktur drobnoskalowych - ze względu na brak odpowiednich modeli - zo­
stał określony podobnie, jak dla przepływu jednofazowego, przez lepkościowy 
model turbulencji LES.

Do rozwiązania równań ruchu płynu wykorzystano metodę rzutowania 
i metodę dekompozycji kierunków operatora różniczkowego. Metoda rzuto­
wania, pierwotnie opracowana do numerycznego modelowania nieściśliwego 
przepływu płynu jednofazowego, została zmodyfikowana i przystosowana dla 
wielofazowego przepływu ściśliwego. Wprowadzono własne warunki brzegowe 
typu wlot i wylot dla występującej w metodzie funkcji rzutującej i prędkości 
pośredniej. Zastosowanie metody rzutowania pozwala na prowadzenie obli­
czeń numerycznych bez konieczności wyznaczania ciśnienia, co jest podsta­
wową zaletą metody.

Zastosowanie do niestacjonarnego równania wielowymiarowego metody 
dekompozycji kierunków operatora różniczkowego prowadzi do uproszczenia 
i sprowadzenia zagadnienia wielowymiarowego do układu niestacjonarnych 
zadadnień jednowymiarowych. Dyskretyzacja w sposób niejawny zagadnie­
nia jednowymiarowego prowadzi do otrzymania układu równań z macierzą 
trójprzekątniową, do rozwiązania którego wykorzystano szybki algorytm roz­
wiązywania macierzy trójprzekątniowej. Metoda dekompozycji jest metodą 
szybką i stabilną numerycznie, co jest bezpośrednią przyczyną zastosowania 
jej w niniejszej pracy.

W celu potwierdzenia poprawności implementacji numerycznej metody 
rzutowania i metody dekompozycji, wykonano serię testujących eksperymen­
tów numerycznych dla nieściśliwego przepływu jednofazowego płynu lepkie­
go. Obliczenia sprawdzające wykonano dla takich wybranych, szeroko wyko­
rzystywanych do badania poprawności rozwiązań numerycznych zagadnień, 
jak przepływ w dwu- i trójwymiarowej komorze z ruchomą ścianką i test ze 
znanym rozwiązaniem analitycznym dla równania Naviera-Stokesa. Ze wzglę­
du na to, że rozważany przepływ fluidalny występuje w kanale, to dodatkowo 
zbadano przepływ w kanale dwu- i trójwymiarowym. Uzyskane wyniki nume­
ryczne są w bardzo dobrej zgodności z innymi wynikami eksperymentalnymi 
lub rozwiązaniami analitycznymi.
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Podsumowanie

Następnie, wykorzystując opracowaną metodę „wielofazowej cząstki w ko­
mórce”, przeprowadzono badania numeryczne dynamiki przepływu fluidalne­
go. Do modelowania przyjęto takie charakterystyczne przepływy fluidalne, 
jak przepływ w złożu pęcherzowym, przepływ z segregacją złoża fluidalne­
go i przepływ fluidalny w pionowej komorze. Obliczenia przeprowadzono w 
obszarze dwuwymiarowym. Otrzymane wyniki dobrze odzwierciedlają cechy 
przepływu fluidalnego, co potwierdza słuszność postawionej na początku pra­
cy tezy, że w modelowaniu numerycznym dynamiki ośrodka wielofazowego 
możliwe jest wykorzystanie metody rzutowania i metody dekompozycji kie­
runków operatora różniczkowego, które mogą stanowić integralną część me­
tody „wielofazowej cząstki w komórce”. Opracowany program komputerowy 
pozwala na numeryczne badanie przepływu fluidalnego.

Dalszy wysiłek autora będzie skierowany na implementację numeryczną 
opracowanego modelu ruchu ośrodka fluidalnego w przestrzeni trójwymiaro­
wej. Niezbędne również jest podniesienie rzędu dokładności metody dekom­
pozycji oraz wykonanie wnikliwych badań numerycznych nad lepkościowym 
modelem turbulencji LES zarówno dla przepływu jednofazowego, jak i prze­
pływu wielofazowego. Wydaje się również możliwe wprowadzenie w nieda­
lekiej przyszłości do rozważań równania zachowania energii, które opisuje 
procesy wymiany ciepła, oraz inne zjawiska cieplno-przepływowe, jak np. 
spalanie lub dodatkowych równań zachowania dla poszczególnych składni­
ków gazowych.
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Dodatek A

Podstawowe wiadomości 
o funkcjach uogólnionych

Nośnikiem ciągłej funkcji cp określonej na zbiorze otwartym fl C R", 
gdzie n G N, nazywamy domknięcie w Q zbioru {x : cp(x) 0} [115, 150].

Niech Ck(Slf 0 < k < +oo, oznacza zbiór wszystkich funkcji określonych 
na Q C Rn, które są ciągłe na Q wraz ze wszystkimi pochodnymi do rzę­
du k włącznie, gdy k < +oo, a wraz ze wszystkimi pochodnymi dowolnie 
wysokiego rzędu, gdy k = +oo. Niech oznacza zbiór funkcji klasy 
Ck(W), których nośniki są ograniczone w Q. Funkcje klasy Ck(Q) nazywamy 
funkcjami próbnymi w Q.

Ciąg funkcji {cp^}^ C jest zbieżny do cp, jeżeli

• istnieje taki ograniczony zbiór K C Q, że nośnik cp^. zawarty jest w K 
dla każdego k,

po zróżniczkowaniu dowolną liczbę razy ciąg <

|a| = ai + ... + an, jest jednostajnie zbieżny do

dxi1...dx“n 
ćMf 

dx^.. .dx*n

oo

, gdzie 
fc=i
na K.

Przestrzeń liniowa Ć7“(Q) z tak określoną zbieżnością oznaczana jest przez P(fi).
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Podstawowe wiadomości o funkcjach uogólnionych

Ciąg funkcji {fk}kLi C 'D^) jest zbieżny (słabo) do funkcji uogólnionej f, 
jeśli

lim / fky da? = y /cpdz (A.l)

dla dowolnej funkcji cp G P(Q), gdzie Q C R”.
Niech f będzie funkcją lokalnie całkowalną na Q C R”, tj- f e 

Funkcję g G nazywamy uogólnioną pochodną funkcji f względem
zmiennej Xj, gdzie j G {1, 2,3,n}, jeżeli

(A.2)

zachodzi dla każdej funkcji cp G P(Q). W szczególności zachodzi

/ /Vcp dx = —y <pV/ dcc , (A.3)

gdzie V f = [ w—, w—, •••; — ) jest uogólnionym gradientem funkcji f.
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Dodatek B

Wyprowadzenie równania 
topologicznego

Niech ęp(x,t) G Cg0^), Q C R”. Wówczas

[ d^k/ cp——— d?;dt = -J dt

i
y cpVxfc dwdt = - 

o
Zatem

/ + Ui =

n o

(B-1) 
n

-j VcpXfcdwdt. ■ (B.2)

n

+ V • (cpWi) Xfc dvdt. (B.3)Cz u
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Wyprowadzenie równania topologicznego

Wykorzystując twierdzenie transportowe Reynoldsa [3], otrzymujemy

+ V • (cpttj dvdt = cp dn dt =

Ofc(t) t=—oo

(B.4)

Zatem
(B.5)

Równanie (B.5) nazywane jest równaniem topologicznym i stanowi ono po­
chodną materialną z ^k- Przyjmując punkt nie znajdujący się na powierzchni 
między fazowej, otrzymujemy Xk = 1 lub = 0. Dla obu przypadków, rów­
nanie topologiczne jest tożsamościowo spełnione. Punkt, znajdujący się na 
powierzchni międzyfazowej, porusza się z prędkością Ui równą prędkości w i 
powierzchni międzyfazowej. Funkcja Xfc jest więc skokiem jednostkowym, po­
ruszającym się wraz z powierzchnią między fazową.
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Dodatek C

Wyprowadzenie reguł uśredniania 
Gaussa i Leibnitza

Niech / C D(Q), Q C R” Dla procesu uśredniania po przestrzeni, zde­
finiowanego równaniem (5.5), zachodzi [33, 34, 62]

d£ = df_ 
dt dt '

v7 = vj.

(C.l)

(C.2)

Rozważmy średnią objętościową z XfcV/

XfcV/(x, t) = £ / x*(® + n, t)vf(x + n,*) d^i =
V

- y V/(a? + t]^) d^ = v y f(x 

Vk(x,t) sk(x,t)

+ i\,t)nk ds^-F (C.3)

4“ t^Tlki dSyj

Ski^,^

137



Wyprowadzenie reguł uśredniania Gaussa i Leibnitza 

gdzie Sk(x, t) jest powierzchnią wspólną brzegu dV i Zc-tej fazy, Ski(x, t) jest 
powierzchnią międzyfazową, całkowicie znajdującą się w V, a fki wartością 
funkcji f dla fc-tej fazy na powierzchni międzyfazowej.
Zauważmy, że

V Jf{x + n,t)nkdsn = ^ Xk{x + i\,t)f(x + x\,t)nkds^ = 

sk(x,t) s=av

lxdx + n,t)f{x + i\,t)] dxr] = Vx lxk(x + i\,t)f(x + ^t)] d^ =
V V

= J Xk(x + i\,t)f(x + i\,t) d^ =V)u/(®,i), 
v

(C.4) 
więc

XfcV/ = VXfc/ + ^ y fki(x + n,t)nki ds^. (C.5) 

SkiGL
Wykorzystując równanie (5.3), otrzymujemy równanie

XkVf = ^^kf~ fki^, (C.6)

które jest regułą Gaussa dla uśredniania po przestrzeni.
df

Rozważmy średnią objętościową z Xk — L) L

df 1 [ df 1 / d%kf 1 [ d^k , .
y,k-r- = 77 / Xfc77~ dx = — --— dx — — da?. (G.7)dt VJ K dt VJ dt V J J dt k 1

V V V

Zatem ____ ____
df _ d z—d^k

Xk dt dt f dt ’

co jest regułą Leibnitza dla uśredniania po przestrzeni.
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Dodatek D

Dyskretyzacja równań 
ruchu płynu

Dolne indeksy ij oznaczają wartość danej zmiennej określonej w węźle 
Równanie wektorowe (6.50) rozpisane na składowe przyjmuje postać1: 

- składowa u

1 górny indeks l pominięto

.n+1

20
△a;

~n+l/2 _ ~n+l/2 

Ax
Tl

-n+1/2 _ ~n+l/2"
Ui,j________

△a;
(D.l)

i 0) |\,n Uf,i+l,j .,n Uf,iJ
+ A~ [ <+1/2J Az Ai
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- składowa u
~n+l/2 _ n s ~n+l/2 ^1)n

i+1J 2Ay 2Ay

gdzie
Vi+l/2,j (^i+lj (D-3)

Vi-1/2J = (vi-u + vitj)/2 . (D.4)

Konwekcyjne człony bezwładnościowe aproksymuje się w sposób ważony 
ilorazem różnicowym „pod prąd” i ilorazem różnicowym centralnym [64]:

oa; 2Az J 
(D.5)

z a= {u,uf}, f = {u,uf},y e (0,1), X = sgn(a).
Równanie wektorowe (6.51) rozpisane na składowe przyjmuje postać2:
- składowa v

«+i
jjn+1 _ ^n+1/2 

At + 9 Uij + (i ~ e) C1/207/ J
65^1/2' 

07/

- Gfy,iJ +
u^1 -

__________ ‘'ij x

At/

2(1 - e) 
Ax

~n+l/2 _ -n+1/2
..n Vi,j+1 Vi,j

Ay

~n+l/2 _ ~n+l/2-

(D.6)

2górny indeks l pominięto

1 n
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Dyskretyzacja równań ruchu płynu

- składowa u

s^1/2' _
bx

.n+1 + e«M - e) «"b/2 
Ac oy

-C + 9~ Gfx + A^

1 - 9 
Ay

VM+l/2

ViJ+l/2

;n+l _ ~n+l 
Ui,j+l ai,j

Aj,

~n+l/2

A?/

n+1/2 ~n+l/2
■ — 7/ ■ •

+ =

,__ 1 [ n V7,i+l,j+l v1f,i-l,j+l _ n
2Ay 2/\x 2Sx ] ’

(D.7) 
gdzie

vi,j+l/2 = (^ij+1 + Vij)/2 , (0-8)

vi,j-l/2 — (Vi,j-1 +Vi,j)/2- (D.9)

Konwekcyjne człony bezwładnościowe, podobnie jak uprzednio, są ważone 
ilorazem różnicowym „pod prąd” i ilorazem różnicowym centralnym.

Jak nietrudno spostrzec, po odpowiednich przekształceniach równań (D.l), 
(D.2), (D.6) i (D.7), otrzymuje się do rozwiązania odpowiednio układy rów­
nań liniowych z macierzą trój diagonalną.
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