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ZASTOSOWANIE WYKŁADNIKÓW LAPUNOWA 
DO PROGNOZOWANIA ZJAWISK EKONOMICZNYCH 
OPISANYCH ZA POMOCĄ SZEREGÓW CZASOWYCH

Inwestycja jest, w istocie, 
bieżącym wyrzeczeniem dla przyszłych korzyści. 
Ale teraźniejszość jest względnie dobrze znana, 

natomiast przyszłość to zawsze tajemnica.

[Hirschleifer 1965]

1. Wstęp

Jednym z narzędzi teorii nieliniowych systemów dynamicznych są wykładniki 
Lapunowa, które mierzą wrażliwość systemów na zmianę warunków początko­
wych. Określają one jak szybko sąsiednie trajektorie rozchodzą się w przestrzeni 
stanów. Dodatni wykładnik mierzy rozciąganie się przestrzeni stanów. Ujemny 
wykładnik Lapunowa jest miarą zbieżności punktów przestrzeni stanów. W opra­
cowaniu przedstawiona zostanie metoda predykcji szeregów czasowych, wrażli­
wych na zmianę warunków początkowych, wykorzystująca wykładnik Lapunowa. 
Metoda polega na rekonstrukcji przestrzeni stanów, a następnie za pomocą naj­
większego wykładnika Lapunowa prognozuje się nieznany punkt przestrzeni sta­
nów. Po odpowiedniej transformacji tego punktu przestrzeni stanów otrzymuje się 
prognozowaną wartość szeregu czasowego.

Celem artykułu jest wyznaczenie przyszłych wartości szeregów czasowych, 
utworzonych z wybranych kursów walut.

2. Wykładniki Lapunowa

Pojęcie wykładników Lapunowa zostało rozwinięte przy charakteryzowaniu 
wrażliwości na zmianę warunków początkowych deterministycznych systemów 
dynamicznych.
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System dynamiczny opisany równaniem

*1+1 = /(* /) .  * = 0 ,1 ,2 ,..., (1)

gdzie f : X ^ X ; X < z R m,
X  -  przestrzeń stanów, 
xn xl+le X ,

jest wrażliwy na zmianę warunków początkowych, jeżeli istnieje e  > 0 takie, że dla 
każdego r e  X  oraz dla każdego otoczenia U punktu x istnieje y e U  , oraz n >1

takie, że | | / n {x)~ f "  ( y | > e , gdzie / "  oznacza n-krotne złożenie odwzorowania/,

tzn. po skończonej liczbie iteracji odległość pomiędzy dowolnymi bliskimi punk­
tami x i y  zwiększy się o więcej niż e .

Miarą tej wrażliwości systemu są wykładniki Lapunowa. Dla systemu dynamicz­
nego opisanego za pomocą (1) z warunkiem początkowym xo wykładniki Lapuno­
wa są zdefiniowane wzorem

A(x0) = lim -  ̂  ln| /'(x , )|, dla m = 1;
n *=i

(2)

uogólniając na przypadek wielowymiarowy

Ą ( x 0)= lim -ln |/t/l («,x0) |,  i = 1,..., m, dla m >1,II—4 os M I I«—>« fi (3)

gdzie fxi (n,x0) ~  wartości własne macierzy D f " (x0),

D f ( x 0) -  macierz Jacobiego odwzorowania f "  równa D f '  (x0) = 

= D f  (x„_, D f  (x, )D f  (x0),

gdzie Df(x) , f j  są składowymi odwzorowania/ i, j  = 1, 2, , m.

Wielkość A(x0) pokazuje (w przybliżeniu), ile razy średnio w jednej iteracji 
zwiększa się lub zmniejsza odległość miedzy sąsiednimi trajektoriami. Dodatnia 
wartość wykładnika wskazuje na rozciąganie się przestrzeni stanów, natomiast 
ujemny wykładnik jest miarą zbieżności punktów przestrzeni stanów. Dla m-wymia- 
rowego systemu dynamicznego istnieje m wykładników Lapunowa spełniających 
warunek źl, > / +1, dla i = . Dodatnia wartość największego wykładnika La­
punowa wskazuje na wrażliwość systemu na zmianę warunków początkowych.

W latach osiemdziesiątych XX w. pojawiły się różne metody pozwalające osza­
cować wiele wykładników Lapunowa lub chociaż ten największy. W przypadku 
danych pochodzących z doświadczeń wyznaczenie całego spektrum nie jest moż­
liwe. Jednak istnieje opracowany przez A. Wolfa algorytm obliczania największe­
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go wykładnika na podstawie szeregu czasowego [Wolf i in. 1995], Metoda polega 
na mierzeniu oddalania się sąsiadujących ze sobą punktów w zrekonstruowanej prze­
strzeni stanów. Najpierw wybiera się dwa sąsiednie punkty. Następnie mierzy od­
ległość pomiędzy nimi po upływie określonego czasu. Jeśli punkty oddalają się za 
bardzo, znajduje się punkt zastępczy po to, aby pominąć etap kurczenia się syste­
mu, ponieważ wykładnik Lapunowa mierzy oddalanie się punktów w przestrzeni sta­
nów, a nie ich zbliżanie.

Rekonstrukcja przestrzeni stanów polega na odtworzeniu, jedynie na podstawie 
jednowymiarowego szeregu obserwacji, przestrzeni stanów. W 1981 roku F. Ta- 
kens, wykorzystując zmienne opóźnione, zaproponował metodę rekonstrukcji zwa­
ną metodą opóźnień. Polega ona na wykorzystaniu ^-historii, które są ^-elemento­
wymi ciągami postaci

gdzie: i = (d - l ) r  + l,...,n ,
d -  wymiar rekonstruowanej przestrzeni (zwany również wymiarem zanu­

rzenia),
2 -  opóźnienie.

Stąd w zrekonstruowanej ^-wymiarowej przestrzeni stanów element szeregu cza­
sowego jest związany z punktem postaci (4).

Takens udowodnił (por. [Takens 1981]), że dla d > 2m + 1, gdzie m jest wymia­
rem atraktora, a d jest wymiarem zanurzenia, zrekonstruowana przestrzeń stanów 
będzie topologicznie równoważna z „oryginalną” przestrzenią. Wyboru parametru d 
dokonuje się zwykle metodą prób i błędów. Tradycyjnym podejściem jest oblicza­
nie wymiaru korelacyjnego. Natomiast czas opóźnień f  można wyznaczyć za po­
mocą funkcji autokorelacji lub funkcji wzajemnej informacji oraz za pomocą całki 
korelacyjnej. Metody wyboru parametrów d i T zostały omówione w pracy [Zeug 
2005],

W opracowaniu czas opóźnień wyznaczano za pomocą całki korelacyjnej, a wy­
miar zanurzenia d = 1,2,..., 5 .

opóźnieniu czasowym T i wymiarze zanurzenia d otrzymujemy punkty zrekonstruo­
wanej przestrzeni stanów postaci:

3. Rekonstrukcja przestrzeni stanów

(4)

4. Algorytm prognozowania

Rozważmy szereg czasowy złożony z n obserwacji {x,, x2,..., x„}. Przy danym
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r(l)  =  ( * | . * l + T . * l + 2 r - •> * l + ( r f - l ) r ) >

Y(2)={x2,x2+T,x2+2T,.. •’ ■ * 2 + ( r / - l ) r )  > (5)

H 0 ~ (a >• ^ / + r’ "^ / + 2 r • '- ^ i - ł - ( r / - l ) r ) >

gdzie: i e [l, n -  (d -  l)r] .

Spośród tych punktów wybieramy y(min_Gf/sć) najbliższy w sensie odległości 
euklidesowej punktowi Y (n-(d  - l ) r ) . Odległość tę oznaczamy jako Dist O. Jeśli 
Dist_l/Dist_0 ulega małym zmianom w czasie ewolucji systemu, to odległość 
między punktami y (n -(ć /- l} r  + l) i y(min_rfw/+ l) wyraża się wzorem

Dist _ 1 = Dist _ 0 • 2k x , (6)

gdzie X jest wykładnikiem Lapunowa, a Ajest liczbą iteracji.
Ponieważ

_  _  l)^""l" ł ) — ( ^ „ _ ( f/ _ l ) r + | ) ^ ii-( ( I -1 )t+T+1 -'•h + 1 )  > ( 7 )

można wyznaczyć wartość xn+l.

Rys. 1. Trajektorie punktów w zrekonstruowanej przestrzeni stanów 
Źródło: opracowanie własne na podstawie [Zhang i in. 2004].

Algorytm prognozowania:
Dany jest szereg czasowy złożony z n obserwacji {x,,x2, ..., x(J}.
1. Wybieramy opóźnienie czasowe T oraz wymiar rekonstruowanej prze­

strzeni stanów d.
2. Obliczamy największy wykładnik Lapunowa X . Jeśli X < 0 , przechodzimy 

do kroku 8.
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3. Rekonstruujemy przestrzeń stanów dla wybranych wartości T oraz d. Otrzy­
mujemy n - ( d - l ) t punktów w zrekonstruowanej ^-wymiarowej przestrzeni sta­
nów.

4. Wyznaczamy punkt Y(mm_dist) położony najbliżej, w sensie odległości 
euklidesowej, punktu Y (n - (d  - \ ) r ) .

5. Obliczamy odległość między punktami y(min_ifol) oraz Y { n - { d - 1 » .
6. Obliczamy odległość między punktami y(min_ćń'sl + l) oraz

y ( n - ( r f - l ) r  + l).
7. Znając współrzędne punktu y(min_<fo/ + l) w zrekonstruowanej przestrze­

ni stanów, prognozujemy za pomocą największego wykładnika Lapunowa kolejną 
wartość szeregu czasowego jt,I+1.

8. Zmieniamy wymiar zanurzenia d i przechodzimy do kroku 2.

5. Dokładność otrzymanych prognoz

Do oceny poprawności (trafności) prognozy wykorzystano bezwzględny błąd prog­
nozy w momencie T

dT =xT-  xT (8)
oraz względny błąd prognozy w momencie T

Dt - •100%,

gdzie: xT -  wartość badanej zmiennej w momencie T, 
xT -  prognoza wartości zmiennej w momencie T.

(9)

Dokładność sformułowanych prognoz w całym przedziale weryfikacji można 
ocenić, obliczając średni błąd prognozy ex post, który definiowany jest jako pier­
wiastek kwadratowy z wariancji prognozy

= J t  ' ^ ( xt ~*t Y > T= n + l ,  ...,n +h, (10)
V " <=H + 1

gdzie: xT -wartość badanej zmiennej w momencie T, 
xT -  prognoza wartości zmiennej w momencie T,
h -liczba naturalna oznaczająca odległość okresu prognozowanego od 

okresu bieżącego.
Wartość średniego błędu prognozy ex post mierzy, o ile średnio odchylają się rzeczy­
wiste realizacje zmiennej prognozowanej od obliczonych prognoz. W zastosowa­
niach praktycznych wygodniej posługiwać się względnym błędem średnim predyk­
cji danym wzorem
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( U )

Mała wartość średniego błędu oznacza dobre dopasowanie modelu prognostyczne­
go do rzeczywistych realizacji zmiennej prognozowanej.

Do zbadania trafności prognoz w całym przedziale weryfikacji wykorzystano 
również współczynnik Theila wyrażony wzorem

n+h
(xt xt )

j  2 _  T=n+1___________
1 n+h

Z  4
r=n+1

ha}
n+h
X *

r=n+l

T = n + l , n + h. ( 12)

W przypadku idealnie dokładnej predykcji /2 przybiera wartość równą zeru. Pier­
wiastek kwadratowy z tego wyrażenia informuje, jaki był przeciętny błąd prognozy 
w prognozowanym okresie, bez względu na to, co było przyczyną takiego stanu 
rzeczy.

6. Otrzymane prognozy kursów walutowych

Przedstawiony w rozdziale 4 algorytm prognozowania wykorzystano do wy­
znaczenia przyszłych wartości szeregów czasowych utworzonych z notowań kursów 
wybranych walut. Pod uwagę wzięto: euro (EURO), dolara amerykańskiego (USD), 
jena japońskiego (JPY), funta brytyjskiego (GBP) oraz dolara australijskiego (AUD), 
w okresie 1.01.1999 r.-30.10.2004 r., obejmującym 1474 notowania. Szczegółowe 
wyniki dla różnych wartości parametru d zawierają tab. 1-5. MD oznacza zastoso­
wanie metody wielowymiarowej (multi-dimension phase space time series predic­
tion method), polegającej na wyznaczeniu prognoz dla poszczególnych wartości 
wymiaru zanurzenia d = 1,2, ..., 5, a następnie obliczeniu średniej arytmetycznej 
otrzymanych prognoz. T oznacza horyzont prognozy. Pogrubioną czcionką zazna­
czono wyniki, dla których błędy prognoz są najmniejsze.

Analiza wyników predykcji (tab. 1-5) wykazuje, że rząd dokładności wnio­
skowania w przyszłość był dobry. Świadczą o tym małe wartości średniej arytme­
tycznej popełnionych błędów prognozy oraz niskie wartości odchyleń standardo­
wych błędów prognozy. Najmniejsze błędy prognozy dT, D T uzyskano dla wymiaru 
zanurzenia równego 2, dla walut GBP oraz USD. Dla JPY najdokładniejsze pro­
gnozy otrzymano dla parametru d = 3 lub d = 4. Natomiast dla EURO najlepsze 
wyniki otrzymano dla wymiaru zanurzenia równego 2 lub 5, a także dla metody MD.

W tabeli 6 przedstawiono średni błąd prognozy oraz współczynnik Theila wy­
znaczonych prognoz w całym przedziale weryfikacji. Pogrubioną czcionką zazna­
czono wyniki, dla których błędy prognoz są najmniejsze.
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Tabela 6. Błędy otrzymanych prognoz w przedziale ich weryfikacji -  porównanie dla poszczególnych 
wartości wymiaru zanurzenia

d= 2 d=  3 d = 4 d=  5 MD

EURO
(T, 0,016567 0,023091 0,027531 0,020713 0,019456
I2 0,0000146945 0,0000285463 0,0000405773 0,0000229679 0,0000202651

USD
cr, 0,03064 0,037881 0,035752 0,060821 0,040174
I2 0,0000817405 0,000124946 0,000111294 0,000322088 0,000140525

JPY ° T 0,032819 0,022733 0,033566 0,069382 0,057354
I2 0,000106486 0,0000510923 0,000111386 0,000475908 0,000137945

GBP ° T 0,031965 0,06184 0,066743 0,093721 0,060324
I2 0,0000263803 0,0000987321 0,00011501 0,000226773 0,0000939506

AUD
a T 0,016732 0,020581 0,016218 0,02153 0,016832
12 0,0000435733 0,0000659234 0,0000409352 0,0000725474 0,0000440933

Źródło: opracowanie własne.

Dla każdej wartości parametru d średnie błędy prognozy a T w całym przedzia­
le weryfikacji są małe. Najlepsze wyniki otrzymano dla wymiaru zanurzenia rów­
nego 2 (EURO, USD, GBP), 3 (JPY) lub 4 (AUD). Współczynniki rozbieżności 
również są zbliżone do zera. Zatem można wnioskować, że otrzymane prognozy są 
dość dokładne. Analizując dane zawarte w tab. 6, można również stwierdzić, że me­
toda MD daje dokładniejsze prognozy niż w przypadku, gdy d = 4 lub 5.

7. Podsumowanie

W opracowaniu wyznaczono przyszłe wartości szeregów czasowych utworzonych 
z wybranych kursów walut (EURO, USD, JPY, GBP,AUD) w okresie 1.01.1999 r -  
-30.10.2004 r. obejmującym 1474 notowania. Do prognozowania przyszłych no­
towań wykorzystano metodę opartą na rekonstrukcji przestrzeni stanów oraz naj­
większy wykładnik Lapunowa, a także metodę wielowymiarową MD, polegającą 
na uśrednieniu wartości otrzymanych prognoz dla różnych wartości wymiaru zanu­
rzenia. Najdokładniejsze prognozy otrzymano dla wymiaru zanurzenia równego 2, 
3 lub 4.
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THE APPLICATION OF LYAPUNOV EXPONENTS 
TO THE PREDICTION OF TIME SERIES

Summary

The paper presents the new method of chaotic series prediction. This method is based on a basic 
characteristic of chaotic systems which is sensitive dependence upon initial conditions (SDUIC). This 
figures referred to as Lyapunov exponents are a measure of the SDUIC. They measure the rate of the 
divergence of trajectories in state space. The method involves, first, the reconstruction of a phase 
space using a time series and then the prediction of unknown phase space point making use of the 
Lyapunov exponents as a qualitative parameter. As a result of the transformation of this phase space 
point the predicted time series data can be obtained. Numerical examples have proved that the method 
is effective.
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