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Inwestycja jest, w istocie,

biezqcym wyrzeczeniem dla przyszlych korzysci.
Ale terazniejszos¢ jest wzglednie dobrze znana,
natomiast przyszlosé¢ to zawsze tajemnica.

[Hirschleifer 1965]

1. Wstep

Jednym z narzedzi teorii nieliniowych systeméw dynamicznych sa wyktadniki
Lapunowa, ktore mierza wrazliwos¢ systemow na zmiang warunkow poczatko-
wych. Okreslaja one jak szybko sasiednie trajektorie rozchodza si¢ w przestrzeni
standw. Dodatni wykladnik mierzy rozciaganie si¢ przestrzeni stanéw. Ujemny
wykladnik Lapunowa jest miarg zbieznosci punktow przestrzeni stanow. W opra-
cowaniu przedstawiona zostanie metoda predykcji szeregow czasowych, wrazli-
wych na zmiang warunkéw poczatkowych, wykorzystujaca wyktadnik Lapunowa.
Metoda polega na rekonstrukcji przestrzeni stanéw, a nast¢pnie za pomocg naj-
wigkszego wykladnika Lapunowa prognozuje si¢ nieznany punkt przestrzeni sta-
néw. Po odpowiedniej transformacji tego punktu przestrzeni standw otrzymuje sie
prognozowang warto$¢ szeregu czasowego.

Celem artykulu jest wyznaczenie przyszitych wartosci szeregdw czasowych,
utworzonych z wybranych kurséw walut.

2. Wykladniki Lapunowa

Pojecie wykltadnikow Lapunowa zostalo rozwiniete przy charakteryzowaniu
wrazliwosci na zmiang warunkéw poczatkowych deterministycznych systemow
dynamicznych.
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System dynamiczny opisany rownaniem
xa=flx), =012, 1)

gdzie f: X 5> X; X cR",
X — przestrzen stanéw,
eX,

x!’xH-l

jest wrazliwy na zmiang warunkow poczatkowych, jezeli istnieje £ > 0 takie, ze dla
kazdego x€ X oraz dla kazdego otoczenia U punktu x istnieje ye U, oraz n>1

takie, ze ll £ (x)-f" (yj' > €, gdzie f" oznacza n-krotne zloZenie odwzorowania f,

tzn. po skonczonej liczbie iteracji odlegltos¢ pomigdzy dowolnymi bliskimi punk-
tami x i y zwigkszy si¢ o wiecej niz £.

Miarg tej wrazliwosci systemu sg wyktadniki Lapunowa. Dla systemu dynamicz-
nego opisanego za pomoca (1) z warunkiem poczatkowym x, wykladniki Lapuno-
wa sg zdefiniowane wzorem

f(x), dlam=1; )

H—yoo

Axy)= limliln
L=
uogolniajac na przypadek wielowymiarowy
2 (%) = lim l1n|/1,. (nx)|,i=1,..,mdam=1, (3)
n—oe p

gdzie u,(n, x,) — wartosci wlasne macierzy Df"(x,),
Df"(x,) - macierz Jacobiego odwzorowania f” réwna Df"(x,)=

=Df (x,,) - Df (%)Df (x,),

gdzie Df (x): |:g’— (x)} , f; sasktadowymi odwzorowaniaf, i, j=1,2,..,m.

ox;

Wielko$¢ A(x,) pokazuje (w przyblizeniu), ile razy $rednio w jednej iteracji
zwigksza sig¢ lub zmniejsza odleglo$¢ miedzy sasiednimi trajektoriami. Dodatnia
warto§¢ wykladnika wskazuje na rozciaganie si¢ przestrzeni standéw, natomiast
ujemny wykladnik jest miarg zbiezno$ci punktow przestrzeni stanéw. Dla m-wymia-
rowego systemu dynamicznego istnieje m wykladnikow Lapunowa spelniajacych
warunek A, > 4,,,,dla i=1,..,m—1. Dodatnia warto$¢ najwigkszego wyktadnika La-
punowa wskazuje na wrazliwo$¢ systemu na zmiang warunkéw poczatkowych.

W latach osiemdziesigtych XX w. pojawily si¢ réZzne metody pozwalajace osza-
cowaé wiele wykladnikow Lapunowa lub chociaz ten najwigkszy. W przypadku
danych pochodzacych z doswiadczen wyznaczenie calego spektrum nie jest moz-
liwe. Jednak istnieje opracowany przez A. Wolfa algorytm obliczania najwigksze-
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go wyktadnika na podstawie szeregu czasowego [Wolf i in. 1995]. Metoda polega
na mierzeniu oddalania sig sasiadujacych ze sobg punktéw w zrekonstruowanej prze-
strzeni stanéw. Najpierw wybiera si¢ dwa sasiednie punkty. Nastgpnie mierzy od-
legltos¢ pomiedzy nimi po uplywie okres$lonego czasu. Jesli punkty oddalajg sig za
bardzo, znajduje sig¢ punkt zastgpczy po to, aby pominaé etap kurczenia si¢ syste-
mu, poniewaz wykladnik Lapunowa mierzy oddalanie si¢ punktéw w przestrzeni sta-
now, a nie ich zblizanie.

3. Rekonstrukcja przestrzeni stanow

Rekonstrukcja przestrzeni standéw polega na odtworzeniu, jedynie na podstawie
jednowymiarowego szeregu obserwacji, przestrzeni stanow. W 1981 roku F. Ta-
kens, wykorzystujac zmienne opdznione, zaproponowal metodg rekonstrukcji zwa-
na metoda opdznien. Polega ona na wykorzystaniu d-historii, ktdre sg d-elemento-
wymi ciggami postaci
x,f’ = (xi’xi—-r’xi—ZT’ e xi—(r[—l)r)’ “)
gdzie: i=(d-1)r+1,.,n,

d — wymiar rekonstruowanej przestrzeni (zwany réwniez wymiarem zanu-
rzenia),
T — opéznienie.

Stad w zrekonstruowanej d-wymiarowej przestrzeni stanow element szeregu cza-
sowego X; jest zwiazany z punktem postaci (4).

Takens udowodnit (por. [Takens 1981]), ze dla d =2m + 1, gdzie m jest wymia-
rem atraktora, a d jest wymiarem zanurzenia, zrekonstruowana przestrzen standéw
bedzie topologicznie rGwnowazna z ,,oryginalna” przestrzenig. Wyboru parametru d
dokonuje si¢ zwykle metoda prob i btedow. Tradycyjnym podejsciem jest oblicza-
nie wymiaru korelacyjnego. Natomiast czas opdéznienn 7 mozna wyznaczy¢ za po-
moca funkcji autokorelacji lub funkcji wzajemnej informacji oraz za pomoca catki
korelacyjnej. Metody wyboru parametrow d i 7 zostaly omdéwione w pracy [Zeug
2005].

W opracowaniu czas opdznien wyznaczano za pomoca calki korelacyjnej, a wy-
miar zanurzenia 4 =1,2,...,5.

4. Algorytm prognozowania

Rozwazmy szereg czasowy zlozony z n obserwacji {x, 3 Xy s aeny x,,}. Przy danym

op6znieniu czasowym 7 1 wymiarze zanurzenia d otrzymujemy punkty zrekonstruo-
wanej przestrzeni stanéw postaci:
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Y(l): (xl’xl+r’xl+21""’xl+(d—l)r)’

Y(2)= (xz’x2+1’x2+2r""’x2+((l—l)1) ’ (5)

Y(i)= (xi’xi+r’xi+211""xi+(d—l)r)’
gdzie: ie [l,n—(d -1)].

Sposréd tych punktéw wybieramy Y (min_ dist) najblizszy w sensie odleglosci

euklidesowej punktowi Y (n—(d —1)1). Odleglos¢ tg oznaczamy jako Dist 0. Jesli

Dist_1/Dist_0 ulega malym zmianom w czasie ewolucji systemu, to odleglosé

miedzy punktami Y(n~(d —1)r+1) i Y(min_dist +1) wyraza si¢ wzorem
Dist_1=Dist_0-25%%, (6)

gdzie A jest wykladnikiem Lapunowa, a K jest liczba iteracji.

Poniewaz

Y(I’l - (d - 1)T+ 1): (‘xu—((l—l)r+l ’ xn—(d—l)r+r+l seers Xyl )’ (7)

mozna wyznaczy¢ wartos$¢ x,,,; .

Y (min_dist])

Y(r-(@d1)D
Y(e-(d D IF

Rys. 1. Trajektorie punktéw w zrekonstruowanej przestrzeni standw

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [Zhang i in. 2004].

Algorytm prognozowania:

Dany jest szereg czasowy ztozony z n obserwacji {x,, x,, ..., x, } .

1. Wybieramy opdzZnienie czasowe 7T oraz wymiar rekonstruowanej prze-
strzeni stanow d.

2. Obliczamy najwickszy wyktadnik Lapunowa A . Jesli A <0, przechodzimy
do kroku 8.
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3. Rekonstruujemy przestrzen stanéw dla wybranych warto$ci 7 oraz d. Otrzy-
mujemy n—(d —1)r punktéw w zrekonstruowanej d-wymiarowej przestrzeni sta-
néw.

4. Wyznaczamy punkt Y(min_dist) polozony najblizej, w sensie odleglosci
euklidesowej, punktu Y (n—(d -1)r).

5. Obliczamy odlegto$¢ miedzy punktami ¥(min_dist) oraz Y(n—(d —1)z).

6. Obliczamy odlegto$¢ miedzy punktami  Y(min_dist +1) oraz
Y(n-(d -1)r+1).

7. Znajac wspolrzedne punktu Y(min_ dist +1) w zrekonstruowanej przestrze-
ni stanéw, prognozujemy za pomocg najwigkszego wykladnika Lapunowa kolejng
wartos$¢ szeregu czasowego X

n+l -

8. Zmieniamy wymiar zanurzenia d i przechodzimy do kroku 2.

5. Dokladnos$¢ otrzymanych prognoz

Do oceny poprawnosci (trafnosci) prognozy wykorzystano bezwzgledny btad prog-
nozy w momencie T

dr =xp —X; (8)
oraz wzgledny btad prognozy w momencie T
D, = =11.100%, (9)
Xr

gdzie: xy — warto$¢ badanej zmiennej w momencie 7,
Xy — prognoza wartosci zmiennej w momencie 7.

Doktadnos¢ sformutowanych prognoz w catym przedziale weryfikacji mozna
ocenié, obliczajac $redni blad prognozy ex post, ktory definiowany jest jako pier-
wiastek kwadratowy z wariancji prognozy

n+h
Or = %Z(xr—;‘r)z, T=n+1,.,n+h, (10)
{=n+l

gdzie: x; —warto$é badanej zmiennej w momencie 7,
%, —prognoza warto$ci zmiennej w momencie 7,

h —liczba naturalna oznaczajaca odleglo$¢ okresu prognozowanego od
okresu biezacego.

Warto$¢ sredniego bledu prognozy ex post mierzy, o ile srednio odchylaja si¢ rzeczy-
wiste realizacje zmiennej prognozowanej od obliczonych prognoz. W zastosowa-
niach praktycznych wygodniej postugiwac si¢ wzglgdnym biedem Srednim predyk-
cji danym wzorem
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V,=2T. (11)

Mata warto$¢ sredniego bledu oznacza dobre dopasowanie modelu prognostyczne-
go do rzeczywistych realizacji zmiennej prognozowane;j.

Do zbadania trafno$ci prognoz w calym przedziale weryfikacji wykorzystano
réwniez wspotczynnik Theila wyrazony wzorem

n+h

Z(xr - )A‘r )2

2
2 _ T=n+l _ _hoy _
P=ttg——sg, T=ntl..nth (12)
Zxr Zxr
T=n+l T=n+l

W przypadku idealnie doktadnej predykcji /* przybiera warto$é rowna zeru. Pier-
wiastek kwadratowy z tego wyrazenia informuje, jaki byl przecigtny btad prognozy
w prognozowanym okresie, bez wzgledu na to, co bylo przyczyna takiego stanu
rzeczy.

6. Otrzymane prognozy kursow walutowych

Przedstawiony w rozdziale 4 algorytm prognozowania wykorzystano do wy-
znaczenia przysztych wartosci szeregdw czasowych utworzonych z notowan kursow
wybranych walut. Pod uwage wzigto: euro (EURO), dolara amerykanskiego (USD),
jena japonskiego (JPY), funta brytyjskiego (GBP) oraz dolara australijskiego (AUD),
w okresie 1.01.1999 r.-30.10.2004 r., obejmujacym 1474 notowania. Szczegdlowe
wyniki dla roznych wartoéci parametru d zawieraja tab. 1-5. MD oznacza zastoso-
wanie metody wielowymiarowej (multi-dimension phase space time series predic-
tion method), polegajacej na wyznaczeniu prognoz dla poszczegolnych wartosci
wymiaru zanurzenia d = 1, 2, ..., 5, a nastgpnie obliczeniu Srednie) arytmetycznej
otrzymanych prognoz. T oznacza horyzont prognozy. Pogrubiona czcionka zazna-
czono wyniki, dla ktérych bledy prognoz sa najmniejsze.

Analiza wynikéw predykcji (tab. 1-5) wykazuje, ze rzad dokladnosci wnio-
skowania w przyszto§¢ byt dobry. Swiadcza o tym mate wartosci $redniej arytme-
tycznej popetnionych bltedow prognozy oraz niskie wartosci odchylen standardo-
wych bledéw prognozy. Najmniejsze bledy prognozy dr, Dr uzyskano dla wymiaru
zanurzenia rownego 2, dla walut GBP oraz USD. Dla JPY najdokladniejsze pro-
gnozy otrzymano dla parametru d = 3 lub d = 4. Natomiast dla EURO najlepsze
wyniki otrzymano dla wymiaru zanurzenia rownego 2 lub 5, a takze dla metody MD.

W tabeli 6 przedstawiono sredni blad prognozy oraz wspolczynnik Theila wy-
znaczonych prognoz w catym przedziale weryfikacji. Pogrubiong czcionka zazna-
czono wyniki, dla ktérych bledy prognoz sa najmniejsze.
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Tabela 6. Bigdy otrzymanych prognoz w przedziale ich weryfikacji — pordwnanie dla poszczeg6!nych
wartoéci wymiaru zanurzenia

d=2 d=3 d=4 d=5 MD
EURO o; | 0,016567 0,023091 0,027531 0,020713 0,019456
r [0,0000146945 | 0,0000285463 | 0,0000405773 | 0,0000229679 | 0,0000202651
USD oy |10,03064 0,03788! 0,035752 0,060821 0,040174
F10,0000817405 |0,000124946 |[0,000111294 |0,000322088 | 0,000140525
IPY or |0,032819 0,022733 0,033566 0,069382 0,057354
I [0,000106486 [ 0,0000510923 | 0,000111386 [ 0,000475908 | 0,000137945
GBP o; |0,031965 0,06184 0,066743 0,093721 0,060324
I 10,0000263803 | 0,0000987321 |0,00011501 0,000226773 | 0,0000939506
AUD o; [0,016732 0,020581 0,016218 0,02153 0,016832
£ ]10,0000435733 | 0,0000659234 | 0,0000409352 | 0,0000725474 | 0,0000440933

Zrodto: opracowanie wiasne.

Dla kazdej warto$ci parametru d $rednie biedy prognozy o, w calym przedzia-

le weryfikacji sa male. Najlepsze wyniki otrzymano dla wymiaru zanurzenia row-
nego 2 (EURO, USD, GBP), 3 (JPY) lub 4 (AUD). Wspoélczynniki rozbieznosci
réwniez sg zblizone do zera. Zatem mozna wnioskowacé, Ze otrzymane prognozy sa
dos¢ dokladne. Analizujac dane zawarte w tab. 6, mozna réwniez stwierdzié, ze me-
toda MD daje dokladniejsze prognozy niz w przypadku, gdy d =4 lub 5.

7. Podsumowanie

W opracowaniu wyznaczono przyszle wartosci szeregdw czasowych utworzonych
z wybranych kurséw walut (EURO, USD, JPY, GBP,AUD) w okresie 1.01.1999 r.—
—-30.10.2004 r. obejmujacym 1474 notowania. Do prognozowania przysztych no-
towan wykorzystano metodg oparta na rekonstrukcji przestrzeni standow oraz naj-
wigkszy wykladnik Lapunowa, a takze metodg wielowymiarowg MD, polegajaca
na usrednieniu wartosci otrzymanych prognoz dla réznych warto$ci wymiaru zanu-
rzenia. Najdoktadniejsze prognozy otrzymano dla wymiaru zanurzenia rownego 2,
3 lub 4.
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THE APPLICATION OF LYAPUNOV EXPONENTS
TO THE PREDICTION OF TIME SERIES

Summary

The paper presents the new method of chaotic series prediction. This method is based on a basic
characteristic of chaotic systems which is sensitive dependence upon initial conditions (SDUIC). This
figures referred to as Lyapunov exponents are a measure of the SDUIC. They measure the rate of the
divergence of trajectories in state space. The method involves, first, the reconstruction of a phase
space using a time series and then the prediction of unknown phase space point making use of the
Lyapunov exponents as a qualitative parameter. As a result of the transformation of this phase space

point the predicted time series data can be obtained. Numerical examples have proved that the method
is effective.
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