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1. Wstep

Dla wigkszosci postaci rozktadéw liczby wyplat oraz wielkosci indywiduainych
wyplat generowanych z portfela ubezpieczeniowego postac rozkladu zagregowanych
szkod jest zbyt skomplikowana obliczeniowo. W takich przypadkach zlozony roz-
ktad przybliza sig rozktadem o prostszej postaci. W artykule zostanie przedstawiona
metoda punktu siodlowego (saddlepoint approximation) i jej zastosowanie do aprok-
symacji rozkladu zagregowanej wielkosci wyplat, przy zalozeniu, ze wielkosci in-
dywidualnych wyplat sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych roz-
ktadach.

2. Model zagregowanych wyplat

Laczna wielko$¢ wyplat S generowanych z portfela ubezpieczeniowego w jed-
nostkowym przedziale czasowym przybiera postaé:

S=iXi’ (1)
i=l

gdzie zmienna losowa X, jest wielkoScia i-tej szkody, a zmienna N jest liczba wy-
placanych roszczen z portfela polis. Dla uproszczenia zaklada sig, ze odszkodowa-
nia X, X,,..., X, sa niezaleznymi dodatnimi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozkladzie oraz ze wielkosci wyplat oraz ich liczba sa wzajemnie niezalezne.

3. Metoda punktu siodlowego

Dla zmiennej losowej S majacej dystrybuantg F funkcja charakterystyczna ¢
zmiennej S jest funkcja okre§lona dla rzeczywistych wartosci ¢ postaci:
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W przypadku rozkladéw zlozonych, gdzie zmienna § jest postaci (1), funkcjg cha-
rakterystyczng mozna zapisa¢ jako zlozenie funkcji tworzacej prawdopodobien-
stwa P, zmiennej losowej N i funkcji charakterystycznej ¢, zmiennej losowej X,
tzn.:

050 = £ ]= 5 Ele | PV = ny = By (0, ) 3)
n=0

Z lematu Riemanna-Lebesgue’a (por. [Feller 1969]) wynika, ze dla zmiennej
losowej X, funkcja charakterystyczna @x (1) dazy do zera, gdy |t|—>°o. Jednak

dla rozkladéow zlozonych funkcja charakterystyczna zmiennej losowej S majaca
postac:

0s(0)=Y Ele™ | PV =n) @)
n=0

dazy do p, =P(N =0), dla ItI —eo, 7 tego powodu w dalszej czgsci artykutu be-
dzie rozpatrywana zmienna losowa S okreslona w nastgpujacy sposob:
- N
S=Y X, 5
i=l
gdzie P(AN/ =n)=P(N =n)/(1-p,) dlan=1,2,.... Wtedy dla tak ustalonej zmien-

nej losowej S funkcja charakterystyczna majaca postaé:

p:(t) = (@s(t) - po) (6)

1-p,
dazy do zera dla |t| — e, Zachodzi takze nastgpujacy zwiazek migdzy rozkladami
zmiennych losowych S'i S, okres§lonych odpowiednio w (1) i (5):

Ss()=(1=po)f5(s). M

Z funkcji charakterystycznej zmiennej losowej S mozna wyznaczy¢ rozkltad
tej zmiennej, korzystajac z odwrotnej transformaty Fouriera danej wzorem

1 r —its 1 T —its .
ff(s):g Je (og(t)dt:?”— _;[e mg (it)dt, (8)

def ~ ~
gdzie my(z) = E [ezs] jest funkcja tworzacq momenty zmiennej losowej S .
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Wstawiajac do wzoru (8) nowa zmienng T = it, catkg mozZna zapisac nastepujaco:

] = r: Hn—Ts x=(T)

r—ie r—ise

1 r+ijoo " .
=f§(s)=2—m_ fe" O-Tar, )

r—joo

def ~
gdzie x5(z) = logm;(z) jest funkcja tworzaca kumulanty zmiennej losowe;j S .

Warto$¢ catki (9) jest niezmiennicza, je§li bedzie si¢ catkowaé wzdluz linii
réwnoleglych do osi urojonej. W metodzie tej drogg catkowania wybiera sig tak,
by przechodzila przez punkt siodlowy. Wielkos¢ » w wyrazeniu (9) jest zatem
tak wyznaczona, aby funkcja podcatkowa osiagala minimum dla rzeczywistych T.
W przestrzeni zespolonej punkt ten jest punktem siodlowym i istnieje w punkcie
ry » dla ktérego pochodna funkcji podcatkowe;j jest rowna zeru, tzn. gdy

K (T) =s. (10)

Wstawiajac do funkcji podcatkowej we wzorze (9) za T wielkos¢ r, + iy, otrzy-
muje si¢:
ry+Hieo =
’ 5 (oriy)—(ry+) : 1 (ry+iy)=(ry+iy)s
S = o [ SOy 4y = o [0V

Ry=i=

Przy obliczaniu warto$¢ calki (11) funkcje x5(r, +iy)—(r +iy)s rozwija sig w

szereg Taylora w punkcie r, +iy, tzn.:

K5 (ry +iy) = (ry +iy)s = K5 () = ros +i(xz () = s)y +
1 |
—EI(’S"~(r0)y2 —gl(‘g(ro)zy3 +.... (12)

Uwzgledniajac pierwsze cztery skladniki w (12) oraz warunek (10), tzn.
K;~ (r,) = 5, rozklad zmienne;j S mozna przyblizy¢ nastgpujacym wyrazeniem:

1 = Kz (ry+iy)—(ry +iy) s 1 = K (ry)- "()5_; \(’())y
f§(5)=a Ie s dy =— je dy=

L x5 (ry)=ry j 2 K5 (r)y?

dy. 13
7 ly (13)
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T —l'(%(’o)}’z 27 . N . - .
Poniewaz Je C dy = T, wige przybliZzenie dla zmiennej S przybiera
K= (r,
s\

—o

postac:
g5 0)-ros

fg(S)=Tﬂ_K\/T:5- (14)

Zatem ostatecznie z (6) 1 (7) dla zmiennej losowej S przyblizenie jest nastgpu-
jace:
(e’fs("o) _ po)e-’os

SO =

(15)
gdzie r, jest punktem siodlowym wyznaczonym z réwnania k5 (r) =s.

4. Zastosowanie metody punktu siodlowego do aproksymacji
rozkladéw zlozonych Poissona i ujemnie dwumianowego

Jesli wielkosé zagregowanych wyplat generowanych z portfela ma zlozony
rozklad Poissona z parametrem 4, wtedy punkt siodlowy #, wyznacza si¢ z réwna-
nia k5(r) = Am) (r). Pozostale wielkoSci w wyrazeniu (15) sa réwne:

[} Do = e_'l s
° e"'.\'('b) — e/l('"x(’o)—l)’
o x5(r)=Amy(n).

Gdy taczna wielko$¢ §wiadczen z portfela polis ma zlozony rozklad ujemnie

dwumianowy z parametrami a i p, punkt siodlowy r, jest rozwiazaniem réwnania

.« o(l=p)my(r)
SO pmy )
A Pa’

° e“'.\'("o) :[ 14 )a’
1=my(r)1-p)

a(l=p)’miy ()’ . all=p)my()
(A=(=Pme () 1=(1= Py (1)

Przyklad 1

Niech liczba wyplat generowanych z portfela ma rozklad Poissona z wartoscia
oczekiwang 11, a wielkosci wyplacanych odszkodowan maja rozktad wykladniczy
o parametrze teta rownym 0,5. W tabeli 1 przedstawiono warto$ci wyznaczone z

, a pozostale elementy wyrazenia (15) wynosza:

Ks(r) =



199

doktadnego rozkladu zagregowanej wielkosci wyplat (oznaczone w tab. 1 przez D),
za pomoca metody punktu siodlowego (MPS), oraz dla pordwnania wartoéci po
zastosowaniu przyblizenia rozkladem normalnym (RN). Dokladny rozklad praw-
dopodobienstwa tacznych wyplat generowanych z tego portfela i zastosowane me-
tody przedstawiono na rys. 1.

Tabela 1. Wartosci funkcji w zaleznosci od zastosowanej metody

s 10 20 30 40 50 60
D 0,0232824 | 0,0437935 0,024364 0,0070548 | 0,0013353 | 0,0001861
MPS 0,0238859 | 0,0446021 0,024729 0,0071461 0,0013507 | 0,0001881
RN 0,0187645 | 0,0415718 0,029562 0,0067479 | 0,0004944 | 0,0000116
Zrédlo: opracowanie whasne.
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Rys. 1. Dokladna, wyznaczona metoda punktu siodlowego oraz przyblizona rozktadem nonnalnym,
funkcja gestosci ztozonego rozkladu PoissonazA =111 X ~ Exp(0,5)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Przyktad 2
Niech liczba szkdd generowanych z portfela ma rozklad ujemnie dwumianowy
z parametrami @ =9 i p =9/20, a wielko$ci $wiadczen maja rozklad wykladniczy

o parametrze rownym 0.5. W tabeli 2 przedstawiono warto$ci wyznaczone z do-

Tabela 2. Warto$ci funkcji w zalezno$ci od zastosowanej metody

s 20 30 40 50 60 70
D 0,0346171 0,02119 0,003854 0,003059 0,000882 0,0002254
MPS 0,0355379 0,02166 0,003923 0,003112 0,000896 0,0002288
RN 0,0330354 0,02673 0,003088 0,002110 0,000205 0,0000099

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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ktadnego rozkladu (D), za pomoca metody punktu siodlowego (MPS), oraz warto-
§ci po zastosowaniu przybliZzenia rozkladem normalnym (RN). Dokladny rozkiad
prawdopodobienstwa facznych wyplat generowanych z tego portfela i zastosowane
metody przedstawiono na rys. 2.
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Rys. 2. Dokladna, wyznaczona metoda punktu siodlowego oraz przyblizona rozktadem normalnym,
funkcja ggstoSci zlozonego rozktadu ujemnie dwumianowego z parametrami » =9 i p = 9/20
oraz X ~ Exp(0,5)

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W obu przykladach wartosci rozkladu prawdopodobienstwa uzyskane za po-
mocg metody punktu siodlowego aproksymacji rozkladu zlozonego Poissona i
ujemnie dwumianowego sg blizsze wartosciom dokladnego rozkladu prawdopodo-
bienstwa zagregowanej wielkosci wyptat generowanych z portfela polis niz warto-
$ci otrzymane przy przyblizaniu rozkladem symetrycznym. Jest to zwiazane z tym,
ze w praktyce rozklad zagregowanych wielkosci roszczen wyplacanych przez fir-
my ubezpieczeniowe jest asymetryczny i przyblizanie go rozkladem normalnym
nie jest stuszne.
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SADDLEPOINT METHOD FOR PROBABILITY DISTRIBUTION
APPROXIMATION

Summary

When the exact distribution cannot be conveniently obtained, we can use an approximation. In
the paper the saddlepoint approximation is described. This method is used for approximating density
of the aggregated amount of claims, where the individual claim amounts generated from the insurance
portfolio are independently and identically distributed.
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