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1. Wstep
Okreslmy tréjwymiarowy (kartezjanski) uktad wspéirzgdnych'.
R} =QxPxT. )

Umieszczajac w tak zdefiniowanym ukladzie wektory (gq;,p;,t;), gdzie
ie Nu{0}, mozna zauwazy¢, ze wprawiane sa one w ruch wirowy. Skladowe wek-
tora (gq;, p;,!;) to odpowiednio: wolumen, cena i czas dowolnego towaru. Zaobser-
wowany ruch wirowy wektora (q;, p;,t;) jest efektem oddziatywania na 6w wektor

,»Sit” podazy i popytu. Ruch wirowy powszechnie wystepuje w naturze. Jest on
przedmiotem badan m.in.: hydrologéw, meteorologéw, astrofizykéw, aerologow.
By¢ moze w niedlugim czasie do tego licznego grona badaczy ruchu wirowego
dotacza rowniez ekonomisci. Charakter dynamiki zjawisk wirowych jest chaotycz-
ny i na ogot nieprzewidywalny [Schuster 1993]. Z tych tez powodéw numeryczny
opis zjawisk wirowych jest bardzo trudny. Chaotyczny charakter maja réwniez
wirowe zjawiska ekonomiczne. Wirowy rodzaj ruchu punktu, jak réwniez trajekto-
rii, ktora 6w punkt zakresla, jest wspolny dla wszystkich przypadkéw, w ktérych
analizowane sg czasowe zmiany wolumenéw i cen. Trojwymiarowe trajektorie
wirowo-spiralne sa dostrzegalne na wykresach przedstawiajacych np.: wolumeny i
wartosci indekséw gieldowych, iloéci i ceny sprzedawanych zbo6z, liczbg kupowa-
nych mieszkan — uzalezniona od $redniej ceny m? powierzchni, ceny i ilosci wydo-
bycia wegla kamiennego itp. Warty zaznaczenia w tym miejscu jest rOwniez przy-
ktad wystgpowania trajektorii wirowo-spiralnej w momencie przedstawiania zalez-
noéci migdzy bezrobociem a inflacja [Dorbusch, Fischer 1981, s. 4207%.

'R, wsumie z poczatkiem ukladu wspétrzednych jest zdefiniowany tutaj jako 1/8 ukladu R,

*R. Dorbusch i S. Fischer na ptaskim dwuwymiarowym wykresie przedstawiaja procentowe zalez-
nosci miedzy bezrobociem i inflacja w latach 1963-1979. Wykres ten przedstawiajacy plaskie spirale
powstaje w wyniku ortogonalnego rzutu trojwymiarowej trajektorii wirowo-spiralnej na ptaszczyzng opi-
sang osiami przedstawiajacymi bezrobocie i inflacje (s. 420, rys. 13-1. Inflation and Unemployment).
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Trajektorie wyznaczane przez ruch wektora (q;, p;,t;) zachowuja swdj wirowo-
-spiralny charakter niezaleznie od tego, w jakich ukladach czasowych sg analizo-
wane. Dotyczy to zaréwno wykreséw tworzonych w skalach krétkookresowych
(np. minutowej, godzinowej, dziennej), jak i wykresow dlugookresowych (tygo-
dniowych, miesigcznych, rocznych itp.).

Potwierdzeniem samego istnienia trojwymiarowych wirowo-spiralnych trajek-
torii rynkowych sa ptaskie dwuwymiarowe wykresy. Powstaja one w wyniku orto-
gonalnych rzutéw trajektorii na trzy wzajemnie prostopadle do siebie plaszczyzny.
Ponizsze trzy przeksztalcenia (2) przedstawiaja ortogonalne rzuty trajektorii. Rzuty
takie zostaly zilustrowane na rys. 1.

v - -4—"'_-_ T
.,..o. . “\TNZE_}adzony zygzak .‘______———"—‘—x“.
o 1 05“"%&")’ 05 czasu, kierun® rozciagniecia gfiru.
Ao..-’ ) T Modelowa 0§ réwWnowag
Os ceny P ‘-“.c‘-liirimcznej

Rys. 1. Tréjwymiarowy model ekonomicznej trajektorii wirowej wyznaczajacej powierzchnig boczna
stozka wraz z jej trzema ortogonalnymi rzutami na trzy wzajemnie prostopadie plaszczyzny*.
Procesujace stozki rownowagi

* Pierwszy model trojwymiarowej trajektorii wirowej autor monografii wykonat z miedzianego drutu
w 2001 r. Rzuty (jak rowniez rownania) owego modelu byly wowczas prezentowane na kolejnych
serninariach naukowych, m.in.: w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Instytucie

Zastosowan Matematyki w Ekonomii oraz Instytucie Finanséw i Ubezpieczen Akademii Ekonomicznej
we Wroclawiu.

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie Mathematica Wolfram 3.0.
p:RI >RL, pi(QxPxT)—(PxT),
q:R} ->RZ, q:(0xPxT)—>(0xT), 2

s:R} >RZ, g:(QxPxT)—(QxP).
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W przypadku dwoch pierwszych przeksztalcen p i g otrzymujemy wykresy funk-
cji segmentowych (plaskie zygzaki), natomiast w wyniku zrealizowania trzeciego
przeksztalcenia s otrzymujemy krzywa przypominajaca swoim ksztaltem spiralg
[Siedlecka 1993, s. 136]°. Sam fakt wykorzystywania trajektorii spiralnych do opi-
su zjawisk cyklicznych w ekonomii jest ogélnie znany.

2. Tréjwymiarowa trajektoria ekonomiczna

Spirala logarytmiczna jest krzywa przestgpna majaca t¢ wlasnosé, ze kat, jaki jest
utworzony migdzy styczna w dowolnym punkcie i promieniem wodzacym — wy-
chodzacym z jej ogniska, jest w kazdym punkcie spirali staly [Leja 1961, s. 157].

Rownanie spirali logarytmicznej we wspdtrzednych biegunowych jest nastepu-
jacej postaci:

r=ae', (3)

gdzie r jest promieniem wodzacym, a >0 jest stalg dlugoscia podstycznej biegu-
nowej, 4 >0 wyraza stala warto$¢ cotangensa kata y , jaki tworzy styczna do spi-
rali z promieniem wodzacym » w dowolnym jej punkcie, ¢ stanowi wartos$¢ kata,

jaki tworzy promien wodzacy z osig odcigtych Ox.
Dowolny punkt plaskiej spirali logarytmicznej daje si¢ przedstawié jako para
wspotrzednych:

(%,9)= (%, ¥,) =(ae*’ cosp, ae*’sing). 4)
Jezeli w ukladzie R?, spirale logarytmiczna (4) nawiniemy na stozek (5)
2 2 2
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to dowolny punkt powstatej tr6jwymiarowe;j trajektorii zadany bedzie jako (6)
(%,3,2) = (X4, Vs 2,) = (ae™ cosp, ae*’sing, aie“") . 6)
s

Dysponujac wektorem danych typu (g;, p;,2,)€ Qx PxT (wolumen, ilos¢, czas)*,
mozna poshizy¢ si¢ metoda najmniejszych kwadratow i sprébowaé wyznaczy¢ trzy
parametry trojwymiarowej spirali, tj.; a — dlugos$¢ podstycznej biegunowej, 1 — war-
to$¢ cotangensa kata y; jaki tworzy styczna do spirali z promieniem wodzacym r,

3 U. Siedlecka w pracy tej wskazuje m.in. na celowo$é estymacji parametrow trajektorii spiral-
nych, ktére opisuja cykliczne zaleznosci zmiennych dynamicznych (s. 136, rys. 5.8. Trajektorie za-
leznosci zmiennych).

4 ....rzut tréjwymiarowej trajektorii na plaszczyzng opisana osiami ilosci i ceny jest ptaska spira-
la, ktéra swoim ksztaltem przypomina model pajgczynowy. Biegun — punkt asymptotyczny mode-
lu pajgczynowego, traktowany jest jako poziom rownowagi chwilowej rynku” [Juzwiszyn 2004a,
s. 184-191].
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oraz warto§c s, ktora jest dlugoscia promienia stozka utworzonego przez tzw. spira-
le ekonomiczna w R’,. Warto§ci wyestymowanych parametréw: a, A, s umozli-
wiaja opisywanie toru ruchu wektora (g;, p;,#;) za pomoca tréjwymiarowe;j trajek-

torii wirowo-spiralnej S, (¢) = (ae™® cos o, ae*® sin 0, a— ). Spiralna linia re-
K}

gresji wektora (g;, p;,t;)Wyznacza w przestrzeni R’ = QO x Px T stozek (rodzing
stozkow).
P

Rys. 2. Rodzina stozkow i jej ortogonalne rzuty wyznaczone przez trajektoric wirowo-spiralne
w przestrzeni trojwymiarowej

Zrédlo: opracowanic wiasne.

Na rysunku 2 zostala przedstawiona przykladowa rodzina stozkéw wygenerowa-
nych przez trajektorie wirowo-spiralne wektora o sktadowych: wolumen, cena, czas.

3. Aproksymacja trajektorii wirowo-spiralnej
Zadajmy parametrycznie w przestrzeni trojwymiarowa krzywa wirowo-spiralng
S, (p) = (ae™ cosp, ae’sing, a é e*?) )
i okreslmy AS, jako
AS, (9) = Z"l:[(ae‘”’ cosp, ae*sing, aée“’) —(¢,p,)) »> min, (8)

gdzie: dla uproszczenia zapisu pomija sig iteracj¢, ktora przebiegapop, q,ti@.
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@Y = arctg—ql (zaleznosc¢ ta zostanie pokazana w dalszej czgsci artykutu).

i
i

Parametry: a,4,s powinni$my otrzymac z rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan

(aASL(co) JAS, (p) BASL(¢)J=O

) ) 9
oa od ds ®)
przyréwnujac warto$¢ pierwszej pochodnej czastkowej do zera, otrzymujemy row-
nanie

a—A—Sa—Lgp—) = 22[(aew cosp—q, ae*®sing-p,
a i=1
) Ap Ag Ap _: l Ag
a—e? —t)(e¥cosp, e¥sing, —e?)]=0.
s s

n
Z[aeu"’ cos> p—ge*? cosp  +ae’* sin® p— pe? sing +
=1

2

+al—2e““’—zie‘¢]=0, (10)
s s
Y : !
Z[ae (1+—)—-e"P(gcosp + psinp+t-)]=0, (11
i=1 s s

z ktérego wyznaczamy warto$¢ parametru a

Ze'{“’(qcosqo+psin ¢+t£)
s

a=-42 7 . (12)
(1 + _Z)Z ez,‘l¢
S =
Przyrownujac kolejna pochodng czastkowa do zera, mamy
95, ()

—=r==0. 13

31 (13)
985,(9) = 22[(ae’1“’ cosp—q, ae*’sing-p, aie'{“’ -1)-
al i=l s
(ape* cosp, ape®sing, agoie'l‘”)] =0. (14)
s

n
Z(aquu“’ cos’— gage™® cos @ + a*pe®® sin® ¢ — page™® sin p +

i=1
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29

2 I I a0
+a go—ze —taqo—e )=0,

a(1+ 5 )Z pe* = Ze“"(q cos@+ psmqo+t(0—)
s

i=l i=l

Ze "’(qcos¢+psm¢+t(p )

Z@Urp_ i=l g
a(l+—2)
: s

Ostatnim z warunkow ukladu (9) jest:

S (¢)
—L2r2=0.
os
w = 2i[(ae’"” cosp—gq, ae*®sing-p,
s i=l

atete ?—£(0, O, —aize“’)]:o.
S R

Ponizszy uklad (21) tworza nieliniowe réwnania: (12), (17) i (20).

Ze'l“’(qcos¢+psmgo+t )

a= )
(1+—2)Ze“¢’
S =
Ze "’(qcos¢+psmgo+t(o )
22¢ _ =l
> ; ;

i=t a(1+l—2)
s

alz": Py
= —
Zte'{"’
i=

(15)

(16)

7y

(18)

(19)

(20)

21
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Jak wida¢, w ukladzie tym parametry trajektorii sa od siebie zalezne.

Jednoznaczne wyznaczenie wartosci a, A, s, zaleznych tylko od znanych war-
tosci: q;, pi, i, @i 11, jest niemozliwe dla tego typu spirali. Mniej skomplikowane
réwnania regresji wirowo-spiralnej otrzymamy, gdy poshluzymy sie réwnaniami

parametrycznymi spirali hiperbolicznej r=a¢™, Sy = (ﬁcos o, 2 in o, ﬂi)
Qs
lub spirali Archimedesa r=agp, S, =(apcosp, a@sing, a(oi) (zadanych oczy-
s

wiscie we wspdtrzednych biegunowych).

Wyjasnienia wymaga jeszcze fakt zwiazany z warto$cia kata ¢,. Jezeli przekro-
ju trajektorii dokonamy ptaszczyzna prostopadla do osi czasu w chwili ¢, to otrzy-
many punkt (g;, p;) bedzie mial wspoérzgdne:

g, =ae’ cosg., p,=ae*®sing, (22)
z ktérych wyznaczymy

A, = 4q; = P; (23)
acosg, asing,’

e

Pi _ sin @,

=tg@,, (24)
q,- COS¢,-
o =arctgEL. (25)
q;

Zatem znane wartosci g; i p; pozwalaja na obliczenie wartosci kata ¢, . Kat ten za-
warty jest pomigdzy promieniem wodzacym trajektorii 7 i osig 0Q (osig wolumenu).

4. Stozki ré6wnowagi

Wirowanie wektora (q,, p;,t;) wyznacza trajektori¢ spiralna. Jednak niezalez-

nie od powstawania trajektorii tor ruchu wektora wyznacza powierzchnie stopnia
drugiego. Mozna przypuszczac, Ze trajektoria wirowa jest nawijana na takie po-
wierzchnie, z ktorych wymienié nalezy np.: stozek, walec, elipsoidg, paraboloidg,
hiperboloidg, pseudosferg itp. Zakladamy, ze powierzchnie te zmieniaja si¢ w cza-
sie trwania ruchu wirowego wektora (g,, p;,¢;) .

Jezeli teraz ograniczmy nasze glowne zalozenie tylko do stozkow, to bedzie to

oznaczatlo, ze po uplywie pewnego okresu i wyznaczeniu w tym przedziale stozka
trajektoria punktu rozpoczyna wyznaczanie nowego stozka itp.’ .

5 Obserwacje szeregow czasowych w Ri = Q x P x T (poczynione przez autora w ostatnim cza-
sie) oémielaja go do postawienia jeszcze jednej hipotezy dotyczacej ruchu wektora o sklado-
wych(g,, p;,t;). Otoz stozki wyznaczone przez trajektori¢ w pewnych przedziatach czasowych
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Stozek przedstawiony w réwnaniu (26) zadajmy we wspoétrzednych bieguno-
wych (27)

2 2 2
q p 4
_+—:—, 26
25t P (26)
g, =(scos@, ssing, [). 27

Postepujac analogicznie jak w przypadku préby aproksymacji trajektorii wiro-
wej, skorzystajmy raz jeszcze z MNK dla Ag,,.

Ag, = Z[(s cos@, ssing, )-(g;,p;»t;))’ — min (28)
il
i obliczmy
dAg, dAg,
—. 3 |70 29
( ds  dl (29)

Podobnie jak powyZej pomijamy iteracjg dla g;, p;, ¢, ¢

dAg, x . .
=0=>2) (scosp—gq, ssing—p, -t)(cosg, sing, 0)=0, (30)
s i=1
Z(scosz(p—qcosqo+ssin2¢—psin(p)=0, 31
i=l
5= (gcosp+ psing), (32)
i=1
gdzie:
o, =arcctgi = arccos%—. (33)
Pi 9" +p
dAg, .
Z warunku =0 wynika, ze
=Y. (34)
i=1

rowniez wykazuja tendencj¢ do wirowania wokdél pewnej hipotetycznej linii. To kinematyczne zjawi-
sko swoich charakterem przypomina ruch precesyjny (precesjg), wystgpujacy wowczas, gdy ciato obra-
cajace si¢ dookota osi zostanie poddane momentowi sily posiadajagcemu skiadowa prostopadia do
momentu pedu. Wowczas to o§ obrotu ciata zaczyna wykonywaé ruch, kreslac sobg powierzchnig w
ksztalcie bocznej powierzchni stozka. Precesja jest odpowiedzialna za stabilnos¢ wirujacych obiektéw.
Precesji moze towarzyszy¢ nutacja, a wowczas pojawiajq sig¢ dodatkowe ,,wahnigcia” drgania, ktére to
powodujg podtrzymywanie ruchu wirowego obiektu. Sam fakt precesyjnego wirowania stozkow nale-
Zy utozsamiac ze stanami rownowagi ogolnej; o$ stozka wyznaczonego przez trajektori¢ wirowo spi-
ralng bedzie nazywana osia rownowagi chwilowej (zaobserwowanej w przedziale czasu, w ktorym
stozek zostal wyznaczony).
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Rys. 3. Trojwymiarowa wirowa trajcktoria indeksu WIG z wyznaczonymi precesujacymi stozkaimni
w okresie od 18 kwietnia 1994 r. do 18 kwietnia 2002 r. (w ukiadzie: indeks, wolumen, czas)
Zrédto: opracowanie whasne.

5. Aproksymacja wiréw rownowagi okregami

Wirowo-spiralne trojwymiarowe trajektoriec wyznaczaja w pewnych przedzia-
Jach czasu stozki, ktore réwniez wiruja. Ortogonalne rzuty takich stozkow przed-
stawione zostaly na rys. 4. Zrzutowana rodzina stozkéw z R® utworzy nam rodzing
wirujacych okregéw (elips) na R’. Okrag (torus) po zrzutowaniu stozka (stozka $cie-
tego) otrzymamy wtedy 1 tylko wtedy, gdy o$ stozka bedzie potozona réwnolegle
do osi czasu T. Niespelnienie tego warunku spowoduje, Ze po zrzutowaniu ortogo-
nalnym stozka otrzymamy elips¢. W dalszej czgsci zajmowaé si¢ bedziemy tylko
aproksymacja okregu.

Skorzystajmy z tego, iz kazda skonczona rodzina punktow na plaszczyznie (nie-
lezacych na jednej prostej) moze by¢ aproksymowana okregiem®. W tym celu za-
dajmy okrag rownaniem:

q2+p2—aq—bp—c=0. (35
Niech

A (a,b,0)=) (g, + p;* —aq;—bp,—c)* > min, (36)
i=1

gdzie a,b,c sa parametrami jednoznacznie wyznaczajacymi polozenie okrggu na
plaszczyznie. Przyréwnajmy wszystkie pochodne czastkowe A (a,b,c) do zera.

® Twierdzenie o aproksymacji okregiem; dla kazdego skoficzonego uktadu punktéw plaszczyzny
nie lezacych na jednej prostej w rodzinie wszystkich okrggow tej ptaszczyzny istnieje tylko jeden okrag
najlepiej aproksymujacy dany ukiad punktow [Antoniewicz 1988].



Kierunki wirowania stozkéw rownowagi

v

Rys. 4. Schematyczna rodzina stozkow rownowagi zrzutowana na ptaszczyzng Q x P

Zroédto: opracowanie wlasne.

Aoa(a,b,c) = —22 (qiz + Pi2 —aq; —bp, —¢)q; =0,

i=l

Alo‘b(a,b,c) = _22 (qi2 + Pi2 —aq;—bp,—c)p, =0, (37

i=1

Aoc(a,b,c) = —22 (q,.2 + p,.2 —aq; —bp, —c)1 =0.

i=l

Przyjmujac oznaczenia Zq, p; =[gqp]i opuszczajac iteracje w celu skrocenia
i=l

zapisu, otrzymujemy uktad réwnan:
alg’1+blqllpl+clql=[g’1+[p’q],
alqllpl+bp*1+clpl=lg’ p1+[P’], (38)

algl+blyl+ll=[g*1+[p],

z ktérego wyznaczamy wartos$ci parametréw a, b, ¢. Znajac wspolrzedne srodkow
okregéw, zauwazamy, Ze Wyznaczaja one krzywg zblizona do okrggu. Wobec tego
raz jeszcze powtarzamy cala procedurg zwiazang ze znajdywaniem réwnania okre-
gu najlepiej opisujacego polozenie punktow (srodkow wyestymowanych okregow).
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Postgpujac w ten sposéb, szybko mozna zauwazyé, ze wyestymowane okregi
(otrzymane wskutek aproksymacji ortogonalnych rzutéw tréjwymiarowe;j trajekto-
rii wirowej rozpinajacej w R’. stozek) réwniez podawane sa ruchowi wirowemu.
Otrzymane w ten sposob okregi o niewielkich promieniach z punktu widzenia fi-
zyki opisywaé bedq zjawiska ruchu o niewielkich zawirowaniach. Natomiast z
punktu widzenia ekonomii opisywa¢ one bgda te dobra ekonomiczne, ktérych dy-
namika cen i wolumenéw jest stosunkowo niewielka — stabilna’. Okregi o duzych
promieniach bgda aproksymowaty wiry, ktore opisuja niestabilne, wrgez turbulen-
cyjne zmiany cen i ilo§ci wytwarzanych débr.
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Summary

Rotational-spiral trajectories appear in the three-dimensional space, in which are observed vectors
of the volume, price and time components. The trajectories define cones’ side superficies in certain time
intervals. The cones cut ortogonally and projected onto a plane, which is extended on volume and
price axes, will construct families of rotating circles (ellipses). In the article there is considered the
idea of double approximation of the family of rotating circles.



	BIAPROKSYMACJA WIROWYCH ZJAWISK EKONOMICZNYCH
	1. Wstęp
	2. Trójwymiarowa trajektoria ekonomiczna
	3. Aproksymacja trajektorii wirowo-spiralnej
	4. Stożki równowagi
	5. Aproksymacja wirów równowagi okręgami
	Literatura

