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1. Wstep

Nie trzeba przypomina¢ znaczenia funkcji trygonometrycznych y = sinx i y = cosx
w zagadnieniach aproksymacyjnych i, ogolniej, w teorii pomiaru. Nieco niedocenia-
ne w tym wzgledzie byly pozostate dwie gtowne funkcje trygonometryczne y = tgx
1 y = ctgx. Okazuje sig, ze by¢ moze nieshusznie. W artykule przedstawiony zostanie
aktualny stan wiedzy o znaczeniu funkcji odwrotnej do funkcji y = tgx w zagad-
nieniach aproksymacyjnych. Dok}adniej chodzi o uklad funkcji, ktdrych funkcja
y = arctgx jest swoistym generatorem. Ukladowi nadano robocza nazwe¢ uktad réz-
niczkowy.

Uktady ortogonalne w odpowiednich przestrzeniach funkcyjnych pelnia zasadni-
czg funkcje w analizie danych statystycznych. W artykule przedstawione sa rozwa-
zania nad mato znanym uktadem w przestrzeni funkcji calkowalnych z kwadratem
na prostej rzeczywistej ( L, (R) ). Celem artykutu jest umiejscowienie uktadu w klasie

znanych ukiadéw ortogonalnych, przedstawienie aktualnego stanu wiedzy o ukladzie
oraz zasugerowanie kierunku, w jakim powinny po6j$¢ dalsze badania. Umiejscowie-
nie ukladu bedzie mialo charakter rodowodowy. To znaczy poréwnany zostanie
mechanizm powstawania kolejnych funkcji ukladu w odniesieniu do najbardziej
znanych uktadéw wykorzystywanych w modelowaniu ekonometrycznym.

Funkcje uktadu powstaja przez operacjg rozniczkowania funkcji y = arctgx. Za-
tem, jezeli n-ta funkcjg ukladu oznaczymy symbolem f,, to

£ = d"(arctgx) .

ax"
Ukiad mozna réwniez zdefiniowa¢ indukcyjnie jak ponizej
f=—
l 1+ x*
d[£, ()]
f;:+1 (x) =[__; n=12,..

dx
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Robocza nazwa uklad roiniczkowy wiaze sig oczywiscic ze sposobem powsta-
wania kolejnych funkcji ukladu. W dalszej czgsci artykutu przedstawione zostang
wlasnosci uktadu i przyklady zastosowan w aproksymacji.

2. Wybrane uklady ortogonalne

Na uzytek dalszych rozwazan dokonany zostanie krotki przeglad wybranych
ukladow ortogonalnych. Beda to w kolejnosci uktady wielomiandéw ortogonalnych,
uktady falkowe i wielomiany trygonometryczne.

Wielomiany ortogonalne

Przypomnimy trzy najbardziej populame uklady wielomianéw ortogonalnych.
Skupimy si¢ jedynie na sposobie ich powstawania, pomijajac uzyteczno$¢ w zasto-
sowaniach.

1° Wielomiany Legendre’a
Sa to wielomiany okre§lone wzorami:

By (x)= =2

2" n dx"

(x2 —l)" ; n=0,1,...

Wz6r definiujacy P, (x) nosi nazwg Rodriguesa.
Wielomiany Legendre’a dostaniemy rowniez, jezeli ukiad funkeji f;(x)=1

A (x) =x, f,(x)=x*, ... za pomoca metody Grama-Schmidta sprowadzimy do

ukladu ortogonalnego, a nastgpnie unormujemy. Wielomiany Legendre’a tworza
uklad ortonormalny w przestrzeni L, [—1, 1] .

2° Wielomiany Hermite’a
Sa to wielomiany okreslone wzorami:

no oyt d"

H,(x)=(-1)"e dx"(e—xz); n=0,1,..

Wielomiany Hermite’a tworza uklad ortogonalny w przestrzeni L, (R) z waga

p(x)= e, tzn.

I

Ie_sz, (x)-H,(x)dx=0dlan#m.
R

3° Wielomiany Laguerre’a
Sa to wielomiany okreslone wzorami:

L, (x):e"-l @ (e_"-x"); n=0,1,..

|
n dx"
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Wielomiany Laguerre’a tworza uklad ortonormalny w przestrzeni L, [0, ) z

waga p(x)=e™”
Zauwazmy, ze wymienione wielomiany ortogonalne wykorzystujg w procesie
powstawania kilka operacji:
— operacj¢ rézniczkowania,
— mnozenie przez stala,
— mnozenie przez ustalona funkcjeg.
W pierwszym przypadku (wielomiany Legendre’a) n-ta funkcja ukiadu jest n-ta

pochodna (z doktadnoscia do stalej) funkcji y = (x2 —1)" . W ukladzie nastgpnym

(wielomiany Hermite’a) funkcja generujaca jest funkcja y = e Kolejne funkcje
ukladu powstaja przez pomnozenie n-tej pochodnej funkcji generujacej przez od-
powiednia stata i przez funkcjg y=e’2. Uklad ostatni (wielomiany Laguerre’a)
tworza funkcje bedace iloczynem n-tej pochodne) funkcji y=e™ -x", odpowied-
niej stalej i funkcji y =e*. Pomijamy w tym miejscu to, ze wszystkie wymienione
uklady mozna zdefiniowac rowniez w inny sposdb. Nie ma to bowiem znaczenia

dla dalszych rozwazan. Na przyklad wspomniane zostalo jedynie przy okazji wie-
lomianéw Legendre’a o mozliwym innym ich rodowodzie.

Uklady falkowe
Funkcjeg rzeczywista ¥ nazywamy falka (lub falka-matka), gdy rodzina funkcji

—n

v (x)=22’f’(2nx—k) nkelZ
nk

tworzy bazg ortonormalna przestrzeni L,(R) . Rodzina funkcji ¥,, powstaje z falki

¥ przez operacje skalowania i przesuwania. Nazywamy ja ukladem falkowym.
Uklady falkowe, bardzo popularne w ostatnich kilkunastu latach, maja szerokie
zastosowania nie tylko w analizach ekonometrycznych.

Wielomiany trygonometryczne
Najbardziej rozpowszechnionym w zastosowaniach ukladem funkcji ortogo-
nalnych sa tzw. wielomiany trygonometryczne. Jest to uktad funkcji postaci

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x,...

Funkcje te tworza uklad ortogonalny w przestrzeni L, [-7, 7] . Jest to uklad li-

niowo zupelny (czyli bazowy) w tej przestrzeni. Stosunkowa latwo$¢ odpowied-
nich obliczen powoduje, ze jest to bardzo uzyteczne narze¢dzie w wielu zagadnie-
niach ekonometrycznych (m.in. w analizie szeregéw czasowych). Zauwazmy, ze
funkcje uktadu powstaja z dwoch funkcji trygonometrycznych y = sinx i y = cosx
przez operacje skalowania.
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3. Wlasno$ci ukladu rézniczkowego

Uklad rozniczkowy wpisuje si¢ w naturalny sposob do rodziny uktadow orto-
gonalnych z perspektywa duzej uzytecznosci. Znane sg nastgpujace fakty dotycza-
ce ukladu.

Twierdzenie 1 [Bukietynski, Smoluk 1968]:
Funkcje uktadu rézniczkowego mozna przedstawié¢ w postaci

_(—1)"_1(’1—1)![%} R n—(2k+1)
L=y 5D (2k+l]x ’

gdzie [y] oznacza czg$¢ catkowita z liczby y.

Twierdzenie 2 [Bukietynski, Smoluk 1968]:
Funkcje uktadu rézniczkowego sa liniowe niezalezne w przestrzeni L,(R) .

Twierdzenie 3 [Dniestrzanski 1999]:
Ciag funkcji danych wzorem (1) jest liniowo ggstym podzbiorem przestrzeni
Ly(R).

Powyzsze twierdzenia, a zwlaszcza ostatnie z nich, pozwalaja na weryfikacjg
przydatnosci uktadu rézniczkowego w modelowaniu ekonometrycznym. Zauwazmy,
ze funkcje ukladu rézniczkowego maja wspdlna ceche, jesli rozwazymy sposob
powstawania ukladu, zarowno z ukladami falkowymi (jedna funkcja generujaca),
jak 1 z wielomianami ortogonalnymi (operacja rézniczkowania jako metoda two-
rzenia kolejnych funkcji). Funkcje y = arctgx (w analogii do uktadow falkowych)
proponuje si¢ nazywac falka rézniczkows. W artykule [Dniestrzanski 2003a] za-
proponowano uogolnienie definicji falki, a w zwiazku z tym rowniez rozszerzenie
pojecia uktadu falkowego.

Oznaczmy przez A pewna ustalona klasg przeksztalcen z L,(R) w Ly(R).

Definicja:
Funkcjg f€ L,(R) nazywamy falka wzgledem klasy A, jezeli rodzina funkcji

{h(f):he A}

jest uktadem liniowo gestym i niezaleZnym w przestrzeni L,(R). Otrzymany uklad
nazywamy ukladem falkowym wzgledem funkeji fi klasy A.

Oczywiscie zaréwno falka, jak i falka rozniczkowa sa szczegdlnymi przypad-
kami falki wzgledem klasy A. W pierwszym przypadku A zawiera operacje skalo-
wania i przesuwania, a w drugim przypadku A jest klasa kolejnych operacji réz-
niczkowania.

Na rysunkach 1-3 przedstawiono wykresy 3 pierwszych funkcji uktadu réznicz-
kowego po operacji ortogonalizacji metoda Grama-Schmidta i oznaczono je sym-

bolami g,(x),g,(x),g(x).
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Rys. 2. Wykres funkcji xX)=——
, 1+x° y Y i & (1+x*)?
Zrodlo: opracowanie wlasne. Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rys. 1. Wykres funkcji g,(x)=

“3+14x%% + x*
21+ x%)?

Rys. 3. Wykres funkcji g;(x)=

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Metoda Grama-Schmidta mozna oczywiscie zortogonalizowaé dowolng czesé
ukladu, ale niestety metoda ta jest tutaj niezbyt efektywna z powodéw obliczenio-
wych. Mimo zastosowania pakietow matematycznych wyznaczanie kolejnych
funkcji uktadu zortogonalizowanego (sprowadzajace si¢ do obliczania coraz bar-
dziej zlozonych calek oznaczonych) zajmuje zbyt duzo czasu. Sytuacja komplikuje
si¢ jeszcze bardziej przy probach wykorzystania uktadu w zagadnieniach aproksy-
macyjnych. Nie jest ciagle znana postaé analityczna funkeji ukladu zortogonalizo-
wanego (tak jak udato sig to zrealizowa¢ w ukladzie przed ortogonalizacja — twier-
dzenie 1). Jest to jedno z wazniejszych zagadnien, z jakim nalezaloby si¢ uporac,
aby méc prowadzi¢ dalsze zaawansowane badania nad ukladem. Przeprowadzone
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proby wykorzystania uktadu w zagadnieniach aproksymacyjnych daly zadowalaja-
ce rezultaty. Na rysunkach 4 i 5 przedstawiono wyniki aproksymacji funkcjami
zortogonalizowanego ukladu funkcji gestosci rozkladow: jednostajnego na odcinku
[-1,1] i standardowego normalnego. Wykorzystano do tego celu 8 pierwszych
funkcji ukladu rozniczkowego. W przypadku kazdej aproksymacji wykonano na-
stepujace czynnosci:

1. Wyznaczono uogolnione wspdtczynniki Fouriera szeregu aproksymujacego;

2. Graficznie przedstawiono wyniki analizy. Na rysunkach przedstawiono wy-
kresy szeregu aproksymujacego i funkcji aproksymowane;j;

3. Wyznaczono blad aproksymacji. Za blad przyjgto catkg oznaczona w grani-
cach od —o do o z kwadratu réznicy szeregu aproksymujacego i funkcji aproksy-
mowane;j.

Wspoiczynniki szeregu aproksymujacego ¢, ..., ¢; wyznaczone zostaty (zgod-
nie z teoria uogdlnionych szeregéw Fouriera) ze wzoru
_(f.8)
¢ = >
le:l

i wynosza ¢, =0,5, ¢, =0, ¢, =-0,05465, ¢, =0, ¢, =-0,01974, c, =0,
¢, =—0,00092, ¢, =0 (dla rozkladu jednostajnego) oraz ¢, =0,41742, ¢, =0,
c, =0,08284, ¢, =0, ¢, =-0,00273, ¢, =0, ¢, =-0,00017, ¢, =0 (dla roz-
kladu normalnego). Jak widaé, wspoélczynniki szeregu aproksymujacego o indek-

—

1

gestoscé rozktadu U(-1, 1)

szereg aproksymujacy
btad aproksymacji — 0,03005

Rys. 4. Aproksymacja rozkladu jednostajnego
Zrédto: opracowanie wiasne.
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sach parzystych wynosza zero. Jest to oczywiscie konsekwencja tego, ze funkcje
uktadu (zaréwno przed ortogonalizacja, jak i po ortogonalizacji) s3 na przemian parzy-
ste (funkcje o indeksach nieparzystych) i nieparzyste (funkcje o indeksach parzystych),
podczas gdy obydwie aproksymowane funkcje gestosci sg funkcjami parzystymi.

-3 -2 -1 1 2 3

gestosé rozktadu N(O, 1)

szereg aproksymujacy
blad aproksymacji — 0,00642

) Rys. 5. Aproksymacja rozkladu normainego
Zrodto: opracowanie wilasne.

Wyniki aproksymacji sa obiecujace ze wzgledu na niewielkie bledy — wynosza
one zaledwie 3% (dla rozkladu jednostajnego) i ok. 0,64% (dla rozkladu normalne-
g0), co $wiadczy o stosunkowo szybkiej zbieznosci szeregu. Przeprowadzone do-
datkowe analizy dla kilku innych funkcji gestosci daly roéwnie obiecujace rezultaty,
chociaz najlepsze efekty aproksymacji otrzymano dla rozkladéw o funkcjach ge-
stosci symetrycznych wzgledem osi OY. Bledy aproksymacji sq male rowniez w
sytuacji, gdy aproksymowane funkcje maja (tak jak w przypadku rozktadu jedno-
stajnego) punkty nieciaglosci, co zdecydowanie pogarsza efekty.

Przeprowadzone dodatkowe symulacje z wykorzystaniem 4 i 6 funkcji uktadu
wskazuja na szybki spadek wartosci bledu przy zwigkszaniu ilosci uzytych do
aproksymacji funkcji.

4. Podsumowanie

Kolejne pochodne funkcji y = arctgx tworzace uklad zupelny w przestrzeni
L,(R) sa stosunkowo nowym i malo zbadanym narzgdziem mogacym mie¢ duze
zastosowania w modelowaniu ekonometrycznym. Aby moéc rozstrzygnaé kwestig

jego uzytecznosci, nalezy odpowiedziec na wiele pytan. Przede wszystkim pomoc-
ne byloby wyznaczenie postaci analitycznej n-tej funkcji ukladu zortogonalizowa-
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nego. Pozwoli to na badanic wlasno$ci granicznych szeregéw aproksymujacych w
bazie ukladu. Latwiej bedzie rowniez woéwczas dokonaé pordwnania uzyteczno$ci
ukladu z innymi uktadami ortogonalnymi. Przypomniane w artykule wyniki pierw-
szych zastosowan aproksymacyjnych pokazuja, ze uklad jest narzedziem o poten-
cjalnie duzych mozliwosciach aplikacyjnych. Przeprowadzone analizy wykazujg
szybka zbiezno$¢ szeregu ortogonalnego w bazie uktadu.
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DIFFERENTIAL SEQUENCE

Summary

In the paper the author presents the most important properties of the differential sequence. It is

the sequence of {f } where f (x) = (arc tgx )(") ; n=1, 2, .... This sequence is linearly independent

in L,(R) and it is the linearly dense subset at L,(R) space. Moreover, in some cases, functions {f } are

useful in approximation problems. The author discuses connections between the differential sequence
and other orthogonal sequences. The function y = arctgx is called differential wavelet.
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