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SYMULACYJNE POROWNANIE JAKOSCI
'MODELI OTRZYMANYCH METODA
WEKTOROW NOSNYCH Z INNYMI MODELAMI REGRESJI

1. Wstep

Wsrdd wielu nowych metod regresji na uwagg szczegdlng zastuguje metoda
wektoréw nosnych (SVM — Support Vector Machines). Cho¢ zostala ona skonstru-
owana pierwotnie do realizowania zadan dyskryminacji [Vapnik 1998], to podob-
nie jak w przypadku drzew klasyfikacyjnych i regresyjnych algorylm tej metody
mozna przeformutowac tak, aby shuzyl do budowy modeli regresji. Ponadto regre-
syjna metoda wektoréw nosnych ma wiele pozadanych wiasnosci, ktore zostaly
przeniesione z metody dyskryminacyjnej, tj. brak koniecznosci sprawdzania przez
uzytkownika zalozen o rozkladach zmiennych diagnostycznych, nieliniowo$é
otrzymanego modelu, relatywnie male bledy predykcji dla obserwacji ze zbioru
testowego, odpomos$é na wystgpowanie szumu w zbiorze uczacym, bardzo liczna
przestrzen hipotez z duza rdéznorodnoscia przeszukiwanych, potencjalnych funkgeji
regresji (zob. [Trzgsiok 2005]).

Podobnie jak w przypadku dyskryminacji, nie sposob nie wspomnie¢ o tych
wilasno$ciach metody wektorow nosnych, ktére swiadcza na jej niekorzysé. Mia-
nowicie jest ona jedng z metod eksploracji danych, co oznacza, ze jej dziatanie jest
w duzym stopniu zautomatyzowane, podobne do ,,czame;j skrzynki”, wyniki za§ w
niewielkim stopniu poddaja sie interpretacji. Podsumowujac, otrzymywany model,
jako narzedzie stuzace do predykcji, charakteryzuje sig¢ duza precyzja, lecz znajo-
moé¢ analitycznej postaci modelu w niewielkim stopniu pozwala badaczowi
na poznanie i zrozumienie istoty relacji migdzy zmiennymi uwzglednionymi
w modelu.

Metoda wektoréw no$nych uwazana jest obecnie, oprocz zagregowanych drzew
klasyfikacyjnych, za najdokladniejsze narzgdzie w dyskryminacji. W dalszej czgsci
artykutu przedstawiona zostanie pokrotce metoda wektoréw no$nych w regres;ji
oraz proba empirycznego zweryfikowania, na ile metoda wektorow noénych jest
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konkurencyjna pod wzglgdem doktadnosci predykcji wobec innych znanych metod
regresji, takich jak klasyczna regresja liniowa, a takze wybrane metody nieparame-
tryczne: metoda rzutowania, sieci neuronowe, drzewa regresyjne oraz modele za-
gregowane laczace wiele modeli drzew.

2. Metoda wektorow no$nych w regresji

Zardéwno w przypadku dyskryminacji, jak i regresji w algorytmie metody wek-
torow no$nych wyznaczana jest funkcja o postaci liniowej. Nieliniowo$¢ metody
wynika z tego, ze obserwacje ze zbioru uczacego sa transformowane do nowe;j
przestrzeni o duzo wigkszym wymiarze za pomoca nieliniowego przeksztalcenia

@ . Zatem przy danym zbiorze uczacym { (xl,yl ), ...,(XN,yN)} , gdzie X' € R i
y' € R dla i=1,..., N, oraz nieliniowej transformacji ¢@: R?Y > Z , zagadnienie

regresji polegac bedzie na wyznaczeniu w nowej przestrzeni cech Z funkcji linio-
wej o postaci:

y=1(x8)=B-o(x)+ f, (1)
gdzie p(x')e Z oraz y'e R dlai=1,...,N.
Réwnanie:
B-o(x)+53,=0 2

definiuje hiperplaszczyzng, o ktorej w dyskryminacji zaklada sig, Ze ma by¢ opty-
malng hiperplaszczyzna rozdzielajaca klasy, tj. polozona tak, aby rozdzielata klasy
oraz by symetryczne otoczenie hiperptaszczyzny, nie zawierajace zadnej obserwa-
¢ji, mialo jak najwigkszy promien. Tak postawiony problem mozna sformutowaé w
postaci zadania optymalizacji wypuklej z liniowymi ograniczeniami [Cristianini,
Shawe-Taylor 2000; Trzgsiok 2004]. W regresji rOwniez wyznaczana bedzie opty-
malna hiperplaszczyzna, lecz nie z warunkiem rozdzielania klas, tylko zakladajac,
ze punkty przetransformowanego zbioru uczacego leza jak najblizej poszukiwanej
hiperplaszczyzny. Ten geometrycznie przedstawiony warunek mozna zapisaé ana-
litycznie jako poszukiwanie funkcji postaci (1), ktéra minimalizuje warto$¢ funk-
cjonatu mierzacego jakos¢ dopasowania funkcji do danych ze zbioru uczacego.
Twoérca metody Vapnik [1998] do pomiaru dopasowania zaproponowal funkcje
straty, niewrazliwa na odchylenia rzedu £ > 0:

0, gdy |y—f(x,B)<e,

L, f(x,B)=
O, /(5 B)) {'y— SB-£ gdy [y-fuB)>e, ©

co oznacza, ze dana warto$¢ zmiennej y' jest dobrze aproksymowana przez funkcje
/, jesli odleglo$¢ odpowiadajacego jej punktu od hiperplaszczyzny nie jest wigksza
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niz z goéry zadane € >0 (obserwacje ze zbioru uczacego znajduja sie¢ w syme-
trycznym otoczeniu hiperplaszczyzny o promieniu epsylon). Uwzgledniajac
wszystkie punkty ze zbioru uczacego, otrzymujemy kryterium jako$ci dopasowania
1 tym samym kryterium wyznaczania funkcji f*:

N &
Ropy (B) = %Z LG, f(x' ). @
i=1

Powyzsze kryterium, czyli minimalizacja funkcjonatu zwanego ryzykiem empi-
rycznym, oznacza jedynie jak najlepsze dopasowanie funkcji aproksymujacej do
obserwacji ze zbioru uczacego i moze doprowadzi¢ do nadmiernego dopasowania
(overfitting), a w konsekwencji do duzych bledéw predykeji. Dlatego w metodzie
wektoréw no$nych minimalizacji podlega funkcjonat bedacy suma ryzyka empi-

s 2 3 . . y oo . « .
rycznego oraz wyrazenia %"B" , ktérego mniejsze wartosci implikuja wigksza pro-

stot¢ modelu i lepsze wyniki predykcji poza zbiorem uczacym. Minimalizujemy
wiec funkcjonat;

LB+ LGN (B, )

gdzie parametr C okre§la kompromis migdzy prostota modelu a jego dopasowa-
niem do obserwacji ze zbioru uczacego.

W rzeczywistych zbiorach danych bardzo czgsto wystgpuja obserwacje niety-
powe, w ktérych wartosci cech zaburzone sa szumem lub réznego typu blgdami. W
celu uelastycznienia metody i uodpornienia jej na wystgpowanie takiego zjawiska
wprowadzone zostaja zmienne &, ..., ¢y, .fl*, s fN* >0. Dodatnia warto$¢ takiej
zmiennej w modelu oznacza, ze odpowiadajaca jej obserwacja moze znajdowac si¢
poza epsylonowym otoczeniem wyznaczanej hiperptaszczyzny. Zmniejsza to
oczywiscie jako§¢ aproksymacji na zbiorze uczacym ale — szczegdlnie w przypad-
ku obserwacji obarczonych blgdami — moze mie¢ pozytywny wplyw na jako$¢ pre-
dykcji dla nowych obiektéw ze zbioru rozpoznawanego.

Oméwione zadanie minimalizacji z liniowymi ograniczeniami mozna zapisaé
w postaci analityczne;j:

N
gﬂiggllpuzwgf;%),
Y= (Box)+fy)se+g,  i=L..,N, )
-y +(B-ox)+fy)se+E, i=L.N,

1£,& 20.

Zadanie to mozZna rozwiaza¢ metoda mnoznikéw Lagrange’a. Z warunku Kuhna-
-Tuckera, ktory spelnia rozwiazanie optymalne, wynika, ze wiele wspélczynnikéw
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Lagrange’a jest rownych zeru. Te obserwacje, ktorym odpowiadajq niezerowe
wspoétczynniki Lagrange’a, nazywamy wektorami no$nymi. Z geometrycznego
punktu widzenia sa to obserwacje lezace na brzegu epsylonowego otoczenia wy-
znaczonej hiperplaszczyzny, a takze te obiekty, ktore leza poza tym otoczeniem.
Jedynie wektory no$ne maja wplyw na polozenie hiperplaszczyzny, a tym samym
na funkcje regresji [Trzesiok 2005].

O jakosci modelu regresji, otrzymanego metoda wektoréw nosnych, decyduje
wybdr wartosci parametru C oraz przede wszystkim wybér odpowiedniej transfor-
macji nieliniowej @ . Okazuje si¢, ze zaré6wno w zadaniu optymalizacyjnym, po
przejsciu do jego postaci dualnej, jak i w postaci analitycznej rozwigzania, prze-
ksztalcenie ¢ wystepuje jedynie zwiazane iloczynem skalarnym [Gunn 1997].
Wobec tej uwagi nie jest konieczne definiowanie ¢ wprost. Wystarczy bowiem

wybra¢ funkcje, ktora bedzie definiowata iloczyn skalamy w Z, co znacznie redu-
kuje problemy. analityczne i numeryczne metody. W metodzie wektoréw nosnych,
zamiast definiowa¢ transformacjg ¢, uzytkownik decyduje o wyborze sposobu li-

czenia iloczynu skalarmnego w pewnej przestrzeni o wigkszym wymiarze. Standar-
dowo wykorzystuje si¢ do tego celu funkcje z rodziny funkcji jadrowych postaci
K(u,v)=¢(u)-¢(v), w wypadku ktérych udowodniono, ze definiuja iloczyny
skalarne w pewnej przestrzeni. Najczeéciej stosowane funkcje jadrowe to:

1) funkcja Gaussa: K(u,v)= exp(—}/ﬂu - v||2) ,

2) funkcja wielomianowa: K(u,v)=p(u-v+ 5)“*, d=12,...,

3) funkcja sigmoidalna: K(u,v)=tanh(yu-v+9).

Warto zaznaczyé, ze wybdr samej funkcji jadrowej oraz wyboér wartosci para-
metrow tej funkcji ma kluczowe znaczenie dla jakosci otrzymanego modelu. Nie-
stety, brak jest jednoznacznej odpowiedzi na pytanie, jak dobieraé rodzaj funkcji
do przeprowadzanej analizy i jak identyfikowaé optymalne wartosci parametrow.
W tym celu uzytkownik zazwyczaj musi przeprowadzié wstgpna analize symula-
cyjna dla kilku funkcji jadrowych i odpowiednio duzego zakresu wartosci parame-
tréw metody z wykorzystaniem np. sprawdzania krzyzowego. Badania empiryczne
wskazuja jednak na pewng przewage wielomianowych funkcji jadrowych oraz
funkcji Gaussa z odpowiednio dobranymi parametrami (zob. [Trzgsiok 2004]).

Przy zadanej funkcji jadrowej definiujacej iloczyn skalarmy w Z szukang funkcje
regresji mozemy zapisa¢ w postaci:

S0 =3 (e~ o) )K ' x)+ B, ™)

. L] 7 . . ’ . . . .
gdzie «,, &, sa réznymi od zera wspoiczynnikami Lagrange’a z rozwiazania

optymalnego (odpowiadajacymi wektorom nos$nym) [Cristianini, Shawe-Taylor
2000].
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3. Por6wnanie modeli pod wzgledem dokladnosci predykeji
3.1. Kryterium poréwnawcze

Wysoka pozycja metody wektoréw nosnych w grupie metod dyskryminacji,
pod wzglgdem zar6wno matych bledéw klasyfikacji, jak i mozliwoséci zastosowan
do r6znych typow danych, wydaje si¢ niepodwazalna (zob. [Trzgsiok 2004]). Wo-
bec faktu, ze wiele wlasno$ci metody SVM w dyskryminacji w sposdb naturalny
przenosi si¢ na jej odpowiednik w regresji, zachodzi pytanie, czy w regresji row-
niez zauwazalna bedzie dominujaca pozycja metody wektorow noénych. Odpo-
wiedz na to pytanie zostanie sformutowana po przeprowadzeniu empirycznego po-
réwnania jakos$ci réznych modeli regresji zbudowanych na zbiorach danych stan-
dardowo, wykorzystywanych do badania wlasnosci i pordwnywania metod wielo-
wymiarowej analizy statystyczne;j.

Za miarg jakosci modelu przyjgto blad Sredniokwadratowy. Poniewaz podsta-
wowym celem regres;ji jest predykcja na nowych obiektach, spoza zbioru uczest-
niczacego w procesie budowy modelu, wiec wartosci bledéw Sredniokwadrato-
wych obliczane bgda na zbiorach testowych, stanowiacych wyodrebniong czesé
33% calego analizowanego zbioru. Pozostale 66% tworzy zbidr uczacy.

3.2. Poré6wnywane metody

Badana grupa metod obejmuje:

1) SVM - metodg wektoréw nosnych,

2) LM - klasyczna regresje liniowa,

3) PPR — metodg rzutowania,

4) NNET - sieé neuronowa,

5) RPART - drzewa regresyjne,

6) RFOREST - zagregowane drzewa regresyjne Breimana,

7) BAGG — metode taczenia rownoleglego drzew przez rozszerzanie (bagging)

Poszczegolne metody zostaly oznaczone symbolami zgodnymi z nazwami
funkcji realizujacych je w pakiecie statystycznym R. Program ten wraz z dodatko-
wymi bibliotekami zostat wykorzystany do przeprowadzenia analizy.

3.3. Zbiory danych

W analizie wykorzystano pigé zbiorow danych. Trzy z nich: Friedmanl (300 ob-
serwacji, 11 zmiennych), Friedman2 (300 obserwacji, 5 zmiennych), Friedman3
(300 obserwacji, 5 zmiennych), to zbiory sztuczne, tj. takie, ktorych obserwacje
generowane sa komputerowo. Zostaly one specjalnie zaprojektowane przez Fried-
mana [1991] tak, by zawieraly wiele elementéw wymagajacych od metody odpo-
wiedniego modelowania (nieliniowo$¢, szum, zmienne diagnostyczne, ktore w
ogole nie biora udzialu w generowaniu wartosci zmiennej objasnianej itp.). Zbiory
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te s3 powszechnie stosowane do poréwnan, podobnie jak dwa kolejne: Boston
(506 obserwacji, 14 zmiennych) i Servo (167 obserwacji i 5 zmiennych). Sa to
zbiory danych rzeczywistych dostgpne w internetowej bazie ,,UCI Repository Of
Machine Learning Databases” zlokalizowanej w Uniwersytecie Kalifornijskim'.
Wszystkie badane zbiory i geneatory zbiorow sztucznych dostgpne sa takze w pa-
kiecie mlibench programu statystycznego R.

3.4, Procedura badawcza i por6wnanie modeli

W pierwszym etapie z badanego zbioru w sposéb losowy wybierano 33% ob-
serwacji do zbioru testowego. Obserwacje te nie uczestniczyly w procesie budo-
wania modelu regresji. Wykorzystywane byly jedynie do wyliczenia bledu $rednio-
kwadratowego stanowiacego kryterium poréwnania.

Wigkszos¢ badanych metod wymaga od uzytkownika ustalenia wartosci pew-
nych parametrow. Symulacyjnie na zbiorze uczacym budowano wiele modeli dla
réznych uktadéw tychze parametréw. Do pordwnania wybierany byt ten model
(taki uktad wartosci parametrow), ktéry dawatl najmniejszy biad klasyfikacji liczo-
ny metoda sprawdzania krzyzowego z podzialem zbioru uczacego na 10 czgéci.
Przeszukiwane zakresy parametrow dla poszczegoélnych metod sg nastepujace:

a) w metodzie wektoréw no$nych uzyto wielomianowej funkcji jadrowej,
zmieniajac stopien wielomianu od 3 do 5 (zob. [Trzgsiok 2004]), warto§¢ parame-

tru Cod 1072 do 102, epsylon réwne 0,1 oraz 0,5,

b) w metodzie rzutowania warto§¢ parametru opisujacego poczatkowa liczbe
funkcji sktfadowych modelu przyjmowano na poziomie 10, 15, 20, 25, koncowa za$
liczba tychze funkcji w modelu zmieniata si¢ od 1 do 10,

¢) sieé neuronowa z jedna ukryta warstwa, z liczba obserwacji w warstwie
ukrytej zmieniajaca si¢ od 1 do In(¥),

d) dla drzew regresyjnych wymagana minimaing liczb¢ obserwacji w wezle,
aby nastapit dalszy podzial, ustalano na poziomie od 3 do 10, a kryterium mini-
malnej poprawy jakosci modelu (przycinanie drzewa) na poziomie od 1 do 3%,

e) w metodzie zagregowanych drzew regresyjnych Breimana liczbg zmien-

nych losowanych przy kazdym podziale ustalano na poziomie @, Jd, oraz 2\Jd

(d - liczba zmiennych), liczbe drzew réwna 100 oraz 200, minimalna za$ liczbg
obserwacji w lisciu: 1, 5, 10.

3.5. Wyniki analizy

Po wyznaczeniu modelu optymalnego dla kazdej z metod i kazdego z badanych
zbioréw wedlug kryterium biedu sredniokwadratowego liczonego metoda spraw-
dzania krzyzowego na zbiorze uczacym obliczano blad $redniokwadratowy na

! Dostepne pod adresem: fip://fip.ics.uci.edw/pub/inachine-leaming-databases, http://www.ics.uci.edw/
~mlearn/MLRepository.html.


ftp://ftp.ics.uci.edu/pub/machine-leaming-databases
http://www.ics.uci.edu/
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zbiorze testowym. Wyniki zestawiono w tab. 1 (wyniki najlepsze zaznaczono po-
grubiong czcionka).

Tabela 1. Blad sreniokwadratowy liczony na zbiorze testowym, dla réznych modeli regresji

Metoda Friedmanl Friedman2 Friedman3 Boston Servo
SVM 4,16 19206,9 0,070 15,21 21,38
LM 8,00 38762,8 0,104 25,27 64,02
PPR 7,58 228442 0,026 20,04 37,96
NNET 6,69 21705,1 0,047 17,45 33,18
RPART 11,17 31007,4 0,047 18,68 21,42
RFOREST 7,19 211149 0,027 10,96 11,80
BAGG 7,64 17170,1 0,025 12,72 16,86

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tylko w przypadku jednego zbioru danych metoda wektoréw nosnych data
najmniejszy btad predykcji. W pozostalych wypadkach zajmowala odpowiednio
miejsca drugie, piate i dwukrotnie trzecie. Wnioskujemy stad, ze w przypadku re-
gresji o metodzie wektorow nos$nych nie mozna powiedzieé, ze daje na ogot naj-
lepsze rezultaty. Zdecydowanie wyniki $wiadcza o tym, Ze predykcja za pomocy
modelu otrzymanego metoda SVM jest znacznie lepsza niz klasycznego modelu
liniowego, lecz jednoczes$nie konkurencyjne dla SVM wydajg si¢ metody zagrego-
wane wykorzystujace drzewa regresyjne.

4. Podsumowanie

Dyskryminacja z wykorzystaniem metody wektoréw nosnych na ogoét daje
mniejsze bledy klasyfikacji niz metody alternatywne. Otrzymane za jej pomoca
modele sa nieliniowe, przestrzen hipotez jest bardzo liczna, ale jednocze$nie w me-
todzie zaimplementowany jest mechanizm regularyzacji, przeciwdzialajacy nad-
miernemu dopasowaniu modelu do danych ze zbioru uczacego, gdyz jest to czesta
przyczyna wystapienia duzych btedéw predykcii.

Istnieje naturalny sposéb przeformutowania metody wektoréw nos$nych tak,
aby realizowala zadania regresji. Wiele pozadanych wiasnosci dyskryminacyjnej
metody SVM przenosi si¢ na jej odpowiednik regresyjny, lecz w poréwnaniu z in-
nymi modelami regresji wydaje si¢ traci¢ pozycje metody najdokladniejszej na
rzecz metod wykorzystujacych drzewa regresyjne. Ponadto metody zagregowanych
drzew regresyjnych maja przewage w wigkszej prostocie i mozliwoéciach interpre-
towania modeli sktadowych oraz mozliwosci pozyskiwania z nich wiedzy o bada-
nym zjawisku. Ich algorytm jest prostszy i efektywniejszy pod wzgledem nume-
rycznym niz w metodzie SVM.
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Na uwage zashuguje fakt, potwierdzony réwniez przyspieszonym rozwojem
badani w tym obszarze, ze na ogét najlepsze rezultaty otrzymujemy, gdy budujemy
nie jeden model, lecz wiele modeli skladowych, ktoére agregujemy, otrzymujac
model konicowy.
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BENCHMARKING SUPPORT VECTOR MACHINES
AGAINST OTHER REGRESSION METHODS

Summary

For nonlinear regression problem, support vector machines (SVM) map the input space into a high-
-dimensional feature space first, and then perform linear regression in the high-dimensional feature
space. The paper presents the comparison of SVM and other regression methods (linear regression,
Projection Pursuit Regression, Neural Networks, Regression Trees, Random Fores:, Bagging) by the means
of mean squared test set error.
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