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1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie estymatora warto$ci przecigtnej
cechy w populacji skoniczonej i ustalonej, wyznaczanego na podstawie proéb dwu-
fazowych przy brakach odpowiedzi, z wykorzystaniem oszacowan prawdopodo-
bienstw odpowiedzi uzyskanych na podstawie dostgpnej informacji o warto$ciach
cech pomocniczych. Zostana tez przedstawione wyniki eksperymentow symulacyj-
nych, przeprowadzonych w celu zbadania wlasnosci tego estymatora przy braku
odpowiedzi o charakterze stochastycznym.

Niech celem estymacji jest warto$é przecietna Y pewnej cechy Y w N-elemento-
wej ustalonej populacji U. Z populacji U losowana jest n-elementowa proba s,
zgodnie z pewnym planem losowania p(s), charakteryzujacym sig¢ prawdopodobien-
stwami inkluzji pierwszego rzedu 7; dla i € U oraz drugiego rzedu 7; dlai #j € U
W ogdlnym przypadku liczebno$¢ n proby s jest zmienna losowa.

Przyjmijmy, podobnie jak Cassel i inni [1983], ze w badaniu wystepuje brak
odpowiedzi o charakterze stochastycznym, a wigc, ze kazdej i-tej jednostce popu-
lacji mozna przypisa¢ pewne indywidualne prawdopodobienstwo udzielenia odpo-
wiedzi p;, jezeli jednostka ta zostanie wylosowana do proby. Udzielenie lub nie-
udzielenie odpowiedzi przez kazda jednostke populacji jest zatem zdarzeniem lo-
sowym. Probe s mozna w rezultacie podzieli¢ na dwa podzbiory s, i 52, 0 rozmia-
rach odpowiednio rownych # i n, takich, ze jednostki nalezace do zbioru s, udzie-
laja odpowiedzi, podczas gdy jednostki nalezace do zbioru s; nie udzielaja. Tym
samym zjawisko braku odpowiedzi moze by¢ traktowane jako dodatkowy etap wy-
boru proby, opisywany pewnym rozktadem prawdopodobienstwa g(s, | s), ktory
Samdal 1 inni [1992] nazywaja rozkladem odpowiedzi. Na jego podstawie dla kaz-
dej i-tej jednostki populacji mozna okresli¢ indywidualne prawdopodobienstwa
odpowiedzi:

pis =Plie 51|5)=Z‘1(51|S)- (1)
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Ponadto dla kazdej i-tej i j-tej jednostki populacji mozna okreslié prawdopodo-
bienstwo rownoczesnego udzielenia odpowiedzi:

Py =PG, jes |s)= D q(s |s). )

s13i,f

Zauwazmy przy tym, ze p; = P(ie 5 |s)= Py - W dalszych rozwazaniach bg-
dziemy zaklada¢, ze brak odpowiedzi nie zalezy od proby s, czyli ze:

vpih =pi- G)
oraz
Y Pijs =Py > 4)
3. j

wskutek czego mozemy zapisac: P(i€ s, |i€ s)=p, oraz P(i,j€ s\ |i,j€ s)=p;.

W drugiej fazie badania sposrod jednostek zbioru s, losowana jest n’-ele-
mentowa podproba s’ zgodnie z pewnym schematem losowania p'(s'|s,s,) cha-

dla
dla i #j € s;. Liczebno$¢ n’ podprdby s’ jest w ogdl-

rakteryzujacym sig¢ prawdopodobienstwami inkluzji pierwszego rzg¢du 7,

ils.5,

i€ s;, drugiego rzgdu 7,

ijls. 5y
nym wypadku zmienng losowa. Dla wszystkich jednostek w s’ ponawia sig nastgp-
nie wysitki w celu uzyskania danych. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze w
drugiej fazie badania zaobserwowano wartosci cechy dla wszystkich jednostek wy-
losowanych do podpréby. Tym samym indywidualne prawdopodobienstwa odpo-
wiedzi p; odnosza sig jedynie do pierwszej fazy badania. Zatem okres$lono tu trzy
Zrodta losowosci proby, jakimi sa rozklady prawdopodobienstwa p(s), g(s,|s) i
p'(s'|s,s,) . Jezeli nie okreslono inaczej, wszystkie wartosci oczekiwane beda wy-
znaczane wzgledem tych trzech rozkladéw prawdopodobieristwa.

2. Estymatory

Jak podaja Sarndal i in. [1992], przy braku odpowiedzi nieobciazonym estyma-
torem warto$ci przecigtnej Y jest statystyka:

Yi Yi .
(g +§”” J (5)

i’Yils.s,

J (Z”[ 7, D ©

0 wariancji:

VI)=73 Zy,y,{

i,jel
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gdzie symbol E, (.) oznacza warto$¢ oczekiwang wzgledem planu losowania w

pierwszej fazie i rozktadu odpowiedzi.

W sytuacji gdy indywidualne prawdopodobienstwa odpowiedzi sa znane, nie-
obciazonym estymatorem wartosci przecigtnej w populacji jest rowniez statystyka
(por. [Bethlehem 1988]):

7= L2 ™

:e:l ”pl

ktorej wariancja wynosi:

V(P,,) Zy, ,[L Py —l], (8)

I_[EU p:p/

gdzie p;, oraz p; to indywidualne prawdopodobienstwa odpowiedzi okreslone

wzorami (3) i1 (4). Kazda uzyskana obserwacja mnozona jest zatem przez odpo-
wiednia wage rowna odwrotnoSci prawdopobienstwa odpowiedzi, stad przedsta-
wiona metoda estymacji okreslana jest zwykle mianem metody wazenia. Wykorzy-
stanie estymatora (7) jest mozliwe, gdy prawdopodobienistwa odpowiedzi sa znane
i przyjmuja warto$ci niezerowe. W praktyce jednak pozostaja one nieznane, co po-
ciaga za soba konieczno$é ich estymacji, a w rezultacie wprowadza obciazente 1
uniemozliwia bezposrednie zastosowanie wzoru (8). Nie ma tez zadnej gwarancji,
ze beda one roézne od zera. Dla wyeliminowania tej niedogodno$ci rozwazymy te-
raz mozliwo$¢ lacznego zastosowania wymienionych wyzej podejsé i zaproponu-
jemy estymator warto$ci przecigtnej wyznaczany na podstawie préby dwufazowe;,
wykorzystujacy wazenie danych.

Niech prawdopodobieﬁstwa inkluzji w drugiej fazie badania nie zaleza od s i s,,
awige 7, =7 dlaie Uoraz 7, =, dlai,j e U. Przede wszystkim waru-

nek ten bedzie spetniony, gdy w drugiej fazie badania podpréba s’ o liczebnosci n’
= cn; bedzie losowana zgodnie ze schematem losowania prostego bez zwracania.
Prawdopodobienstwo zaobserwowania wartosci badanej cechy dla i-tej jednostki po-
pulacji pod warunkiem, Ze zostala ona wylosowana do préby s, mozna zatem zapi-
sa¢ w postaci:

pi=p+m(1-p). 9)

gdzie p; jest prawdopodobienstwem udzielenia odpowiedzi w pierwszej fazie ba-
dania, natomiast wyrazenie 7(1- p,) reprezentuje warunkowe prawdopodobien-

stwo zdarzenia polegajacego tym, Ze i-ta jednostka w wypadku wylosowania do
proby nie udzieli odpowiedzi i zostanie wylosowana do podproby s’. Podobnie
prawdopodobienstwo zaobserwowania wartosci badanej cechy dla i-tej i j-tej jed-
nostki populacji jednoczesnie, pod warunkiem ze jednostki te zostaly wylosowane
do préby s, wynosi:
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pi;' =Py +(p; _pij)ﬂ-;' +(pj _p[/')”i,+(1_pi - P, +p:j)7[ilj' (10)

Wstawiajac p; w miejsce p; we wzorze (7) i biorac pod uwage jednostki zbioru za-
réwno sy, jak réwniez s°, otrzymujemy statystyke:

Yw = N,ex.zwzr(p,ma o) (1)

ktéra dla znanych p; jest nieobciaZonym estymatorem Y . Jej wariancja wynosi:

V() = Zy, ,{ Ty P —1]. (12)

IjEU plpj

Estymator (11), podobnie jak statystyka (7), zostat skonstruowany przy zalozeniu,
ze prawdopodobienstwa odpowiedzi p; sa znane. Gdy tak nie jest, mozna zastapié
je oszacowaniami p;, wyznaczanymi na podstawie dostgpnej informacji o warto-

$ciach cech pomocniczych. W ten sposdb uzyskujemy nastgpujacy estymator war-
to§ci przecigtnej w populacji:

:— > n— (13)

te:,u: ﬂ' (p, +7Z' (1 pl))

Zauwazmy, ze oszacowania p; sa zmiennymi losowymi, wskutek czego esty-
mator ten jest w ogdlnym wypadku obciazony, a wzor (12) nie moze by¢ stosowa-
ny do wyznaczania jego wariancji. Warto jednak zwrdcié uwage, ze mianowniki
wyrazen (11) i (13) sa rézne od zera, jezeli tylko 7, #0 dlai € s,, niezaleznie od
warto$ci prawdopodobienstw odpowiedzi p; i ich oszacowan p,, ktére w skrajnym

wypadku mogg by¢ nawet rowne zeru. Jest to istotna zaleta zaproponowanych es-
tymatorow w poréwnaniu ze statystyka (7).

3. Szacowanie prawdopodobienstw odpowiedzi

Indywidualne prawdopodobienstwa odpowiedzi mozna szacowac na wiele spo-
sobow. Do populamych rozwiazan nalezy m.in. procedura, ktora zaproponowali
H.L. OhiF. Scheuren [1983], opierajaca si¢ na zatozeniu, Zze prawdopodobienstwa od-
powiedzi sa stale w pewnych podzbiorach populacji, a takze modele parametryczne
wykorzystujace regresj¢ logistyczna (por. [Ekholm, Laaksonen 1991]). Staboscia tych
podej$¢ jest koniecznos$¢ specyfikacji modelu opisujacego funkcjonalng zaleznosé
pomigdzy zmiennymi pomocniczymi i nieznanymi parametrami oraz prawdopodo-
bienstwem p,. Jakkolwiek w pewnych sytuacjach dostgpne sa wiarygodne informa-
cje mogace stanowi¢ podstawe ustalenia postaci takiego modelu, najczesciej istnie-
je znaczne ryzyko jego niewlasciwego zdefiniowania i nietrafnej oceny prawdopo-
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dobienstw p;. Przyklady btedow wynikajacych z blgdnej specyfikacji modelu poda-
je miedzy innymi Hardle [1994].

Altematywnym sposobem estymacji prawdopodobienstw p; jest wykorzystanie
metod regresji nieparametrycznej, a szczegélnie tzw. estymatoréw kemelowych (ja-
drowych — por. [Rosenblatt 1956]). Prawdopodobienistwa p; sg w tym wypadku réw-
niez traktowane jako pewna nieznana funkcja zmiennych pomocniczych, lecz ich
oceny s3 wyznaczane zgodnie z procedurg, ktora nie wymaga czynienia jawnych
zalozen o analitycznej postaci tej funkcji. Przyjmijmy, Ze dla wszystkich jednostek
proby s obserwowana jest zmienna pomocnicza X przyjmujaca wartosci xi, ..., Xy
i rozwazmy statystyke:

> D(x; - x;)
P =ZIT,-XJ) (14)

jes

gdzie wyrazenia D(z) okre$lane mianem jadra (kernel) s ciggtymi, ograniczonymi
i parzystymi funkcjami zmiennej z, spelniajacymi warunek:

TD(z)dz =1. 15)

Statystyka (14) moze by¢ traktowana jako ocena prawdopodobienstwa p;. W szcze-
gblnym przypadku, gdy:
1
D(z)=D(x; —x;)=14 2h ,
0 gdy lx,. —xj| >h

gdy Ix,.—xj|Sh (16)

gdzie h jest pewng stalg, to estymator (14) jest rowny udzialowi respondentow
wsrod tych jednostek proby s, dla ktérych wartosci x; cechy pomocniczej rézniq sig
od x; o nie wiecej niz 4. Dla odpowiednio duzych wartosci 4 do otoczenia tego na-
leza wszystkie wartosci x; odpowiadajace jednostkom wylosowanych do proby i w
rezultacie ocena prawdopodobienstwa p; jest udzial respondentéw w probie s, czyli
stosunek n,/n. Na wybér stalej & wplyw maja dwa kryteria. Z jednej strony musi to
by¢ liczba na tyle duza, aby w otoczeniu badanego punktu znalazla sig liczba jed-
nostek préby s, wystarczajaca do obliczenia estymatora, przy czym zwykle postu-
luje sie, aby byla to liczba mozliwie jak najwigksza, co ma umozliwi¢ uzyskanie
ocen o mozliwie niewielkiej zmienno$ci. Z drugiej za$ strony nadmierna szeroko$§¢
otoczenia moze uniemozliwi¢ wykrycie lokalnych anomalii badZ zaburzen w roz-
ktadzie prawdopodobienstwa p;.

Poniewaz dla celéw estymacji wartosci przecigtnej cechy Y w populacji niezbgd-
ne jest wyznaczenie p, jedynie dla jednostek zbioru s;, w kazdym ze wspomnia-
nych otoczen znajdzie si¢ co najmniej jedna warto$é x; odpowiadajaca jednostce
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wylosowanej do préby. Gdyby jednak byto konieczne wyznaczenie p; dla wszyst-
kich jednostek populacji, mogloby doj$¢ do sytuacji, w ktorej dla pewnej wartosci A
zadna z warto$ci x; nie nalezalaby do takiego otoczenia, co uniemozliwiloby wy-
znaczenie wartosci estymatora. Trudnosci tej mozna uniknag, definivjac funkcje D(z)
w taki sposéb, aby przyjmowata niezerowe wartosci dla dowolnego z. Inna prze-
stanka uzasadniajacq konstrukcje funkcji jadra w taki sposob, jest to, iz w wypadku
zastosowania formuly (16) wyniki estymacji zaleza od doboru statej £ 1 jest to za-
lezno$¢ o charakterze skokowym, a ponadto wszystkim jednostkom préby s, ktore
naleza do otoczenia, przypisywana jest jednakowa waga niezaleznie od odleglosci
od badanego punktu, co nie zawsze znajduje uzasadnienie.

Funkcje jadra, przyjmujaca niezerowe wartosci dla dowolnej wartosci z, roz-
waza m.m. A. Giommi [1987]. Funkcja ta przyjmuje postaé:

_zz

1 EYSi
D(z)=——==¢e?". amn
hN2m
Stala 4 spelnia tu podobna funkcjg jak w przypadku formuly (16), okres$lajac z
jednej strony czulo$¢ metody na lokalne ,,anomalie”, z drugiej za$ zmienno$¢ uzy-
skiwanych ocen p, . Podobnie jak poprzednio, w miarg wzrostu 4 warto$¢ wyrazenia

(14) dazy do ni/n. Zauwazmy, zZe ten sposOb szacowania prawdopodobienstw od-
powiedzi, mimo Ze pozwala unikna¢ koniecznosci jawnego specyfikowania mode-
lu, nie jest wolny od pewne;j arbitralnosci.

Do oceny prawdopodobienstw odpowiedzi p; za pomoca opisanych metod moz-
na takze wykorzystaé¢ wigcej nizZ jedng zmienng pomocnicza. W takim wypadku za-
miast zmiennej z we wzorach (14)-(17) mozna wykorzysta¢ dowolna miar¢ odle-
glosci dwoch punktéw reprezentowanych przez wektory x; i x; warto$ci zmiennych
pomocniczych. Przede wszystkim moze to by¢ odlegtos¢ euklidesowa, wyznaczana
zgodnie z wzorem:

d(x;,%,) = /(X = X,)(x, — X, . (18)

Estymator (14) prawdopodobienstwa odpowiedzi p, w punkcie x;, mozna za-
pisac¢ w postaci:
2. D(d(x;,x,))

=S D) )

Jes
Dodajmy, ze wykorzystanie w konstrukcji estymatora euklidesowej miary od-
leglosci pociaga za soba konieczno$é odpowiedniej standaryzacji obserwacji cech po-
mocniczych.
Zastepujac we wzorze (13) nieznane prawdopodobienstwa odpowiedzi p; osza-

cowaniami p,, uzyskujemy ostatecznie estymator wartosci przecigtne;.
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4. Wyniki symulacji

Wtasnosci zaproponowanego estymatora sa trudne do okre$lenia metodami ana-
litycznymi, dlatego tez dla ich zbadania przeprowadzono eksperyment symulacyj-
ny. Celem eksperymentu byto wyznaczenie i poréwnanie $redniego bledu kwadra-
towego oraz obcigzenia estymator6w y . 1 y, . Przyjgto, Ze proba losowana jest

zgodnie ze schematem losowania prostego bez zwracania charakteryzujacym sie
prawdopodobienstwami inkluzji pierwszego i drugiego rzedu, odpowiednio rowny-
mi 7;=n/N dla ieU oraz 7; =n(n—-1)/ N(N-1) dla i# je U. W symulacji

wykorzystano dane uzyskane podczas spisu rolnego przeprowadzonego w roku 1996
w wybranych gminach powiatu Dabrowa Tamowska. Dane te, obejmujace 2422 jed-
nostki populacji (gospodarstwa rolne), reprezentowaly badana populacjg. Przyjeto,
ze zmienna badana Y jest sprzedaz ogoélem w danym gospodarstwie w roku 1995.
Zmienna pomocnicza X byla powierzchnia gospodarstwa w hektarach przelicze-
niowych. Dla kazdej jednostki populacji wygenerowano prawdopodobienstwa od-
powiedzi na podstawie modelu logistycznego, okreslonego wzorem:

1

T 0

P;
gdzie x;=[1, x;]” to wektor wartos$ci zmiennych pomocniczych odpowiadajacy i-tej
jednostce populacji (pierwszy element reprezentuje wyraz wolny), natomiast = [4,
0.003] stanowi wektor parametréw arbitralnie dobranych w taki sposdb, aby praw-
dopodobienstwo udzielenia odpowiedzi malalo w miar¢ wzrostu wartosci badane;
cechy. Warto$¢ przecigtna indywidualnych prawdopodobienstw odpowiedzi wy-
niosta 0,89. Zalozono przy tym, Zze odpowiedzi poszczegdlnych jednostek sa nieza-
lezne, czyli p,; = p,p; dla iz jeU.

Eksperyment symulacyjny polegal na wielokrotnym losowaniu prdoby s z popu-
lacji zgodnie ze schematem losowania prostego bez zwracania. Nastgpnie dla kaz-
dej jednostki populacji wylosowanej do podpréby przeprowadzano niezalezne do-
$wiadczenie losowe, w ktorym prawdopodobienstwo sukcesu byto réwne odpowia-
dajacemu tej jednostce indywidualnemu prawdopodobienistwu odpowiedzi. W wy-
padku sukcesu przyjmowano, Ze badana jednostka udzielila odpowiedzi, natomiast
w przeciwnym wypadku przyjmowano, ze odpowiedzi nie udzielila, wskutek czego
wyodrebniano podzbiory s, i s5,. Nastgpnie ze zbioru nierespondentéow losowano
zgodnie ze schematem losowania prostego bez zwracania podprobg s°, ktérej li-
czebno$¢ stanowita 30% liczebnosci n; zbioru s,. Na podstawie tak uzyskanych
prob i podpréb kazdorazowo wyznaczano wartosci estymatorow. Na podstawie roz-
ktadu empirycznego wartosci kazdego z tych estymatordw wyznaczano jego przy-
blizone obciazenie i sredni blad kwadratowy.

Symulacje przeprowadzono dla rozmiaru proby poczatkowej n = 40, 80, ..., 200.
Dla kazdej z wartosci n wylosowano 10000 prob z populacji. Wzgledny wskaznik
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efektywnosci estymatora y,,. (wyznaczany jako stosunek $redniego bledu kwadra-

towego tego estymatora do $redniego btedu kwadratowego estymatora y, ) w funk-

cji rozmiaru proby poczatkowej przedstawiono na rys. 1. Kazdemu punktowi na
wykresie odpowiada 20000 prob wylosowanych z populacji.
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Rys. 1. Wzgledny wskaznik efektywnosci estymatora f,w. Jjako funkcja rozmiaru n

préby poczatkowej
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Rys. 2. Udzial obciazenia estymatora }”p* w jego Srednim bledzie kwadratowym

jako funkcja rozmiaru n proby poczatkowej

Dla wszystkich badanych warto$ci n wzgledny wskaznik efektywnosci przyj-
muje warto$ci mniejsze od jednoSci, co oznacza, ze estymator y,,. jest dokladniej-

szy od y, . Przewaga ta w skrajnym wypadku przekracza nawet 35%, jednak male-

je w miar¢ wzrostu rozmiaru proby poczatkowej n. Zaleznos¢ udziatu obciazenia
estymatora y,,. od n przedstawiono na rys. 2. Udzial ten wzrasta wraz z n (glow-

nie wskutek spadku MSE) i dla n = 200 przekracza 17%.
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5. Podsumowanie

W niniejszym artykule zaproponowano estymator wartosci przecigtnej dla sche-
matu losowania dwufazowego przy brakach odpowiedzi. W konstrukcji tego estyma-
tora uwzgledniono oszacowania prawdopodobienstw odpowiedzi uzyskane z wyko-
rzystaniem estymatora jadrowego. Przedstawione wyniki symulacji wskazuja, iz
zaproponowany estymator jest dokladniejszy (w sensie Sredniego btedu kwadrato-
wego) od klasycznego estymatora dla proby dwufazowej rozwazanego przez Samda-
la i innych [1992]. Dalsza poprawe jego dokladnosci mozna tez zapewne uzyskac,
dobierajac inny ksztalt lub rozpigtosé funkcji jadra — zagadnienie optymalnego ich
doboru nie bylo tu bowiem rozwazane. Trzeba jednak doda¢, ze udzial obciazenia
zaproponowanego estymatora w jego $rednim bledzie kwadratowym ro$nie wraz z
rozmiarem proby, co czyni jego zastosowanie celowym gltownie w przypadku prob
o niewielkiej liczebnosci.
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ON WEIGHTING ADJUSTMENTS FOR NONRESPONSE
USING NONPARAMETRIC METHODS

Summary

The occurrence of nonresponse in a sample survey usually introduces the bias in population pa-
rameter estimates and reduces their precision. Several estimation methods have been developed to
compensate for these effects. One of the procedures broadly discussed in the literature is the two-
phase sampling for nonresponse which is based on subsampling initial nonrespondents and re-
contacting them. Another popular method known as weighting adjustment relies on constructing the
estimator using weights dependent on individual response probabilities which are known in advance
or estimated. In this paper an attempt is made to construct another mean value estimator by combin-
ing these two approaches, and assuming that individual response probabilities are estimated using
nonparametric methods. The results of simulation experiments assessing its properties are presented.
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