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1. Wstęp

Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie estymatora wartości przeciętnej 
cechy w populacji skończonej i ustalonej, wyznaczanego na podstawie prób dwu­
fazowych przy brakach odpowiedzi, z wykorzystaniem oszacowań prawdopodo­
bieństw odpowiedzi uzyskanych na podstawie dostępnej informacji o wartościach 
cech pomocniczych. Zostaną też przedstawione wyniki eksperymentów symulacyj­
nych, przeprowadzonych w celu zbadania własności tego estymatora przy braku 
odpowiedzi o charakterze stochastycznym.

Niech celem estymacji jest wartość przeciętna Y pewnej cechy Y w /V-elemento- 
wej ustalonej populacji U. Z populacji U losowana jest ^-elementowa próba s, 
zgodnie z pewnym planem losowaniap{s), charakteryzującym się prawdopodobień­
stwami inkluzji pierwszego rzędu 7C, dla i e U oraz drugiego rzędu tz-,- dla i e U. 
W ogólnym przypadku liczebność n próby s jest zmienną losową.

Przyjmijmy, podobnie jak Cassel i inni [1983], że w badaniu występuje brak 
odpowiedzi o charakterze stochastycznym, a więc, że każdej /-tej jednostce popu­
lacji można przypisać pewne indywidualne prawdopodobieństwo udzielenia odpo­
wiedzi jeżeli jednostka ta zostanie wylosowana do próby. Udzielenie lub nie- 
udzielenie odpowiedzi przez każdą jednostkę populacji jest zatem zdarzeniem lo­
sowym. Próbę s można w rezultacie podzielić na dwa podzbiory Si i s2, o rozmia­
rach odpowiednio równych n\ i n2 takich, że jednostki należące do zbioru Si udzie­
lają odpowiedzi, podczas gdy jednostki należące do zbioru s2 nie udzielają. Tym 
samym zjawisko braku odpowiedzi może być traktowane jako dodatkowy etap wy­
boru próby, opisywany pewnym rozkładem prawdopodobieństwa q(s2 \ s), który 
Samdal i inni [1992] nazywają rozkładem odpowiedzi. Na jego podstawie dla każ­
dej /-tej jednostki populacji można określić indywidualne prawdopodobieństwa 
odpowiedzi:

Pi\s =P( ie  | *) = £ ? ( $ ,  | j ). (1)
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Ponadto dla każdej /-tej iy-tej jednostki populacji można określić prawdopodo­
bieństwo równoczesnego udzielenia odpowiedzi:

Pj\s = p (i. y 6 j , I j ) = ę  g(s, I s) . (2)

Zauważmy przy tym, że p ^  = P(ie 5, | j ) = p ^ . W dalszych rozważaniach bę­
dziemy zakładać, że brak odpowiedzi nie zależy od próby s, czyli że:

VA,=A- (3)
Sii

oraz
V Pij\s = Pij > (4)
S3i,j

wskutek czego możemy zapisać: P(ie s, | / e s) = p t oraz P(i, j e  sx \ i, j e  s) = p tj.
W drugiej fazie badania spośród jednostek zbioru s2 losowana jest n '-ele­

mentowa podpróba s' zgodnie z pewnym schematem losowania A (5'l si)  cha­
rakteryzującym się prawdopodobieństwami inkluzji pierwszego rzędu 71̂  dla 

ie s2, drugiego rzędu ^  dla / ź  j  e s2. Liczebność n podpróby s' jest w ogól­
nym wypadku zmienną losową. Dla wszystkich jednostek w s' ponawia się następ­
nie wysiłki w celu uzyskania danych. W dalszych rozważaniach przyjmiemy, że w 
drugiej fazie badania zaobserwowano wartości cechy dla wszystkich jednostek wy­
losowanych do podpróby. Tym samym indywidualne prawdopodobieństwa odpo­
wiedzi p\ odnoszą się jedynie do pierwszej fazy badania. Zatem określono tu trzy 
źródła losowości próby, jakimi są rozkłady prawdopodobieństwa p(s), q(s2 \ s) i 
p '( jj  s,s2) . Jeżeli nie określono inaczej, wszystkie wartości oczekiwane będą wy­
znaczane względem tych trzech rozkładów prawdopodobieństwa.

2. Estymatory

Jak podają Samdal i in. [1992], przy braku odpowiedzi nieobciążonym estyma­
torem wartości przeciętnej Y jest statystyka:

JV N ^iei, A  fes' A'A'|s,s2 J

o wariancji:

ijzu

K,
a - l

\ n ' n i  J
+ N 2 Epą Y.y<yji,jes

71,
w

±— 1
\ K ' n i  J )

(5)

( 6)
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gdzie symbol Epq(.) oznacza wartość oczekiwaną względem planu losowania w 
pierwszej fazie i rozkładu odpowiedzi.

W sytuacji gdy indywidualne prawdopodobieństwa odpowiedzi są znane, nie- 
obciążonym estymatorem wartości przeciętnej w populacji jest również statystyka 
(por. [Bethlehem 1988]):

yP - I -\T
n  tr, n iPi

(7)

której wariancja wynosi:

N
-1

i.jeU 11,71 j  P j P j
( 8)

gdzie Pj oraz Pj to indywidualne prawdopodobieństwa odpowiedzi określone
wzorami (3) i (4). Każda uzyskana obserwacja mnożona jest zatem przez odpo­
wiednią wagę równą odwrotności prawdopobieństwa odpowiedzi, stąd przedsta­
wiona metoda estymacji określana jest zwykle mianem metody ważenia. Wykorzy­
stanie estymatora (7) jest możliwe, gdy prawdopodobieństwa odpowiedzi są znane 
i przyjmują wartości niezerowe. W praktyce jednak pozostają one nieznane, co po­
ciąga za sobą konieczność ich estymacji, a w rezultacie wprowadza obciążenie i 
uniemożliwia bezpośrednie zastosowanie wzoru (8). Nie ma też żadnej gwarancji, 
że będą one różne od zera. Dla wyeliminowania tej niedogodności rozważymy te­
raz możliwość łącznego zastosowania wymienionych wyżej podejść i zaproponu­
jemy estymator wartości przeciętnej wyznaczany na podstawie próby dwufazowej, 
wykorzystujący ważenie danych.

Niech prawdopodobieństwa inkluzji w drugiej fazie badania nie zależą od 5 i j 2, 
a więc = 7i\ dla i e U oraz n ij}s Si = Kj dla i, j  e U. Przede wszystkim waru­
nek ten będzie spełniony, gdy w drugiej fazie badania podpróba s ’ o liczebności n’ 
= cn2 będzie losowana zgodnie ze schematem losowania prostego bez zwracania. 
Prawdopodobieństwo zaobserwowania wartości badanej cechy dla i-tej jednostki po­
pulacji pod warunkiem, że została ona wylosowana do próby s, można zatem zapi­
sać w postaci:

p ' = Pi +7t ' { \ -p , ) .  (9)

gdzie p, jest prawdopodobieństwem udzielenia odpowiedzi w pierwszej fazie ba­
dania, natomiast wyrażenie ir '( l-  /?,) reprezentuje warunkowe prawdopodobień­
stwo zdarzenia polegającego tym, że i-ta jednostka w wypadku wylosowania do 
próby nie udzieli odpowiedzi i zostanie wylosowana do podpróby s \  Podobnie 
prawdopodobieństwo zaobserwowania wartości badanej cechy dla i-tej i y-tej jed­
nostki populacji jednocześnie, pod warunkiem że jednostki te zostały wylosowane 
do próby s, wynosi:
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Pij = Pij + (Pi -  Pij Wj + (Pj ~ Pij W  + (1 -  A  -  Pj + Pij Wij • (10)

Wstawiając p\ w miejsce pt we wzorze (7) i biorąc pod uwagę jednostki zbioru za­
równo Si, jak również s \  otrzymujemy statystykę:

y np -  ZN  ■ ,J lesius
yj

7li(Pi + < (1 -/? ,.) ) ( 11)

która dla znanych A jest nieobciążonym estymatorem Y . Jej wariancja wynosi:

1
v (yą ,)=Ta

iJzU

* j -1
V PiPj

( 12)

Estymator (11), podobnie jak statystyka (7), został skonstruowany przy założeniu, 
że prawdopodobieństwa odpowiedzi p t są znane. Gdy tak nie jest, można zastąpić 
je oszacowaniami /?,» wyznaczanymi na podstawie dostępnej informacji o warto­
ściach cech pomocniczych. W ten sposób uzyskujemy następujący estymator war­
tości przeciętnej w populacji:

y np* -  zN  ■ ,1 *
y t

a (a + a (i - a ) ) ’
(13)

Zauważmy, że oszacowania p i są zmiennymi losowymi, wskutek czego esty­
mator ten jest w ogólnym wypadku obciążony, a wzór (12) nie może być stosowa­
ny do wyznaczania jego wariancji. Warto jednak zwrócić uwagę, że mianowniki 
wyrażeń (11) i (13) są różne od zera, jeżeli tylko 7l\±- 0 dla i e s2, niezależnie od 
wartości prawdopodobieństw odpowiedzi p, i ich oszacowań p i , które w skrajnym 
wypadku mogą być nawet równe zeru. Jest to istotna zaleta zaproponowanych es­
tymatorów w porównaniu ze statystyką (7).

3. Szacowanie prawdopodobieństw odpowiedzi

Indywidualne prawdopodobieństwa odpowiedzi można szacować na wiele spo­
sobów. Do popularnych rozwiązań należy m.in. procedura, którą zaproponowali 
H.L. Oh i F. Scheuren [1983], opierająca się na założeniu, że prawdopodobieństwa od­
powiedzi są stałe w pewnych podzbiorach populacji, a także modele parametryczne 
wykorzystujące regresję logistyczną (por. [Ekholm, Laaksonen 1991]). Słabością tych 
podejść jest konieczność specyfikacji modelu opisującego funkcjonalną zależność 
pomiędzy zmiennymi pomocniczymi i nieznanymi parametrami oraz prawdopodo­
bieństwem pp Jakkolwiek w pewnych sytuacjach dostępne są wiarygodne informa­
cje mogące stanowić podstawę ustalenia postaci takiego modelu, najczęściej istnie­
je znaczne ryzyko jego niewłaściwego zdefiniowania i nietrafnej oceny prawdopo­
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dobieństw p,. Przykłady błędów wynikających z błędnej specyfikacji modelu poda­
je między innymi Hardle [1994].

Alternatywnym sposobem estymacji prawdopodobieństw p, jest wykorzystanie 
metod regresji nieparametrycznej, a szczególnie tzw. estymatorów kemelowych (ją­
drowych -  por. [Rosenblatt 1956]). Prawdopodobieństwa p,- są w tym wypadku rów­
nież traktowane jako pewna nieznana funkcja zmiennych pomocniczych, lecz ich 
oceny są wyznaczane zgodnie z procedurą, która nie wymaga czynienia jawnych 
założeń o analitycznej postaci tej funkcji. Przyjmijmy, że dla wszystkich jednostek 
próby s obserwowana jest zmienna pomocnicza X  przyjmująca wartości x\, ..., xN 
i rozważmy statystykę:

£ D ( x, - x, )
M _________ (14)

gdzie wyrażenia D(z) określane mianem jądra (kernel) są ciągłymi, ograniczonymi 
i parzystymi funkcjami zmiennej z, spełniającymi warunek:

\D{z)dz = \ .  (15)

Statystyka (14) może być traktowana jako ocena prawdopodobieństwa p,. W szcze­
gólnym przypadku, gdy:

D(z) = D(xi - x j ) = <
—  gdy |* ,.-xy|< /i 

0 gdy pc; - x  ,\> h
(16)

gdzie h jest pewną stałą, to estymator (14) jest równy udziałowi respondentów 
wśród tych jednostek próby s, dla których wartości xv cechy pomocniczej różnią się 
od Xj o nie więcej niż h. Dla odpowiednio dużych wartości h do otoczenia tego na­
leżą wszystkie wartości x, odpowiadające jednostkom wylosowanych do próby i w 
rezultacie oceną prawdopodobieństwa p, jest udział respondentów w próbie s, czyli 
stosunek n\/n. Na wybór stałej h wpływ mają dwa kryteria. Z jednej strony musi to 
być liczba na tyle duża, aby w otoczeniu badanego punktu znalazła się liczba jed­
nostek próby s, wystarczająca do obliczenia estymatora, przy czym zwykle postu­
luje się, aby była to liczba możliwie jak największa, co ma umożliwić uzyskanie 
ocen o możliwie niewielkiej zmienności. Z drugiej zaś strony nadmierna szerokość 
otoczenia może uniemożliwić wykrycie lokalnych anomalii bądź zaburzeń w roz­
kładzie prawdopodobieństwa p,.

Ponieważ dla celów estymacji wartości przeciętnej cechy Y w populacji niezbęd­
ne jest wyznaczenie jedynie dla jednostek zbioru jj, w każdym ze wspomnia­
nych otoczeń znajdzie się co najmniej jedna wartość x, odpowiadająca jednostce
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wylosowanej do próby. Gdyby jednak było konieczne wyznaczenie p t dla wszyst­
kich jednostek populacji, mogłoby dojść do sytuacji, w której dla pewnej wartości h 
żadna z wartości jc,- nie należałaby do takiego otoczenia, co uniemożliwiłoby wy­
znaczenie wartości estymatora. Trudności tej można uniknąć, definiując funkcją D(z) 
w taki sposób, aby przyjmowała niezerowe wartości dla dowolnego z. Inną prze­
słanką uzasadniającą konstrukcję funkcji jądra w taki sposób, jest to, iż w wypadku 
zastosowania formuły (16) wyniki estymacji zależą od doboru stałej h i jest to za­
leżność o charakterze skokowym, a ponadto wszystkim jednostkom próby s, które 
należą do otoczenia, przypisywana jest jednakowa waga niezależnie od odległości 
od badanego punktu, co nie zawsze znajduje uzasadnienie.

Funkcję jądra, przyjmującą niezerowe wartości dla dowolnej wartości z, roz­
waża m.m. A. Giommi [1987], Funkcja ta przyjmuje postać:

D(z) = (17)

Stała h spełnia tu podobną funkcją jak w przypadku formuły (16), określając z 
jednej strony czułość metody na lokalne „anomalie”, z drugiej zaś zmienność uzy­
skiwanych ocen Pj . Podobnie jak poprzednio, w miarę wzrostu h wartość wyrażenia 
(14) dąży do n\/n. Zauważmy, że ten sposób szacowania prawdopodobieństw od­
powiedzi, mimo że pozwala uniknąć konieczności jawnego specyfikowania mode­
lu, nie jest wolny od pewnej arbitralności.

Do oceny prawdopodobieństw odpowiedzi p, za pomocą opisanych metod moż­
na także wykorzystać więcej niż jedną zmienną pomocniczą. W takim wypadku za­
miast zmiennej z we wzorach (14)-(17) można wykorzystać dowolną miarę odle­
głości dwóch punktów reprezentowanych przez wektory x, i Xj wartości zmiennych 
pomocniczych. Przede wszystkim może to być odległość euklidesowa, wyznaczana 
zgodnie z wzorem:

d (x,, Xj) = J(x , -  \ j  )(x, -  \ j )' . (18)

Estymator (14) prawdopodobieństwa odpowiedzi /?, w punkcie x„ można za­
pisać w postaci: 19

Y, D(d( \ i , \ j ) )
p.=J2i---------------- .

Y,D(d(Xi,Xj))
(19)

jzs

Dodajmy, że wykorzystanie w konstrukcji estymatora euklidesowej miary od­
ległości pociąga za sobą konieczność odpowiedniej standaryzacji obserwacji cech po­
mocniczych.

Zastępując we wzorze (13) nieznane prawdopodobieństwa odpowiedzi /?, osza­
cowaniami p j , uzyskujemy ostatecznie estymator wartości przeciętnej.
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4. Wyniki symulacji

Własności zaproponowanego estymatora są trudne do określenia metodami ana­
litycznymi, dlatego też dla ich zbadania przeprowadzono eksperyment symulacyj­
ny. Celem eksperymentu było wyznaczenie i porównanie średniego błędu kwadra­
towego oraz obciążenia estymatorów y ^  i y K . Przyjęto, że próba losowana jest
zgodnie ze schematem losowania prostego bez zwracania charakteryzującym się 
prawdopodobieństwami inkluzji pierwszego i drugiego rzędu, odpowiednio równy­
mi Kj = n l N  dla i s U  oraz = n ( n - l ) / N ( N - l )  dla i *  j  6 U.  W symulacji
wykorzystano dane uzyskane podczas spisu rolnego przeprowadzonego w roku 1996 
w wybranych gminach powiatu Dąbrowa Tarnowska. Dane te, obejmujące 2422 jed­
nostki populacji (gospodarstwa rolne), reprezentowały badaną populację. Przyjęto, 
że zmienną badaną Y jest sprzedaż ogółem w danym gospodarstwie w roku 1995. 
Zmienną pomocniczą X  była powierzchnia gospodarstwa w hektarach przelicze­
niowych. Dla każdej jednostki populacji wygenerowano prawdopodobieństwa od­
powiedzi na podstawie modelu logistycznego, określonego wzorem:

Pi =
1

1 +  e P*/ ’ (20)

gdzie Xj = [ 1, x,]’ to wektor wartości zmiennych pomocniczych odpowiadający i-tej 
jednostce populacji (pierwszy element reprezentuje wyraz wolny), natomiast P = [-4,
0.003] stanowi wektor parametrów arbitralnie dobranych w taki sposób, aby praw­
dopodobieństwo udzielenia odpowiedzi malało w miarę wzrostu wartości badanej 
cechy. Wartość przeciętna indywidualnych prawdopodobieństw odpowiedzi wy­
niosła 0,89. Założono przy tym, że odpowiedzi poszczególnych jednostek są nieza­
leżne, czyli = PiPj dla i * j e U  .

Eksperyment symulacyjny polegał na wielokrotnym losowaniu próby s z popu­
lacji zgodnie ze schematem losowania prostego bez zwracania. Następnie dla każ­
dej jednostki populacji wylosowanej do podpróby przeprowadzano niezależne do­
świadczenie losowe, w którym prawdopodobieństwo sukcesu było równe odpowia­
dającemu tej jednostce indywidualnemu prawdopodobieństwu odpowiedzi. W wy­
padku sukcesu przyjmowano, że badana jednostka udzieliła odpowiedzi, natomiast 
w przeciwnym wypadku przyjmowano, że odpowiedzi nie udzieliła, wskutek czego 
wyodrębniano podzbiory S\ i s2. Następnie ze zbioru nierespondentów losowano 
zgodnie ze schematem losowania prostego bez zwracania podpróbę s \  której li­
czebność stanowiła 30% liczebności n2 zbioru s2. Na podstawie tak uzyskanych 
prób i podprób każdorazowo wyznaczano wartości estymatorów. Na podstawie roz­
kładu empirycznego wartości każdego z tych estymatorów wyznaczano jego przy­
bliżone obciążenie i średni błąd kwadratowy.

Symulacje przeprowadzono dla rozmiaru próby początkowej n = 40, 80, ..., 200. 
Dla każdej z wartości n wylosowano 10000 prób z populacji. Względny wskaźnik
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efektywności estymatora y np. (wyznaczany jako stosunek średniego błędu kwadra­

towego tego estymatora do średniego błędu kwadratowego estymatora y K) w funk­
cji rozmiaru próby początkowej przedstawiono na rys. 1. Każdemu punktowi na 
wykresie odpowiada 20000 prób wylosowanych z populacji.

Rys. 1. Względny wskaźnik efektywności estymatora y ^  jako funkcja rozmiaru n

próby początkowej

Rys. 2. Udział obciążenia estymatora y ^ ,  w jego średnim błędzie kwadratowym 

jako funkcja rozmiaru n próby początkowej

Dla wszystkich badanych wartości n względny wskaźnik efektywności przyj­
muje wartości mniejsze od jedności, co oznacza, że estymator y np. jest dokładniej­

szy od y n . Przewaga ta w skrajnym wypadku przekracza nawet 35%, jednak male­
je w miarę wzrostu rozmiaru próby początkowej n. Zależność udziału obciążenia 
estymatora y , od n przedstawiono na rys. 2. Udział ten wzrasta wraz z n (głów­
nie wskutek spadku MSE) i dla n = 200 przekracza 17%.
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5. Podsumowanie
W niniejszym artykule zaproponowano estymator wartości przeciętnej dla sche­

matu losowania dwufazowego przy brakach odpowiedzi. W konstrukcji tego estyma­
tora uwzględniono oszacowania prawdopodobieństw odpowiedzi uzyskane z wyko­
rzystaniem estymatora jądrowego. Przedstawione wyniki symulacji wskazują, iż 
zaproponowany estymator jest dokładniejszy (w sensie średniego błędu kwadrato­
wego) od klasycznego estymatora dla próby dwufazowej rozważanego przez Samda- 
la i innych [1992]. Dalszą poprawę jego dokładności można też zapewne uzyskać, 
dobierając inny kształt lub rozpiętość funkcji jądra -  zagadnienie optymalnego ich 
doboru nie było tu bowiem rozważane. Trzeba jednak dodać, że udział obciążenia 
zaproponowanego estymatora w jego średnim błędzie kwadratowym rośnie wraz z 
rozmiarem próby, co czyni jego zastosowanie celowym głównie w przypadku prób 
o niewielkiej liczebności.
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ON WEIGHTING ADJUSTMENTS FOR NONRESPONSE 
USING NONPARAMETRIC METHODS

Summary

The occurrence of nonresponse in a sample survey usually introduces the bias in population pa­
rameter estimates and reduces their precision. Several estimation methods have been developed to 
compensate for these effects. One of the procedures broadly discussed in the literature is the two- 
phase sampling for nonresponse which is based on subsampling initial nonrespondents and re­
contacting them. Another popular method known as weighting adjustment relies on constructing the 
estimator using weights dependent on individual response probabilities which are known in advance 
or estimated. In this paper an attempt is made to construct another mean value estimator by combin­
ing these two approaches, and assuming that individual response probabilities are estimated using 
nonparametric methods. The results of simulation experiments assessing its properties are presented.
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