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1. Problem trzech cial niebieskich

Problem trzech cial (w skrocie PTC) jest znanym od stuleci problemem me-
chaniki nieba, polegajacym na wyznaczeniu trajektorii ruchu trzech cial niebie-
skich (np. Storca, Ziemi i Ksigzyca), oddzialujacych na siebie za pomocy sit gra-
witacji, przy danych potoZeniach poczatkowych, predkosciach poczatkowych i
masach tych ciat (zob. np. [Barrow-Green 1997; Valtonen, Karttunnen 2006]). PTC
mozna formalnie zapisa¢ jako uklad nieliniowych rownan rdézniczkowych zwy-
czajnych postaci
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w ktérym przez x; = x{t) oraz m; oznaczone sa odpowiednio wspotrzedne poczat-
kowe oraz masa i-tego ciala, a G jest stala grawitacji (zob. [Rybka 1970; Thirring
1985)).

Rozwiazanie tego problemu prébowali znalez¢ m.in.: I. Newton, autor wydane;j
w roku 1687 pracy Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, w ktorej opisa-
ne sa prawa rzadzace ruchem punktéw materialnych, L. Euler', P.S. Laplace,
J.L. Lagrange, C.G. Jacobi, W.R. Hamilton, S.D. Poisson oraz — za pomoca no-
wych, topologicznych metod — J.H. Poincaré i G.D. Birkhoff. Chociaz kazdy
z wymienionych wyzej uczonych uzyskal interesujace (glownie z matematycznego,
a nie astronomicznego punktu widzenia) rezultaty i cho¢ zbadano wiele przypad-
kéw szczegdlnych PTC, nikomu nie udato sie znalezé ogdlnego rozwiazania ukla-

' Newton i Euler rozwiazali wczesniej problem dwéch ciat — Stonca i Ziemi, potwierdzajac ob-
serwacje poczynione wczesniej przez J. Keplera.
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du (1). Poincaré dowiddl, ze w ogdlnym przypadku znalezienie postaci analityczne;j
tego rozwigzania jako funkcji czasu, polozen i predkosci poczatkowych nie jest
mozliwe’.

W roku 1887 Paryska Akademia Nauk oglosita konkurs na pracg, ktéra miata
odpowiedzieé na pytanie: ,,Czy Uklad Sloneczny jest stabilny?”. Nagroda gltéwna
w tym konkursie bylo 2500 koron ufundowanych przez krola Szwecji i Norwegii
Oskara II z okazji jego szescdziesiatych urodzin. Nagrodg w 1890 r. zdobyt Poin-
caré za liczacg ponad 200 stron rozprawe pt. Sur le probléme des trois corps et les
equations de la Dynamique®. W pracy tej Poincaré wprowadzit m.in. takie pojecia, jak
trajektorie homokliniczne (ktére nazywat trajektoriami podwdjnie asymptotyczny-
mi) oraz ,.funkcja pierwszego powrotu”, ktéra dzi§ nazywana jest odwzorowaniem
Poincarégo. Uwaza sig czgsto [Aubin, Dalmenico 2002], ze badajac problem trzech
cial, Poincar¢ byt pierwszym, ktory odkryt chaotyczny uktad dynamiczny. We wspom-
niane) pracy oraz opublikowanej w 1897 r. monografii pt. Les méthodes nouvelles de
la Mecanique céleste Poincaré wskazal matematykom nowe kierunki badan ukla-
dow dynamicznych generowanych przez réwnania rézniczkowe. Wymienione po-
zycje mozna zatem uwazac za pierwsze (zrédtowe) teksty z teorii ukladéw dynamicz-
nych i teorii chaosu.

2. O trajektoriach homoklinicznych i chaosie

We wspomnianych wyzej pracach Poincaré odkryl, ze gdy uklad dynamiczny
oprocz hiperbolicznego punktu stalego p ma tzw. transwersalny punkt homokli-
niczny, to dynamika ukladu staje sig¢ bardzo ztozona. W przestrzeni standw pojawia
si¢ wtedy m.in. ,,platanina homokliniczna”, utworzona z przecinajacych sie nieskon-
czenie wiele razy zbioréw stabilnych i niestabilnych punktu p. Wystepuje rowniez
wrazliwo$¢ na zmiang warunkéw poczatkowych — jeden z podstawowych atrybu-
tow deterministycznego chaosu, o ktorej skutkach pisal Poincaré w pracy Nauka i me-
toda’.

»Bardzo drobna, umykajaca nasze} uwadze przyczyna, powoduje znaczny
efekt, ktérego nie mozemy nie zauwazy¢; méwimy wtedy, ze efekt ten spowodo-
wany jest przez przypadek. Gdyby$Smy znali doktadnie prawa natury oraz sytuacje
wszech§wiata w chwili poczatkowej, bylibySmy w stanie dokladnie przewidywaé
stan tego wszech§wiata w nastgpnych chwilach. Jednakze nawet wtedy, gdy prawa
natury przestang by¢ dla nas sekretem, stan poczatkowy bedziemy mogli poznaé
jedynie w przyblizeniu”,

2 W roku 1912 K.F. Sundman przedstawit rozwiazanie PTC w postaci szercgdéw funkcyjnych
(zob. np. [Amold 1985]), gdzie przedstawiono rowniez wiele innych rezultatéw dotyczacych PTC).

3 J.H. Poincaré otrzymat wspomniana nagrodg 21 stycznia 1889 r. Po wreczeniu nagrody w pracy
wykryto blad, jednakze fakt ten ukryto, pozwalajac autorowi dostarczy¢ poprawiona wersjg pracy,
ktéra ukazala sie w ,,Acta Mathematica” w 1890 r.

“ Cytat ten podajemy za [Ekeland 1999].
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Badania Poincarégo dowiodly m.in., Ze determinizm ukladu i jego przewidywal-
nos¢ stanowia w istocie dwa roézne problemy, lub inaczej, Zze determinizm nie musi
w praktyce oznacza¢ przewidywalnosci.

Poincaré badal uktady dynamiczne z czasem ciaglym (réwnania rézniczkowe),
stosujac m.in. tzw. odwzorowanie pierwszego powrotu (first refurn map), nazywane
dzisiaj odwzorowaniem Poincarégo i oznaczane najczg¢Sciej litera P. Odwzorowa-
nie Poincarégo pozwala sprowadzi¢ badanie dynamiki uktadu dynamicznego z cza-
sem ciaglym do badania dynamiki ukladu z czasem dyskretnym o nizszym wymia-
rze. Konstrukcja tego odwzorowania dla uktadéw autonomicznych i nieautonomicz-
nych jest na ogdt zadaniem trudnym [Wiggins 1988; Parker, Chua 1989]. Sposéb
konstrukeji odwzorowania Poincarégo dla uktadu Duffinga

xX=y
y=—ky+x—x'+Tcosar 2)
podaja Guckenheimer, Holmes [1983]. Na rysunku 1 pokazano jeden z ,,dziwnych

atraktor6w” odwzorowania P otrzymany dla k = 0,3, /'= 0,4, @w= 1,2 przy warun-
kach poczatkowych x(0) =0, y(0) = 1.

Rys. 1. ,,Dziwny atraktor” odwzorowania Poincarégo dla uktadu (2)

Zrodto: opracowanie wilasne.

Jednym z podstawowych wynikéw teorii ukltadow dynamicznych traktujacych
o punktach i trajektoriach homoklinicznych jest twierdzenie Smale’a-Birkhoffa
[Guckenheimer, Holmes 1983; Nitecki 1971; Wiggins 1988; Zawadzki 1996].
W twierdzeniu tym mowa jest o uktadzie (X, f) z czasem dyskretnym, jednak po-
érednio dotyczy ono rowniez ukladéw dynamicznych z czasem ciagtym. Odwzo-
rowaniem (dyfeomorfizmem) f moze bowiem by¢ wspomniane wyzej odwzorowa-
nie Poincarégo P: X' — X'z odpowiednio dobrana przestrzenia stanéw 2.
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W twierdzeniu Smale’a-Birkhoffa wystgpuje wiele ,.technicznych” pojeé z to-
pologii oraz teorii ukladéw dynamicznych, ktére (sila rzeczy skrétowo) przedsta-
wiamy ponizZej. Szersze omowienie tych pojg¢ oraz dowdd twierdzenia mozna
znalez¢ w wymienionych wczesniej pozycjach.

Niech (X, /) bgdzie ukladem dynamicznym z czasem dyskretnym, w ktérym
przestrzen stanow X c R” (m 2 1) jest zbiorem niepustym i otwartym, a f= (f,, ..., f,)
jest dyfeomorfizmem klasy C” (r 2 0) przestrzeni X w siebie, czyli odwzorowaniem
odwracalnym klasy C takim, ze odwzorowanie odwrotne /' tez jest klasy C”.

Dodatnia péttrajektoria punktu x € X nazywamy ciag (f"(x)), w ktérym f” ozna-
cza n-krotne zlozenie f ze soba oraz f° = idy, a ujemna pottrajektoria tego punktu
ciag (f™"(x)), w ktérym f ™" jest n-krotnym ztozeniem f~'. Ciag (..., f™"(x), ..., f (%),
x, f(x), ..., f"(x), ...) nazywamy trajektoria punktu x.

Punkt p € X nazywamy punktem stalym uktadu (X f), jezeli f(p) = p. Punkt
staly p nazywa sig hiperbolicznym, gdy wszystkie wartosci wlasne macierzy Jaco-
biego Df(p) = [df{p)/0x;] maja modut rézny od 1. Przede wszystkim punkt hiperbo-
liczny, dla ktorego Df(p) posiada wartosci wiasne o module zaréwno wigkszym,
jak i mniejszym od jednego, nazywa si¢ punktem siodtowym lub krétko — siodlem.

Niech p bedzie hiperbolicznym punktem stalym uktadu (X, f). Globalnym zbio-
rem stabilnym i globalnym zbiorem niestabilnym punktu p nazywamy odpowied-
nio zbiory

W“'(p)={xe X:l

frx)=p|>0n -},

W"(p)={xe X :||f'"(x)—p||} —50,n —> e} .

Punkt ¢ € X nazywamy punktem homoklinicznym punktu p, jezeli g # p oraz
q € W¥(p) " W"(p). Punkty homokliniczne sa wigc punktami ,,podwdjnie asympto-
tycznymi”, ktorych dodatnie i ujemne péltrajektorie zmierzaja do p, gdy n — eo.

Zalézmy, ze zbiory W(p) i W"(p) sa rozmaito$ciami rézniczkowymi w R™.
Rozmaito$ci rozniczkowe, zwane tez k-wymiarowymi hiperpowierzchniami (k < m),
sa wielowymiarowymi uogdlnieniami takich pojgc, jak krzywa czy powierzchnia.
Dokladniej, k-wymiarowa rozmaito$¢ jest to zbior M < R™, ktéry lokalnie (4. w
otoczeniu kazdego punktu x € M) wyglada jak , kawalek” przestrzeni R, i taki, ze
w kazdym punkcie x € M istnieje hiperptaszczyzna styczna do M.

Méwimy, ze W*(p) i W"(p) sa transwersalne w punkcie ¢, jezeli ¢ ¢ W°(p) N
N W'p) lub q € W(p) N W'(p) oraz T(W(p)) ® T,(W'(p)) = R", gdzie ,,®”

5 Dyfeomorfizmy klasy C°, czyli odwzorowania odwracalne i ciagle wraz z f7', nazywaja sig
homeomorfizmami.

® Formalng definicjg k-wymiarowej rozmaitoéci rézniczkowej klasy C” w R™ mozna znalez¢ np.
w [Zawadzki 1996].
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oznacza sume¢ prosta przestrzeni stycznych T,(W(p)) i T,(W"(p)) odpowiednio do
rozmaitosci W*(p) i W*(p) w punkcie q [Zawadzki 1996]. O rozmaitos$ciach, ktore
sg transwersalne, mowi sig, Ze sa wzgledem siebie ,,w ogdlnym polozeniu”. Szcze-
gélnie gdy W°(p) i W"(p) sq krzywymi, ich transwersalno$¢ oznacza, ze styczne
poprowadzone do nich w punkcie ¢ nie pokrywaja sig.

Punkt ¢ nazywamy transwersalnym punktem homoklinicznym punktu p, gdy
W(p) i W"(p) sq transwersalne w punkcie g.

Uklady dynamiczne (X, f) oraz (Y, g), w ktérych X, Y c R” oraz f i g sa dyfeo-
morfizmami klasy C" nazywamy topologicznie rownowaznymi (lub topologicznie
sprzezonymi), jezeli istnieje homeomorfizm 4 : X — Y taki, ze dla kazdego x € X
zachodzi réwnos¢ A[f(x)] = g[h(x)]. O ukladach dynamicznych, ktére sa topolo-
gicznie rownowazne, mowi sig, ze majg rownowazng dynamike lub ze sa jako-
$ciowo identyczne.

Niech N 2 2 begdzie ustalona liczba naturalng i niech S = {1, 2, ..., N}. Zdefi-
niujmy zbior ciagdw ,,podwojnie nieskonczonych” o elementach ze zbioru S

V= xSxSxSx..=[]S:,

gdzie S; = § dla kazdego i € Z. W zbiorze 2" mozna zdefiniowaé metryke wzorem

d(s,s)= Z I |

=2 14]s, -5

wktorym s=(...,5_,,-..,5_, 80,85 8,,.-), $ =(.., 8,0, 5,,8,5,...,5,,...)
e X", Zbiér Z" jest wtedy przestrzenia metryczna. Jest on ponadto zbiorem domknie-
tym, brzegowym i doskonatym’, czyli jest zbiorem Cantora.

Przesunigcie na n symbolach jest uktadem dynamicznym (Z", o), w ktérym
odwzorowanie o: ¥ — IV, czyli przesunigcie, zdefiniowane jest nastgpujaco:
dla s=(.., S_,, .-, 5_1 Sps Sp» c-es 5,5 L)ezV,

O(S)=(oeey Sy ees 51y gy Spsenes Syynnn).

Mozna dowie$¢ [Wiggins 1988], ze uklad dynamiczny (X", 6) jest chaotyczny
w sensie Devaneya [1987], tzn. jest w zbiorze IV wrazliwy na zmiang punktow
poczatkowych, jest topologicznie mieszajacy, a zbidr punktow okresowych tego
uktadu jest zbiorem gestym® w V.

Uktad dynamiczny (X, f) jest (w X) wrazliwy na zmiang warunkéw poczatko-
wych, jezeli istnieje £> 0 takie, ze dla kazdego x € X oraz kazdego otoczenia U

7 Zbibr jest brzegowy, gdy jedynym jego podzbiorem otwartym jest zbior pusty. Zbiér jest do-
skonaty, gdy jest domknigty i kazdy jego punkt jest jednoczesnie punktem skupienia tego zbioru.

8 Zbiér A © X(X — przestrzen metryczna) jest gesty w X wtedy i tylko wiedy, gdy czgs¢ wspolna
tego zbioru z kazdym otwartym podzbiorem X jest niepusta.
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punktu x istnieja y € U oraz n > 1 takie, Ze " " (x)-f"( y)" > £ . Uklad ten jest to-

pologicznie mieszajacy, gdy dla dowolnych otwartych zbiorow U, ¥V c X istnieje
liczba n 2 0 taka, ze f"(U) N V= @.

3. Twierdzenie homokliniczne Smale’a-Birkhoffa

Niech f: R" — R™ (m 2 1) bedzie dyfeomorfizmem majacym hiperboliczny
punkt staty p i niech g # p bgdzie transwersalnym punktem homoklinicznym punk-
tu p. Wtedy istnieje zbior A ¢ R" zawierajacy punkt g, domknigty, brzegowy, do-
skonaly i taki, ze f(A) = A, w ktdrym f jest topologicznie rOwnowazne z przesunig-
ciem ona n symbolach.

Poniewaz wystgpujace w tezie twierdzenia przesunigcie ¢ jest odwzorowaniem
chaotycznym, chaotyczne w A jest rOwniez odwzorowanie f. Twierdzenie Smale’a-
-Birkhoffa mozna wigc z dzisiejszej perspektywy uwaza¢ za jedno z (nielicznych)
twierdzen podajacych kryteria wyst¢gpowania deterministycznego chaosu.

4. Uwagi koncowe

Badania Poincarégo dotyczace ,,wewngtrznej” chaotycznosci zaobserwowanej
w modelach ruchu ciat niebieskich i innych uktadach réwnan rozniczkowych, choé
kontynuowane, przez dtugi okres nie byly nalezycie doceniane przez matematy-
kow. Jednym z powodéw takiej sytuacji bylo zapewne to, ze rozwiazania rozwaza-
nych przez niego chaotycznych ukladéw dynamicznych mozna otrzymac jedynie
numerycznie, za pomoca komputera, a ich trajektorie mozna obserwowaé wylacz-
nie dzieki grafice komputerowej. Takimi narzgdziami jednak ani Poincaré, ani
wspolcze$ni mu uczeni nie dysponowali, a szkoda. Gdyby bowiem dysponowali,
teoria nieliniowych ukladéw dynamicznych bylaby z pewnoscia bogatsza o wiele
warto$ciowych wynikéw.
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ABOUT THE PROBLEM OF THREE BODIES, HOMOCLINIC,
TRAJECTORIES AND DETERMINISTIC CHAOS

Summary

J.H. Poincaré (1854-1912), an outstanding French mathematician, astronomer, physicist and
philosopher died long before the word “chaos” (in the sense of irregular, unpredictable behavior
of trajectories of deterministic dynamical systems) appeared in mathematical literature. But many
intuitions and results he obtained in his research in the field of differential equations and their applica-
tions in the modeling of celestial mechanics can be regarded as a part of chaos theory which arose in
the second half of the twentieth century. In this article its author presents famous three-body problem
of celestial mechanics and the Smale-Birkhoff homoclinic theorem, which gives sufficient conditions
for existing of deterministic chaos in nonlinear dynamic systems.
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