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Konsument dysponuje okreslonym dochodem, ktory stara si¢ w sposdb racjo-
nalny spozytkowa¢ na konkretne dobra, chcac przy tym osiagna¢ maksymalna
satysfakcje. Zatézmy, ze dochody i gusta konsumenta sa znane. Znane sa tez ceny
na rynku. Konsument jest $wiadom alternatyw i moze zmienia¢ zdanie. Zaklada si¢
tez, ze uktad preferencji konsumenta jest stabilny i satysfakcja, ktora osiaga w wy-
niku nabycia okreslonych dobr, moze by¢ opisana za pomocg funkcji uzytecznosci.
Wynika z tego, ze kazdy konsument wybiera szczegélny koszyk dobr maksyma-
lizujacy jego funkcjg uzytecznosci.

Przez konsumenta begdziemy rozumie¢ pojedyncze gospodarstwo domowe,
gdzie sadzi si¢, ze wszyscy jego czlonkowie maja podobne funkcje uzytecznosci
i satysfakcja z osiagnigcia maksymalnej wartosci tej funkcji dla catego gospodar-
stwa jest rownomiernie rozlozona na poszczegoélnych jego czlonkow. Jest to pewne
uproszczenie, zwykle konieczne, gdyz trudno jest o dane pozwalajace oceni¢ pre-
ferencje poszczegolnych jego cztonkow.

Niech g; oznacza ilosci kazdego z n artykutéw nabywane w chwili ¢ (i =1n )-
Satysfakcja z ich nabycia mierzona jest za pomoca funkcji uzytecznosci:

UqQ=U(g,.q,), (1)

gdzie q = (q1, g2, ..., g.)’. Racjonalny konsument wybiera q' > 0 maksymalizujace
U przy ograniczeniu, ze wartos¢ nabywanych dobr jest rowna jego dochodowi y:

y=pP4q, ()

gdzie p = (p\, p2, ..., p»)’ jest wektorem cen indywidualnych. Zaklada sig, ze (1)
ma ciagle pochodne do trzeciego rzedu, przy dodatniej pierwszej pochodnej.
Oznacza to, ze wzrostowi nabywanych ilosci towarzyszy wzrost uzytecznosci.
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Na podstawie przyjetych zalozen Hessjan

2 2 _
H:a—(é-= aU 5 i,j=1,n,
dq aq,'aqj'

jest symetryczny i ujemnie okreslony. Punkt q" jest w takim przypadku punktem
maksimum U(q) lub punktem siodlowym. Wyznaczmy ten punkt

L=U(q)-Ap'q,

a_w)
dq aq

, W)
Ap'q=Ay =(%J q.

Az(a‘f_(q)]’g

dq |y

-Ap=0. 3)

’

oU
gdzie ( a(q)) jest transponowanym wektorem kolumnowym pochodnych
q

(aU(q) oU(a) aU(q)]l.

9, ' dg, 7 9,

Stad

r " 4
w )
aq d

Rozwiazujac (4), otrzymuje si¢ q°. Zauwazmy, ze wzrost cen z jednoczesnym
urealnieniem dochodéw w stosunku do stanu poprzedniego o t¢ sama wielko$¢ nie
zmienia popytu q.

Rozwazmy funkcj¢ uzytecznosci, ktora zalezy tylko od nabywanych ilosci
koszyka débr ([1] cyt. za [2])

U(q)=p"log(q-7), (5)

gdzie Bi ysa pewnymi parametrami, przy czym q — Y<0, co dla dodatniego
wektora ¥ mozna interpretowaé jako nadwyzke zakupywanych dobr ponad nie-
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zbgdne do godnego Zycia ustalone minimum. Wektor log(q—-7) = (log(gq, ~7,,)---

log(q, —7,)) . Wtedy

U _dloga-7) _z 50
oq aq '

’

gdzie Q =(——1—

a9~ 9, Y.
-Hadamarda wektoréw.
Zauwazmy, ze iloczyn skalarny wektorow da si¢ zapisac jako

1" x0Oy)=xl.

) iX Oy=(xy ... xy,) jest iloczynem Schura-

Z zatozonej dodatnio$ci pierwszej pochodnej wynika, ze § > 0.
Zat6zmy dodatkowo, ze 1’8 = 1. Wtedy

L=p'log(q-v)-Ap'q-61.

A zatem:
L BoQ-ip=0,
dq
oL
—=1 —v)-81=0.
58 og(q-v)

Rozwiazujac pierwsze z rownan, otrzymujemy:
BOQ=Ap=Pp=A(pOq-pOY)=>1p=A1'(pOq-pOY)=1=A(y-p7Y). (6)
Stad

A=—t
yY-pPY

(y-YpB=p0Oq-pOY,

pPOq=pOY+yB-7PB. (7

Réwnanie (7) opisuje wydatki na kazdy z n artykutéw w budzecie konsumenta
jako funkcje cen p i dochodu y. Co wigcej

poOq / yoOp
—— B |= —B 8
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gdzie po obu stronach wystgpuja wskazniki struktury odpowiednio rzeczywistych
wydatkéow i wydatkéw minimalnych zapewniajacych zaspokojenie niezbgdnych
potrzeb.

Z drugiego rownania ukladu otrzymujemy:

S1=log(q-7) = 6=U(q).

Z tego wynika, ze funkcja uzytecznosci (5) postaci przyjmuje wartosé maksy-
malna, gdy skladowe wektora P sa zerami poza jedng réwna jeden. Wtedy
U(q) = log(g; - ¥;), gdzie i odpowiada takiej réznicy g; — ¥, dla ktérej zachodzi

max (q; -7,

Przyklad 1.
Niech bedzie dana nastgpujaca informacja o koszyku dobr (dane fikcyjne) oraz
dochodzie konsumenta.

Koszyk Ceny jednostkowe Ilosci w sztukach
Artykul I 10 q
Artykut I 50 9@
Artykut 11 100 a0

Dochéd konsumenta jest rowny z zatozenia wartosci koszyka i wynosi 2750 jed-
nostek pienigznych.
Napiszmy réwnanie popytu (7):

10 q, 10 ¥ ﬁl 10 Bl
50 |©] g, |=| 50 |O|y, |+2750| B, |-(v, 7. 1) 50 | B,
100] |q,] (100 {7, B, 100 | B,

Maksymalng uzytecznos¢ otrzymujemy wtedy, gdy istniejg oszacowania eksper-
tow dotyczace wektora ¥, np. ¥ = (50, 20, 3). Obliczmy roznice migdzy wektora-
mi q i y dla trzech mozliwych wektoréw B, (1, 0, 0)', B, (0, 1,0)’, B3 (0, 0, 1)".
Wtedy q; = (145 - 50, 20, 3), q. = (50, 39 -~ 20, 3), q3 = (50, 20, 12,5 - 3). Stad
wektory B, i q; maksymalizuja funkcje uzytecznosci.

Uzytecznos¢ takiego koszyka dobr jest rowna

145
Ul| 20 [[=1log95=4,5539
3

(zauwazmy, ze lim (xlogx)=0).
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Funkcja uzytecznosci (5) nie jest zbyt realistyczna, gdyz osigga maksimum,
gdy w ramach dochodu y maksymalizujemy zakup jednego dobra, ilosci pozo-
stalych d6br zostawiajac na podstawowym poziomie. Moze to by¢ argumentem za
tym, ze w tego rodzaju badaniach nie powinno si¢ opiera tylko i wylacznie na
funkcji uzytecznosci opisanej za pomocg pojedynczego rownania, ale by¢ moze
powinny one by¢ wielowariantowe w zaleznosci od wartosci brzegowych ilosci
zakupionych débr.

Na réwnanie (7) mozna spojrze jak na pewien model nieliniowy ze wzgledu
na parametry B i y wyrazajace wydatki na i-ty artykut jako funkcje obserwowanych
cen i dochodu. Zapiszmy wigc ten model dla H jednostek badania i 7 momentéw.
Wtedy uklad n réwnan okreslajacy wektor wydatkéw na n réznych débr w h-tym
gospodarstwie domowym w momencie ¢ przybiera postac:

p"'oq"'=p+p'"oy—po”"'+e,,,=yopi+po[y’""”’"]He,,,, P ()

b Y e Y Ve

gdzie €, jest blgdem losowym, g, ~ [ID(0, ¥},), gdzie

WI?II 0 0
‘I’Iu = 0 W;IZ . 0
0 0 - ¥,

Blad losowy jest zmienng losowa, ktorej rozklad jest zwiazany z czasem, go-
spodarstwem i rodzajem nabywanego artykutu.
Zalozenia dotyczace blgdow losowych formalnie mozna zapisa¢ nastgpujaco [2]:
1. Heteroskedastycznos¢:

E(e, Oz, )=diag(¥, ). (10)
2. Niezaleznos¢ wzgledem gospodarstw (przekrojowa):
E(e, O¢,)=0, dlah=k. (11)

3. Autoregresja 1 rzedu:

8," = ph O 8Il(l—l) + qlll ’ z Tllll - N(0’Eh ) (12)
& 0 0

—
N
(=]

h

0 &, 0

0 0 - &,
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Z (12) wynika, ze parametr autoregresji blgdu losowego moze byé inny dla
kazdego gospodarstwa. Dodatkowo

’ ’ 1 1 l
€, ~N@,a,E2)), a, =
' B (I-Pf. 1-pp, l_p/?n]
i E(g,,.,, ©n,) =0 dla wszystkich h.

(13)

E(e, O¢, )=p,° Odiag(Z,) dlat>s i E(g, Og,)=0 dla h=k, (14)
gdzie

o, 0 0
Eh = 0 O-.Ez 0
0 o .. 0:"

Dla ukladu réwnan skladajacego si¢ z HT réwnan dla popytu na i-te dobro w
uktadzie (9)

Puiui —p Pui g gl -YPu |y e 1 =1T, h=1H,
ylu ylu yhl

przy zalozeniach 1, 2, 3 macierz kowariancji wektora losowego

8.':(51“ € 0 E &y vt & ot Eyy o EHTi)

przybiera postac

oV, 0 0
0 oV, 0
Q,— - : 21: 2i : , (15)
0 0 - oV,

gdzie macierze autoregresji V;; sa rowne

L pu P P
plli 1 phi .“p/{‘i_2
Vi =| . : ST (16)
P P P 1
Macierze kowariancji roznig si¢ dla roznych dobr.
Jezeli zalozymy, ze py; = p;to V,; = V..
Model (9) dla ustalonego i ¢ z zalozeniami (10)-(16) opisuje podzial budzetu
konsumpcyjnego na n artykutoéw jako liniowa funkcje dochodu konsumenta i n cen
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jednostkowych. Wtedy wektory parametréw Bi Y sa n-wymiarowe. Po wyloso-
waniu préby k-elementowej gospodarstw z jednorodnej podpopulacji gospodarstw
w ustalonym momencie ¢ i zaobserwowaniu struktury wydatkéw na poszczegdlne
dobra mozna probowaé wyestymowac nieznane wektory parametrow. Rownania
tego modelu nie sa liniowe ze wzgledu na parametry f i vy, dlatego nie moga by¢
estymowane za pomoca zwyktej metody najmniejszych kwadratow. Staja si¢ one
liniowe ze wzglgdu na jeden z wektorow parametréw, gdy drugi jest ustalony.
Ogolnie najprostsza droga estymacji (9) dla ustalonych k i ¢ jest droga dwu-
stopniowa: nalezy najpierw estymowa¢ parametry dochodéw P i po wstawieniu ich
do réownan estymowac y. Robi si¢ to tak dtugo, az w dwu kolejnych iteracjach
wartos$ci wyznaczonych parametréw si¢ nie zmienia.

Estymator zgodny £; moze by¢ znaleziony poprzez wyznaczenie powyzZsza
metoda parametrow modelu i obliczeniu reszt e,. Z tych reszt mozna otrzymac
estymator zgodny wspdtczynnikéw autokorelacji ps, bgdacy empiryczna autoko-
relacja migdzy kolejnymi wektorami reszt e, i ey, _ |y

T
Z ChiCh(s-1)i
1=2

T T )
2 2
Zelui Zeh(l—l)i
=2 =2

Nastgpnym krokiem jest uzycie ry do przeksztalcenia obserwacji w (9) w
proces nieautoregresyjny:

i =

n
Wii =Y 2 + B; [1 - Zyj'zmj ]+ Epis

Jj=l

gdzie
— Pui9ui
hti ’
yh!
Zh/i = ﬂ' >
yhl

W = Wi 1= ";ﬁ dla r=1,
Whi = Wy — rhiW[,(,_l),' dla r= 2,T,

b ' 2
z’lli = ZIlli 1_ rhi dla t= 1,
ZIui = Zhli - rlu'zh(l_l),' dla t= 2, T,

Z przeksztatlconego modelu otrzymujemy zgodny estymator oy,
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T
2
v2 ullli

i .2 -

s2 =" =, gdzie v, =X
1 - rhi T - K

i uy,; sa estymatorami reszt 7)., K jest liczba estymowanych parametrow. Majac
zgodne estymatory Oy i On mozemy zbudowaé macierze Q; i wyestymowac
parametry regresji za pomoca uogélnionej MNK.

Dla pelnego uktadu, gdy & i r nie sg ustalone, nie mozna powyzsza metoda
wyznaczy¢ parametréw ukladu réwnan popytu (9), gdyz prowadzi to do réznych
ocen y dla tych samych dobr. W zatozeniach przyj¢liSmy, ze oceny te sa takie same
dla réznych gospodarstw i chwil.

Poniewaz wszystkie rdwnania w (9) maja t¢ sama postac, uklad moze by¢ spro-
wadzony do pojedynczego réwnania wektorowego. W tym celu tworzymy wektor
w, ktorego sktadowymi sa wektory w; o HT skladowych odpowiadajacych po-
szczegolnym nabywanym artykutom. Wektor w zawiera tacznie nHT obserwacji.

Wi
w, :
W, Wiri
w=| | gdzie w, = W,Z” ,
w, :
: Wori
w, :
Whri

gdzie wy, jest konsumpcja i-tego artykulu w h-tym gospodarstwie domowym
w momencie .

_ pllliqllli

hti
he

Teraz sprowadzamy ukfad réwnan popytu (9) do pojedynczego réwnania wekto-
rowego:

10 -0 z, 0 0 g1 o 0 |[z, z z,
01 .- 0 0 z 0 0] Ir .- O z z
w=lo o B -l Bl 0z "ly+e (17)
. : e < . . . : . . Zl 22 Zn
00 -1 0 0 - z O O - BI|z 1z z,

gdzie 1 i 0 s HT-wymiarowymi wektorami kolumnowymi skladajacymi sie od-
powiednio z samych jedynek lub samych zer, B iy s3 n-wymiarowymi wektorami
nieznanych parametréw, z; sa wektorami HT-wymiarowymi przeskalowanych
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obserwacji cen, I jest macierza jednostkowa HT x HT i O jest macierza zerowa
HT x HT; € za$ jest wektorem nHT-wymiarowym skiadnikéw losowych.
_ / . _ Pui
zi_(zlli Tt 4n ZLai vt Lo L ZHTi) , gdzie z,,, = —=.
"

Zanim przystapimy do estymacji ukladu popytu (9) z danych empirycznych,
musimy wzia¢ pod uwagg to, Ze jest ono uproszczeniem rzeczywistosci, gdyz
konsumpcja gospodarstwa domowego jest kompleksowym zjawiskiem i obok
dochodéw i cen w jej okreslaniu prawdopodobnie wazna role odgrywa wiele
innych czynnikéw: catkowity majatek, zapasy srodkéw trwatych, poziom zobowia-
zan (dtugow), przeszte i przyszle oczekiwane dochody i pewne czynniki demo-
graficzne. Jesli takie zmienne sa dost¢pne, wskazane jest dodanie ich do modelu,
ktéry przybierze postaé:

wlu=zh/O’Y+ﬁ®(l_y’zlu)+®sht+£hl’ h=1,H, t=1,_T-, (18)

gdzie © jest macierza wspoélczynnikéw n x L spetniajaca warunek ©1 = 0, s;, repre-
zentuje L zmiennych ekonomicznych i demograficznych wptywajacych na kon-
sumpcj¢ i €, jest sktadowa losowa. Wektory wy,, z i s;, przybieraja postaé

Win Wit Shet

Wira Zpr2 Sira
wlu = ’ zlu = 4 SIu =

wlm Zhn S,m

Whm leln ShlL

Dla réznych H i T wyrazenie (18) mozna przedstawi¢ w tej samej postaci co
réwnanie wektorowe (17).

Przy standardowych zatozeniach klasycznej regresji liniowej zwiagzanych
z wielowymiarowym rozkladem normalnym estymatory MNK wspdtczynnikéw sa
nieobciazone i efektywne pod warunkiem, ze dysponujemy kompletem dostepne;j
informacji o modelu regresji. Jesli pewne informacje o charakterystykach modelu
nie zostaly uwzglednione, to MNK moze traci¢ swoje wlasnosci. Taka sytuacja
powstaje w ukladzie popytowym (17), gdzie bledy losowe w réwnaniu popytu dla
i-tego i j-tego artykutu sa skorelowane.

Przy tych zalozeniach systemowa macierz kowariancji Q nie bedzie diago-
nalna. W klasycznym modelu normalnej regresji liniowej przy powyzszych zato-
zeniach estymatory MNK dla pojedynczego rownania beda asymptotycznie nie-
obcigzone, ale nieefektywne. W celu otrzymania estymatoréw asymptotycznie
efektywnych kazde z n rownan musi by¢ estymowanych jednoczesnie.
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Mozna to zrealizowa¢ metoda estymacji SUR Zellnera (seemingly unrelated
regressions), gdzie kowariancje sa estymowane za pomoca MNK z kolejnych n
reszt otrzymanych z oryginalnych réwnan ukfadu. Estymatory MNK macierzy
kowariancji sg nieobcigzone oraz zgodne i w kolejnym kroku bgda uzyte do esty-
macji macierzy kowariancji W dla catego ukladu n réwnan. Gdy W jest wyesty-
mowane, moze by¢ uzyte do reestymacji calego ukladu za pomoca GLS (uogdl-
nionej MNK), co pozwala otrzymaé efektywne estymatory dla parametréw mode-
lu. Estymator ten nazywany jest dwuetapowym estymatorem Aitkena. Jest on
asymptotycznie efektywny i ma asymptotycznie rozklad normalny. W matych pré-
bach estymator Aitkena zalicza si¢ do nieobcigzonych i efektywnych w stosunku
do estymatoréw MNK [2].

Dostepne dane statystyczne sa zwykle zagregowane i trudno jest o obserwacje
dla kazdej jednostki statystycznej wykorzystywane w podobnych badaniach. Jest to
zrodtem komplikacji w weryfikowaniu zalozen teoretycznych nieliniowych modeli
popytu w praktycznych zastosowaniach. Dost¢pne sa np. informacje o wielkosci
gospodarstwa, ale nie o jego skladzie.

Zauwazmy, ze poroéwnywanie szeregow czasowych z danymi przekrojowymi
musi by¢ dokonywane z uwaga nie tylko z powodu nieuniknionych btgdow prob-
kowania, ale takze swoistej dynamiki obserwacji, bgdacej konsekwencja mo-
dyfikacji wprowadzanych do modelu z roku na rok. Jest to problem wspélny dla
kazdej analizy i niestety nieunikniony.
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THE ANALYSIS OF CONSUMER DEMAND

Summary

Theory of consumption tries to explain why consumers will divide their incomes on goods
services which satisfy their needs. Satisfaction for all consumers is measured by utility function

U(q)=p"log(q-7y)

and

y=Q'p,
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where B, y are some parameters and q is a vector of quantities consumed.

Q=0 .-, -

When we observe a p vector of prices and vector of consumers income or total expenditure, we
can solve demand set equations numerically with SUR and GLS methods described in [2].
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