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1. Wstep

Standardowe metody wnioskowania statystycznego zaktadaja losowy dobor
proby, podczas gdy wigkszo$¢ badan spolecznych i marketingowych opiera sig¢ na
probach kompleksowych. W wielu przypadkach, mimo iz proba losowa jest nie-
mozliwa do zrealizowania, wnioskowanie przebiega przy zalozeniach takich jak
dla préby losowej. Efektem takiego postgpowania moze by¢ uzyskanie obcia-
zonych wynikéw badania (4]. Poprawne wnioskowanie na podstawie préb kom-
pleksowych umozliwiaja m.in. tzw. nieklasyczne metody wnioskowania, a zwtasz-
cza metody bootstrap i jackknife bgdace adaptacja metody Monte Carlo do prak-
tycznych rozwiazan zagadnief statystycznych [5].

Metody bootstrap i jackknife wykorzystywane sa rowniez w zagadnieniach
imputacji danych. W przypadku préb kompleksowych potrzeba imputacji pojawia
si¢ m.in. w wyselekcjonowanych wczesniej podgrupach, w ktorych ze wzgledu na
brak znajomosci rozktadu nie mozemy stosowaé metod klasycznych.

Celem pracy jest poréwnanie trzech nieklasycznych metod wnioskowania sta-
tystycznego: Monte Carlo, jackknife i bootstrap. Od metod klasycznych roznig si¢
one wykorzystaniem danych, cho¢ oparte sg na tej samej idei. Niniejsza praca
zawiera zestawienie algorytmow dzialania tych metod oraz sposobow wykorzy-
stania metod jackknife i bootstrap do analizy danych niepetnych.

Metoda estymacji Monte Carlo jest metoda numerycznego rozwiazywania
zadan, dostarczajaca przyblizonych rozwiazan probleméw matematycznych dzigki
przeprowadzanym komputerowo eksperymentom na prébach statystycznych.
Cechg dla niej charakterystyczna jest badanie zjawiska przez jego obserwacje dla
wielu powtdrzen eksperymentu losowego, co stanowi punkt wyjscia dla metod
jackknife i bootstrap [5].
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Szerokie obszary zastosowan metod jackknife i bootstrap potraktowane zostang
wybiérczo. Przedstawione tu problemy bgda zwiazane z zagadnieniami imputacji
danych. W niniejszych rozwazaniach dla estymatora w postaci funkcji elementéw
proby skupimy si¢ na szacowaniu obciazenia oraz wariancji stuzacych badaniu
jakosci estymatorow. Charakterystyki te w obliczu prezentowanych metod umozli-
wiajg m.in. okreslenie precyzji estymatora oraz poréwnanie danego estymatora
z innymi estymatorami tej samej cechy populacji. Rozwazania prowadzone beda
dla funkcji elementéw prostej préby losowej X, =(X,,...,X,), czyli statystyki

én=T(X"). Ciag wartosci  x;,x,,..., X

n

oznacza¢ bedzie konkretna realizacje
prostej proby losowe;.

2. Metody Monte Carlo

Techniki stosowane w metodach Monte Carlo maja bardzo dtugg historie. Te
uzywane wspolczesnie powstaly jednak w okresie drugiej wojny §wiatowej w USA
przy okazji rozwigzywania zadan zwiazanych z fizyka atomowa. Nazwe i systema-
tyczny rozwoj tych metod datuje si¢ od 1944 r., kiedy to J. von Neuman i S. Ulam
prowadzili badania dotyczace bomby atomowej [3].

Metody Monte Carlo mogg by¢ wykorzystane do estymacji w sytuacji, kiedy
znany jest nam rozktad prawdopodobienstwa opisujacy interesujace nas zjawisko.
Rozkiad ten zadany przez dystrybuant¢ F umozliwia generowanie prostych prob
losowych.

Jezeli interesuje nas estymator én =T(X,) parametru 6 ichcemy zbada¢ jego

jakos¢ w pierwszym etapie z rozkiadu o dystrybuancie F (za pomoca generatora
liczb pseudolosowych) generujemy k prob losowych o licznosci n kazda. Nastep-

nie dla kazdej z prob oddzielnie obliczamy wartos¢ estymatora é,,. Woéweczas
32

histogram wartosci 6 0., ,6" jest dla duzej liczby k dobrym przyblizeniem roz-

kiadu statystyki é" . Estymator wariancji dla én przybiera posta¢:

A 1 & A
—6 2 dzie 6., =—>0..
Ve = k(k_l)Z( DT ® kz

Jednak z reguly nie znamy dystrybuanty F i dysponujemy jedynie pojedyncza
realizacjg proby tego rozkladu. W sytuacji, gdy nie jesteSmy w stanie powiedzie¢ nic
o postaci tego rozktadu, zastosowanie znajduja metody jackknife i bootrstrap [5].

Zaréwno jackknife, jak i bootstrap s3 metodami symulacyjnymi. Ze wzgledu na
powtarzalnos$¢ eksperymentu sa one adaptacja metody Monte Carlo w przypadku,
gdy dysponujemy jedna realizacja proby i nie wiemy nic o postaci rozkfadu,
z ktérego préba ta pochodzi. Jackknife i bootstrap znajduja zastosowanie m.in.
w estymacji rozkladow statystyk oraz ich charakterystyk. Ich cecha charakte-
rystyczna jest powtdrne probkowanie, czyli tworzenie prob nowych na podstawie
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proby danej. W zwiazku z tym zaliczane sa one do metod tzw. resamplingowych.
Ich zaleta jest to, ze przy minimalnej liczbie zalozen daja dokfadne wyniki —
estymatory otrzymane przy ich zastosowaniu sa zgodne [2].

3. Metoda jackknife

Metoda jackknife zostala przestawiona w roku 1949 przez Maurice’a Que-
nouille’a [7], ktéry pierwszy raz uzyl jej do estymacji obcigZenia estymatora.
Znaczenie tej metody wzrosto, gdy w roku 1958 twoérca jej nazwy J.W. Tukey
odkryl, ze mozna jej uzy¢ do estymacji wariancji estymatora. Jackknife w jezyku
potocznym oznacza kieszonkowy ndz. Tukey skojarzy! go z odcinaniem kolejno po
jednej obserwacji z danej proby. Wlasnie w ten sposdb bowiem konstruuje sig¢
probe charakterystyczng tylko dla metody jackknife.

W celu uzyskania préby typu jackknife X,_,; spos$rod elementow oryginalnej
proby X, =(X,,...,X,) usuwamy element X,. Czynnos¢ t¢ powtarzamy n razy,
w wyniku czego otrzymujemy n takich prob, z ktérych kazda przybiera postac
X =X X, X100 X))

Zagadnieniem, na jakim si¢ teraz skupimy bedzie estymacja zaréwno para-
metru 8, jak i jego obciazenia oraz wariancji (szczegélowe informacje opisujace
ponizszy tok postgpowania znajduja si¢ w pozycjach [2; 9]). Zakladamy, ze po-
trafimy obliczy¢ wielko$¢ estymatora é" =T(X,). Chcemy pozna¢ obciazenie i
blad standardowy tego estymatora. Krokiem zblizajacym nas do tego jest
obliczenie replik typu jackknife postaci BA,,_L,. =T(X

a-1i) » czyli wartosci estymatora

dla kazdej z prob typu jackknife, gdzie X _, . jest proba oparta na n — 1 elementach

n-1,i

proby X,. Histogram utworzony za pomoca wartosci 6

.- Jest przyblizeniem
rozkfadu estymatora 8,, co umozliwia nam skonstruowanie w sposob opisany
ponizej estymatoréw obciazenia i warianciji.

Estymator obciazenia typu jackknife dla én przybiera postac:

bias .y = (n-1)0., -06,),  gdze 6, = Zen »

Wtedy estymator parametru 8 o zredukowanym obcigzeniu to:

-~

2] né" —(n—l)é(,).

Jjack =

Estymatorem wariancji typu jackknife dla én nazywamy estymator postaci:

n
2Y 2
jack Z n—-,i —B(o)) .
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Warunkiem tego, aby estymator mogt by¢ uzyty, jest jego zgodnos¢. Zgodnosc

ta jest dowodzona dla estymatoréw w postaci funkcji $redniej X, = lz X, czyli
i=l

é" =g(X,),w ktérych g spetnia kryteria gtadkosci funkcji. Szczegoty dotyczace

tego dowodu zawarte sa w pozycji [9]. Dzialania te podporzadkowane sa ogdlnej

technice dowodzenia zgodnosci estymatorow i moga by¢ wykorzystywane do

dowodu zgodnosci takze dla innych niz $rednia estymatoréw postaci é,, =g(X,).

3.1. Metoda jackknife w analizie danych niepelnych

Wykorzystanie metody jackknife w analizie danych niepelnych wiaze si¢
z uprzednim wyborem jednej z metod imputacji danych. Chcac obliczy¢ warto$é
oraz wariancjg interesujacej nas statystyki, metod¢ imputacji nalezy zastosowa¢ na
poziomie tworzenia prob typu jackknife. Budujac kazda z takich préb, najpierw
usuwamy elelment i-ty préby, czyli X,.Kazda z tak utworzonych préob zawiera
braki. Braki te uzupelniamy wybrang metoda imputacji (dla kazdej proby typu
jackknife X,_,; oddzielnie). Mozemy zastosowa¢ tu np. metode imputacji sredniej

ogoélnej lub tez losowa metodg ,hot deck”. Na podstawie tak utworzonych préb

A

konstruujemy kolejno repliki 6 estymator statystyki é(,) oraz estymator wa-

riancji dla 6, [9].

Jezeli metoda zastgpowania brakdéw danych bedzie losowa metoda imputacji
,»hot deck” estymator zgodny wariancji otrzymamy wéwczas, gdy zastosujemy na-
stepujace podejscie. Losowa metoda ,,hot deck” polega na tym, ze miejsca brakow
danych wypelniane sa przez elementy prostej proby losowej wylosowanej sposrod
zbioru wszystkich wartosci zaobserwowanych. Aby jednak metoda ta dawala
w efekcie zgodne estymatory, nalezy wprowadzi¢ pewna modyfikacje [8]. Jezeli
wartoscia odcinang okaze si¢ ta, ktora pierwotnie zawierata brak, losowa metode
»hot deck” nalezy zastosowa¢ tak jak to zostalo opisane powyzej. Jezeli jednak
warto$cig odcinang bedzie warto$¢ zaobserwowana, kazda z wartosci wylosowa-
nych powinna by¢ skorygowana — dodana do niej powinna zostac wielkos¢

6,.,,-6
liczbe wartosci zaobserwowanych.
W takim sposobie szacowania wariancji statystyki zostaje uwzgledniona jej

dodatkowa zmienno$¢ wynikajaca z niekompletnosci danych, dzigki czemu moze-
my uniknaé¢ niedoszacowania tej wariancji.

n-1,i*

,.1; —0,, obliczona na podstawie wartosci zaobserwowanych, gdzie r oznacza

4. Metoda bootstrap

Metoda bootstrap zostala przedstawiona przez Bradleya Efrona w roku 1979
[1] jako pewna modyfikacja metody jackknife. Nazwa wybrana dla tej metody
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zwiazana jest z wyrazeniem ,,pull oneself up by bootstraps”, ktére oznacza ,,wy-
doby¢ si¢ z opresji za pomoca wiasnych sif”. Metoda ta podobnie jak jackknife
opiera si¢ na charakterystycznym tylko dla niej rodzaju proby.

W celu otrzymania préby typu bootstrap X, dokonujemy n-krotnego losowa-

nia ze zwracaniem spo$rod elementow oryginalnej préby X. Proba bootstrap skiada
si¢ z elementow proby oryginalnej, z ktorych kazdy moze wystgpowaé raz, dwa
razy itd., lub nie wystgpowaé w niej wcale. Metoda bootstrap wymaga wyge-
nerowania B takich préb [2].

Nastegpnym krokiem jest obliczenie replik bootstrapowych postaci é,: =T(X,),
gdzie X, oznacza probg typu bootstrap X, .Estymatorem typu bootstrap wariancji

estymatora én nazywamy wielkos¢:

~ -~ ~

- 1 g » . |2 . o 1 3 A%

Vg —-E_—l'bz—l(eb —6(.)) , gd21e 9(') = E; b

Estymator obciazenia estymatora é" parametru 8 ma postac:
biasy =06,,-6,.

a

Aby otrzymaé dobra estymacj¢ wariancji estymatora 6,, wystarczy czgsto
nawet niewielka liczba replik (20-200). Zastosowanie metody bootstrap nie konczy
si¢ jednak na estymacji bledu standardowego estymatora. Za jej pomoca mozliwa
jest zaréwno estymacja punktowa, jak i przedzialowa, testowanie hipotez oraz
wiele innych analiz. W kazdym jednak przypadku potrzebna jest inna liczba replik
(np. gdy do estymacji blgdu standardowego wystarczy wygenerowanie 50 replik, to
w przypadku estymacji przedziatlowej potrzeba ich od 1000 do 10 000) [2].

Podstawg uzycia estymatora typu bootstrap wariancji stanowi dowodzona jego
mocna zgodnos$¢. Dowod ten znajduje si¢ w pozycji [9].

4.1. Metoda bootstrap w analizie danych niepelnych

W analizie danych niepelnych proces imputacji podobnie jak dla metody
jackknife powtarzany jest dla kazdej proby typu bootstrap oddzielnie. Na poczatku

generowane sa proby X, . Nastepnie w kazdej z nich dokonujemy imputacji przy
uzyciu wybranej metody i obliczamy repliki é; , na ktérych podstawie estymujemy
wartos¢ oraz wariancj¢ interesujacej nas statystyki [9].

5. Podsumowanie

Metody klasyczne bazuja na zalozeniach dotyczacych rozkladu cechy, o kté-
rym wnioskuje si¢ dzigki przeprowadzanym testom na okreslong posta¢ rozktadu.
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Nastgpnie przy zalozeniach, ze proba ma rozkiad bliski znanemu rozkladowi
przeprowadzane jest wnioskowanie. W przypadku metod bootstrap i jackknife nie
musimy wnioskowa¢ o rozkladzie cechy. Kwestie dyskusyjne, jakie moga si¢ tu
pojawic, to wielkos¢ i rodzaj proby, przy ktorej metody te moga by¢ stosowane,
liczba generowanych préb typu bootstrap oraz to, w jakich sytuacjach stosowac
jedna lub druga metodg.

W niektérych przypadkach dzigki metodzie jackknife mozemy otrzymaé dobre
wyniki duzo mniejszym kosztem w poréwnaniu z metoda bootstrap. Na przykiad
bootstrap wymaga wygenerowania 200 replik, podczas gdy w jackknife potrzeba
ich tylko n (co oczywiscie ma sens tylko, gdy n < 200). Jednak pole dzialania jest tu
ograniczone, poniewaz metoda jackknife zawodzi, gdy funkcja 7T(X,) nie jest

wystarczajaco gtadka. Z tego wzgledu nie uda si¢ uzyska¢ dobrych oszacowarn np.
dla mediany. Metoda jackknife zazwyczaj jest efektywna pod warunkiem, ze
warto$¢ statystyki nie zmienia si¢ drastycznie wraz z malymi zmianami danych.
Mozna pokazaé, ze w przypadku mediany estymator wariancji typu jackknife nie
jest zgodny, podczas gdy estymator typu bootstrap jest [6].

Z drugiej strony wydawac si¢ moze, ze skoro w metodzie jackknife jestesmy
w stanie wygenerowal jedynie n préb typu jackknife, to metoda ta jest mniej
efektywna niz np. metoda bootstrap. Okazuje si¢, ze dla wystarczajaco gtadkich
statystyk estymatory typu jackknife moga by¢ postrzegane jako estymatory typu
bootstrap. Dzigki temu zwiazkowi w szczegolnych przypadkach jackknife i boot-
strap daja prawie identyczne rezultaty. Wystarczy wtedy stosowa¢ metode jack-
knife. Ma to miejsce np. w przypadku statystyk liniowych, czyli postaci:

6= u+ ! Za(x,.), gdzie u = const [9].
n

i=l
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THREE NONCLASSICAL METHODS OF STATISTICAL INFERENCE:
MONTE CARLO, BOOTSTRAP AND JACKKNIFE

Summary

This paper describes and compares three methods of statistical inference: Monte Carlo, bootstrap
and jackknife. Monte Carlo methods are presented as a basis for two other methods. The wide range
of applications areas of jackknife and bootstrap is shown only in selected aspects. Their application to
estimating parameters and assessing statistical accuracy is considered. Moreover bootstrap and
jackknife is presented as data imputation techniques.
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