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1. Wstep

Rozwigzanie skomplikowanych problemow w dziedzinie ekonomii nie zawsze
mozna uzyskaé przez zastosowanie metod analitycznych. Czesto jedynym sposo-
bem otrzymania wynikow jest technika numeryczna.

Artykul zawiera analiz¢ dokladnosci wynikéw symulacji stochastycznej na przy-
kladzie rozkladow estymatorow parametrow réwnania regresji. Podczas réznych
eksperymentow, zwiazanych nie tylko z ekonomia, korzysta si¢ z symulacji. Wspol-
czesnie wykonuje si¢ je z pomoca komputeréw (z wykorzystaniem duzych mocy
obliczeniowych), co znacznie zwieksza zakres ich zastosowan. Sa one niezmiernie
przydatne w otrzymywaniu numerycznych (liczbowych) rozwiazan problemow.
Referat poswiecono temu tematowi, gdyz warto wiedzie¢, czy wyniki, ktore uzy-
skuje sie¢ w wyniku przeprowadzanej symulacji, s3 zblizone do rzeczywistych roz-
wigzan.

Chcemy okresli¢, kiedy symulacja stochastyczna daje wiarygodne wyniki, na
ktorych mozna si¢ oprzec 1 ktérych nie podaje si¢ w watpliwosé. Cho¢ jest to me-
toda czasami niezbedna i dajaca ogromne mozliwosci prowadzenia badan, posiada
rowniez swoje wady [Hendry 1984, s. 943-945]. Glowna z nich jest kosztowno$é
eksperymentow, zwiazana ze znaczna liczba replikacji wykonywanych podczas
probkowania modelu. Im wigcej replikacji, tym badanie staje si¢ bardziej czaso-
chlonne. Oczekiwania decydenta co do relacji kosztow obliczen do dokltadnosci
otrzymanych rezultatéw symulacji sa wazne i wptywaja na dobor liczby powtorzen
podczas przeprowadzania eksperymentu.

Interesujace jest, jak liczba replikacji wplywa na rozbieznosci pomig¢dzy roz-
ktadami populacji generalnej a rozkladami empirycznymi otrzymanymi w wyniku
stosowania symulacji stochastycznej. Czy otrzymywane histogramy si¢ zmieniaja?
Czy nieregularnosci sa bardziej wygladzone? Czy efekty pracy sa lepsze? Czy
warto w takim razie, kosztem nakladu pracy i czasu, wykonywa¢ wigksza liczbe
replikacji? Olaeslenie stopnia dokladno$ci wynikéw na przykladzie rozkladow esty-
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matoréw parametrow zalezy od liczby replikacji wykonywanych podczas ekspe-
rymentu symulacyjnego. O coraz wigkszej precyzji wynikow powinny $wiadczy¢
bardziej wygladzone histogramy prezentujace estymatory wspolczynnikéw row-
nania. Takie rozwazania powinny pomdc w ocenie przydatnosci wykorzystywania
symulacji stochastycznej réwniez w innych typach badan.

2. Opis eksperymentu

Dokladnos¢ wynikow, opisywana jako doktadnos¢ rozkladu aproksymowanego
rozkladem uzyskanym w nastgpstwie zastosowania symulacji stochastycznej, jest
wyprost proporcjonalna do pierwiastka z liczby replikacji [Gajda 2001, s. 109]). Wy-
nika z tego, ze dokladnos¢ rosnie wolniej niz liczba uzyskanych rozwiazan symu-
lacji. Cheac zatem osiagnac wysokg doktadnos$é rezultatéw, narazamy sie na znacz-
ny wzrost kosztu eksperymentu.

Wazna zaleta symulacji stochastycznej jest to, ze szybko daje ona przyblizone
wyniki. Nalezy zawsze rozwazy¢, czy warto ponosi¢ tak wysokie koszty. W wielu
sytuacjach moze si¢ okazaé, ze przeprowadzenie wigkszej liczby replikacji jest bez-
celowe. Réwnoczesnie wielosé nieskomplikowanych obliczen moze w konsek-
wencji okazaé si¢ bardzo kosztowna, gléwnie ze wzgledu na jej czasochlonnosc.
Ponadto znaczna liczba wynikow wymaga réwniez ich statystycznego opra-
cowania.

Badanie przeprowadzono wedlug modelu jednoréwnaniowego:

yi=artayyotasxtasxytu,,  gdzier=1,.., T,

ktorego zaklocenie podlega schematowi autoregresyjnemu pierwszego rzgdu:

Uy = pup+&p,

gdzie: a, — wspolczynnik autoregresji rownania,
p — wspolczynnik autokorelacji reszt.

Na potrzeby numerycznej implementacji doswiadczenia stworzono program
oparty na pakiecie ekonometrycznym EViews 3.1. Z tego wzgledu konieczna byta
transformacja wyjsciowej postaci modelu do rownowazmej formy [Malinvaud 1968,
s. 467-472]. Przeksztalcona posta¢ réwnania jest wykorzystana w programie do
estymacji parametréw modelu:

v.=a(l-p)+(a,+ply,~apy.,+alx,-px. )+alx, -px )+&

Wartos$ci parametrow a;, a; 1 a,sa odpowiednio rowne 10, -0,510,5.

Podczas uruchamiania symulacji kazdorazowo bylo konieczne ustalanie para-
metréw eksperymentu. Poza wspélczynnikami autoregresji rownania i autokore-
lacji reszt naleza do nich réwniez:

T — wielkos¢ proby w eksperymencie,

r — liczba replikacji wykonywanej symulacji.
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W doswiadczeniu przyjeto arbitralnie zbiory wartosci dla kazdego z czterech
parametréw. Wspoélczynnik autoregresji réwnania a, mogt by¢ réwny jednej z dwoch
wartosci {-0,5; 0,5}. Zdecydowano natomiast o wigkszej roznorodnosci wartosci
wspolczynnika autokorelacji zaklocen p € {-0,9; —0,5; 0; 0,5; 0,9}, zatem w doswiad-
czeniu jest mozliwych dziesi¢¢ kombinacji parametréw a, i p, dla ktdrych zostaty
wykonane symulacje.

Na potrzeby eksperymentu dane do proby zostaly wygenerowane losowo tak,
aby nie charakteryzowaly si¢ trendem ani wahaniami cyklicznymi. Liczba obser-
wacji w probie w kazdej symulacji jest taka sama — réwna 52'. Taka liczba obser-
wacji gwarantuje, ze nie jest ona za mata (np. 30) ani za duza (100 obserwacji).
Przyjeta liczebnos¢ proby jest najbardziej prawdopodobna do uzyskania w przy-
padku modeli ekonometrycznych.

Parametrem najbardziej interesujagcym jest liczba wykonywanych replikacji.
Symulacje wykonano dla czterech réznych replikacji, wigc r € {5000; 10 000;
20000; 50000}.

W przeprowadzanym doswiadczeniu wykorzystano symulacje z reestymacja [Hall,

Henry 1988, s. 232]. Zaburzano model wzorcowy (model z ustalonymi arbitralnie
parametrami), a nast¢pnie szacowano parametry a, i a; zaburzonego modelu. Wy-
korzystano cztery metody estymac;ji:
¢ metode najmniejszych kwadratow (LS),
metode najmniejszych kwadratow z autokorelacja reszt (LA),
podwdjna metode najmniejszych kwadratow (TL),
zmodyfikowana podwdjna metode¢ najmniejszych kwadratow (TY).
Warto$ci estymatorow otrzymanych zmodyfikowana podwojna metoda naj-
mniejszych kwadratow pokryly si¢ z wartosciami estymatoréw metody najmniej-
szych kwadratéw. W zwiazku z tym przy omawianiu uzyskanych rezultatéw symu-
lacji stochastycznej zmodyfikowana podwdjna metoda najmniejszych kwadratéw
zostanie pominigta, gdyz nie okazala si¢ trafnym sposobem estymacji wspoiczyn-
nikéw réwnania.

3. Prezentacja wynikow i ich analiza

Na podstawie wstepnej analizy wynikow eksperymentu zdecydowano si¢ skupi¢
si¢ na otrzymanych rezultatach dla liczby replikacji » € {5000; 10000; 50000}.
Wykresy uzyskane dla 20 000 replikacji nie prezentowaly tak wyraznych zmian
jak histogramy dla 50 000 replikacji.

Dla kazdego wariantu parametréw a, i p, oraz r € {5000; 10 000; 50000}, za-
prezentowano kilka charakterystyk rozkladéw estymatoréw. Z pomocg arkusza
kalkulacyjnego Microsoft Excel wyliczono miary zwigzane z czterema pierwszymi

! Przy zastosowanych metodach estymacji w badaniu z préby 52 obserwacji otrzymujemy 50 wy-
nikéw. Jest to skutek wykorzystanych technik obliczeniowych.
? Oznaczenie metod zaczerpnigte z kodu Zrédlowego programu.
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—S_A3_1_15_1952
—A_A3_1_15_1952
— TL_A3_1_15_1952
— TY_A3_1_15_1952

Rys. 1. Rozkiady estymatorow parametru a;dla 5 000 replikacji; wariant 1 (p=-0,9; a, = 0,5)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 2. Rozklady estymatoréw parametru a, dla 10 000 replikacji; wariant 1 (p=-0,9; a,=0,5)

Zrddlo: opracowanie wiasne.

005
004
003 —S_A3_1_15_1952
/ ——LA_A3_1_15_1952
002 — TL_A3_1_15_1952
—— TY_A3_1_15_1952
001
0.00

Rys. 3. Rozktady estymator6w parametru a; dla 50 000 replikacji; wariant 1 (p=-0,9; a, = 0,5)

Zrodto: opracowanie whasne.
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momentami rozkladu, ktére umozliwiaja bardziej wnikliwa analizg¢ rezultatow
wykonanego doswiadczenia. Sa to: srednia, odchylenie standardowe, wspdlczynnik
asymetrii i miara koncentracji rozktadu (kurtoza).

ZalozZeniem prezentacji tych czterech miar jest okreslenie zbieznosci rozkladow
empirycznych. Wyniki obliczenn maja pomo6c w analizowaniu precyzyjnosci uzy-
skanych rezultatéw eksperymentu symulacyjnego.

Aby méc oceni¢ stopien wygladzania nieregulamosci na wykresach czgstosci
estymatorow wspélczynnikéw, konieczne byto wprowadzenie wzorcowego histo-
gramu. Dla kazdej z dziesieciu kombinacji parametréw a, 1 p wygenerowano roz-
ktady normalne restandaryzowane o takich samych parametrach jak rozklady empi-
ryczne wynikow (odpowiednio dla parametrow a, i a;) dla 50 000 replikacji. W ten
sposob dla konkretnego wariantu parametréw symulacja jest wykonana dla trzech
réznych replikacji 5000, 10 000 i 50 000. Natomiast parametry rozktadu normal-
nego (teoretycznego) uzyskano na podstawie danych otrzymanych w wyniku
eksperymentu dla liczby 50 000 replikacji.

W celu poréwnania empirycznych wykreséw czestosci 1 wygenerowanych
rozkltadéw normalnych wykorzystano miare sumy kwadratow przyrostow wartosci
w kolejnych stupkach histograméw (tab. 2, 4). Przyrosty liczone sg pomigdzy sa-
siadujacymi przedzialami szeregdw rozdzielczych. Zatem suma kwadratéw przyro-
stow opisywana jako:

2@),

i

pozwala na poréwnanie rozkladu wzorcowego (normalnego restandaryzowanego)
z otrzymanymi rozktadami empirycznymi oszacowan wspolczynnikéw rownania.

Zastosowanie porownania rozkladu empirycznego, bgdacego produktem ekspe-
rymentu, do teoretycznego rozkladu normalnego (sztucznie wygenerowanego) mo-
ze poméc w analizie stopnia wygladzenia linit prezentujacych rozklady estyma-
torow.

RézZnice miedzy wykresami sa lepiej widoczne, gdy poréwnuje si¢ wielkosci
wyliczonej miary (sumy kwadratow przyrostow) stworzonej na podstawie wygene-
rowanego rozkladu normalnego dla kazdego z wariantow parametrow.

Poréwnanie sum kwadratow dotyczy nie tylko zestawienia z soba rozkladow
empirycznych i teoretycznych. Przyréwnano do siebie rowniez odpowiednie sumy
dla okreslonego wariantu parametréw w zalemosci od liczby wykonanych repli-
kacji w eksperymencie symulacyjnym.

Wartosci w trzech ostatnich wierszach tabel (tab. 1, 3) pokazuja, ile razy suma
kwadratéw przyrostow rozkladu empirycznego dla konkretnego przypadku jest
wigksza od sumy kwadratow przyrostow rozkladu normalnego. Iloraz tych wartos-
ci $wiadczy o tym, czy rozklad empiryczny estymatora zbliza si¢ do rozkladu teore-
tycznego. Zmniejszajace si¢ wartosci wraz ze wzrostem liczby replikacji sg poza-
dane.
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Tald sam efekt uzyskano przyrownujac sumy kwadratow przyrostow dla wszyst-
kich replikacji do sumy kwadratow przyrostéw dla 5000 replikacji (wartosci w trzech
przedostatnich wierszach tabeli). Rowniez w tym przypadku malejace wartosci

potwierdzily wstepne przypuszczenia (tab. 1).

Tabela 1. Opracowane wyniki dla estymatoréw parametru a,; wariant 1 (p=-0,9; a,=10,5)

Liczba replikacji

a3 5000 10 000 50 000
Srednia LS —0,4587648 -0,4652464 -0,4658070
LA -0,2875520 -0,2860192 -0,2850835
TL ~0,4975808 -0,4996624 -0,4990323
Odchylenie standardowe LS 0,3195851 0,3159814 0,3154827
LA 0,2967624 0,2969527 0,2990900
TL 0,4173166 0,4164319 0,4196384
Wspoélczynnik asymetrii LS 0,0700457 0,0434831 0,0298716
rozkladu LA -0,0989263 ~0,0798165 -0,0923290
TL 0,7630635 0,7385750 0,7227782
Wspélczynnik kurtozy LS 2,9542370 2,9972944 2,9473819
rozkladu LA 2,9420236 2,9649170 2,9958279
TL 4,6458375 4,7458867 4,6185058
% kwadratéw przyrostow LS 0,0008348 0,0003545 0,0001752
X(8%2) LA 0,0004833 0,0004229 0,0001964
TL 0,0004686 0,0002696 0,0001315
2(8"2)/Z(3"2) LS 1 0,4246287 0,2099138
(5 tys. replikacji) LA 1 0,8749793 0,4063235
TL 1 0,5752177 0,2806017
Z(3"2)/Z(3n"2) LS 5,6788040 2,4113829 1,1920591
LA 2,8016311 2,4513693 1,1383684
TL 7,5159161 4,3232876 2,1089791

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Pomimo stopniowego wygladzenia rozkladéw estymator6w na histogramach
w pojedynczych przypadkach (rys. 4-6.), z uzyskanych obliczefi w tab. 3 wynika,

Ze poprawa nie nastgpuje wraz ze wzrostem liczby replikacji.

Tabela 2. Suma kwadratéw przyrostéw rozkiadu
normalnego X(8n"2) dla estymatoréw parametru as;
wariant | (p =-0,9; a, =0,5)

LS 0,0001470
LA 0,0001725
TL 0,0000624

Zrodto: opracowanie wlasne.
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~——LS_A2_15_5_1952
e LA_A2_15_5_1952
—TL_A2_15_5_1952
—— TY_A2_15_5_1952

Q_A2_15

Rys. 4. Rozklady estymatoréw parametru a; dla 5000 replikacji; wariant 9 (p = 0,5; a, =-0,5)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 5. Rozklady estymatoréw parametru a, dla 10 000 replikacji; wariant 9 (p =0,5; a, =-0,5)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 6. Rozklady estymatorow parametru a, dla 50 000 replikacji; wariant9 (o =0,5; a, =-0,5)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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W wigkszosci przypadkéw otrzymano wartosci satysfakcjonujace, potwierdza-
jace oczekiwania dotyczace wynikow symulacji. Wartosci dwéch ostatnich miar w
tabelach o niemalejace) tendencji moga $wiadczy¢ o nieznaczacym przyroscie war-
tosci w kolejnych przedzialach na histogramach (tab. 1, 3).

Tabela 3. Opracowane wyniki dla estymatorow parametru a,; wariant 9 (p = 0,5; a, =-0,5)

Liczba replikacji

a2 5000 10 000 50 000
Srednia LS -0,1084672 -0,1124224 -0,1106822
LA -0,3089664 -0,3204480 -0,3205619
TL -0,3730656 -0,3684448 -0,3676966
Odchylenie standardowe LS 0,1689194 0,1708351 0,1708961
LA 0,4053322 0,3969868 0,3981725
TL 0,4678518 0,4636587 0,4678980)
Wspolezynnik asymetrii LS 0,1057391 0,0897557 0,0956644
rozktadu LA 1,1452854 1,1983653 1,1983552
TL 0,0156587 -0,0103146 0,0097531
Wspétczynnik kurtozy LS 2,7719677 2,8251786 2,8070542)
rozkladu LA 2,9659860 3,1474267 3,1334812
TL 3,6969045 3,7348179 3,7507522
> kwadratoéw przyrostow LS 0,0010570 0,0010229 0,0009013
D(6"2) LA 0,0011778 0,0011861 0,0011089
TL 0,0003642 0,0002392 0,00007521
(8°2)/2(8"2) LS 1 0,9677212 0,8526830)
5 tys. replikacji) LA 1 1,0069959 0,9415112
TL I 0,6566996 0,2063833
(82)/%(5n"2) LS 1,1465016 1,1094939 0,9776024
LA 16,1019872 16,2146344 15,1602020)
TL 8,0940741 5,3153753 1,6704818

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Czesciowej analizy dokonano juz po wstepnym przegladzie ksztaltow histogra-
mow. Jednak nie wszystkie szczegoly sa dostrzegalne, dlatego konieczne bylo
opracowanie danych i wykorzystanie miar do analizy wynikéw symulacji na po-
trzeby eksperymentu.

Stwierdzenie o coraz wolniejszym procesie wygladzania si¢ wykresow czgstosci
sugerowalo skoncentrowanie si¢ na badaniu stopnia ich gladkosci. Po omoéwieniu
wynikéw eksperymentu i analizie wykreséw wysunieto wnioski dotyczace wartosci
otrzymanych niezgodnie z oczekiwaniami.
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Wplyw na miary o niemalejacej tendenc)i moga miec:
sposdb wykonywanych obliczen;
przyjecie rozktadu normalnego za wzorcowy, ktory nie najlepiej odwzorowuje
rzeczywiste rozklady wszystkich estymatoréw parametréw przykladowego row-
nania;
o ksztalt wykresu czgstosci, wynikajacy z charakterystyki rozkladu estymatora
np. bimodalnos¢.
Mozma réwniez si¢ spodziewaé, ze ludzkie oko nie dostrzeze niezgodnosci w wy-
nikach prezentowanych graficznie, natomiast obliczenia moga wskazywac¢ na male
rozmice, ktore nie odgrywaja akurat w takim przypadku znaczacej roli.

Tabela 4. Suma kwadratéw przyrostow rozkladu normalnego
Z(8n”2) dla estymator6w parametru a,; wariant 9 (p = 0,5;

a;=-0,5)
LS 0,0009220
LA 0,0000731
TL 0,0000450

Zrédio: opracowanie wlasne.

4. Podsumowanie

Symulacja stochastyczna szybko dostarcza wynikéw przyblizonych, co ozna-
cza, ze dokladniejsze rezultaty badan s niewspoilmieme do nakladu kosztéw
poniesionych w celu ich uzyskania.

Stworzona miara sumy kwadratow przyrostow pozwala oceni¢ dokladnos¢, z jaka
rozklad otrzymany z symulacji stochastycznej aproksymuje rozklad empiryczny
z populacji generalnej. Stosunek tej miary dla kolejnych replikacji stanowi zado-
walajaca miar¢ nieregularos$ci. Zastosowanie rozkladu normalnego jako wzorco-
wego rozkladu nie jest niezbedne.

Szczegodlnie cennym osiggnieciem byloby stworzenie pewnej uniwersalnej stra-
tegii oceny 1 poréwnywania nieregularnos$ci wykresow czestosci otrzymywanych
wynikow.
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ACCURACY ANALYSIS OF STOCHASTIC SIMULATION’S RESULTS
APPLIED IN LINEAR REGRESSION

Summary

The paper describes an examplary application of stochastic simulation to analysis of results’
accuracy. Reliability and certainty of the solution is the subject of the discussion. The main purpose
of the investigation is to determine the desirable number of replications using experimental simu-
lations.
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