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1. Wstep

W klasycznym modelu gospodarki zapasami typu (Q, r) jednym z najwazniej-
szych probleméw jest prawidlowe oszacowanie gestosci rozkladu zapotrzebowania
w okresie realizacji dostaw. Najlepszym rozwigzaniem byloby dopasowanie do
danych empirycznych konkretnego rozkladu (np. normalnego, gamma, logarytmicz-
no-normalnego itd.) za pomocg metod parametrycznych. Jest to podejscie najczg¢s-
ciej spotykane w praktyce modelowania zapasow, jednakze nie zawsze jest ono
mozliwe. Jezeli nie dysponujemy wystarczajaca liczba obserwacji badz rozklad
zapotrzebowania jest np. wielomodalny, to nie da si¢ zastosowaé tych metod.

Wyjsciem z takiej sytuacji jest zastosowanie metod nieparametrycznych, ktdre
na ogol daja gorsze wyniki w sensie optymalnych wielkosci oczekiwanych lacz-
nych kosztéw gospodarki zapasami, jednakze mozna je zastosowac nawet wtedy,
gdy nie jestesmy w stanie dopasowac do danych zadnego rozkladu teoretycznego.
Ogodlnie mozna stosowac nastgpujace podejscia nieparametryczne:

1. Podejscie typu minmax, zakladajace niepelng informacj¢ o zapotrzebowa-
niu, zaproponowane przez Gallego.

2. Jadrowa estymacja funkcji gestosci rozkladu zapotrzebowania w okresie re-
alizacji dostaw.

3. Podejscie empiryczne, zakladajace wystarczajaco duza liczbg obserwacji.

4. Metoda bootstrapowa.

Podejscie typu minmax zakltada, ze znana jest jedynie warto$¢ srednia oraz od-
chylenie standardowe zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw. Metoda ta za-
wyza (dla danego poziomu zmiennosci i dla danych parametrow) oczekiwane ltaczne
koszty gospodarki zapasami w porownaniu z podejsciem parametrycznym. Mozna
ja stosowac nawet wtedy, gdy mamy bardzo niewielka baz¢ danych dotyczaca za-
potrzebowania w okresie realizacji dostaw.
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Druga z proponowanych metod pozwala na dopasowanie do danych empirycz-
nych funkcji gestosci za pomoca estymacji jadrowej. Zaleta tej metody jest to, iz
rozklad zapotrzebowania moze mie¢ dowolny ksztalt, jej wada za$ jest duza czaso-
chlonnos¢ obliczeniowa (nawet na relatywnie szybkim sprzgcie komputerowym).

Podejscie empiryczne polega na wyznaczeniu optymalnych wielkosci zmien-
nych decyzyjnych wprost z danych rzeczywistych, co daje wynik najblizszy rze-
czywistosci. Jej wada jest to, ze powinnismy dysponowaé duza liczba danych oraz
to, ze takie same, konkretne wielkosci zapotrzebowania wcale nie muszg si¢ po-
wtorzy¢ w przyszlosci — moze wystapi¢ problem z ekstrapolacja otrzymanych wy-
nikéw. Dlatego tez wyniki uzyskane za pomoca tej metody moga stuzy¢ jako punkt
odniesienia do wynikéw uzyskanych innymi metodami.

Metoda bootstrapowa byta do tej pory najrzadziej stosowana i (zgodnie z wiedza
autoréw na ten temat) wykorzystano ja jedynie do wyznaczania optymalnej wiel-
kosci poziomu zamawiania w modelach z mieszaning zalegltych zamowien.

W niniejszym artykule autorzy podjeli probg zastosowania podejscia bontstra-
powego do modelu z pelna informacja o kosztach i ograniczeniami poziomu ob-
stugi oraz poréwnania otrzymanych wynikow z rezultatami otrzymanymi metoda
parmetryczna, z zalozeniem niepelnej informacji o zapotrzebowaniu oraz z po-
dejsciem empirycznym.

2. Oznaczenia i model

W artykule wykorzystano klasyczny model sterowania zapasami (Q, ) dla mie-
szaniny zaleglych zamoéwien i utraconej sprzedazy. W modelu tym przyjeto naste-
pujace oznaczenia:

4 — koszt zlozenia i realizacji pojedynczego zamoéwienia;
z  — jednostkowy koszt niedoboru;

IC - jednostkowy koszt magazynowania;

A — roczne zapotrzebowanie na produkt;

r — poziom zamawiania;

77(r) — oczekiwana liczba niedoboréw w jednym cyklu przy danym poziomie
zamawiania r;

funkcja gestosci prawdopodobienstwa zapotrzebowania w okresie
realizacji dostaw;

F(x) — dystrybuanta rozkladu zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw;

=
=

N
|

4 — nadzieja matematyczna zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw;
o  — odchylenie standardowe zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw;
@ - wielko$¢ zamowienia;

¢ - frakcja odlozonego popytu w czasie wystgpowania niedoborow.

Funkcja celu w modelu (Q, r) z mieszanina zaleglych zamowien i utraconej
sprzedazy wyglada nastepujaco (por. [Harriga, Ben-Daya 1999, s. 44]):



35

K(O, r)—éA+IC(Q+r ,u) [1C(1—{)+%1]7—7'(r) (1)

gdzie0< < 1.

Jest to funkcja oczekiwanych, lacznych kosztéw zamawiania, magazynowania i
niedoboréw w ciagu jednostkowego okresu, najczesciej roku.
Wielkosé¢ 77(r) liczy si¢ wedlug wzoru (por. [Hadley, Whithin 1963, s. 166]):

7(r) = [(x-r)f (x)x ©)

Optymalne wielkosci Q oraz r otrzymuje si¢ poprzez obliczenie pierwszych
pochodnych réwnania (1) wedlug Q i r oraz przyréwnanie ich do zera:

OK(Q,r) _9K@.r) _
a0 or '

W zwiazku z powyzszym, optymalna wielkos¢ O* liczona jest wedlug wzoru:
. [244+anlr)
0 = (3)
IC
a optymalna wielkos$¢ r* mozna wyliczy¢ nastepujaco:

F(r')= ﬂ'ﬂ—ICQé’ (4)
A +ICQ(1-¢)

gdzie F(r)= ]f(x)dx .

Procedura numeryczna wyznaczania optymalnych wielkosci Qi 7™ jest naste-
pujaca (por. [Hadley, Whithin 1963, s. 70]):
1. Uzywamy klasycznej optymalnej wielkosci zamowienia wyznaczonej za po-

244

moca wzoru Harrisa-Wilsona: EOQ = jako Q.

2. Podstawiamy wielkos¢ O, do wzoru (4) i wyznaczamy wielkosé 7.

3. Wstawiamy wielkos¢ r; do 77(r) wystepujacego we wzorze (3) i wyznacza-
my wielkos¢ Qs.

4. Wielkos¢ @, podstawiamy do (4) i wyznaczamy wielkos¢ r,.

Powyzsza procedur¢ powtarzamy tak dlugo az kolejne wielkosci Q oraz r
zbiegna si¢ do optymalnych wielkosci Q” oraz r*. W praktyce zbieznos¢ taka uzy-
skuje si¢ w bardzo niewielu krokach.
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3. Zalozenie niepelnej informacji o zapotrzebowaniu

W podejsciu minmax zaklada sig, ze dysponujemy jedynie informacja o war-
tosci éredniej 1 odchyleniem standardowym zapotrzebowania w okresie realizacji
dostaw. Przy zalozeniu niepelnej informacji o zapotrzebowaniu, wzdr (2) przyjmie
nastepujaca postac (por. [Gallego 1992, s. 56]):

7(r)= YT A -4 )
2
gdzieA=r—p.
Podstawiajgc (5) do (1), uzyskamy:
_A [9 o, TA NP HA A
K(Q,A)—QA+IC(2 +A)+[IC(1 &)+ Q}—Z (6)

Znalezienie optymalnych wielkosci Q" oraz A" polega na obliczeniu pierw-
szych pochodnych (6) wzgledem Q i A. Odpowiednie warunki sa nastepujace (por.
[Gallego 1992, s. 56]):

KQ.M) _,
80 ’

K©.A) .,
oA

W zwiazku z powyzszym optymalna wielko$é O bedzie dana wzorem:

0 \/12A+7r\/0'2+A2—A) 7
- IC

Natomiast drugi warunek jest rownowazny z:
A 2ICQ
>21- ;
Jr+or ICQ(-¢)+ A

Powyzszy warunek mozna przeksztalci¢ w celu otrzymania wielkosci A > 0.
Wowczas uzyskamy:

_ alm-1co(1+¢)]
2 ICO(mA - ICQY¢)
Nalezy jednakze pamigtaé, ze warunek, z ktorego zostal wyznaczony wzor (8),

jest nierownoscia, dlatego tez otrzymane wielkosci A trzeba traktowac jako dolna
granice, minimalizujaca laczne koszty.

@®)
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4. Idea metody bootstapowej

Za pomoca metody bootstrapowej mozna szacowaé parametry nieznanego roz-
ktadu zmiennej losowej (opracowano na podstawie [Krysicki i in. 2000, s. 260-262]).

Zaklada sie, ze bada sie populacje ze wzgledu na zmienna losowa X o
nieznanym rozkladzie F. Préba x = X}, X, ..., X, jest prosta proba wylosowana z
tej zbiorowosci, (xy, x, ..., X,) jest realizacja proby x.

Rozklad prawdopodobienstwa postaci:

P(X, =xk)=%,dlak=1,2,...,n 9)

nazywa si¢ rozktadem bootstrapowym z préby i oznacza si¢ go przez F )

Préba, bootstrapowa nazywa si¢ wektor losowy x* = (X X, L X m) taki, ze
X, dlak=1,2, ..., m sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie (9), a m
jest ustalonq 11czbq naturalna. Realizacj¢ proby bootstrapowej oznacza si¢ przez
(xl Xgreees X,

Parametry nieznanego rozkladu zmiennej losowej mozma szacowaé, stosujac
estymacje punktowa lub przedzialowa. W niniejszym przypadku ograniczono si¢
do estymacji punktowej. Dokonano tego, stosujac aproksymacje Monte Carlo.

Jezeli @ bedzie szacowanym parametrem rozkladu zmiennej losowej X, to R
jest estymatorem tego parametru. Azeby wyznaczy¢ bootstrapowa oceng dla 6,
generuje sie N razy (N = 1000) wartosci XXy X, wedtug rozkladu (9), gdzie x,,
X3, ..., X, $3 warto$ciami zaobserwowanymi w probie wylosowanej niezaleznie z
populacji. Dla kazdego ciagu x;,x,,...,x, wyznacza si¢ wartos¢ statystyki R
otrzymuje w ten sposéb ciag realizacji zmiennej losowej R :7# ,r,,...,ry. Za
oszacowanie parametru & przyjmuje si¢ wartos¢ dana nastepujacym wzorem:

— 1 N -
7 ‘ﬁé’k (10)

Metode bootstrapowa w szacowaniu optymalnej wielkosci poziomu zamawia-
nia po raz pierwszy zastosowali w 1989 r. J.H. Bookbinder oraz A.E. Lordahl (por.
[Booklinder, Lordahl 1989]).

Optymalne wielkosci zmiennych decyzyjnych za pomoca metody bootstrapo-
wej oblicza si¢ nastgpujaco:

1. Dla kazdej proby bootstrapowej optymalne wielkosci Q oraz r oblicza sig¢
wedlug takiej samej procedury, jak w metodzie empiryczne;.

2. W wyniku obliczen otrzymujemy nastgpujacy zbiér optymalnych wartosci

0':0/,05,...0y oraz ¥’ 5,1y .. mh.



38

3. Bootstrapowe oceny wartosci Q oraz r liczy si¢ wedlug nastgpujacych

WZOrow:

NS

k=1

(11)

(12)

Optymalne wielkosci o'ir sa wowczas wstawione do wzoru (1) 1 oblicza si¢

optymalng wartos¢ K <§ F > .

5. Przyklad numeryczny

W badaniu wykorzystano dane pochodzace z przedsigbiorstwa produkcyjnego.
Dotycza one trzech lat: 1999-2001. Rozklad zapotrzebowania w okresie realizacji
dostaw byl skrajnie prawostronnie asymetryczny. Do danych dopasowano rozktad
gamma (por. [Krysicki i in. 2000, s. 97-99]) o parametrach: parametr ksztattu 0,630,
parametr skali zas 19,112. Rozklad badanych obserwacji i dopasowana krzywa
teoretyczna przedstawiano na rys. 1.
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Rys. 1. Rozklad zapotrzebowania na badany material w okresie realizacji dostaw

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Badany material charakteryzowat si¢ nast¢pujacymi parametrami: A = 630 jed-
nostek, 4 = 150 24, IC = 10 z, #=40 z}, 7= 1/53 roku, A7= 12,091 jednostek. W me-
todzie bootstrapowej dokonano N = 1000 probkowan zapotrzebowania w okresie
realizacji dostaw.

Wyniki uzyskane za pomoca badanych czterech podejs¢ przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Optymalne warto$ci zmiennych decyzyjnych oraz kosztow uzyskane za pomoca badanych
metod

¢ | 0 | 02 0,5 0,75 I
Metoda parametryczna
0 154,77 155,03 155,30 155,57 155,86
r 40,10 39,83 39,55 39,26 38,97
7(r) 1,003 1,019 1,035 1,052 1,070
K(Q, r) 1 837,77 z} 1 835,25 z 1 832,68 z 1 830,07 zt 1 827,42 zt
Metoda empiryczna
Q 145,47 145,58 145,70 145,82 145,94
r 29,00 28,89 28,77 28,64 28,53
7(r) 0,449 0,455 0,462 0,469 0,476
K(Q, r) 1 628,28 zt 1 627,20 zt 1 626,09 z| 1 624,94 zt 1 623,78 zt
Niepetna informacja o zapotrzebowaniu
Q 169,67 168,94 168,24 167,55 166,89
A 27,17 27,97 28,77 29,58 30,40
r 39,27 40,06 40,86 41,67 42,49
7(r) 1,962 1,913 1,866 1,820 1,776
K(Q, A) 1 988,02 zt 198341 zt 1979,36 zt 1975,87 2| 197291 zt
Metoda bootstrapowa
Q 167,96 168,33 168,71 169,10 169,71
r 34,72 34,47 34,21 33,95 33,67
() 1,877 1,901 1,927 1,953 1,994
KO, 2 006,60 zt 2 003,24 zt 1 999,85 zt 1 996,40 zt 1994,75 zi

Zrddlo: opracowanie wiasne.

Jak wida¢ z poréwnania otrzymanych wynikéw z wynikami dla podejscia em-
pirycznego, najblizszy wynik dala metoda parametryczna — wygenerowala najniz-
sze oczekiwane laczne koszty, najblizsze kosztom uzyskanym metoda empiryczna,
Jest to potwierdzenie faktu, ze metoda empiryczna (jesli mozna ja zastosowac) daje
najlepsze wyniki.

Patrzac na wyniki uzyskane za pomoca pozostatych dwdch podejs¢ nieparame-
trycznych, mozna stwierdzié, ze sa one znacznie gorsze od wynikéw uzyskanych
dla metody parametrycznej. Podejscie zakladajace niepelng informacje o zapo-
trzebowaniu wygenerowalo oczekiwane taczne roczne koszty gospodarki zapasami
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wyzsze o okolo 8%, metoda bootstrapowa zas — o ponad 9%. Metoda bootstrapowa
dala wyniki nieco gorsze od podejscia zakladajacego niepelna informacj¢ o za-
potrzebowaniu, co mogloby swiadczy¢ o tym, ze jest ona nieefektywna. Nie musi
to jednak by¢ prawda, poniewaz zalozenie niepelnej informacji o zapotrzebowaniu
daje tym lepsze rezultaty, im mniejszy jest wspolczynnik zmiennos$ci rozkladu za-
potrzebowania w okresie realizacji dostaw oraz im mniejszy jest stosunek jedno-
stkowych kosztow niedoboru 7z do kosztow zlozenia zamowienia A. Przy wigkszych
wartosciach tych wielkos$ci sytuacja moglaby by¢ odwrotna.

6. Whnioski

Otrzymane wyniki stanowia potwierdzenie faktu, ze metoda parametryczna
daje lepsze wyniki od metod nieparametrycznych. Z dwéch poréownywanych z
soba metod nieparametrycznych lepsze wyniki osiagnigto, stosujac podejscie za-
ktadajace niepelna informacj¢ o zapotrzebowaniu. Jednakze nie dyskwalifikuje to
metody bootstrapowej, gdyz nalezaloby sprawdzié, jak podejscie to bedzie sig
sprawdzalo w przypadku, gdy metoda minmax bedzie dawala relatywnie gorsze
wyniki (przy duzym wspotczynniku zmiennosci rozkladu zapotrzebowania w okre-
sie realizacji dostaw oraz duzym stosunku jednostkowych kosztow niedoboru 7 do
kosztow zlozenia zamowienia A).

Tak wigc dalszym etapem badania przydatnosci metody bootstrapowej w go-
spodarowaniu zapasami bedzie sprawdzenie jej dla wigkszych wartosci wspdl-
czynnika zmiennosci rozkladu zapotrzebowania w okresie realizacji dostaw oraz
duzych warto$ciach stosunku jednostkowych kosztow niedoboru 7 do kosztow zto-
zenia zamowienia 4.

Dodatkowo zostana poczynione proby przystosowania tego podejscia do mo-
deli zapasow (Q, r) z ograniczeniami obstugi typu S oraz do modeli o okresowym
przegladzie zapasow (R, T).
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APPLICATION OF BOOTSTRAP STATISTICAL PROCEDURE
IN <Q, R> INVENTORY MODEL WITH FULL COST INFORMATION

Summary

Estimation of probability density distribution of lead-time demand is a very important part of
inventory management. This can be done both by means of parametric or non-parametric methods.
One of non-parametric methods is bootstrap statistical procedure. Up to this time it has been used
only for inventory management models with service level constraints of alpha type. The goal of this
article is a trial of application of this method in models with mixture of backorders and lost sales with
full cost information and comparing it to other methods.
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