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1. Wstep

Wykorzystywanie modeli szeregu czasowego ze stala postacia analityczna
i stalymi parametrami w prognozowaniu zmiennych ekonomicznych podlegajacych
szybko zachodzacym zmianom o charakterze strukturalnym dos$¢ czgsto nie po-
zwala na otrzymanie prognoz dopuszczalnych. Stad w literaturze proponuje si¢ wy-
korzystanie do tego celu modeli wyréwnania wyktadniczego Holta~Wintersa. Mo-
dele te dla kompletnych danych daja na ogdt prognozy dopuszczalne. W pracy [4]
przedstawiono propozycj¢ wykorzystania omawianej klasy modeli do prognozo-
wania brakujacych danych dla szeregéw miesigcznych.

W niniejszej pracy dokonamy rozszerzenia rozwazan na zmienne ekonomiczne
z wahaniami o cyklu 36-dekadowym. Ich rozszerzenie na dane dekadowe nie jest
tylko prosta kontynuacja rozwazan dla danych miesigcznych, poniewaz istotna role
w prognozowaniu odgrywa struktura harmoniczna zmiennych.

2. Rozwazania teoretyczne

Do najczgsciej wykorzystywanych modeli w prognozowaniu zmiennych
z wahaniami sezonowymi naleza modele Holta—Wintersa (HW) w postaci addy-
tywnej lub multiplikatywnej oraz model Harrisona. Opisy tych modeli i przyktady
ich zastosowan w prognozowaniu na podstawie kompletnych szeregéw czasowych
mozna znalez¢ m.in. w pracach [1; 3; 5].
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Modele te skladaja si¢ z 3 réwnan opisujacych kolejno: operator rzgdu pierw-
szego, parametr kierunkowy trendu oraz efekt sezonowy (sktadniki lub wskazniki
sezonowosci).

Model addytywny Holta—Wintersa jest rozwinigta — o réwnanie efektu perio-
dycznego C, — wersja 2-parametrowego modelu Holta.

Rownania tego modelu sa nast¢pujace:

m=a(Y, —c_ )+(1-a)m_, (1)
8, =B(m —m_)+(1-B)3,., ()
C,=8(,-m)+(1-8)C,_,, (3)

gdzie m oznacza dlugos¢ okresu wahan periodycznych (4 kwartaly lub 12 miesig-
cy), za$ «, 3,8 sa stalymi wygladzenia przybierajacymi wartoéci z przedziatu
[0,1].

Predyktor oparty na tym modelu wyraza si¢ wzorem:

n = m,n + sl:nh + Clnl+h‘ (4)

W modelu powyzszym zaklada si¢ liniowe zmiany trendu.
Natomiast multiplikatywna posta¢ modelu Holta—Wintersa jest nastgpujaca:

m =2 s (1-a) (m, +6,,.). (5)
6[1 = ﬂ (ml - ml—l ) + (1 - ﬁ) 6[1—11 (6)
¢, =% 1-8)_ . )

m

Oceny C, sa wskaznikami sezonowosci. Predyktor oparty na modelu przybiera
postaé:

T =(m, +8,h)C, .-

(" Ity

Wartosci «, B,y stalych wygtadzenia «, 3,y wybiera si¢ najczegsciej metoda
kolejnych empirycznych przyblizen. Moze to by¢ jednak klopotliwe ze wzgledu
nados¢ duza liczb¢ kombinacji parametréw. Jezeli przyjmiemy, ze kazdy
z parametrow zmienia si¢ od 0,1 do 0,9 co 0,1, to otrzymamy 9’ =729 kombinacji.
Na rynku pojawily si¢ programy komputerowe wyznaczajace optymalne wartosci
stalych wygladzenia w sposob automatyczny, jednym znich jest Statistica.
Jedynym ograniczeniem jest koniecznos¢ posiadania pelnych danych statystycz-
nych obejmujacych minimum 5 cykli (lat).



289

Rozwazania prowadzone dotad dotyczyly kompletnych szeregow czasowych.
Modele wyréwnywania wykladniczego Holta—Wintersa moga by¢ wykorzysty-
wane w prognozowaniu niekompletnych szeregéw czasowych z lukami niesyste-
matycznymi. Wystepowanie [uk niesystematycznych oznacza dysponowanie przy-
najmniej jedna informacja o kazdym sezonie. W przypadku omawianej klasy
modeli odnosi si¢ to do m + 1 wartosci poczatkowych. Znajomos¢ ich jest ko-
nieczna do wyznaczenia wartosci poczatkowych (startowych) dla 1 =1 w okresie
my, 6y0raz C,_,. To znaczy, ze zastosowanie automatycznych procedur wyszu-
kiwania optymalnych wartosci stalych wygladzenia (parametréw wyréwnywania)
a, B oraz 6 nie jest mozliwe. Dzieje sig tak dlatego, ze w module pakietu Statistica
brakujace dane zastgpuje si¢ jedna z czterech metod, ktore sa wskazane w pro-
gramie. W tej sytuacji praktycznie jedyna dostgpna metoda jest wspomniana
wczesniej metoda polegajaca na rozpatrywaniu wszystkich kombinacji parametréw
i wyznaczeniu dla kazdej z nich okreslonego miernika doktadnosci dla wartosci
wyréwnanych obliczonych dla dostgpnych danych. Optymalna be¢dzie ta kombi-
nacja, dla ktérej miernik przybierze wartos¢ najnizsza.

3. Wyniki empiryczne

W czgsci empirycznej pracy przedstawione zostana wyniki zastosowania mul-
tiplikatywnego modelu Holta—Wintersa do prognozowania dekadowych stanéw
depozytow na rachunkach oszczednosciowo-rozliczeniowych w oddziale Banku Z
(zmienna Y w tys. z1). Depozyty te charakteryzuja si¢ wystgpowaniem zmiennych
waharn sezonowych. Ksztaltowanie sie badanej zmiennej przedstawiono na rys. 1.

Z rysunku wynika, ze dekadowe stany depozytéw (Y) wykazuja takze wahania
o cyklu krétszymi niz rok (36 dekad). Informacj¢ o tym, z jaka dtugoscia cyklu
mamy do czynienia, mozna uzyska¢, badajac strukture¢ harmoniczna zmiennej pro-
gnozowanej.

W tabeli 1 przedstawione zostaly udzialy wariancji sktadowych sinuso- i cosi-
nusoidalnych oraz harmonik w wyjasnieniu ogdlnej wariancji sezonowej zmiennej
prognozowanej. Z informacji zawartych w tabeli wynika, ze zdecydowanie domi-
nujacymi sa harmoniki: pierwsza o cyklu 36-dekadowym i dwunasta o cyklu
3-dekadowym (miesigcznym).

Udzialy ich w wyjasnianiu tacznej wariancji sezonowej wynosza odpowiednio:
42,36 1 36,20%. Kilka stéw komentarza wymaga sprawa wystepowania wahan
o cyklu 3-dekadowym (miesigcznym). Ich wystgpowanie jest zwiazane z doply-
wem lub brakiem doplywu srodkéow na rachunki a vista. W dekadzie pierwszej
przewazaja wplywy zwiazane z wyplata wynagrodzen, czyli wystepuje dodatnie
odchylenie od trendu. Natomiast w dekadzie drugiej przewazaja wyplaty zwiazane
z koniecznos$cia regulowania comiesiecznych oplat za mieszkanie, telefony oraz
zwiazane z biezacymi potrzebami depozytariuszy. Z kolei pod koniec dekady
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trzeciej na konta czgsci ich wlascicieli przelewane s3 wynagrodzenia za prace,

zachodzi wigc takze dodatnie odchylenie od trendu.

1200

1000

800

600

tys.zl

400

200

Rys.1. Ksztattowanie si¢ dekadowych standw depozytéw na ROR-ach
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Zrédto: opracowanie wlasne.
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Tabela 1. Struktura harmoniczna zmiennej Y (w %)

100 110 120 130 140 150

Skladowe Udzial w wyjasn. Skladowe Udziatl w wyjasn. Udziaty
sinusoidalne war. sezonowej kosinusoidalne war. Sezonowe;j harmonik
S1TS1 36,98 CITCl 5,36 42,34
S2TS2 6,16 C2TC2 0,33 6,49
S3TS3 0,42 C3TC3 0,59 1,01
S4TS4 0,24 C4ATC4 1,06 1,3
S5TSS 0,81 C5TCS 0,11 0,92
S6TS6 0,13 C6TC6 0,12 0,26
S7TS7 0,72 C7TC7 0,74 1,46
S8TS8 0,76 C8TC8 0,58 1,34
S9TS9 0,52 C9TC9 0,44 0,97
S10TS10 1,4 CI0TC10 0,53 1,93
S11TS11 2,17 ClITCl1 0,74 291
S12TS12 20,56 C12TCl12 15,64 36,2
S13TS13 0,52 C13TC13 0,11 0,63
S14TS14 0,09 Cl4TC14 0,17 0,26
S15TS15 0,65 CI5TCi1S 0,07 0,71
S16TS16 0,02 C16TCl16 0,86 0,88
S17TS17 0,11 C17TC17 0,29 0,4
CI8TCI18 0,05 0,05

Zrodlo: obliczenia wiasne.
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Zawarte w kolumnach pierwszej i trzeciej symbole SiTSi oraz CiTCi oznaczaja
skfadowe sinuso- i cosinusoidalne dla zmiennej sezonowosci. Przyktadowo S1TS|1
oznacza: sinw? i tsin@t.

Odsetkami powyzej 5% charakteryzuje si¢ jeszcze harmonika druga o cyklu
potrocznym. Te 3 harmoniki wyjasniaja prawie 85% zmiennosci sezonowe;j.
Ponadto jeszcze odsetki dla 6 harmonik przekraczaja 1%.

Z punktu widzenia celu badan najistotniejszy jest dominujacy wplyw wymie-
nionych wyzej 2 harmonik. Jego konsekwencja jest to, ze rozpatrywane bgda
2 wersje modelu Holta—Wintersa roznigce si¢ dlugoscia cyklu wahan okresowych.
W pierwszej wersji dlugos¢ tego cyklu wynosi 36 dekad (m = 36), a w drugiej 3
dekady (m = 3).

Najpierw przeprowadzone zostana obliczenia dla zmiennej bez luk obejmujace
144 dekady. Prognozy zostaty wyznaczone na kolejne 9 dekad. Te 9 dekad sta-
nowilo okres empirycznej weryfikacji prognoz. Dla kazdej wersji szacowanych
bylo 9° = 729 modeli réznigcych si¢ kombinacjami parametrow wygladzania.
Dla kazdej wersji wybrano 25 modeli charakteryzujacych si¢ najnizszymi ocenami
$rednich wzglednych bledéw wartosci wyréwnanych -MAPE*"?. Uwzglednienie
stosunkowo duzej liczby kombinacji zwiazane bylo ztym, ze oceny MAPE“”?
réznity sie nie wigcej niz o 0,2-0,3 punktu procentowego. Stad tez wybor mniejsze;j
liczby modeli, a zwlaszcza jednego, bytby zbyt arbitralny. Ponadto, podobnie jak
w przypadku modelowania klasycznego, nie zawsze model o najlepszych wias-
nosciach predyktywnych bedzie dawal najlepsze prognozy. Analiza miernikow
dokladnosci warto$ci wyréwnanych oraz prognoz ex post pozwala ocenié, czy
oczekiwana doktadnos¢ pokrywata si¢ z rzeczywista. Ponadto w przypadku roz-
patrywania szeregow z lukami w danych bedzie mozna stwierdzi¢, czy najnizsze
btedy wzgledne prognoz interpolacyjnych i ekstrapolacyjnych odpowiadaja tym
samym kombinacjom parametréw o, 3, 7.

Tabela 2. Blgdy wzgl¢dne dla wartoéci wyrdwnanych i srednie blgdy wzgledne prognoz ex post dla
szeregéw bez luk — wersje P i PP

Model MAPE**? | §r blad wzgl. Model MAPE*#" $r. blad wzgl.
P219 0,1201 0,0437 PP324 0,0945 0,0928
Pi27 0,1258 0,0450 PP424 0,0957 0,0937
P117 0,1257 0,0486 PP523 0,0992 0,0944
P218 0,1203 0,0528 PP425 0,0958 0,0952
P118 0,1248 0,0556 PP524 0,0969 0,0963
P128 0,1236 0,0590 PP525 0,0966 0,0978
P217 0,1235 0,0622 PP535 0,0991 0,0979
P129 0,1242 0,0800 PP416 0,0941 0,0990
P529 0,1430 0,0827 PP413 0,0942 0,0990
P229 0,1233 0,0869 PP513 0,0967 0,0995

Zrédto: obliczenia wlasne.
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Dla 25 modeli obliczono nastepnie $rednie bledy wzgledne prognoz ex post.
Wyniki obliczen dla 10 modeli o najnizszych ocenach tych bledow zestawiono
w tab. 2. Wersj¢ pierwsza oznaczono litera P (m = 36), wersj¢ drugg literami PP
(m =3). Dla kazdej kombinacji podane zostaty liczby dziesi¢tne odpowiadajacym
wartosciom statych wygladzania — np. P421 oznacza, ze a = 0,4, £ =0,2, y =0,1.

Z tabeli wynika, ze nizsze o ok. 3 punkty procentowe oceny parametrow
MAPE*"*? odpowiadaja wersji z wahaniami 3-dekadowymi (PP). Wyjatkiem jest
model P529, dla ktérego réznica ta wynosi prawie 5 punktéw procentowych.

Natomiast dla pierwszych 7 modeli wersji i 36-dekadowej otrzymano zdecy-
dowanie nizsze oceny srednich wzglednych prognoz ex post. Oceny te sa za-
zwyczaj o 3-5 punktéw procentowych nizsze od ocen otrzymanych dla wersji
drugiej. Dla 3 ostatnich modeli réznice te nie przekraczaja 2 punktéw procen-
towych. Widoczne jest zdecydowanie wigksze zréznicowanie tych bledow dla wer-
sji pierwszej wynoszace az 4,32 punktu procentowego. Roznice ocen MAPE™" nie
przekraczaly 2,3 punktu procentowego, a w przypadku wylaczenia modelu P529
tylko 0,54 punktu. W przypadku wersji PP oceny obydwu parametréw sa zblizone
i jednoczesnie bardzo stabilne i ksztaltujg si¢ w granicach 9,28-9,95%. Natomiast
w ramach tych samych modeli nie przekraczaja one 0,48 punktu procentowego.
Oznacza to, ze spodziewana doktadnosé¢ prognoz pokrywata si¢ z rzeczywista.

Dla wersji pierwszej rzeczywista dokladnos¢ prognoz byta zdecydowanie
wyzsza od spodziewanej. Oceny przecigtnych wzglednych bledéw prognoz ex post
byly przynajmniej o 4 punkty procentowe nizsze od bledéw dla wartosci wyrow-
nanych.

Obecnie przechodzimy do omdéwienia wynikéw prognozowania inter- i ekstra-
polacyjnego otrzymanych dla szeregu z lukami w danych. Rozpatrzony zostanie
jeden wariant niesystematycznych luk w danych. Luki beda wystgpowaé na
przemian co 3 dekady.

Ze wzgledu na warunek dotyczacy minimalnej liczby obserwacji poczatko-
wych dla m = 36 wynoszacy 37 przyjeto zatozenie, ze luki wystepuja od £ = 40, 41
i 42. Jednoczesnie zatozono takze, ze dostgpna jest warto$¢ zmiennej w ostatniej,
144. dekadzie przedzialu czasowego ,,proby”. Wiazalo si¢ to z wczesniejszymi
doswiadczeniami dotyczacymi prognozowania zmiennych ekonomicznych dla
danych miesiecznych. Brak ostatniej obserwacji wplywal nie tylko na wydluzenie
okresu prognozowanego ale przede wszystkim na zmniejszenie dokladnosci
prognoz zaréwno inter- jak i ekstrapolacyjnych.

Przyjeto nastgpujace oznaczenia wersji modeli dla szeregéw z lukami
w danych:

A —luki wystepuja na przemian co 3 dekady od ¢ = 40, 41, 42, a okres wahan
periodycznych wynosi 36 dekad (m = 36),

B — luki wystepuja na przemian co 3 dekady od ¢ = 40, 41, 42, a okres wahan
periodycznych wynosi 3 dekady (m = 3),

C - luki wystepuja na przemian co 3 dekady od ¢ = 10, 11, 12, a okres wahan
periodycznych wynosi 3 dekady (m = 3).
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Wiaczenie wersji C wynikalo z faktu, ze dla m = 3 minimalna liczba obserwacji
na poczatku szeregu wynosi 4. Rozpatrzenie tej wersji pozwoli na zbadanie
wplywu na doktadno$é prognoz inter- i ekstrapolacyjnych zwigkszenia liczby luk
z 51 do 67.

W tabeli 3 zestawiono bledy wzgledne wartoéci wyréwnanych (MAPE*”")
i prognoz ex post (ekstrapolacyjnych). Wersja A (m = 36) charakteryzuje si¢ za-
réwno najwyzszymi ocenami bledéow MAPE*", jak i ocenami blgdéw prognoz
ex post. Oznacza to, ze w odrdznieniu od szeregu pelnego, dla cyklu 36-dekado-
wego otrzymano mniej dokladne prognozy niz w przypadku cyklu 3-dekadowego.
Réznice te wynosza przynajmniej 3 punkty procentowe.

Tablica 3. Srednie bledy wzgledne dla wartoéci wyréwnanych i érednie biedy wzgledne prognoz
ex post dla wersji A, B i C z lukami w danych

Model| MaPE=H | ST¥9 |\ paoi| apgesr | St 088 |\l papgeny | Srblad
wzgl. wzgl. wzgl.
A439 | 15,61 1057 |B323| 12,86 842 |c425| 1085 7,94
AS19] 1546 10,69 |B324| 12,58 858 |C626| 11,46 8,07
Ad29| 1505 11,63 | B51S| 12,41 903 |c628| 11,29 8,32
A619| 16,06 1191 |B617| 1267 9,16 |C324| 10,59 8,58
A529| 1594 12,11 |B516| 12,44 9,17 |C716| 11,46 8,96
A641| 18,56 12,15 |Ba14| 1231 926 |C516| 1041 9,17
A437| 16,36 1227 |B829| 14,83 929 |ce18| 10,59 9,24
A318] 14,58 1368 |B718| 133 93 | cs17]| 1043 9,25
A719] 17,93 14,17 | B415| 1227 94 |cs18] 10,51 9,3
A319] 14,08 1507 |B416| 12,38 947 |c719| 1098 9,38

Zrodlo: obliczenia wilasne.

Cyfry wystepujace po literach A, B lub C odnosza si¢ do miejsc dziesigtnych
statych wygladzania. Przyktadowo A439 oznacza: «=0,4, 8=03, y =0.9.

Rzeczywista doktadnosé prognoz w kazdym przypadku byla wyzsza od ocze-
kiwanej mierzonej ocenami MAPE**7 .

Oceny bledow prognoz ex post dla wariantu B byly nawet nieco nizsze
od analogicznych bieddéw otrzymanych dla pelnego szeregu (wersja PP). Dla wa-
riantu C zwigkszenie liczb luk wptynelo pozytywnie do dokladnosci ocen
MAPE*?" _ byly one zazwyczaj o ok. 2 punkty procentowe nizsze. Dla 3 pierw-
szych kombinacji parametréow otrzymano takze nizsze blgdy wzgledne prognoz
ex post.

Ksztattowanie si¢ prognoz ekstrapolacyjnych otrzymanych na podstawie 2 naj-
lepszych predyktorow dla kazdej wersji oraz realizacji zmiennej Y w okresie
empirycznej weryfikacji prognoz przedstawione zostalo w sposoéb graficzny na
rys. 2.
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. Rys. 2. Prognozy ekstrapolacyjne i realizacje dekadowych stanéw depozytéw (Y)
Zrédto: opracowanie wiasne.

W przypadku prognoz interpolacyjnych takze wybierano 10 sposroéd 25 modeli
charakteryzujacych si¢ najnizszymi ocenami przecigtnych bledow wzglednych. Ich
oceny zostaly zestawione w tab. 4. Polgrubym drukiem zaznaczone zostaly
te modele, ktére znalazly si¢ w dziesiatce modeli o najnizszych ocenach blgdéw
prognoz ekstrapolacyjnych. Nastapito to tylko w trzech przypadkach: A318, A319
i C517. Oznacza to, ze na ogdt inne modele byly ,,optymalne” dla prognoz ekstra-
polacyjnych i inne dla prognoz interpolacyjnych.

Tabela 4. Srednie bledy wzgledne prognoz interpolacyjnych dla wersji A, B i C (w %)

Model Btad wzgl. Model Btad wzgl. | Model Btlad wzgl.
A239 17,77 B214 7,61 C126 9,74
Al159 17,81 B215 7,64 C216 9,81
Al48 17,92 B315 7,67 C316 991
A49 17,94 B216 7,74 C215 9,93
A229 17.94 B316 7.76 C226 9,94
A228 18,06 B125 7,78 C318 9,96
A319 18,51 B213 7,80 C315 10,00
A318 18,57 B126 7.84 C225 10,05
A329 18,57 B225 7,88 C517 10,07
Al138 18,62 B116 8,00 C418 10,08

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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Najwyzszymi oceny blgdow prognoz interpolacyjnych byly w wersji A luk w
danych, a najnizsze — w wersji B. Zwigkszenie liczby luk w danych (wersja C)
skutkowalo zmniejszeniem dokladno$ci prognoz interpolacyjnych, przecigtnie
o ok. 2 punkty procentowe.

Zachodza jednak zasadnicze rdznice w ich dokladnosci. Zdecydowanie naj-
mniej doktadne sg prognozy interpolacyjne dla wersji A — sa one o ok. 10 punktéw
procentowych wyzsze, niz dla wersji B oraz o ok. 8 punktow procentowych wyzsze
niz dla wersji C.

4. Podsumowanie

Z przeprowadzonych w pracy badan empirycznych wynika, ze w przypadku
prognozowania w warunkach braku peinej informacji zmiennej z wahaniami sezo-
nowymi dla danych dekadowych na dokladnos¢ prognoz wplywa struktura
harmoniczna. Mimo wyzszego o kilka procent udzialu harmoniki o okresie
36-dekadowym, wyzsza dokladnoscia charakteryzowaty si¢ prognozy (zaréwno
inter- jak i ekstrapolacyjne) otrzymane dla cyklu 3-dekadowego. Wydtuzenie dla
m =3 okresu wystgpowania luk o 34 dekady wplyn¢to pozytywnie na doktadnosé
prognoz ekstrapolacyjnych. Prognozy interpolacyjne charakteryzowatly si¢ nieco
nizsza doktadnoscia.

Przeprowadzone badanie wykazato przydatnos¢ tej klasy modeli do progno-
zowania brakujacych danych dekadowych zmiennych wykazujacych wahania
periodyczne.

Jednak w wyprowadzaniu wnioskow uogolniajacych nalezy wykazaé daleko
idaca ostroznos¢. Uogdlnianie bgdzie mozliwe po przeprowadzeniu szeroko zakro-
jonych badan obejmujacych m.in. wigksza liczb¢ zmiennych, rézne warianty luk
w danych oraz szeregi czasowe o zréznicowanej dtugosci.
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THE APPLICATION OF EXPONENTIAL SMOOTHING MODELS
IN FORECASTING OF THE DECADE VARIABLES
WITH MISSING DATA

Summary

The paper presents an extended analysis of application of Holt-Winters’ exponential smoothing
models in forecasting the variables with seasonal fluctuations with missing data. The paper proves
that this class of models can be used in forecasting when there is m + 1 observations at the beginning
of time series (where m is the length of seasonal cycle).

The theoretical considerations were illustrated by empirical example referring to decade state of
the a vista deposits.
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