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1. Wstep

Rozpatrywane w badaniach statystycznych cechy czgsto sa utozsamiane ze
zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym. W praktyce zdarza si¢, ze zmienne
te przybieraja tylko wartosci nieujemne lub dodatnie wigksze od pewnej znanej
liczby. Zatem w tych przypadkach analizowane zmienne maja rozktad normalny
lewostronnie ucigty.

Do weryfikacji hipotez o wartosciach parametréw rozkladu normalnego
lewostronnie ucigtego mozna stosowac parametryczne testy sekwencyjne, ktorych
statystyka jest ilorazem funkcji wiarygodnosci oraz testy sekwencyjne oparte na
ilorazie funkcji pseudowiarygodnosci.

Rozwazmy zatem zmienna losowa X o rozktadzie normalnym N (,u,O') Niech

Y=X |X 2 c.Zmienna losowa Y ma rozktad normalny lewostronnie ucigty o funk-
cji gestosci postaci:

(y-w)
exp ——“20-2

ol

Stosujac testy sekwencyjne, mozna weryfikowa¢ hipotezy o warto$ciach para-
metréw W oraz o tego rozkladu, a znajac wielkosci tych parametréw, mozna wy-
znaczy¢ zarowno wartos¢ oczekiwana, jak i odchylenie standardowe analizowane;j
Zmiennej.

Znajomos¢ klasy rozktadu zmiennej losowej Y wraz z wielkoscia ¢ ograni-
czajaca zbior jej wartosci stwarza mozliwos¢ wykorzystania do weryfikacji hipotez
o parametrach rozkladu u oraz ¢ ilorazowego testu sekwencyjnego.

f, (= dla y > c. (1)
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W przypadku braku informacji o klasie rozkladu rozwazanej zmiennej mozna
stosowac testy sekwencyjne oparte na ilorazie funkcji pseudowiarygodnosci. Ko-
nieczny jest tylko wybdr, do statystyki testu, odpowiedniej funkcji z rodziny linio-
wo-wyktadniczej. W przypadku ucigtego rozkfadu normalnego wydaje si¢ wska-
zane wykorzystanie funkcji gestosci rozkladu normalnego. Zatem zastosowanie
tego typu testu bedzie zwiazane z pominigciem informacji o ucigciu rozktadu.

Zastosowanie testéw sekwencyjnych opartych na ilorazie funkcji pseudowia-
rygodnosci moze sprawi¢, ze wielkosci prawdopodobienstw bigdow I i Il rodzaju
beda wigksze niz zalozone na poczatku badania. Przeprowadzone badania symu-
lacyjne pozwalajg oszacowa¢ w analizowanych przypadkach wielkosci tych praw-
dopodobienstw i poréwnac je z warto$ciami przyj¢tymi.

Ponadto, stosujac metody symulacyjne, mozemy poréwnaé obydwa rodzaje
testow pod wzglegdem liczebnosci préb niezbgdnych do podjecia decyzji o akcep-
tacji jednej z weryfikowanych hipotez.

2. Testy sekwencyjne dla parametrow rozkladu
oparte na ilorazie wiarygodnosci

Rozwazmy zmienng losowg Y = X IX 2 ¢ o rozkladzie normalnym lewostron-
nie ucigtym i nastgpujace hipotezy dotyczace parametru u:
Hy:p= g, (2)

H,:u=p,gdzie u, > u,. (3)

Weryfikacj¢ hipotezy (2) wobec hipotezy (3) mozna przeprowadzi¢ testem
sekwencyjnym wykorzystujacym informacjg¢ o postaci rozkladu ucigtego.

Statystyka ilorazowego testu sekwencyjnego obliczana na kazdym etapie posteg-
powania sekwencyjnego ma nastgpujaca postac {2]:

I"=/~l1 —2#0 EYHF(“O_T )n+nln1_¢((c_“°)/o), @)
o! < 20 1-®((c-u)/o)

gdzie @ jest dystrybuanta rozktadu normalnego standaryzowanego.
Wartos¢ statystyki obliczana na kazdym kroku procedury sekwencyjnej porow-

1-
nujemy z wartosciami A = ln——ﬂ— i B= lnl—ﬁ—. Gdy I, < B, podejmujemy de-
a -
cyzje o akceptacji hipotezy H,, jesli I, > A, decyzj¢ o akceptacji hipotezy H,,
natomiast gdy B<I,<A - decyzj¢ o zwigkszeniu préby przez dolosowanie

kolejnego elementu.
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Dla tego testu mozemy wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwana liczebnosci proby
koniecznej do podjgcia decyzji o akceptacji jednej ze sformutowanych hipotez ze
wzoru [1]:

’(l—a)]nlfiaﬂxlnl;ﬁ
EH(Z) dla  u=puy,
E,(N)= | )
ﬁlnl?a+(1—/3)1n—;ﬁ
E.2) dla p=p,
f(yv.ul)

gdzie E, (Z) jest wartoscia oczekiwana zmiennej losowej Z =1n

N—

f()’aﬂo

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Z wyraza si¢ wzorem:

1—-p| EZH
Hy — ly Ho — Iy o
E (2)=5 " g (v)+ +1 :
u( ) o2 u( ) 262 nl_(p(c—M) (6)

natomiast

E (Y)=p+ PPN ™)
o]
c
Jesli sformutujemy hipotezy dotyczace parametru ¢ postaci:
Hy:0=0, ®
H,:0 =o0,, gdzie 0,> 0y, 9)

to, dla znanej wartos$ci parametru @ mozemy je weryfikowaé rowniez para-
metrycznym, ilorazowym testem sekwencyjnym.
W tym przypadku statystyka testowa jest nastgpujaca:

1,.=( L1 ]i(Yi—,u)2+nlnﬁ+nln1_¢((c_u)/00). (10)

20} 20} |5 o 1-9(c-nyo)
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Analogicznie jak w przypadku testu dla parametru u, na kazdym etapie pro-
cedury sekwencyjnej obliczamy wartos¢ tej statystyki i porownujemy ze stalymi A
oraz B.

Wartos¢ oczekiwana liczebnosci proby wyraza si¢ wzorem:

’(l—a)ln 2 +aln1_ﬂ
lgoéz) 2 _ dia o=o0,,
EW)=y 57 - p (11)
Bln +(1-B)n
l_aE(Z) & _dla o=0,
f(yval)

gdzie E_ (z ) jest warto$cia oczekiwang zmiennej losowej Z =1In .
f(y’o-O)

Wyznaczajac, przy zaloZzeniu prawdziwosci hipotez (8) i (9), warunkowe
warto$ci oczekiwane zmiennej losowej Z ze wzoru
1-@| £

1 1 2 2 o, 0
E (2)=| ———|(E, (v*)-2uE, (v)+u*)+1n Lo +1 (12
a( ) (20_3 20_12)( a( ) U o( ) .u) ﬂol+n1_¢) g (12)
O-l

(c+u)oexp —(C _'u)z
20°

SEE

E_(Y) za$ wyraza si¢ wzorem (7), mozemy, analogicznie jak w przypadku testu

gdzie

(13)

EU(Y2)=0'2+u2+

dla parametru u, obliczy¢ wartosci oczekiwane liczebnosci proby koniecznej do
podjecia decyzji o akceptacji jednej z rozwazanych hipotez.

3. Testy sekwencyjne dla parametréw rozkladu
oparte na ilorazie funkcji pseudowiarygodnosci

Testy sekwencyjne oparte na ilorazie funkcji pseudowiarygodnosci moga by¢
stosowane do weryfikacji hipotez o warto$ciach parametrow u oraz ¢ rozkladu
normalnego ucig¢tego lub tez bezposrednio do weryfikacji hipotez o wartosci
$redniej i odchyleniu standardowym zmiennej losowej Y.
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Zwiazek mi¢dzy parametrem u a wartoscig oczekiwana okresla wzor (7),
natomiast migdzy parametrem o a wariancja nastgpujacy wzor:

ote-yen] AL | ooyl -2
\/2_7!(1 cp( 0“)) —zﬂ(l_(p(g;_unz.

Jesli weryfikujemy hipotezy o wartosci parametru Y tym testem, to musimy
przeksztalcic hipotezy (2) i (3) w hipotezy réwnowazne postaci:

D*(Y)=0+ (14)

Hy:py = Uy (15)

H, :py = Wy, gdzie pgy> by, (16)

gdzie u, oznacza warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y o rozkladzie lewo-
stronnie ucigtym.

Wartosci U, 4, wyznaczamy ze wzoru (7), podstawiajac w miejsce u od-
powiednio p, oraz y,.

Postac¢ statystyki ilorazowego testu sekwencyjnego wyraza wzor:

I #(1)—#(0)2Y+(F #(1 )

, (17

gdzie jako o’® przyjmujemy $rednia arytmetyczna wartoici wyznaczonych ze
wzoru (14), przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H, oraz H, lub wartos¢ wa-
riancji wyznaczong z proby wstgpne;j.

W przypadku weryfikacji hipotez o wartosci parametru ¢, przy znanej wartos-
ci parametru U, za pomocy testu sekwencyjnego z funkcja pseudowiarygodnosci
przeksztatcamy hipotezy (8) i (9) na hipotezy rownowazne postaci:

HOIO'Y =O'(0) (18)

Hl .0y =O'(l), gdzie O'(l)>0'(0), (19)

gdzie o, oznacza odchylenie standardowe zmiennej losowej Y o rozktadzie lewo-
stronnie ucigtym.
Wartosci 0(), 0(;) Wyznaczamy ze wzoru (14), podstawiajac w miejsce O

odpowiednio 0, oraz 0O,.
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Statystyka testu sekwencyjnego weryfikujacego hipotezy o wartosci parame-
tru ¢ rozkladu zmiennej Y wyraza si¢ wzorem:

]Z (Y u)z + nln (20)

I, =
[2%) 20 own

W sytuacji, gdy mamy zweryfikowa¢ hipotezy o wartosci oczekiwanej lub
odchyleniu standardowym zmiennej losowej o rozkladzie normalnym ucietym,
mozemy ten rodzaj testu stosowac, ustalajac wartosci parametréw w hipotezach
zerowej i alternatywnej bez dodatkowych przeksztalcen.

4. Zastosowanie testow sekwencyjnych do weryfikacji hipotez
o wartosci parametru rozkladu

W celu zastosowania przedstawionych testéw sekwencyjnych do weryfikacji
hipotez o parametrach 4 oraz o rozktadu normalnego lewostronnie ucigtego

i poréwnania tych testéw ze wzgledu na liczebnos¢ proby wygenerowano popu-
lacj¢ o rozkladzie normalnym ucigtym, przy czym wartoscia ucigcia byto 0.
Rozwazano 3 nastgpujace grupy eksperymentow, ktore rdznicowaly rozklady
zmiennej losowej Y:
I. rozklady normalne ucigte o parametrach: ¢ =10 i o =1; 2; ...;; 10,

II. rozklady normalne ucigte o parametrach: u=51i o0 =1; 2; ...; 5,
I11. rozktady normalne ucigte o parametrach u=01i ¢ =0,5; 1; ...; 3.

W grupach I i II przy malych wartosciach parametru o rozktad zmiennej Y
zblizony by} do rozkfadu normalnego i ze wzgledu na wielkos¢ ucigcia rozktadu
mozna spodziewac sig, ze zastosowanie obydwu testow przyniesie podobne rezul-
taty. Wigksze wartosci odchylen standardowych sprawialy, ze rozklad Y bardziej
réznit si¢ od rozkltadu normalnego, dlatego analizowane byly takie przypadki,
w ktérych wspodleczynnik zmiennosci wynosit nawet 1.

W grupie III rozktad zmiennej losowej Y jeszcze mniej przypominal rozktad
normalny, gdyz wartoscia ucigcia byla mediana zmiennej losowej o rozkladzie
normalnym.

W kazdej grupie eksperymentéw sformutowano hipotezy dotyczace parame-
tréw u oraz o i weryfikowano je, stosujac przedstawione testy sekwencyjne.
Przeprowadzona analiza symulacyjna pozwolita sprawdzi¢, czy przy zastosowaniu
testow sekwencyjnych opartych na funkeji pseudowiarygodnosci zalozone
wielkosci prawdopodobienstw bigdéw 11 1l rodzaju nie zostaty przekroczone.

Test sekwencyjny dla parametru u oparty na funkcji pseudowiarygodnosci byt
stosowany przy zatozeniu, ze warto$¢ parametru ¢, a tym samym odchylenia stan-
dardowego jest znana, oraz w przypadku, gdy wielkos¢ tego parametru jest nie-
znana i byta szacowana na podstawie proby wstepnej. W badaniu préba ta liczyta
n =50 elementow.
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Aby mozliwe bylo zastosowanie testu sekwencyjnego dla parametru u opar-
tego na ilorazie funkcji pseudowiarygodnosci i porownywanie z testem, opartym
na ilorazie funkcji wiarygodnosci, sformulowane zostaly hipotezy (15) i (16)
rownowazne hipotezom (2) i (3). Otrzymane na podstawie wzoru (7) wartosci L
oraz ) i wyznaczona z wzoru (14) wartos¢ o’ ioszacowana z proby warto$ci &
dla wybranych przypadkéw (grupa I dla ©6=5;6;7;8; grupa II dla
0 =12;3;4;50raz grupa [l dlac =0,5; 1; 2; 3) przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Wartosci parametréw w hipotezach réwnowaznych dla testu sekwencyjnego
opartego na funkcji pseudowiarygodnosci

Grupa Hipotezy Ho) Hay c' ¢
I 10,3 13,1 4,81 4,84
Ho:p=10 10,6 13,2 5,58 497
H:p=13 11,1 13,5 6,28 5,50
11,6 13,9 6,94 6,62
10,3 12,1 4,78 4,84
Ho:p=10 10,6 12,3 5,53 4,97
H:p=12 11,1 12,7 6,21 5,50
11,6 13,1 6,87 6,62
il 50 7,0 1,98 1,76
Ho:p=5 5,3 7.1 2,81 2,49
Hop=1 5.8 73 3,50 331
6,4 78 4,14 437
5,0 6,5 1,97 1,76
Ho:p=5 53 6,6 2,79 2,49
H:pu=65 5.8 6.9 3,47 331
6,4 74 4,10 4,37
I 0.4 1,0 0,39 0,24
Ho:pu=0 0.8 13 0,70 0,47
H:p=1 1.6 2,0 1,30 0,95
2.4 2.8 1,90 1,42
04 0,6 0,35 0,24
Ho:p=0 0,8 1 0,65 0,47
Hy =05 1,6 1,8 125 0,95
24 2,6 1,86 1,42

Zrédto: obliczenia wlasne.

W celu zbadania wiasnosci testow i porownania ich wygenerowano populacje
wedlug opisanych rozktadow. Przedstawionymi testami sekwencyjnymi weryfi-
kowano sformutowane hipotezy 10 000 razy, przy prawdopodobienistwach btgdow
Ii II rodzaju réwnych 0,05.

W kazdym eksperymencie wyznaczona zostata liczba prawidtowych i niepra-
widlowych decyzji sposrod 10 000 i tym samym oszacowane zostaly prawdopo-
dobienstwa bledow zwiazanych z podjeciem niestusznych decyzji. Eksperymenty
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zostaly tak zaplanowane, aby uzyskaé¢ oszacowania prawdopodobienstwa biedu 1
rodzaju — . Liczby poprawnych i blednych decyzji oznaczone odpowiednio m;
oraz m, i oszacowania (¢ dla wybranych wartosci parametréw O uzyskane przy
zastosowaniu rozwazanych testow przedstawione zostaly w tab. 2-4.

Tabela 2. Oszacowania prawdopodobienstw bledu I rodzaju oraz charakterystyk liczbowych
liczebno$ci préby parametrycznego testu seskwencyjnego dla parametru u

Grupa | Hipotezy o nig my a E(Nl) IVI SN Nimin | Mimax
I 5 | 9646 | 354 |0,035| 15,83 | 18,64 | 12,75 2 118
Ho:p=10 "6 | 9640 | 360 | 0,036 | 24,47 | 27,89 | 1947 4 195
Hy:u=13 | 7 [9620] 380 [0,038] 3579 | 3948 | 2646 5 236

8 | 9599 | 401 0,040 | 49,98 | 54,62 | 37,43 7 415

5 19607 | 393 |0,039| 36,81 | 4024 | 27,93 5 240

Ho:p=10 [7 619595 | 405 [0,041] 56,15 | 61,18 | 39,78 8 436
Hy:u=12 | 7 [ 9598 | 402 [0,040| 82,28 | 88,08 | 61,07 | 11 656

8 | 9591 | 409 | 0,041 115,76 | 122,42 | 86,23 | 12 893

i 2 [ 9717 | 283 [0,028] 5,30 7,06 4.6 1 41
Ho:p=5 3 [ 9649 | 351 [0,035] 1348 | 16,08 | 10,83 2 97
Hy:u=1 4 | 9615 | 385 |0,039| 27,56 | 31,22 | 21,26 4 194

5 | 9627 | 373 |0,037| 4839 | 52,23 | 35,89 7 339

2 | 9670 | 330 |0,033| 942 | 11,67 | 7,96 2 84

Ho:p=5 3 | 9640 | 360 | 0,036 | 24,28 | 27,89 | 19,47 4 195
H:p=65| 4 [9599 | 401 |0,040[ 50,06 | 54,62 | 3744 7 415

5 | 9640 | 360 | 0,036 | 87,51 | 92,84 | 64,12 | 11 683

I 0,5 | 9824 | 176 | 0,018 2723 3,49 1,82 1 20
Ho:u=0 1 9723 ] 277 [0,028| 10,93 | 13,63 8,44 1 79
Hy:p=1 2 | 9691 | 309 | 0,031 53,17 | 56,04 | 37,92 7 386

3 | 9639 | 361 | 0,036 | 118,10 | 124,81 | 84,46 8 760

0,5 | 9723 | 277 |0,028| 1339 | 13,64 | 8,44 1 79

Ho:pp=0 1 [9691] 309 [0,031] 3,01 | 56,04 | 37,92 7 386
H:p=05| 2 [9617 (383 [0,038]213,62 | 223,03 | 156,55 | 21 1887

3 | 9620 | 380 | 0,038 | 521,56 | 497,24 | 34429 | 55 4157

Zrodlo: obliczenia wiasne.

Tabela 2 zawiera wielkosci poprawnych i blgdnych decyzji dla testu sek-
wencyjnego opartego na funkcji wiarygodnosci i zgodnie z zalozeniami liczba
niepoprawnych decyzji nie przekroczyla ustalonej wartosci 5%. Ponadto w tablicy
tej przedstawione zostaty obliczone wartosci oczekiwane wielkosci prob koniecz-
nych do zakonczenia procedury weryfikacji sformulowanych hipotez, Srednie
wielkosci préb wyznaczone na podstawie 10 000 powtoérzen oraz odchylenia
standardowe, minimalne i maksymalne liczebnosci préb.

Analogiczne charakterystyki dla testéw sekwencyjnych opartych na funkcji
pseudowiarygodnosci odpowiednio ze znanym oraz szacowanym, na podstawie
proby wstepnej, odchyleniem standardowym przedstawiono w tab. 3 i 4. W tabe-
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lach tych nie ma wartosci oczekiwanych liczebnosci prob, gdyz wielkosci te sa
wyznaczane w oparciu o rozklad analizowanej zmiennej, a przy wykorzystaniu
funkcji pseudowiarygodnosci zwykle takich informacji nie mamy.

Tabela 3. Oszacowania prawdopodobienstw bigdu I rodzaju oraz charakterystyk liczbowych
liczebnosci proby dla testu sekwencyjnego dla u, z funkcja pseudowiarygodnosci, ze znanym o

Grupa | Hipotezy o my my a N, s, | Namin | Nomax
I 5 |9665 | 335 | 0034 | 1795 | 12,24 2 123
Hy:p=10 6 |9635| 365 | 0037 | 2792 | 19,56 4 195
Hy:p=13 7 19687 | 313 | 0032 | 3946 | 26,70 5 233
8 |9594 | 406 | 0041 | 5327 | 57,08 5 432
s | 9635 | 365 | 0,037 | 4037 | 27,75 5 221
Ho:p=10 6 | 9584 | 416 | 0,042 | 62,26 | 43,81 7 449
Hy:p=12 7 9629 | 371 | 0,037 | 84,01 | 5733 9 490
8 | 9566 | 434 | 0043 | 121,63 | 86,50 12 809
II 2 |9685| 315 | 0032 | 698 | 459 1 41
Ho:p= 3 | 9659 | 341 | 0,034 | 1533 | 10,32 2 72
Hyip=7 4 |9627 | 373 | 0,037 | 3245 | 22,18 5 203
5 | 9607 | 393 | 0,039 | 5194 | 36,06 7 318
2 | 9617 | 383 | 0038 | 11,47 | 7,87 2 85
Ho:p=5 3 19635 | 365 | 0037 | 2792 | 19,56 4 195
Hy:p=65 4 |9588 | 412 | 0041 | 5812 | 40,18 7 376
5 | 9563 | 437 | 0044 | 9851 | 70,33 10 771
I 0,5 | 9894 | 106 | 0011 3.24 1,59 1 16
Hy:p=0 1 |9818| 182 | 0,018 [ 12,04 | 7,38 1 81
Hyip= 2 | 9734 | 266 | 0,027 | 58,63 | 383l 9 384
3 | 9694 | 306 | 0031 |119.84 | 79,90 15 749
0,5 |9818| 182 | 0018 | 1845 1,52 1 120
Ho:u=0 1 {9734 | 266 | 0,027 | 58,63 | 3831 9 384
Hy:p=05 2 19672 | 328 | 0033 [20239 [ 13693 | 23 | 1165
3 19709 291 | 0029 |430,78 | 287,34 | 39 | 2730

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 4. Oszacowania prawdopodobiefistw bledu I rodzaju oraz charakterystyk liczbowych
liczebnosci préby dla testu sekwencyjnego dla u, opartego na funkcji pseudowiarygodnosci,
z oszacowanym odchyleniem standardowym

Grupa Hipotezy o my m a N3 SN, Niymin | N3,max
I S | 9691 | 309 | 0,031 | 1824 | 12,53 2 123
Hy:p=10 6 |9363| 637 | 0064 | 21,25 | 1520 2 159
H:p=13 7 9327 673 | 0067 | 28,40 | 20,09 3 202

8 | 9477 | 523 | 0052 | 47.41 | 3329 5 375

s | 9672 | 328 | 0,033 | 41,65 | 28,86 5 282

Ho:p=10 6 |9269 | 731 | 0,073 | 47,26 | 34,87 5 375
Hi:p=12 7 9310 69 | 0,069 | 61,82 | 44,69 7 478

8 | 9462 | 538 | 0,054 | 110,47 | 79,40 11 810

I 2 [ 9434 | 566 | 0,057 5,53 3,80 1 41
Ho:p= 3 [ 9348 652 | 0,065 | 11,64 8,22 1 93
Ho:p=1 4 | 9483 | 517 | 0,052 | 2857 | 20,19 3 201

5 | 9721 | 279 | 0,028 | 5839 40,6 7 349

2 | 9379 | 621 | 0,062 9,11 6,35 1 S8

Ho:p=5 3 | 9363 | 637 | 0064 | 21,25 | 15,20 2 159

H :u=65 4 [ 9474 | 526 | 0,053 | 51,69 | 36,51 6 361

5 19708 | 292 | 0,029 | 115,39 | 79,33 15 778

T 0,5 | 9303 | 697 | 0,070 1,48 0.8 1 9
Hy:p=0 1 | 8939 1061 | 0,106 5,12 3,42 1 36
H:u=1 2 | 8869 | 1131 | 0,113 | 2621 | 19,16 1 180

3 | 8877 | 1123 | 0,112 | 56,35 | 41,77 4 390

0,5 | 8919 | 1081 | 0,108 7,48 5,15 1 55

Ho:p=0 1 | 8869 | 1131 | 0,113 | 2621 | 19,16 1 180

H :u=05 2 | 8878 | 1122 | 0112 | 97.45 | 73,17 7 744

3 | 8887 | 1113 | 0,111 | 209,55 | 158,12 20 | 1491

Zrodlo: obliczenia wiasne.

W przypadku zastosowania testu sekwencyjnego opartego na funkcji pseudo-
wiarygodnosci ze znang wartoscia o oszacowane wielkosci prawdopodobienstw
btgdu I rodzaju w kazdej grupie eksperymentéw nie przekroczyly zalozonej
wartosci 0,05. Zastosowanie testu sekwencyjnego opartego na funkcji pseudowia-
rygodnosci z oszacowana warto$cig odchylenia standardowego dato gorsze rezul-
taty. Liczba blednych decyzji byla wigksza niz zatozona, szczegélnie w III grupie
eksperymentow byla nawet dwukrotnie wyzsza. W I i Il grupie eksperymentow
oszacowane wielkosci prawdopodobienstw bledu I rodzaju w 12 przypadkach na
16 przekroczyly 0,05, ale wzrost ten nie byt tak znaczacy.

W tabeli 5 zestawiono obliczone $rednie liczebnosci préb N,, N, i N,, przy
ktorych podejmowane byly decyzje o przyje¢ciu jednej z weryfikowanych hipotez
dla kolejno analizowanych testow sekwencyjnych. Przez obliczenie miar
e, =N,/N, oraz e;=N,/N, poréwnane zostaly $rednie liczebnosci dla testow
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opartych na funkcjach pseudowiarygodnosci ze Srednimi liczebnosciami prob dla
testow sekwencyjnych z ilorazem funkcji wiarygodnosci. Efektywnos¢ testow
mierzona ilorazem $rednich liczebnosci préb dla pierwszych dwdch testow jest
bliska 1, co oznacza, ze testy te wymagaly bardzo zblizonej wielkosci proby
sekwencyjnej. Zastosowanie testu sekwencyjnego z ilorazem funkcji pseudowiary-
godnosci, z oszacowanym na podstawie proby wstgpnej odchyleniem standardo-
wym, wymagato zwykle mniejszej liczby elementéw préby (czasem o potowg
mniejszej — grupa II), ale w tych przypadkach wiazalo si¢ to z podjeciem wigkszej
liczby biednych decyzji (ponad potowg wigkszej niz zatozona).

Tabela 5. Poréwnanie efektywnosci testow sekwencyjnych dla parametru p

Grupa Hipotezy (o} N 1 N. 2 173 e e
I 5 18,64 17,95 18,24 0,96 0,98
Hy:p=10 6 27,89 27,92 21,25 1,00 0,76
Hi:u=13 7 39,48 39,46 28,40 1,00 0,72
8 54,62 53,27 4741 0,98 0,87
5 40,24 40,37 41,65 1,00 1,04
Hy:p=10 6 61,18 62,26 47,26 1,02 0,77
Hy:u=12 7 88,08 84,01 61,82 0,95 0,70
8 122,42 | 121,63 110,47 0,99 0,90
i 2 7,06 6,98 5,53 0,99 0,78
Hy:p= 3 16,08 15,33 11,64 0,95 0,72
Hy:u= 4 31,22 32,45 28,57 1,04 0,92
5 52,23 51,94 58,39 0,99 1,12
2 11,67 11,47 9,11 0,08 0,78
Hy:p=5 3 27,89 27,92 21,25 1,00 0,76
H =65 4 54,62 58,12 51,69 1,06 0,95
5 92,84 98,51 115,39 1,06 1,24
11 0,5 3,49 3,24 1,48 0,93 0,42
Ho: =0 I 13,63 12,14 5,12 0,89 0,38
Hp=1 2 56,04 58,63 26,21 1,05 0,47
3 124,81 | 119,84 56,35 0,96 0,45
0,5 13,64 18,45 7,48 1,35 0,55
Hy:pu=0 1 56,04 58,63 26,21 1,05 0,47
H =05 2 | 223,03 | 202,39 97,45 0,91 0,44
3 | 49724 | 430,78 209,55 0,87 0,42

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Wygenerowane populacje zostaly rowniez wykorzystane do symulacyjnej
analizy testow sekwencyjnych dla parametru ¢ rozkladu normalnego lewostronnie
ucigtego wartoscia 0. Sformulowane hipotezy byly weryfikowane z uzyciem
obydwu rodzajow testow. Liczby prawidlowych i nieprawidlowych decyzji oraz
charakterystyki liczbowe liczebnosci prob dla wybranych hipotez dla testu sek-
wencyjnego z funkcjg wiarygodnosci przedstawione sa w tab. 6, natomiast dla testu
sekwencyjnego z funkcjg pseudowiarygodnosci — w tab. 7. Prawdopodobienstwa
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bledow ustalone zostaly, podobnie jak w przypadku weryfikacji hipotez o para-
metrze K, na poziomie 0,05.

Tabela 6. Oszacowania prawdopodobienstw bi¢du I rodzaju oraz charakterystyk liczbowych
liczebno$ci proby parametrycznego testu sekwencyjnego dla parametru o

E(N4 ) N4 sN4 N4.min N4,max

(=}

Grupa| Hipotezy |Rozklad X| mgy | my

I [Hy:0=7 NQ10,7) |9714 (286] 0,028 | 231,57 | 247,17 | 159,80 7 1715
Hi:0=8
Hy:0=17 N@10,7) | 9736 (264]|0,026 | 6528 | 79,27 | 47,66 1 604
H,:0=9

Hg:0=8 N(10,8) 9699 (301 0,030 | 297,94 | 309,87 | 199,96 22 2460
Hl :0=9
Hy:0=8 N(10,8) 9732 |1268( 0,027 8191 | 97,31 59,67 4 575
Hl 0 =10

I |Hy:0=2 N(G2) 9762 (238(0,024 [ 22,23 | 30,22 18,10 2 172
Hl 0=3

Hy:0=2 N(5.2) 9823 |177( 0,018 8,28 | 13,28 6,95 1 74
H :0=4
Hy:0=3 N(5)3) 9741 1259(0,026 | 50,53 { 61,62 | 36,97 1 397
H :0=4
Hy:0=3 N(5,3) 9818 (182 0,018 16,20 | 23,65 | 12,67 1 130
Hy:0=5
I |Hy:0=2 N(0,2) 9798 1202( 0,020 | 16,41 { 22,65 | 12,53 1 119
Hy:0=3
Hy:0=2 N(0,2) 9871 {129( 0,013 5,81 9,70 4,55 1 49
H :0=4

Hg:0=3 N(0,3) 9774 1226( 0,023 | 32,31 | 40,68 24,01 1 259
Hl :0=4
Hy:0=3 N(0,3) 9831 {169 0,017 | 10,45 | 15,56 8,11 1 83
Hl :0=5

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 7. Oszacowania prawdopodobieristw bi¢du I rodzaju oraz charakterystyk liczbowych
liczebnos$ci proby dla testu sekwencyjnego dla o, z funkcja pseudowiarygodnosci, ze znanym u

Grupa | Hipotezy |Rozkltad X | mp my a Ns SNs | Nsmin | N5 max
I HO o=7
N(10,7) 9778 | 222 | 0,022 | 281,27 | 179,46 35 1669
Hl :o0=8
Ho o=17
N(10,7) 9755 | 245 | 0,025 88,40 52,72 3 523
Hl :0=9
HO :0=8
H g =9 N(108) 9723 | 277 | 0,028 | 353,48 | 224,69 22 2006
1-0=
HO :0=8§
N(10,8) 9740 | 260 | 0,026 | 106,60 65,96 7 617
H :0=10
II HO o=2
N(,2) 9799 | 201 | 0,020 33,97 20,17 1 235
Hl :0=3
Ho o=2
N(5,2) 9872 | 128 | 0,013 14,67 7,55 \ 72
Hl 0=4
Ho o0=3
N(5,3) 9811 189 [ 0,019 | 69,79 41,88 2 502
H :o0=4
Ho o0=3
N(@5.3) 9841 159 | 0,016 25,31 13,62 1 168
Hl :0=5
M | Hy:o=2
N(@©0,2) 9452 | 548 | 0,055 20,46 11,34 1 117
Hl :0=3
HO o=2
N(0,2) 9619 | 381 | 0,038 9,02 4,19 1 44
Hl :0=4
HO :0=3
N(0,3) 9419 | 581 [ 0,058 | 36,32 21,64 1 264
Hl :0=4
HO 0=3
N(0,3) 9529 | 471 | 0,047 14,28 7,43 1 95
Hl :0=5

Zrédlo: obliczenia wlasne.

W przedstawionych przyktadach wykorzystanie ilorazowego testu sekwencyj-
nego z funkcja pseudowiarygodnosci dato zadowalajace rezultaty. Liczba blgdnych
decyzji, poza dwoma przypadkami, nie przekroczyla ustalonej wielkosci (tab. 6).
Jednak przy zastosowaniu tego testu do podjecia decyzji zwykle potrzebna byta
liczniejsza prdoba (tab. 8), zatem efektywnos¢ testu sekwencyjnego z funkcja
pseudowiarygodnosci byta mniejsza.
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Tablica 8. Poréwnanie efektywnosci testéw sekwencyjnych dla parametru o

— —_ N.
Grupa Hipotezy Rozkiad X Ny Ns e= N_S
4
I HO o=17
Nao7) | 24707 | 28127 1,14
Hl g=8
HO o=7
N107) | 7927 | 8840 1,12
H| :0=9
HO :o0=8
N@08) | 30987 | 35348 1,14
H] :0=9
Ho:o=8 N(108 9731 | 106,60 1,10
H o 10 108) , , ,
H H0:O'=2
NG.2) 3022 | 3397 1,24
Hl c0=3
Ho:o=2 N(.2 32 4,67 0
H ot 5.2) 1328 | 14, 11
Ho:o=3 N(53 6162 | 6979 13
o4 6y | e , L
Ho:o=3 N3 2365 | 2531 1,07
Mo 53 , , ,
M | Hy.0-2
N(©0.2) 265 | 2046 0,90
Hl :0=3
Horo=2 N (@02 9,70 9,02 0
Moo 02) . , 93
Ho:o=3 N3 4068 | 36,32 8
Hiro 4 03 . 32| 089
HO :0=3
N(03) 1556 | 1428 0,92
Hl g=5

Zrédlo: obliczenia wlasne.

W przypadku testéw dla parametru U otrzymane wyniki sugerowaly wigksza
lub poréwnywalna efektywnos¢ testow sekwencyjnych z funkcja pseudowiary-

godnosci (tab. 5) w stosunku do testu sekwencyjnego z funkcja wiarygodnosci.

5. Uwagi koncowe

W pracy przedstawione zostaly testy sekwencyjne, ktore mozna stosowaé do
weryfikacji hipotez o wartosciach parametréow y lub & zmiennej losowej o roz-

ktadzie normalnym lewostronnie ucigtym.
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Pierwszy z analizowanych testbw wymaga znajomosci funkcji gestosci
rozkladu normalnego ucigtego wraz z wartoscia wystgpujacego parametru,
odpowiednio o w przypadku testu dla parametru p oraz u w przypadku testu dla

parametru ¢. Ponadto niezb¢dna jest znajomos$¢ wartosci ucigcia rozkladu. Spraw-
dzianem tego testu jest statystyka okreslona jako iloraz tacznych funkcji gestosci
odpowiednio, przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy alternatywnej i hipotezy
ZErowej.

Stosujac drugi z testdéw sekwencyjnych, czyli test oparty na funkcji pseudo-
wiarygodnosci, nie musimy zna¢ postaci rozkifadu zmiennej losowej, ale musimy
wybra¢ odpowiednia funkcj¢ z rodziny liniowo-wykfadniczej wykorzystywana do
konstrukcji funkcji pseudowiarygodnosci. W przypadku rozkladow normalnych
lewostronnie ucigtych taka funkcja moze byé¢ funkcja gestosci rozkladu normal-
nego. Przy stosowaniu tego typu testéw sekwencyjnych hipotezy dotycza wartosci
Sredniej zmiennej losowej, a nie parametru u, lub odchylenia standardowego, a

nie parametru g. Konieczna jest zatem znajomos¢ wartosci odchylenia standardo-
wego lub jego oszacowania w pierwszym przypadku oraz wartosci Sredniej w
drugim.

Przeprowadzone badania symulacyjne pozwalaja stwierdzi¢, ze gdy wartos¢
odchylenia standardowego zmiennej losowej byla znana, to zastosowanie testu
sekwencyjnego dla parametru u z funkcja pseudowiarygodnosci dato, w analizo-

wanych przypadkach, zadowalajace rezultaty, tzn. prawdopodobienstwa blgdow
zwiazanych z podjgciem niestusznych decyzji byly nie wigksze od ustalonych.
Wielkos¢ ucigcia rozkladu normalnego nie miala tu szczegdlnego znaczenia. Za-
réwno w przypadku ,,maltych” ucig¢é (np. uci¢cie rozkladu normalnego N(10,5)),
jak i ,,duzych” (np. ucigcie rozktadu normalnego N(0,2)), decyzje o przyjgciu
prawdziwej hipotezy zalezaty glownie od wartosci odchylenia standardowego.
Dlatego, gdy wartos¢ oszacowanego na podstawie proby wstepnej odchylenia
standardowego byla znacznie nizsza niz rzeczywista, liczba blgdnych decyzji byta
duzo wigksza niz zaktadana na poczatku badania. Analizujac efektywnos¢ testow
(przy znanej wartosci parametru ¢') mierzong ilorazem srednich liczebnosci prob,
nalezy stwierdzi¢, ze nie da si¢ zauwazy¢ wyraznej przewagi zadnego z testow,
gdyz test parametryczny wymaga nieznacznie mniejszej liczebnosci préby, a drugi
rodzaj testu oparty jest na funkcji pseudowiarygodnosci.

Podobne wyniki uzyskane zostaty dla testow sekwencyjnych dla parametru o,
chociaz w tym przypadku mozna zauwazy¢ wigksza efektywno$¢ testu parame-
trycznego.

Jesli badanie statystyczne dotyczy wartosci Sredniej lub odchylenia standardo-
wego zmiennej losowej o rozkladzie ucigtym (nie parametru y czy o), to test
sekwencyjny oparty na funkcji pseudowiarygodnosci wydaje si¢ wygodniejszy,
gdyz od razu weryfikujemy hipotezy o wartosci odpowiedniego parametru, a poza
tym statystyki bedace sprawdzianami testow maja troch¢ prostsza postac.
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THE SEQUENTIAL TESTS FOR PARAMETERS
OF LEFT-TRUNCATED NORMAL DISTRIBUTION

Summary

The sequential probability ratio tests, presented in this paper, are used to verify hypotheses about
parameters i and o of density function of the left-truncated normal distribution N(u,0). The statistic
of the first presented test is the likelihood functions ratio, calculated under the assumption that
respectively: alternative and null hypotheses are true. In the case of the independent sample sampling
scheme, likelihood function is a product of density functions of the normal truncated distribution. In
the second test, the statistic is based on the pseudo-likelihood functions ratio with density functions of
the normal distribution N(u,0).

Apart from theoretical considerations, the results of simulation analysis of the properties of both
sequential tests are presented in the paper. Estimated numerical characteristics of the sample sizes,
necessary to take a decision about the acceptance of one of the verified hypotheses, allow to compare
regarded tests in respect to their efficiencies.
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