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1. Wstep

Istotna role w znacznej czg¢sci badan medycznych, a zwlaszcza onkologicz-
nych, odgrywa ocena czasu T przezycia pacjentéw poddawanych réznym metodom
leczenia, z uwzglednieniem réznych, ale istotnych cech o charakterze endo- i egzo-
gennym. We wspomnianych badaniach od momentu pokonania bariery oblicze-
niowej, coraz czgsciej wykorzystywany jest model Coxa, teoretycznie opracowany
na przetomie lat siedemdziesiatych i osiemdziesiatych XX w. ubieglego wieku
[10]. W modelu tym ryzyko smierci badanego pacjenta charakteryzuje iloczyn
funkcji ryzyka bazowego zaleznej od czasu i niezaleznej od czasu eksponencjalnej
funkcji liniowo uzaleznionej od cech endo- i egzogennych.

W pracy rozpatrywany jest prosty model Coxa rozumiany w tym sensie, Ze
w kazdym momencie czasowym moze zaistnie¢ co najwyzej jedno zdarzenie
niepozadane' (np. zgon). Dla takiego modelu w literaturze [1; 8; 9]) opisuje sie
funkcje czg¢sciowej wiarygodnosci, umozliwiajaca wyznaczenie wartosci liczbo-
wych parametréw niezbgdnych w liniowej zaleznosci cech endo- i egzogennych
charakteryzujacych pacjentow.

Dla funkcji ryzyka bazowego oraz dla bazowej funkcji przezycia w zaleznosci
od przyjetych zalozen i priorytetow wyprowadzone sa rézne estymatory o wysoce
zroznicowanym stopniu matematycznej ztozonosci. Jednym z trudniejszych [1; 5],
ale, jak nalezy sadzi¢, najefektywniejszym, jest estymator Kalbfleischa—Prentice’a
{4]. Dla modelu rozpatrywanego w pracy wyprowadzono analityczna postaé wy-
mienionego wyzej estymatora. Jednoczesnie na przykladach umownych i rzeczy-

! Za zdarzenie niepozadane przyjmowany jest zwykle zgon jednostki kohorty, jakkolwiek moga
nim by¢ inne zjawiska, np. nawrét choroby, wystapienie objaw6w choroby itp. (1; 5; 7; 8; 9].



148

wistych pokazano, jak za pomoca tego estymatora mozna uzyskiwaé przyblizone
wartosci funkcji ryzyka, funkcji przezycia oraz wspoélczynnika ryzyka.

2. Funkcja czesciowej wiarygodnosci

Zbiorowos¢ osobnikéw ulegajacych roznym zdarzeniom i poddanych obser-
wacji nazywamy kohortg [8]. Liczebnos¢ kohorty n = n(z) jest nierosnaca, prawo-
stronnie ciagla i przedzialami stala funkcja czasu ¢. Na liczebnos¢ kohorty istotny
wplyw majg badane zdarzenia niepozadane oraz inne zdarzenia, nazywane zda-
rzeniami cenzurowanymiz. Jedli 0 = fy<11<h<...<t<...<t, 0znaczaja momenty cza-
sowe wystapienia zdarzenia niepozadanego na jednostkach kohorty, a R; = R(t))
oznacza faktyczny (rzeczywisty) stan kohorty tuz przed zaistnieniem zdarzenia nie-
pozadanego w chwili 7, ton;—n; 21 dlaj = 1,2, ..., r, gdzie n;= n(t)) = IR}.| ozna-

cza liczebnos¢ zbioru R;(nj-ni.>1 oznacza wystapienie co najmniej jednego
zdarzenia ocenzurowanego w przedziale czasu (¢;., ).

Rozpatrywany w pracy model jest prostym modelem proporcjonalnej inten-
sywnosci Coxa, co oznacza, Ze pojawienie si¢ niepozadanego zdarzenia w mo-
mencie ¢; jest mozliwe tylko dla jednej jednostki. Jednostki kohorty nie musza by¢
identyczne. Roéznicuja je przeréine cechy. Ze zbioru tych cech, kierujac sig¢
przypuszczalnymi zwigzkami przyczynowo-skutkowymi, wybieramy m cech ozna-
czonych przez X,,X,,..., X,, lub w zapisie wektorowym X=[X,, X,,..., X, ].
Wspotrzedne wektora wyrdznionych cech b¢dziemy nazywac zmiennymi objasnia-
jacymi’. Kazda wiec j-ta jednostke kohorty charakteryzuje uklad m-wartosci
liczbowych zmiennych objasniajacych x;= (xi;, Xz, ..., Xm))-.

Zgodnie z ogoblng teoria modelu proporcjonalnej intensywnosci Coxa [1; 3;
8; 9] funkcje ryzyka

P(tST<t+At|T2t)
Ar—0 At

czyli intensywnosci wystapienia zdarzenia niepozadanego w momencie ¢ na jed-
nostce kohorty scharakteryzowanej wektorem x = (x;, xz, ..., X,) definiuje si¢
iloczynem

h(x;t) =lim

h(x;1) = h, () = hy(t) exp(B-X), (1)

? Cenzurowanie to utrata jednostek kohorty z obserwacji bez odnotowania faktu zajscia zda-
rzenia niepozadanego. Zob. [7; 9; 10].

? Zmienne objasniajace moga mie¢ charakter ilosciowy lub jako$ciowy. Realizacje zmiennych
ilosciowych wyrazane sq w warto$ciach rzeczywistych a jako$ciowych poprzez odpowiednie rango-
wanie.
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zaleznej od czasu® funkcji ryzyka bazowego hy(r) i eksponencjalnego czynnika
uzaleznionego tylko od iloczynu skalarnego p-x= 2:;,[3:( - X, gdzie x = {(x;, xa,

.» Xm) jest wektorem cech charakteryzujacym jednostke, a B=(B,, B,...., B,,)
wektorem parametréw charakteryzujacym cala kohort¢. Stad wzor

P(r<T <t+M|T 21)= hy(t) exp(B-X)At +0(Ar), )

o(At)

gdzie lim,, ,, =0, umozliwia analityczne przedstawienie funkcji czesciowe;j

wiarygodnosci L(B) w zaleznosci od parametréw B = < B..B,, ... Bm> :

exp@-x;) expz;; (,Bk 'ij)
P(B||A; )
H ( l ) HZ eXp(B xl) =1 ZERi exp2:=l (ﬁk 'xkl)

gdzie B; oznacza zdarzenie $mierci w chwili #; jednostki scharakteryzowanej wek-

(3)

torem X; = (Xyj, X2, ..., Xmj), Natomiast A j zdarzenie zaistnienia tylko jednego zgonu
w momencie ¢; w zbiorze R; [1].

Liczbowe warto$ci wspotrzednych B, B,, ..., B, wektora parametréw B
charakteryzujacego cala kohort¢ i maksymalizujacego funkcje czesciowej
wiarygodnosci, tzn. L(B')= MAX sa rozwigzaniami zadania optymalizacyjnego:

L(B)— MAX (lub zadania z nim réwnowaznego InL(B) - MAX).

3. Estymatory bazowych funkcji przezycia i ryzyka

W procesie estymowania wartosci funkeji ryzyka hy(f) oraz funkeji przezycia®
S,(?) dla jednostki scharakteryzowanej wektorem cech x = (x, Xy, ..., X,,) konieczne
jest skonstruowanie estymatora h, () funkcji h,(t) i estymatora S, (;) funkcji S, ()
[1; 4; 9]. W literaturze przedmiotu [5; 8] rozpatrywane sa rozne estymatory tych
funkcji wyprowadzone na bazie rdznych przestanek. Specyficzny charakter badan
medycznych wymaga odmiennego podejscia. Dlatego tez, celem pelnego zrozu-
mienia ponizszych przykladow, dokonano modyfikacji idei otrzymywania estyma-
toréw hy(t) i $,(t).

4 ho(#) = h(0, 1) — funkcja ryzyka dla umownej jednostki wzorcowej scharakteryzowanej zero-
wym wektorem cech 0 = (0, 0, ..., 0).

5 S.(t) = P(T > 1), gdzie T jest zmienna losowa opisujacq czas zycia, czyli czas do wystapienia
zdarzenia niepozadanego dla jednostki kohorty scharakteryzowanej wektorem x cech objas$niajacych.
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W konstrukcji estymatoréow bazowych funkcji ryzyka i przezycia istotna role

dla jednostki wzorcowej® odgrywa liczbowe oszacowanie hy(s) prawdopodobien-
stwa P(t,__, <T< t.\'lT _>_tJ_,) wystapienia zdarzenia niepozadanego w lewostronnie
domknigtych przedziatach czasowych, [t,., ) dlas=1,2, ...,jorazj=1,2, .., r

Wtedy zalezno$¢ &(s)=1-h,(s) umozliwia oszacowanie prawdopodobienstwa:

P(T >1))

Tz:,-.)=m’

<T<t|T21,,)=PT 2t

.\l“

1- P(t

5

przezycia przedziatu czasowego [t,.;, f;) przez jednostke scharakteryzowana
zerowym wektorem cech. Prawdopodobienstwo § (.)=So(j) przezycia przez

jednostke wzorcowg przedziatu czasowego [O,t ) U[’; o) dlaj=1,2, .., r, przy

zatozeniu niezaleznosci, jest iloczynem prawdopodoblenstw przezycia poszczegol-
nych podprzedzialow [¢;., t,):

2 0)=-T10-rb <7 <ofr20,)-TIZEZL - pfr=1),

P o P(T

poniewaz P(T 21, =0)=1. Zatem za estymator §o(j) bazowej funkcji przezycia
S,(j) przyjmujemy nastepujacy iloczyn:

5,0)=1166)=T1[1-A6)), @

%4(1’) )

prawdziwa dla kazdegoj=1, 2, ..., r
Dla jednostki wzorcowej mamy:

h(0,6)Ar = hy (At = Pt ST <1+ AT 2 1)+ 0(A),
wigc przy t=t,,, At =t —t _ orazs=1,2, .., jiloraz

P, <T <1, +At|T2tH)
2t

=hy (tx—l)

® Jednostka wzorcowa (x = 0) jest umowna i w rzeczywistosci moze w kohorcie nie wystgpowac.
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okre$la przyblizona warto$¢ hy () w przedziale [t,.,,t,). Poniewaz h,(s) jest esty-

T th_l), wigc jego relatywne od-

matorem prawdopodobienstwa P(tj_, <T <t,
niesienie do dlugosci przedzialu czasowego [¢;.1,2,):

I%,(s)=f°_(:) 12EG) 6)

N s=1 H 5-1

uznaje sie za estymator funkcji ryzyka bazowego h,(t) dla re[r,,1,).

Dla przykiadu, gdy faktyczny stan kohorty R(s) w przedziatach czasowych
[t;.1,t) wynosi n, jednostek jednakowo narazonych na zajscie zdarzenia
niepozadanego, to prawdopodobiefistwo doznania niepowodzenia przez ktérakol-

wiek z nich z nich wynosi 1/n,. Przyjmujac &(s)=1-1/n,, ﬁo(s)=1/ns,we

wzorach (4) i (6) otrzymuje si¢ szczegdlny przypadek znanego w literaturze (6]
estymatora Kaplana—Meiera dla bazowej funkcji przezycia

AOE H[l —1] ™)

5

oraz estymator dla bazowej funkcji ryzyka:

AN 1
W)=y (8)

Estymatory (7) i (8) sa niezalezne od istotnych endo- i egzogennych cech
charakteryzujacych jednostki kohorty oraz od wektora p parametréw charaktery-
zujacych cala kohortg. T¢ wade estymatoréw Kaplana—Meiera eliminuja estyma-
tory Kalbfleischa—Prentice’a, ktérych geneza dla prostego modelu proporcjonalne;j
intensywnosci jest nastgpujaca. Relatywne odniesienie prawdopodobienstwa
P(T > t;) do prawdopodobienstwa P(T = ¢;.;) na jednostce scharakteryzowanej wek-
torem x = (xy, X2, ..., Xn) jest réwne:

Plr2r) _Plr2i)-Ply.sT<t) exp > (B, - x,)

P(TZIJ-I)_ P(TZIJ—I) EIGR/' exPZT:l(ﬂk 'xk’) .

Ze wzgledu na to, ze S,(1)) = P(T > 1;) otrzymujemy:

Sx(’j) —1- expzzlﬂ(ﬂk-xk) .
Sy (tj-l) E,ERJ. exp 22;, (ﬂk 'xkl)

)
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Jednoczesnie ze wzgledu na réwnos¢ h, (tj)=h0(tj)exp([3-x) charaktery-

styczna dla modelu Coxa funkcj¢ skumulowanego ryzyka’ wyrazamy nastepujaco:

H, (t,-)= H, (%)CXPZ’LIﬁk "Xy

gdzie H J.ho 7T)dT jest bazowym ryzykiem skumulowanym. Funkcja

przezycia ma wtedy postaé

S, (t ) exp( o(t; )expzk B xk) [S (])]qu. hn

gdzie S,(j)= exp[—Ho (tj ):l = exp(—]’;h,, (’L’)d'r}

Stad

’

s.(1) [ () ]2

S, (tj—l)_ SO(j_l)

zatem po uwzglednieniu (6):

[8—0(.j) TPELM=1— CXPZL'(mﬁ %) (10)
So(-]_l) zleRlexPEkﬂ(ﬂk'xu)

Poniewaz ¢; jest momentem zgonu jednej jednostki z kohorty R(z;), wigc wzor
(7) jest praktycznie uzyteczny, gdy jest nia jednostka o cechach x. Dla zaakcento-

wania tego faktu przyjmujemy x=x; =<xl jr Xgjs eees xmj> . Woweczas, zamieniajac

w réwnosci (7) funkcje So jej estymatorem §,, otrzymujemy wzér analityczny
umozliwiajacy wyznaczenie wartosci estymatora £(j) w przedziatach czasowych
miedzy dwoma kolejnymi zajsciami zdarzen niepozadanych z uwzgl¢dnieniem
cech jednostek badanych:

" W analizie przezycia pomi¢dzy funkcjami: h(f) — ryzyka, fit) ~ gestosci rozkladu prawdopo-
dobienistwa losowego czasu zycia T oraz S(f) — przezycia zachodzi zwiazek h()f(r) = S(f). Ryzyko

skumulowane H J.h, d‘r dla jednostki kohorty o cechach x jest powiazane z funkcja przezycia

S.(t) zaleznoscia H,‘( )=—ln S,(( ) lub réwnowaznie Sy (1) = exp[— x(t )] (zob. np. [3; 9]).
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C"P("ET,.(ﬁk "Xy ))

5(]-)= 1- exP2:=l(ﬁk'xkj) (11)
EIERJ- exp2:=|(ﬁk 'xkl)

Otrzymany wzor implikuje analityczna postac estymatora dla bazowej funkcji
przezycia, w literaturze [4] znanego jako estymator Kalbfleischa i Prentice’a:

C‘P(‘ZZL, B )

Ly i exp Y, (B, - x,,)
S ()-TIew-Til .- | (12)
(j) g ( ) E ZIER,‘ exp Z:,:l (ﬁk .x’f/)

oraz analityczna posta¢ estymatora funkcji ryzyka bazowego:

“P(-EZLI (Br-x4j ))

PR VL P PR D YL SN, (13)
0 - m

f =l Etenj €xp 2k=l(ﬁk 'xkl)

dlaj=1,2,..,r-1.

W otrzymanych estymatorach funkcji bazowych istotna role odgrywaja para-
metry f,, B,, ..., B, oraz cechy egzo- i endogenne x = (xy, x5, ..., Xm) jednostki
doznajace zdarzenia niepozadanego oraz wszystkich pozostatych jednostek znaj-
dujacych si¢ w badanej grupie tuz przed zaistnieniem kolejnych zdarzen niepoza-
danych.

4. Relatywna ocena ryzyka i zasada proporcjonalnos$ci

W modelu Coxa wszystkie jednostki kohorty o tych samych x = (x|, x,, ..., X)
maja taka sama funkcje ryzyka h(x,t). Ze wzoru (3) wiadomo, ze jest ona rowna
iloczynowi funkcji ryzyka bazowego hy(t) oraz ekspotencjalnego wspdlczynnika
expB-x=exp{d.;_ B, -x, ). Pelna wiedza o wartosciach liczbowych parametrow

B, B,, ..., B,, charakteryzujacych badana kohort¢ i pelma wiedza o istotnych
cechach endo- oraz egzogennych jakiejkolwiek jednostki nie wystarcza do jedno-
znacznego okreslenia jej funkcji ryzyka. W tym celu konieczna jest znajomos¢ nie
wyspecyfikowanej parametrycznie funkcji ko(z), ktéra mozna oszacowac za pomo-
cg estymatora (11) lub (16). Jednak znajomosc hg(r) jest zb¢dna w przeprowa-
dzaniu relatywnych ocen ryzyka dla réznych jednostek dozywajacych tego samego
momentu czasowego ?, ¢t > 0. Pozwala na to zalozenie proporcjonalnosci w modelu
Coxa, ktore stwierdza staly w czasie iloraz funkcji intensywnosci dla dowolnych
dwoch jednostek grupy. Rzeczywiscie, dla osobnikow z kohorty scharakteryzo-
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wanych odpowiednio wektorami x; = (X, Xpj, ..., Xm;) OrazZ X5 = (X5, X250 -0 Xins)
zgodnie ze wzorem (3) jest:

m

h.(t) ()egnﬂmj
HR;, = LS = ot ,,. =exp E:'-nﬁk (xkj T Xy ) (14)
h: (t) Eﬂk‘k: B

Ho O

Wspotczynnik HR;, jest wielkoscig stata w czasie dla jakichkolwiek dwoch
jednostek scharakteryzowanych poprzez x; i x;. lloraz HR ;s W literaturze [7; 9;

10] jest okreslany jako wspolczynnik ryzyka (ang. hazard ratio). Umozliwia on
pordwnanie ryzyka wystapienia zdarzenia niepozadanego dla dwodch réznych
osobnikéw z badanej grupy.

5. Wykorzystanie estymatoréow Kalbfleischa-Prentice’a
w przykladzie liczbowym

Przypus¢my, ze badana grupa liczy 6 pacjentow o czasach obserwacji
O<t1<t<...<t<...<t, - ¢. Pacjenci obserwowani w momentach ¢, #;, ts, ¢ doswiad-
czajg zdarzenia niepozadanego (zgonu). Obserwacje pozostatych dwoch pacjentow
w momentach #,, t4, sg cenzurowane’. Pacjentow rdznicuje jedna zmienna objas-
niajaca x = x przyjmujaca wartos¢ x = 0, gdy pacjent jest leczony, oraz x = 1, gdy
pacjent nie jest leczony, a tylko obserwowany. Fakt cenzurowania I-tej obserwacji
oznacza si¢ przez &; = 0, w przeciwienstwie do J, = 1, gdy /-ta obserwacja nie
podlega cenzurowaniu (jest kompletna). Funkcja intensywnosci zajscia zdarzenia
niepozadanego dla modelu z tego przykiadu jest postaci h(t)=h,(¢)exp(Bx),
gdzie Bx € R.

Dane z obserwacji badanej kohorty zawiera tab. 1.

Korzystajac ze wzoru (3), mozna wyznaczy¢ funkcje czgsciowej wiary-
godnosci L(f). W badanej grupie wystepuja tylko 4 obserwacje j zakonczone
zgonem, tzn. j=1dlal=1,j=2dlal=3,j=3dlal=5,j=4dlal=6. Zatem
L(B) jest iloczynem czterech czynnikow zwiazanych z momentami czasowymi:
=35, =15 15=125 1, =30, z ktérymi zwiazane sa zbiory R;, ztozone z na-
stepujacych pacjentéw: Ri= (1, 2, 3, 4, 5, 6}, R.= {3, 4, 5, 6}, Rs = {5, 6},
R, = {6}. Kazdy czynnik funkcji czeSciowej wiarygodnosci jest prawdopodobien-
stwem warunkowym, ktore oblicza si¢ zgodnie ze wzorem (3).

¥ Dla osobnikéw o tych samych cechach (x; = x;) jest HR; ;= 1.
® Liczba porzadkowa pacjenta jest utozsamiana z pacjentem (odpowiednio$¢ wzajemnie jedno-
znaczna).
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Tabela 1. Charakterystyka badanej grupy

Liczba Czas obserwacji Liczba Zbidr pacjentéw
porzadkowa liczony Warto$é | Warto$¢ | Cenzu- porzadkowa przed
obserwowanych w cechy | funkcji | rowanie zdarzen zaistnieniem
pacjentéw tygodniach niepozadanych niepowodzen
] t x e J i R;
1 5 0 1 1 1 (1,2,3,4,5,6)
2 10 1 expf 0 — -
3 15 1 expf 1 2 (3.4,5.6}
4 20 0 1 0 - -
5 25 0 1 1 3 (5,6}
6 30 0 1 1 4 {6}

Zrédlo: dane umowne.

Dla pierwszego pacjenta zmartego j=1i/=1):

exp(0-B)

exp(ﬂ 'xj=1) _

Plajs)-

1
- 4+2expfB

Dla drugiego pacjenta zmarlego (j=21i /= 3):

P(B.|4,)=

exp(ﬂ Xj= 2) _

exp(l- )

Zexp(ﬁ ‘%) exp(O-ﬂ)+exp(1 -B)+ exp(l-ﬂ)+ exp(O- ﬂ)+ exp(0- B)+ exp(O-B) -

leRj=|

exp B

IERJ =2

Dla trzeciego pacjenta zmarlego (j =3 il =5):

Sexp(B-x,)  expll- B)+ exp(0- B)+ expl0- B)+exp0- B) 3+ expB

exp(B - x,.,) exp(0- ) 1
P(B,|A,)= = _——
) cedlB ) 50 p) o0 B 2
leRj=3
Dla czwartego pacjenta zmartego (j =41/ =6):
explBx1) _ exol0-5)
P(B,|A, )= = =1.
) XlexpB-x)  expl0-B)
Ostatecznie L(f) ma postac:
T B _ expf
_lJ:!P(BJ"AJ')— P(Bl |A1)P(B7-|A2)P(33|A3)P(B4 |A4)_ 2(4+2expﬁ)(3+expﬁ)’

stad:

InL(B)=B-Inf4+2¢" )-In(3+e? )-In2.
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Réwnanie

a[lnL(ﬁ):|=1_ 2¢” P 6-ef+2ef 0
3B 442 3+ (4+2e°)(3+°)

jest rownowazne z réwnaniem kwadratowym 6+ 2u—u’ =0, w ktérym ef =

Réwnanie to ma doktadnie jedno rozwiazanie dodatnie'®:

s 24428
c T

u.

=1++/7 =3,646.

Parametr charakteryzujacy kohort¢ ma wiec warto$¢f = ln(l +J7 ) =

Eln(3,646)51,294,a nie wyspecyfikowana funkcja ryzyka jest postaci:

h(t)=hy(r)exp(1,294x).

Oszacowana wartos¢ liczbowa wspétczynnika B = 1,294 jest niewystarczajaca
do pozyskania petnej postaci analitycznej funkcji ryzyka. Nieznany pozostaje czton
ho(t) stanowiacy zaleZzne od czasu ryzyko bazowe. Natomiast wartos¢ = 1,294
jest wystarczajaca do okreslenia stopnia sily oddzialywania zmiennej objasniaja-
ej x na wystapienie zdarzenia niepozadanego (zgonu). Miara sily tego oddzia-
fywania jest wspolczynnik ryzyka HR;,. Jesli si¢ przyjmie w przykladzie x; = 1,
x;=0, ze wzoru (14) wynika”:

HR,, =exp| B(x; - x,) |=exp[1,294(1- 0)] = exp1,294 = 3,646.

Wspotczynnik HR;, okresla, ,ile razy” ryzyko wystapienia zgonu dla pacjenta
pierwszego (opisanego przez j-ty wariant zmiennej objasniajacej) jest wieksze
w stosunku do tegoz ryzyka dla pacjenta drugiego (scharakteryzowanego przez s-ty
wariant cechy). W analizowanym przykladzie ryzyko zgonu dla pacjenta obser-
wowanego (x;= 1) jest 3,646-krotnie wigksze niz dla pacjenta leczonego (x, = 0).

Dalsze analizy w badanej grupie beda mozliwe pod warunkiem liczbowych
oszacowan bazowej funkcji ryzyka hy(f) oraz bazowej funkcji przezycia So(r).
Wartosci liczbowe wspomnianych funkcji mozna szacowaé¢ w oparciu o esty-

matory: fz,,(t) i $,() Kalbfleischa-Prentice’a przedstawione przez wzory (11),

(12), (13). W tym celu catkowity czas obserwacji [0, 30) nalezy rozbi¢ na cztery
podprzedziaty: [0,¢;-1) = [0,5), [t=1.tj=2) = [5,15), [fj=2,ti=3) = [15,25), [f=3,8=4) =
[25,30) zwiazane ze zgonami pacjenta pierwszego (j = 1), drugiego (G = 2),
trzeciego (j = 3) i czwartego (j = 4). W kazdym z nich wyznacza si¢ zgodnie ze

10 Rozwiazanie ujemne 2 - V2812 odrzucamy, poniewaz z zatozenia: e’ > 0.
" Jesli x; = x;, to HR=1. Jesli x;= 0i x,= 1, to HR = 1/3,65 = 0,274, natomiast w przypadku x;=
=x,=1 (lubx;=x,=0)jest HR= 1.
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wzorem (11) warto$é £(j) estymatora przezycia przez jednostkg wzorcowa j-tego

podprzedziatu oraz warto$é h,(j) estymatora bazowej funkcji ryzyka dla j = 1, 2,

3, 4. W obliczeniach za warto$¢ parametru charakteryzujacego kohorte £ przyjmuje
si¢ liczbe B =1,294, ktora otrzymano powyzej.
Dla re [0,5) jest:

ﬂ exp(—ﬂ-x,_,)
€Xp “Xia
EM=|l-e0—2 =
( ) [ Elekl-,, eXpﬁ-X,]

- cxp(0-5) N
exp(0- B)+exp(1-B)+exp(1- B)+exp(0- B)+exp(0- B)+exp(0-B) -

(1 )"0 (342 O 34w .
4+2P 4+2¢° 442N 7

}2,(1)=1—§(1)=1—0,91150,089,

)= k(1) 0,089 0,089
t;i—t,, 5-0 5

=0,018.

Dla re [5,15) jest:

exp(—ﬂ-x,—,:)
£(2)=|1- P e
Dien,, PP

=[1_ exp(1-B) exp(-1-B) _
exp(1- B)+exp(0- B)+exp(0- B)+exp(0-B)

(1 o exp(-1-p) B 3 exp(-1-6) B 3 0,274 0,804
3+e’ 3+ef 34" o

ii,(2)=1-5(2):1—0,80450,196,

@)= h(2) 0,196 0,196
-t 15-5 10

=0,020.

Dla re [15,25) jest:
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exp(~8x;u0)

|, expBx, _ exp(0-B) exp(_ﬂ'0)=
5(3)—[1 G [1 ))

R exPB-xI _exp(O.ﬂ)_l_eXp(O_ﬂ

=3

exp(0
—[1-1]7 <[L}=0,500
2 2
l

20(3)=1—é(3)=1—(5)=0,500,

. he (3
)= hy(3) _ 0500 _ 0,500
t.-t_, 25-15 10

J J=

= 0,050

Dla r e [2530) jest:

expfB-x,_, o) exp(0- ) P(A0) cxp(0)
E(4)= 1—2—’ =[1-——= =(1-1)""" =0,

er, XD B exp(0-8)

a

};0(4)=1"§(4)=1-(0)=1,

h(4) 1
=t 30-25

by (4) = t =0,2.

1
5

Bazowa funkcja przezycia So(r) estymowana jest funkcja S, (¢), ktorej wartosci
sg obliczone zgodnie ze wzorem (12). Ponizej przedstawiono zestawienie obliczen
i wartosci estymatora S, (t) w poszczegdlnych podprzedziatach, dla # = 1,294:

f g \*pl)
% =0911 dla re [0,5)
+2e
B exp(0) exp(-8)
3+§e‘9 13 3 5 =0911-0804=0,732 dla ¢t € [5,15)
. +2¢ +e
Solt)=
0( ) A 3 + 2eﬂ exp(O) 3 exp(-ﬂ) 1 BXP(O)
A /=]  =0911-0804-0,5=0366 dla r e [1525)
442 3+e 2
B exp(0) exp(-B) exp(0)
342 ) 3 {1].(0)=0911.0804-05-0=0 dla re [2530)
4+42¢ J+e 2

Otrzymane estymatory S,(t) i k() pozwalaja obliczyé dla dowolne;j jednostki
kohorty scharakteryzowanej przez wektor cech objasntajacych x ich indywidualne
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funkcje przezycia S, (tj)z S,(jY™® i ryzyka (intensywnosci zaistnienia zdarzenia

niepozadanego): h, ()= h(x;t) = iy ()exp(B- x).

Tabela 2. Funkcje ryzyka i przezycia dla osobnikéw badanej grupy

Osobnik x=0 Osobnik x =1
Przedziat Funkcja Funkcja Funkcja Funkcja
czasowy ryzyka przezycia ryzyka przezycia
(1.5 h(x=0;1) S,.o() h(x =1;¢) S, ()

[0,5) 0,018 0911 0,066 0,712
[5.15) 0,02 0,732 0,073 0,321
[15,25) 0,05 0,366 0,182 0,026
[25,30) 0,2 0 0,729 0

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Badane funkcje przezycia przedstawiono takze na rys. 1.

Prawdopodobiensiwo przezyca

1.0

09

0,8

0,7

0,6

0,5

0.4

0,3

0,2

0.1

0.0

Funkcja przezy cia

—— pacjent leczony
~— pacjent obserwowany

Czas

25 30

35

. Rys. 1. Wykresy funkcji przezycia dla pacjentéw leczonych i obserwowanych
Zrodto: opracowanie wlasne.

W przykladzie wystgpuje tylko jedna dychotomiczna zmienna objasniajaca
(przybierajaca wartosci 0 oraz 1). Dla pacjenta leczonego, czyli scharakteryzo-
wanego zmienng x = 0 funkcje przezycia i ryzyka sa tozsame z funkcjami bazo-
wymi, poniewaz SFo(tj)s[ﬁo(j)}xp(0)=50(j) oraz h(x =0;r) = iy (t)exp(0) = hy (t).
Natomiast dla pacjenta nie leczonego majacego wartos¢ cechy x=1, funkcja

~ 3,646
przezycia S,.,(t;) przedziatu czasu [0,f) jest estymowana funkcja |:So( _1)} ,
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a funkcja ryzyka dla tej jednostki A(x=1;¢;) jest estymowana funkcja
l;o(tj)e"294=3,646i;0(tj). Ostatecznie, wyestymowane wartosci funkcji ryzyka

oraz przezycia dla obu osobnikéw przedstawiono w tab. 2.

6. Wykorzystanie estymatoréw Kalbfleischa—Prentice’a
w przykladzie liczbowym
— wariant z dwoma zmiennymi objasniajacymi

W zaleznosci od zaawansowania choroby nowotworowej (miejscowe — sam
guz pierwotny vs. regionalne — guz i zajgte okoliczne wezly chlonne) porow-
nywano dwie metody leczenia: A i B. Oceniano czas przezycia t liczony od
momentu wdrozenia leczenia do zajscia zdarzenia niepozadanego — zgonu. Obser-
wacje dla czterech pacjentdéw sa niekompletne (cenzurowane), tzn. 4 = 0.
Pacjentow badanej kohorty scharakteryzowano przez dwie zmienne objasniajace:
X1 — metoda leczenia, X, — zaawansowanie choroby. Chorych leczonych metoda A
oznaczono jako x; = |, metoda B jako x, = 0. Pacjentéw z choroba o zaawan-
sowaniu miejscowym opisano jako x; = 1, a w zaawansowaniu regionalnym jako
x2 = 0. Badana grupa liczy 14 pacjentéw, ktérych charakterystyki zawarto w po-
nizszej tab. 3.

Tabela 3. Charakterystyka badanej grupy

Liczba Czas Liczba
porzadkowa przezycia . porzadkowa | Metoda | Zaawansowanie
. Cenzurowanie .
obserwowanych liczony zdarzen leczenia choroby
pacjentéw w tygodniach niepozadanych

I T J J X X2
1 2 1 1 0 0
2 5 1 2 0 1
3 8 0 - 1 0
4 10 1 3 0 0
5 12 0 - 1 1
6 15 1 4 1 0
7 20 1 5 0 0
8 22 0 - 0 1
9 25 1 6 0 0

10 28 1 7 1 0

11 30 0 - 1 1

12 35 1 8 1 1

13 40 1 9 0 1

14 50 1 10 1 1

Zrédlo: dane umowne.
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Korzystajac ze wzoru (3), mozna wyznaczy¢ funkcj¢ czgsciowej wiarygod-
nosci L(f). Idea utworzenia tej funkcji jest identyczna jak w przyktadach po-
wyzszych. Jest to iloczyn 10 prawdopodobienstw warunkowych zwiazanych ze
zgonami poszczegdlnych osobnikéw badanej grupy.

Dla pierwszego (I = 1, j = 1) pacjenta jest:

P(B|a,) :

T 4+36P 13¢P2 +4e1HP)

Dla drugiego (I = 2, j = 2) pacjenta jest:
eP?

3+3eP +3¢P2 4 4e10P)

P(Bz|A2)=

Dla czwartego (I = 4, j = 3) pacjenta jest:

1
34267 +2eP2 4 40014P2)

P(BJ|A3 )=

Dla szdstego (I = 6, j = 4) pacjenta jest:
eﬂl

2+ 2P + 2P +3P1+P)

P(B,4,)=

Dla siédmego (I =7, j = 5) pacjenta jest:

1
2+ef 26 3B

P(BS|A5)=

Dla dziewiatego (I = 9, j = 6) pacjenta jest:

1
1+eP +e2 +3e(ﬂl+ﬂz) '

P(Bs|A6)=

Dla dziesiatego (I = 10, j = 7) pacjenta jest:

e?

Pl 4 0?2 +3e(ﬂ|+ﬁ2) :

P(B7|A7)=

Dla dwunastego (! = 12, j = 8) pacjenta jest:
eﬂl ,eﬂz
P(BBIA3)= e 4+ ze(ﬂlﬂﬂzj ’
Dla trzynastego (! = 13, j = 9) pacjenta jest:

eﬂz

P(39|A9)=Wy-
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Dla czternastego (/ = 14, j = 10) pacjenta jest:

o Pi+h2)
P(B,o|A, )= Gy L

Funkcja czgsciowej wiarygodnosci L(ff) przyjmuje posta¢ wielomianu wyso-
kiego stopnia, ktorego miejsca zerowe wyznaczono z uzyciem pakietu Statistica
6.0 PL. Otrzymano nastgpujace wartosci wspotczynnikoéw regresji: S, = —0,997
oraz ff,=-2,275.

Oszacowane wartosci parametrow f,, B, pozwalaja wyliczyé, zgodnie ze
wzorem (14) wspolczynniki ryzyka HR dla obu zmiennych objasniajacych. Jesli
X2j = Xa5 oraz jesli x;;=11x,,=0, to HR = 0,36896 i odwrotnie, gdy x;;= 01 x;,= 1,
to HR = 2,710321. Natomiast, gdy x); = x;, oraz jesli xp; = 11 x5, = 0 to HR =
0,102764 oraz analogicznie dla x»; = 0 i xo, = 1 HR = 9,731013. Przypadki, gdy
pacjenci roéznia si¢ migdzy soba obydwoma cechami, przedstawiono w tab. 4.

Tabela 4. Wspélczynniki ryzyka dla przyktadowych pacjentéw

Pacjent Warlos$¢ x; Wartos¢ x, Wartos¢ HR
-t 1 0
Sy 3,5903
s-ty 0 1
j-t 1 1
Iy 0,0379
s-ty 0 0
j-t 0 0
S 26,3742
s-ty 1 1
._l 1
S 0 0,2785
s-ty 1 0

Zrédlo: opracowanie wlasne,

Analiza wspotczynnikéow ryzyka wykazuje, ze przy identycznej wartosci
zmiennej x, zagrozenie wystapieniem zdarzenia niepozadanego jest 2,71-krotnie
wigksze dla pacjenta leczonego metoda B w stosunku do chorego leczonego
metoda A. Ryzyko zgonu jest réwniez 9,73-krotnie wyzsze dla osobnikéw z cho-
robg o zaawansowaniu regionalnym w stosunku do tych o miejscowej lokalizacji
nowotworu, o ile byli leczeni ta sama metoda.

Dalsze analizy o konkretnych przebiegach funkeji przezycia i ryzyka dla
poszczegblnych pacjentéw sa mozliwe po wczesniejszym uzyskaniu i, () i S, (),
zgodnie z (11), (12) i (13). W tym celu catkowity czas obserwacji [0, #;-10) = [0,50)
podzielono na 10 podprzedzialéw zwiazanych z kolejnymi niepowodzeniami.

W kazdym z nich obliczono &(t,), A{t,) i f(t), co zestawiono w tabeli 5.
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Tabela 5. Prawdopodobienstwo f(t ; ), 120 (t j) i funkcje ﬁo (t) dla jednostki wzorcowej

. Prawdopodobienstwo
. Prawdopodobieristwo Co . Bazowa
Przedziat L . zajécia niepowodzenia dla )
przezycia przez jednostke . . . funkcja
czasowy . jednostki wzorcowe;j
wzorcowg przedzialu . ryzyka
w przedziale
[tj-1:8) 5,- }20 (tj ) hy (tj )
[0-2) 0,8203 0,1796 0,0898
[2-5) 0,8013 0,1987 0,0662
(5-10) 0,7558 0,2442 0,0488
[10-15) 0,7057 0,2943 0,0589
[15-20) 0,628 0,372 0,0744
[20-25) 0,3693 0,6307 0,1261
[25-28) 0,0675 0,9325 0,3108
[28-35) 0,0018 0,9981 0,1426
[35-40) 2,8E-06 0,9999 0,1999
[40-50) 0 1 0,1

Zroédlo: opracowanie wiasne.

Wyznaczone w tab. 10 estymatory S,(r) i #,(t) funkcji bazowych stanowia
podstawe do okreslenia funkeji ryzyka h,(f) i przezycia S,(¢) dla pacjentéw scha-
rakteryzowanych przez dowolne zmienne objasniajace zgodnie ze wzorami:

S,((tj)z[_S:(,(j)]up”’l i h(x;t)=f10(t)exp(|3-x). Tak wiec, dla pacjenta leczonego

Tabela 6. Funkcje ryzyka i przezycia dla pacjenta leczonego metoda A

Pacjent leczony metoda A (x;=1)

Choroba
W zaawansowaniu
miejscowym (x; = 1)

Choroba
W zaawansowaniu
regionalnym (x, = 0)

Przedzial Praw@opodob{cnstwo Funkcja Funkcja Funkcja Funkcja
czasowy przezycia przez jednostke przezycia ryzyka przezycia ryzyka
wzorcowa przedzialu

UXED) g, s (1) h(x;1) N0 h(x;1)
[0-2) 0,8204 0,9925 0,0034 0,9295 0,0331
[2-5) 0,8014 0,9842 0,0025 0,8566 0,0244

[5-10) 0,7558 0,9738 0,0018 0,7725 0,018
[10-15) 0,7057 0,961 0,0022 0,6793 0,0217
[15-20) 0,628 0,9442 0,0028 0,5722 0,0274
[20-25) 0,3693 0,9092 0,0048 0,3962 0,0465
[25-28) 0,0675 0,8209 0,0118 0,1465 0,1147
[28-35) 0,0018 0,6466 0,0054 0,0144 0,0526
[35-40) 2,8E-06 0,3986 0,0076 0,0001 0,0738
[40-50) 0 0 0,0038 0 0,0369

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Tabela 7. Funkcje ryzyka i przezycia dla pacjenta leczonego metoda B

Pacjent leczony metoda B (x; = 0)

Choroba Choroba
w zaawansowaniu W zaawansowaniu
miejscowym (x;=1) regionalnym (x, = 0)
Przedziat PraquPOdObl.cnStwo Funkcja Funkcja Funkcja Funkcja
czasowy przezycia przez jednostke przezycia ryzyka przezycia ryzyka
wzorcowg przedzialu
[0t) ¢ s, () h(x;1) 0] h(x;t)
[0-2) 0,82036 0,9798 0,0092 0,82 0,0898
[2-5) 0,8013 0,9578 0,0068 0,6574 0,0662
[5-10) 0,7558 0,9306 0,005 0,4969 0,0488
[10-15) 0,7057 0,8979 0,006 0,3506 0,0588
[15-20) 0,628 0,856 0,0076 0,2202 0,0744
[20-25) 0,3693 0,7727 0,013 0,0813 0,1261
[25-28) 0,06746 0,5857 0,0319 0,0055 0,3108
[28-35) 0,0018 0,3067 0,0146 1,0E-05 0,1426
[35-40) 2,8E-06 0,0827 0,0205 2,9E-11 0,2
[40-50) 0 0 0,01 0 0,1
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Funkcja przezycia
1,0 b— I
09 p——~F—" Zaawdnsowanie miejscowe
--------- -— dnsowanid regicnalrje
0.8 F—]
o "V 1 1 1 T TR
‘s
807
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Q
[=]
2 0.6 [—————-——— |
S
205
[=]
g 0,4
E 0.3
0.2
O ——— o q
0.0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Czas

Rys. 2. Wyniki leczenia metoda B

Zrédto: opracowanie wilasne.
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. Rys. 3. Wyniki leczenia metoda A
Zrédto: opracowanie whasne.

metoda A (x; = 1) bedacego w zaawansowaniu miejscowym (x2 = 1) powyzsze

= xp -3 27
N W TN ( [S } , @ W Zaawan-

s = By (t)e(*’”’) is ()= [SA‘o(t)TXP(_O‘””.

Pacjenta leczonego metoda B (x; = 0) bedacego w zaawansowaniu miejscowym
xp(-0,997)
0= B0,

w zaawansowaniu regionalnym (x; = 0): h, o, Sh(1) i SXI:O‘XZ:O(t)z&(t).

funkcje sa postaci: &, .., = hy(t)e

sowaniu regionalnym (x; = 0): &, ,, A1=lrg=0

(x2 = 1) charakteryzuja funkcje: b, .., = hy(e™®) | S

x=0.x3= I

Doktadne wartosci funkcji przezycia i ryzyka dla poszczegdlnych przypadkéw
zestawiono w tab. 6 i 7 oraz zilustrowano narys. 2 i 3.

Whioski:

1. Obserwuje sie bardzo szybki spadek wartosci funkcji przezycia dla pacjen-
téw w zawansowaniu regionalnym w stosunku do os6b w zaawansowaniu miejsco-
wym.

2. Metoda leczenia B jest skuteczniejsza od metody A.



166

7. Analiza wplywu wybranych czynnikow spoleczno-
-ekonomicznych na wyniki leczenia chorych z rakiem glosni

Analizie poddano 122-osobowa grupe¢ pacjentéw leczonych z powodu miejsco-
wo zaawansowanego raka glosni z wykorzystaniem radioterapii. Oceniano czas
przezycia wolny od niepowodzen leczenia T (ang. Disease’s Free Survival — DFS)
liczony od momentu zakonczenia leczenia do wystapienia wznowy miejscowej.
W trakcie 5-letniej obserwacji odnotowano zajscie 27 zdarzefi niepozadanych,
czyli nawrotow miejscowych choroby. Obserwacje dla pozostalych pacjentow
uznano za cenzurowane. Chorych réznicuja zmienne objasniajace X = (X|, X, ...,
X;) gtéwnie o charakterze demograficznym oraz spoteczno-ekonomicznym, kté-
rych warianty przedstawiono w tab. 8.

Tabela 8. Zmienne objasniajace uzyte do opisu pacjentéw

Nazwa Oznaczenie Warianty Oznaczenie wariantéw
zmiennej zmiennej zmiennej zmiennej
Ple¢ X, kobieta x=0
mezczyzna x; =1
Wiek [lata] X, zmienna ilo$ciowa Xy
- . . ie$ =0
Miejsce zamieszkania X, w1'e s
miasto x3=1
zly x3=0
Dostgp do stuzby zdrowia X4 przecigtny =1
dobry X4=2
Wyksztalcenie Xs wyzsze x=0
pozostali xs=1
tali =0
Aktywno$¢ zawodowa Xs pozos. 2 i
pracujacy Xg=1
. . T =0
Stopien zaawansowania X, ! ll
T2 X7= 1

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Korzystajac ze wzoru (3), mozna wyznaczy¢ funkcj¢ czgsciowej wiarygod-
nosci L(f). Idea utworzenia tej funkcji jest identyczna jak w powyzszych
przykladach. Jest to iloczyn 27 prawdopodobiefistw warunkowych zwiazanych
z niepowodzeniami leczenia poszczegdlnych osobnikéw badanej grupy. Funkcja
czgsciowej wiarygodnosci L(f) przybiera posta¢ wielomianu wysokiego stopnia,
ktorego miejsca zerowe wyznaczono z uzyciem pakietu Statistica 6.0 PL.
Otrzymano nastepujace wartosci wspolczynnikdw regresji: f, = 0,735, f> = 0,034,
B = 0,135, fs = 0,054, s = 1,404, fs = —0,683 oraz f; = 0,987. Nastepnie prze-
prowadzono redukcje zmiennych w modelu, stosujac metodg¢ krokowa wsteczna.
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Jako kryterium wykorzystano statystyke testowa Walda i funkcje czgsciowej
wiarygodnosci. Sposob konstrukeji optymalnego modelu jest szczegétowo opisany
w literaturze [1; 5; 9]. Najlepszy model otrzymano dla nastepujacych zmiennych
objasniajacych: X7, X, Xs. Funkcja h(x,) dla opisywanego modelu ma postaé:

h(x, 1) = ho(f) exp (1,06 X7+1,40 X5+0,04 X,).

Petne wyniki przedstawiono w tab. 9.

Tabela 9. Wyniki estymacji parametréw modelu

Blad $redni Wartosé S -
Zmienna 'Ocena' szacunku exp f statystyki Poziom istotnosct p
wspoélczynnika f wspélezynnika 8 Walda dla statystyki Walda
Xs 1,40 0,748 4,05 3,489 0,062
X, 0,04 0,02 1,04 4,102 0,043
X; 1,06 0,5 2,88 4,486 0,034

Zrédlo: opracowanie wiasne w oparciu o dane kliniczne, z uZyciem programu Statistica.

Oszacowane wartosci parametréw f,, fs i f; pozwalaja wyliczy¢, zgodnie ze
wzorem (14), wspélczynniki ryzyka HR dla wystgpujacych w modelu zmiennych
objasniajacych. Jesli xy; = xp; 1 X5, = x5, oraz jesli x;j= 11 x7,= 0 to HR = 2,88.
Natomiast, gdy xp; = xa5 [ X7;= X35 oraz gdy xs;= 1 i x5, = 0 to HR = 4,05. Dla jed-
nostkowej réznicy w zmiennej wiek: x;; = xp;+1, przy stalych wartosciach pozo-
stalych zmiennych wartos¢ HR wynosi 1,04.

Analiza wspdlczynnikow ryzyka wykazuje, ze ryzyko niepowodzenia leczenia
dla pacjenta w stopniu zaawansowania T, jest 2,88 razy wigksze niz dla pacjenta
w zaawansowaniu T, oczywiscie przy takich samych wartosciach pozostatych
zmiennych. Osobg¢ o wyksztalceniu wyzszym charakteryzuje 4,05 razy wigksze
ryzyko nawrotu choroby w stosunku do osoby z wyksztalceniem podstawowym,
przy jednakowych wartosciach pozostatych cech.

Dalsze analizy o konkretnych przebiegach funkcji przezycia i ryzyka dla po-

szczegdlnych pacjentéw sa mozliwe po wczesniejszym uzyskaniu k() i S,(),
zgodnie z (11), (12) i (13). W tym celu catkowity czas obserwacji [0,t-27) = [0,60)
podzielono na 27 podprzedziatow zwiazanych z kolejnymi niepowodzeniami

~

leczenia. W kazdym z nich obliczono é(tj), hy (tj) i hy(r). Wyznaczone estymatory

S,(t) i h,(t) funkcji bazowych stanowia podstawe do okreslenia funkcji
intensywnosci h.(t) i przezycia S,(f) dla pacjentéw scharakteryzowanych przez
dowolne zmienne objasniajace zgodnie ze wzorami: S‘(tj)z[ﬁo(j)]”pﬂl i
h(x;t) = ﬁo(t)exp(ﬂ-x). Oszacowano wartosci funkcji przezycia i ryzyka dla przy-

ktadowych pacjentéw, co zestawiono w tab. 10. Ponadto dla przyktadowych osob-
nikéw badanej grupy wyznaczono warto$¢ wspotczynnika ryzyka HR przyjmujac
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Tabela 10. Funkcje ryzyka i przezycia dla przyktadowych pacjentow
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) | S(6) | Al,) S(t) | hxmny | Sx(r) | Axo) | Sx(e) [ Aun | Se(r) | AGxD
[0-1) 0,99 |9,1E-05 0,99 0,001 0,99 0,004 | 0,99 0,01 0,97 0,29
[1-2) 0,99 {9,3-05 0,99 {0,001 0,99 0,004 | 098 0,01 0,95 0,29
[2-3) 0,99 |9.4E-05 0,99 |0,001 0,99 0,004 | 0,96 0,01 0,92 0,30
[3-4) 0,99 {9,5E-05 | 0,99 0,001 0,98 0,004 | 0,95 0,01 0,90 0,30
[4-5) 099 [99E-05 | 099 [0,001 0,98 0,004 | 094 0,01 0,87 0,31
[5-6) 0,99 |0,0001 0,99 |0,001 0,97 0,004 | 0,93 0,01 0,85 0,32
[6-7) 0,99 |0,0001 0,99 |0,001 0,97 0,005 | 092 0,01 0,82 0,34
(7-8) 0,99 |0,0001 0,99 |0,001 0,96 0,005 | 0,90 0,01 0,80 0,35
[8-9) 0,99 | 0,0001 0,99 |0,001 0,96 0,005 | 089 0,01 0,77 0,36
[9-10) 0,99 |0,0001 0,99 |0,001 0,95 0,005 | 087 0,01 0,74 0,39
(10-11) | 0,99 |0,0001 0,99 10,001 0,95 0,006 | 086 0,01 0,72 0,40
(11-12) | 0,99 |0,0001 0,99 |0,001 0,94 0,006 | 0,85 0,02 0,69 0,41
(12-13) | 0,99 |0,0001 0,98 |0,001 0,94 0,006 | 0,83 0,02 0,66 0,42
[13-14) | 0,99 |o0,0001 0,98 {0,001 0,93 0,006 | 0,82 0,02 0,64 0,44
[14-15) [ 0,99 |0,0001 0,98 |0,001 0,93 0,006 | 080 0,02 0,61 0,45
[15-16) | 0,99 |0,0001 0,98 |0,0015 0,92 0,006 | 0,79 0,02 0,59 0,45
[16-17) | 0,99 |0,0001 0,98 |0,0015 0,91 0,006 | 077 0,02 0,56 0,46
(17-18) | 0,99 |0,0001 0,98 |0,0016 091 0,006 | 0,76 0,02 0,54 0,46
[18-19) | 0,99 | 0,0001 0,97 |0,0016 0,9 0,007 | 0,74 0,02 0,52 0,47
[19-20) | 0,99 |0,0001 0,97 [0,0016 0,9 0,007 | 0,73 0,02 0,50 0,48
[20-22) | 0,99 |7,9E-05 0,97 |[0,0008 0,89 0,003 0,71 0,01 0,47 0,25
[22-23) | 0,99 {0,0002 0,97 [0,0018 0,88 0,007 | 0,70 0,02 0,45 0,51
[23-25) | 0,99 |8,205 0,97 |0,0009 0,88 0,004 | 0,69 0,01 0,43 0,26
[25-30) { 0,99 |3,5E-05 | 0,97 [0,0004 0,87 0,002 | 067 0,004 | 041 0,11
[30-50) | 0,99 |1,2-05 0,96 | 0,0001 0,86 0,001 0,65 0,001 0,38 0,04
[50-51) | 0,99 |0,0002 0,96 |[0,0027 0.85 0,011 0,63 0,03 0,36 0,78
(51-54) | 0,99 |9,6E-05 0,96 |0,0010 0,84 0,004 | 0,61 0,01 0,33 0,30

Zrédlo: opracowanie wlasne w oparciu o dane kliniczne, przy uzyciu programéw Statistica i Excel.
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jako punkt odniesienia warto$¢ bazowej funkcji ryzyka, tzn. x;; = x5, = x7, = O.
Wyniki zawarto w tab. 11.

Tabela 11. Wspélczynniki ryzyka dla przyktadowych pacjentéw

Pacjent Wartos¢ x, Wartos¢ x5 Wartos¢ x; Warto$¢ HR
j-t 60 0 0
Iy 11,023
s-ty 0 0 0
j-t. 60 1 0
Iy 44,701
s-ty 0 0 0
-t 60 1 1
i/ 129,024
s-ty 0 0 0
-t 80 1 1
Iy 287,149
s-ty 0 0 0

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych klinicznych.

Graficzng ilustracj¢ przebiegu funkcji przezycia dla przykladowych pacjentow
przedstawiono narys. 41i5.
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. Rys. 4. Krzywe przezycia dla pacjentéw z wyksztalceniem wyzszym i innym
Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 5. Krzywe przezycia dla pacjentéw w réznym wieku i réznych stopniach zaawansowania
choroby nowotworowe;j
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Whioski:

1. W badanej grupie pacjentow laczny wpltyw na wyniki leczenia maja naste-
pujace zmienne: wiek, stopien zaawansowania choroby i1 wyksztalcenie.

2. Efekt oddzialywania poszczegélnych zmiennych jest wyrazony przez
wspdtczynniki ryzyka HR osiagajace najwigksza wartos¢ dla wyksztatcenia.

3. Zaobserwowano bardzo szybki spadek przebiegu krzywych przezycia wraz
ze wzrostem wieku i stopnia zaawansowania nowotworu.

8. Analiza wplywu wybranych czynnikéw na wyniki leczenia
chorych z rakiem szyjki macicy

Analizie poddano 107-osobowa grupe pacjentek leczonych operacyjnie z po-
wodu raka szyjki macicy. Oceniano czas przezycia T liczony od momentu operacji
do dnia $mierci. Uwzgledniono tylko zgony spowodowane przez leczona chorobg
nowotworowa. W trakcie 5-letniej obserwacji odnotowano zajscie 23 takich zda-
rzen niepozadanych. Przypadki pozostale uznano jako cenzurowane. Chorych réz-
nicuja zmienne objasniajace X = (Xi, X, ..., Xg) gldwnie o charakterze me-
dycznym, ale takze demograficzne oraz spofeczne. Ich warianty przedstawiono
w tab. 12.
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Tabela 12. Zmienne objasniajace uzyte do opisu pacjentek

. . Oznaczenie Warianty Oznaczenie
Nazwa zmiennej . . . . . . .
Zmiennej zmiennej wariantéw zmiennej
Wiek [lata) X, zmienna ilosciowa X,
- . . wie! X =
Miejsce zamieszkania X, - s 2=0
miasto x,=1
. 7sze x3=0
Wyksztalcenie X; il - :
pozostali x3=1
. sty W ' =
Metoda leczenia X4 - andardowa %=0
inna x3=1
Przerzuty do wezléw X brak xs=0
chlonnych 5 obecne xs=1
. . rak pt =
Histopatologia X, rak p askonablonkowy xs=0
inne xg=1
Stopieni zréznicowania X dobrze zréznicowany x;=0
nowotworu ! niezréznicowany x7=1
- . T1A Xg = 0
Stopien zaawansowania
miejscowego raka Xs 1B %=l
11 xg=2

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Postepujac analogicznie jak w poprzednim przykiadzie, skonstruowano opty-
malny model z nastgpujacymi zmiennymi objasniajacymi: Xs i Xs. Funkcja h(x, 1)
dla opisywanego modelu ma postac:

h(x, 1) = hy(z) exp (0,98 X5+1,02 Xz).

Peine wyniki przedstawiono w tab. 13.

Tabela 13. Wyniki estymacji parametréw modelu

Blad éredni Wartos¢ L .
Zmienna (ﬂOcena ika B szacunku exp B statystyki ;(,)ZI?T lft(l):.nsjcll d!')
wspoiczynnika wspoltczynnika Walda a statystyka Walda
X; 0,98 0,439 2,66 4,99 0,025
X3 1,02 0,386 2,76 6,928 0,008

Zrodlo: opracowanie wiasne w oparciu o dane kliniczne, z uzyciem programu Statistica.

Oszacowane wartosci parametrow fs i fz pozwalaja wyliczy¢, zgodnie ze wzo-
rem (14), wspétezynniki ryzyka HR dla odpowiednich zmiennych objasniajacych.
Jesli xg; = xg; oraz jesli xs;= 11 x5, = 0, to HR = 2,66. Natomiast gdy xs; = x5, oraz
gdy xg; = 2 i xg, = 1, to HR = 2,76. W przypadku cechy x5 oznacza to, ze ryzyko
zajscia zdarzenia niepozadanego jest 2,66 razy wigksze dla chorych z obecnoscia
przerzutow do weztéow chtonnych w stosunku do chorych z wolnymi weztami.
Druga zmienng warunkujaca wyniki leczenia jest stopien zaawansowania nowo-
tworu. Ryzyko $mierci chorej z rakiem w stopniu IB jest 2,76 razy wyzsze niz
pacjentki w stopniu IA, podobnie jak chorej w stopniu II w stosunku do pacjentki



172

w stopniu IB. Najgorzej rokuje chora w stopniu II i z obecnoscia przerzutow do
weztow chlonnych, ma 20,5 raza wigksze ryzyko $mierci w stosunku do chorej w
stopniu IA bez przerzutéw.

Badanie konkretnych przebiegéw funkcji przezycia i ryzyka dla poszczegdl-

nych pacjentéw jest mozliwe po wezesniejszym oszacowaniu h, () i S,(r), zgodnie
z (11), (12) i (13). Wyznaczone estymatory stanowia podstawe do okreslenia
funkcji intensywnosci h,(f) i przezycia S.(t) dla pacjentéw scharakteryzowanych
przez dowolne zmienne objasniajace zgodnie ze wzorami: S,((tj)z[S“o(j)]ml
i h(x;t)=l;0(t)exp(ﬂ-x). Oszacowano wartosci funkcji przezycia dla przykfado-

wych pacjentek celem ilustracji wptywu zmiennych objasniajacych, co przedsta-
wiono narys. 61 7.
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. Rys. 6. Funkcje przezycia dla pacjentek bez przerzutéw do weztéw chionnych
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Na rys. 6 przedstawiono przebieg funkcji przezycia dla chorych bez przerzutow
do wezlow chionnych. Wykres ilustruje negatywny wplyw wyzszego stopnia za-
awansowania na prawdopodobienstwo przezycia. Krzywa dla chorej w stopniu IA
jest rownoznaczna z bazowg funkcja przezycia. Ponizszy wykres zawiera funkcje
przezycia dla pacjentek w réznych stadiach choroby i z obecnosdcia przerzutow
w wezlach. Najmniejsza szans¢ na wyleczenie w dluzszym przedziale czasowym
maja chore w stopniu choroby II.
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. Rys. 7. Funkcje przezycia dla pacjentek z przerzutami do weziéw chlonnych
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Whioski:

1. Wplyw na wyniki leczenia w badanej grupie maja nastgpujace zmienne:
stopien zaawansowania miejscowego choroby i obecnos¢ przerzutéw do weztow
chionnych.

2. Gorzej rokujg pacjentki w wyzszych stopniach zaawansowania miejsco-
wego i z przerzutami, co ilustruja wartosci wspotczynnikow ryzyka HR.

3. Najgorzej rokujaca grupa to chore z II stopniem zaawansowania i z obec-
noscia przerzutéw do wezléw chionnych.

9. Podsumowanie — wnioski koncowe

1. Model Coxa umozliwia wskazanie czynnikéw wplywajacych na ryzyko
wystapienia zdarzenia niepozadanego przez obliczenie wartosci wspotczynnika

ryzyka HR.
2. Pelng informacj¢ o przebiegu funkcji przezycia i ryzyka dla osobnikéw
scharakteryzowanych wektorem cech x = (xy, x, ..., X,,) mozna uzyska¢ po wczes-

niejszym oszacowaniu (np. za pomocg estymatoréw Kalbfleischa—Prentice’a)
funkcji bazowych h,(r) i S,(t).

3. Czynniki demograficzne, spoteczne i ekonomiczne moga mie¢ oprécz cech
o charakterze medycznym wplyw na wyniki leczenia niektérych choréb nowo-
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tworowych. Wykazano wplyw wieku i poziomu wyksztalcenia na rezultaty terapii
chorych z rakiem glosni.
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ESTIMATION OF COX MODEL BASED ON THE RESULTS
OF MALIGNANT TUMOURS THERAPY

Summary

The paper discusses the proportional hazard model by Cox describing the phenomena in which
the unexpected events (e.g. deaths) exist in the disjoint time intervals. Kalbfleische—Prentice esti-
mators have been to conformed such a model variation, which determines the baseline hazard
function Ag(f) and the baseline survivals function Sy(f). In practice it enables to determine the survival
S:(+) and hazard h(x; ¢) functions for the researched units varied with the vector of endo- and
exogenous features. The discussed functions have been estimated on the medical examples that
include patients suffering from malignant tumours. The influence of demographical, social, and eco-
nomic features on the therapy results has been discussed.
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