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1. Wstep

Czgsto interesuje nas odpowiedz na pytanie, jaki rozktad ma badana zmienna
w populacji generalnej. Hipoteza dotyczy badz nieznanego ksztaltu rozktadu, badz
tego, ze rozpatrywana zmienna losowa ma rozktad nalezacy do okreslonej rodziny,
a wiec, ze jej dystrybuanta nalezy do odpowiedniej rodziny dystrybuant. Przy
zastosowaniu testow parametrycznych i metod estymacji najczg¢sciej musimy znaé
ksztalt rozktadu badanej zmiennej. Czasami jednak mamy bardzo mato informacji
o populacji, stawiamy wowczas hipotezg, ze badana zmienna X ma taki a taki
rozklad i na podstawie wylosowanej proby sprawdzamy, czy nalezy te¢ hipotezg
odrzucié, czy tez material empiryczny nie daje podstaw do tego, aby ja odrzuci¢.
Testy takie stanowia ogolniejsza grupe, gdyz dotycza nie poszczegdlnych para-
metréw, lecz calej funkcji rozktadu. Nosza one nazwe testow zgodnosci. Kon-
strukcja testow zgodnosci wymaga wprowadzenia pewnej miary odleglosci roz-
kiadow. Istnieje kilka sposobow okreslania odleglosci migdzy porownywanymi
rozktadami. Najczesciej taka miara jest oparta na poréwnaniu dystrybuant rozktadu
empirycznego F,(x) irozkladu teoretycznego F(x) nast¢pujacej postaci:

8, =sup|F, (x) - F(x)|. (1)

Rozpatruje sie rowniez dwa warianty tej miary:

8, =sup[F, (x) - F(x)] (2)

oraz:

03 =sup[F(x) - F,(x)]. (3
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Poréwnujac z kolei gestos¢ rozktadow, otrzymujemy inng miare:
8, = I[fnoc) ~ f(0)Fdx 4)
lub poréwnujac funkcje prawdopodobienistwa, mamy:
Js =i[})n(-xi)_P(xi)]2, 5)
i=l

a w szczegdlnym przypadku, poréwnujac liczebnos¢ empiryczna n; z liczebnos-

ciami teoretycznymi (np,), otrzymujemy:

66 = 2(7’1‘- - npi)z. (6)
i=1

Ogodlnie mozna zdefiniowa¢ odleglo$¢ migdzy dwoma rozkladami o gestos-
ciach f,(x) oraz f(x):

8 =sup|f, (x) - f(x)

xeA

) 0

gdzie A jest zbiorem, na ktérym sa okreslone funkcje f,(x) oraz f(x).

Zauwazmy, ze wszystkie niemal testy zgodnosci oparte na mutacjach jednej
z wymienionych miar odleglosci.

Przedstawione miary odleglosci nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci
okreslania odchylef miedzy rozkladami.

2. Sformulowanie problemu

Niech X,,..., X, bedzie proba losowa o ciaglym rozkltadzie z dystrybuanta
F(x).Hipoteze o zgodno$ci rozkladu empirycznego z rozkladem teoretycznym
formutujemy w nastgpujacy sposéb.

Niech F oznacza klas¢ dystrybuant zmiennych losowych, F, klase dystry-

buant rozktadu wyktadniczego, a G klasg dystrybuant zmiennych losowych maja-
cych rézny od zera trzeci moment centralny u, i skoficzony czwarty moment

centralny U, , przy czym FnG=0p.
Okreslamy hipoteze H : F(x)e F oraz alternatywna hipotezg H,: F(x)e G,
ze funkcja F(x) nalezy do klasy dystrybuant F lub G. Hipotezy H, lub H,

beda nazwane prostymi, je$li rozklady nalezace do klasy F, F v lub G majg znane



78

parametry rozkladu. W przypadku gdy parametry rozkladéw zmiennych losowych
szacujemy na podstawie proby, wéwczas hipotezy H, oraz H, bgda nazwane hi-
potezami zfozonymi. Zgodnie z ogélnie przyj¢ta symbolika, wskaznik w nawiasie
oznacza numer odpowiedniego elementu w probie uporzadkowanej w ciag nie
malejacy obserwacji x;y < x5 ... S X,,y.

Testy zgodnosci, w zalezno$ci od konstrukcji funkceji testowych (sprawdzianu
testu), mozemy podzieli¢ na 4 klasy:

A — testy oparte na porownaniu gestosci,

B - testy oparte na poréwnaniu dystrybuant,

C - testy oparte na momentach,

D - testy oparte na statystykach pozycyjnych.

Do pierwszej klasy zaliczamy test zgodnosci x* Pearsona oraz test Davida—

—-Hellwiga. Do klasy B naleza wszystkie testy oparte na statystykach Kotmogo-
rowa—-Smirnowa lub ich funkcjach. Testy nalezace do klas C oraz D weryfikuja
hipotezy o normalnosci.

3. Testy statystyczne

Przypusémy, ze x,, ..., x,, jest uporzadkowana préba n niezaleznych obser-
wacji wylosowanych z populacji o dystrybuancie F(x) i ze chcemy testowac hi-
poteze H,: F(x)= F(x,0), gdzie F(x,0) jest wyspecyfikowana dystrybuanta cia-
gla zalezna od wektora 0=(8,, ..., 6,) p nieznanych parametréw. Durbin [6] wyka-
zal, ze jezeli proba pochodzi z populacji o dystrybuancie:

F(x)=1-exp(-6x), x>0, (8)

przy czym 6 nie jest znane, to weryfikujac H,:F(x)e F,=1-exp(6x) nalezy
skorzystaé z testu Kotmogorowa-Smirnowa, ktérego sprawdziany sa nastgpujace:

1<ign 2n wm’

D+=max 21_1_2(,-) +L,
1<isnl 2p 2n

D =max{D*,D},

(10)

gdzie:
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Hipotez¢ H, odrzucamy, gdy zachodzi jedna z nierdwnosci JnD> \/;Da lub

JnD* >nD;, gdzie YnD,,nD}, odczytane sa z tab. 1 dla wybranego pozio-
mu istotno$ci & oraz n.

Tabela 1. Ocena kwantyli statystyki Dy

Poziom istotnosci o
Statystyka
0,15 0,10 0,05 0,025 0,01
D} 0,926 0,990 1,094 1,190 1,308

Zrodlo: [5] na podstawie [9].

Stephens [10] zaproponowat modyfikacje¢ sprawdzianow testu Kotmogorowa-
-Smirnowa dla testowania hipotezy H, ze rozklad jest wykiadniczy o nieznanym

parametrze 6.Zmodyfikowana postac jest nast¢pujaca:

D" (D——IJZ+026+?/§) (11)

przy czym:
D =max(D*, D7).

Hipotez¢ H, odrzucamy, jesli dla wybranego poziomu istotnosci & zachodzi
nieréwno$¢ D" > D,;, przy czym D, odczytujemy z tab. 1. Przyblizona posta¢ sta-

tystyki D" (por. (11)) catkowicie wystarcza do celéw praktycznych, a do analiz
teoretycznych dotyczacych mocy testow nalezy postuzyé si¢ dokladnymi kwanty-
lami. Problemy wiasnosci testow wykladniczych sg obecnie analizowane. W artykule
tym zostana przedstawione pewne testy tej klasy, ktére maja dobre wiasnosci.
Najbardziej znanym testem opartym na dystrybuancie empirycznej weryfikacji
hipotezy o wykladniczosci rozkladu sa testy Kolmogorowa-Smirnowa i Cra-
mera—von Misesa, ktorych statystyki wyrazaja si¢ odpowiednio wzorami (por. [3]):

KS, =sup| F,(x)—(1-exp(-x)) |= max{max[i—z(j):| max[z(j)—j—]} (12)
n

%20 1< j< i< <

w! =J.:(1‘",,(x)-(1—exp(—x)))2 exp(—x)dx—— 21( Y 1] . (13)
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Inng ciekawa propozycja testu wykladniczosci zasugerowali Baringhaus i
Henze [1]. Zgodnie z zalozeniem 0 < u <oo, rozklad X jest wykladniczy wtedy

i tylko wtedy, gdy E(X —t| X >t)=u dla kazdego ¢ > 0. Poniewaz ten warunek
jest réwnoznaczny z E[min(X,t)]= - F(¢) dla kazdego ¢ > 0, to statystyka Kol-
mogorowa-Smirnova oraz Cramera-von Misesa przyjmuje odpowiednio postac:

KS, =/nsup = /n max(KS!, KSy), (14)

20

lZmin(Yj,t)—%ZI{Yj <1}
=l

n’o

gdzie

1 JY_J
KS: = ) m‘%_l[;(y(l)+...+y(j)+y(j+,))(1——';]—;:|,

j=0,L..n-\ n n

- Jj 1 j
KS, = max I:———(y(l)+...+ y(j)+y(j+”)(l_ﬁﬂ'
oraz statystyke Cramera—-von Misesa

2
. - 1 n . l n
M, =nJ.0 [;jz:}mm(Yj,t)—;jZ}I{Yj St}] exp(—t)dt =

(15)
[2 =3¢ ™ _omn(Y, Y )€ + ey +2e7 427 ] .

Odrzucamy hipotezg Hy dla duzych wartosci K_S,I oraz CM,. Asymptotyczne

rozklady zerowe KS, oraz CM, sa takie same jak graniczne rozktady klasycz-

nych statystyk Kolmogorowa-Smirnova i Cramera—von Misesa w przypadku testo-
wania jednorodnosci na jednostkowym przedziale.

4. Badanie mocy testow

Wyniki badania Monte Carlo zostaly przeprowadzone w celu oceny mocy oma-
wianych testow. Empiryczne wartosci krytyczne o wielkosci a dla rozwazanych
testéw otrzymano z 50 000 replikacji. Z tymi warto$ciami krytycznymi dokonano
symulacji mocy tych testow na probie o liczebnosci n = 20 i n = 50 z takich
rozktadow, jak:

o rozklad Weibulla o gestosci &°~'exp(—x°®), oznaczony przez W (),
le—l

o rozktad Gamma o ggstosci I'(6)” exp(—x), oznaczony przez I (9),
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« rozklad lognormalny LN(8) o gestosci (0x™")(2m)™? exp(-log x)* /(26%),

« rozktad poinormalny HN o gestosci (2/m) ™2 exp(—x*/2),

« rozkiad jednostajny U o gestosci 1,0< x <1,

« zmodyfikowana warto$¢ ekstremalna EV (@), o dystrybuancie 1-exp(8~'(1—e?)),
« Rozklad wskaznika awaryjnosci LF(0) o gestosci (1+6x)exp(—x—6x>/2),

¢ Rozklad Dhillona [4] DL(@) o dystrybuancie 1—exp(—(log(x + )%,

o Rozkiad Chena [2] CH(8) o dystrybuancie 1-exp(2(1- e ).

5. Whnioski i uwagi koncowe

1. Dla n =20 najmocniejszymi testami sposréd rozwazanych testow z tab. 2 sa
testy oparte na KS,,CM,,S,,w>, KS,. Wniosek ten jest prawdziwy dla n = 20,

z wyjatkiem testu opartego na ES‘:, ktory jest mniej korzystny i zastgpowany jest
klasycznym testem Cramera—von Misesa.

Tablica 2. Empiryczna moc niektérych testéw wykladniczosci dla n =20; n =50, @ = 0,05
i rozkladéw alternatywnych

n=20 n=350
Rozktady alternatywne — — —

kS | cm | o | ks | KS | M | @® | kS
W (0,8) 14 22 20 17 35 46 44 38
W (1,4) 35 35 34 28 71 77 75 64
r04) 62 75 76 71 97 99 99 98
I (1,0) 5 5 5 5 5 5 5 5
Ir (2,0 46 47 47 40 86 90 90 83
LN (0,8) 28 27 33 30 62 60 76 71
LN (1,5) 55 66 62 58 92 95 94 91
HN 24 22 21 18 50 53 48 39
U 72 70 66 52 99 99 98 93
CH (0,5) 47 61 61 56 90 94 95 92
CH (1,0) 18 16 14 13 36 37 32 26
CH (1,5) 79 83 79 67 * * * 98
LF (2,0) 32 30 28 24 65 69 64 53
LF (4,0) 44 43 41 34 82 87 83 72
EV(0,5) 18 16 14 13 36 37 32 26
EV(1,5) 48 47 43 35 88 90 86 75
DL (1,0) 22 21 23 20 43 44 52 46
DL (1,5) 62 63 65 56 96 97 98 95

Zrodto: opracowanie wlasne na podstawie [7].
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2. Dla n = 50 roznice mocy sa mniej wyrazne i z wyjatkiem nieco mniej
mocniejszego klasycznego testu Cramera—von Misesa, wszystkie te testy zacho-
wuja si¢ podobnie.

Literatura przedmiotu dotyczaca nowych i klasycznych testéw wykladniczosci
ciagle si¢ rozwija. Wynika to z jednej strony z potrzeby weryfikacji zalozenia
wykladniczosci oraz szerszego wykorzystania w wielu modelowych sytuacjach
testowania zycia i niezawodnosci, a z drugiej strony — z precyzji wnioskowania
statystycznego. Autor zamierza kontynuowaé badania w tym zakresie, ktére po-
zwola, jak si¢ wydaje, z grupy kilkudziesigciu testow wybrac kilka, ktore zapewnia
»najlepsze” wnioskowanie statystyczne.
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THE GOODNESS OF FIT TESTS FOR KOLMOGOROV-SMIRNOV
EXPONENTIAL DISTRIBUTIONS

Summary

The paper presents tests verifying hypothesis stating that the population distribution is
exponential. We will limit ourselves to the presentation of a couple of tests based on the Kolmo-
gorov—Smirmov and Cramer-von Misses statistics. The tests’ power is presented for a few alternative
distributions for n = 20 and n = 50.

In the light of the results presented the Cramer—von Misses test generally turns out to be more
powerful.
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