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1. Procesy Markowa

Rozklady fazowe (phase-type distributions) sa zwiazane z jednorodnymi proce-
sami Markowa o skonczonej liczbie standw. Rozklady te maja pozyteczna interpre-
tacje probabilistyczna i sa wygodne w obliczeniach numerycznych. Ponadto
dowolny rozktad na R , mozna aproksymowaé rozktadami fazowymi. W artykule

zostang podane oznaczenia i wlasno$ci procesow Markowa potrzebne do zdefinio-
wania tych rozktadow.
Niech {X(¢),z>0} bedzie jednorodnym procesem Markowa o skonczonej

przestrzeni stanéw E'={0,1,2,...,/}. Niech p,-j(h) = Pr(X(t +h)= le(t) = i),
i, j € E' oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i do stanu j w czasie o
dugosci h. Niech a; = Pr(X(0) = i), i € E'. Rozkiad poczatkowy bedziemy ozna-
cza¢ przez wektor o' :[ao ay ... a,]. Jednorodny proces Markowa X(r) jest
jednoznacznie okreslony przez rozklad poczatkowy o' i macierz przejscia
P(h):[p,-j(h)]. Zamiast macierzy P(h) mozna poda¢ operator infinitezymalny

(macierz intensywnosci) Q = [qij], gdzie

N OR

q.. =
R

d
=42 5 (h
dhp”( )h——O

oraz

1, dlai=j,

o, diai= .



218

Dla procesu Markowa o skoficzonej liczbie stanéw intensywnosci przejscia g
istnieja i sg skoficzone. Gdy i = j, wowczas zachodzi zwiazek

) > pyi(h)

. — Py L

g =- llm+ _ = 11m+ = = —Zqij .
h—>0t  h h—0*  h i

Wlasnosci macierzy intensywnoséci Q:

1) g;20dlai=}j,

2) 9;<0,

3) QeT = OT, tzn. wiersze sumuja si¢ do zera,

gdziee=[11 ... 1Joraz0=[0 0 ... 0].

Niech I bedzie macierza jednostkowa, P'(h) — macierza pochodnych funkcji
przejscia,

P'(h)=| L py )|

hQ

oraz e - — macierzg funkcji wyktadniczych
2 3
" = I+@+—(hQ) +—(hQ) +...
1! 2! 3!

Po rozwiazaniu retrospektywnych rownan Kotmogorowa P'(4) = QP(4) z warun-
kami poczatkowymi P(0)=1 albo prospektywnych réwnan Kotmogorowa

P'(h) =P(h)Q z warunkami poczatkowymi P(0) = I otrzymujemy P(%) = Q.
Niech 8, 8y, ..., 9; beda wartosciami wiasnymi macierzy Q. Jezeli wartosci

7 . . n .
wlasne sa rozne, to reprezentacja spektralna macierzy Q" ma postac:

-y o, (1)
i=1
gdzie @, jest prawym wektorem wiasnym odpowiadajacym wartosci wiasnej 6,,
tzn. Q@' = 0D, zas ¥, jest lewym wektorem wiasnym odpowiadajacym war-
tosci wlasnej 6;, tzn. ¥;Q = 6,'¥;.
Korzystajac z reprezentacji spektralnej (1) dla Q", macierz funkcji wykfadni-

czych P(h) = " mozna przedstawié w prostszej postaci:

!
P =Y "0y,
i=0
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Je$li mamy rozktad poczatkowy i macierz intensywnosci, to mozemy podaé
konstrukcje jednorodnego procesu Markowa ze skonczong przestrzenia standw
(zob. [3].

2. Rozklad czasu absorpcji
Zatézmy, ze stan 0 jest stanem pochtaniajacym dla procesu X (r) oraz zaden

z pozostalych standw i e £ ={1,2,...,{} nie jest stanem pochlaniajacym. Poniewaz

po;(m=0dla j=1,2,,1, g9, = py;(0*) =0. Zatem

{
900 = =2 905 =0-
=

Woéwcezas macierz intensywnosci mozna przedstawic nastgpujaco:
0 0 0 ... 0

d10 911 912 --- u
Q=|92 921 922 --- 921 |- (2)

-

40 9n 49n --- 91 |

Macierz Q bedziemy zapisywaé w nieco innej postaci, wygodniejszej w dalszych
rozwazaniach. Oznaczmy b; =q;9, by =gy dla i,j=1,2,...,] oraz wektor

b= [bl by ... b,], natomiast macierz B = [b,-j]. Wowczas
[0 0 0 ... 0]
by byy by ... b

1 “11 “12 l 0 0

=|by by byy ... by |= , 3
Q 221 %2 ?1 LTB} (3)

LBy by by - by

gdzie b’ =-Be' oraz e=[11... 1]. Rowniez rozklad poczatkowy a' procesu
X (¢) bedziemy przedstawia¢ w nastgpujacy sposob:

o' =[ay a; ay ... q]=[aq al. 4)
a

Ze wzorow (3) i (4) wynika, ze proces X(t) jest okreslony przez podanie wektora
o i macierzy B.
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Czas osiagnigcia stanu pochfaniajacego 0 przez proces X (¢) nazywamy czasem
absorbc;ji albo czasem pochlonigcia i oznaczamy przez 7, czyli

n=inf{r>0: X(r)=0}.

Gdyby macierz B byfa macierza intensywnosci, wowczas czas pochlonigcia 7 byt-
by nieskoniczony z prawdopodobienstwem 1, poniewaz proces X (¢) nigdy nie osiag-
natby stanu pochlaniajacego 0, startujac ze stanu nalezacego do E ={1,2,...,/}.
Z tego powodu bedziemy zakladaé, ze macierz B jest macierzg podintensywnosci,

]
tzn. b; 20 dlai=#j, b; <0, Zbij <0, gdzie przynajmniej dla jednego stanu i € E
j=1

/
zachodzi Zbij < 0. Konsekwencja tego jest, ze wektor b ma wspoétrzedne nieujem-
j=1

ne i co najmniej jedng wspéirzedna dodatnia.
Definicja

Rozktad zmiennej losowej 7 nazywa si¢ rozktadem fazowym, charakteryzowa-
nym przez dwa parametry (o, B). Oznaczamy go przez PH(a, B).
Twierdzenie 1

Dla kazdego ¢t >0 rozklad fazowy PH(o,B) czasu absorpcji 177 wyraza sig
wzorem

1- F(t)=Pr(n>1) = oe'Be . (5)
Poniewaz
Pr(7 = 0) = Pr(inf{s > 0: X(¢) = 0} = 0) = Pr(X (0) = 0) = ¢,

dystrybuanta F(t) ma skok w ¢t =0 wielkosci a(. Réwniez nalezy zaznaczy¢, ze
z dodatnim prawdopodobienstwem proces X (¢) moze nigdy nie osiagnaé stanu
pochlaniajacego 0. Twierdzenie 2 podaje warunek konieczny i dostateczny na
skonczonos¢ czasu absorbgji 7.
Twierdzenie 2

Czas absorbcji 7 jest skonczony z prawdopodobienstwem 1, dla kazdego
rozkladu a (by¢ moze utomnego, tzn. a; + a5 +... + a; <1) wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz podintensywnosci B jest nieosobliwa.
Twierdzenie 3

Niech B bedzie nieosobliwa macierza podintensywnosci oraz o =0. Jezeli
czas absorbcji 7 ma dystrybuante F typu fazowego PH(a, B), to F jest ciagla oraz
a) gestosc jest postaci:

F'(t)=f()=0eBbT,
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b) transformata Laplace’a ggstosci jest postaci:
I(s)=a(sI-B) 1",
c) n-ty momenty zwykly jest skonczony oraz

m, =(-1)”n!(aB‘"eT), nxl.

Przyklad 1

Jezeli przestrzen stanéw E' = {0, 1}, rozklad poczatkowy o’ =(0,1) oraz B ma
wymiar 1x1, B=[-A4], gdzie A4 >0, to rozklad fazowy PH(a,B) jest rozkladem
wykladniczym z parametrem A.

Przyktad 2
Jezelil21,a=[10 0 ... 0] oraz
(-4, 0 0 ..0 0]
0 -4, 0 ...0 O
0 0 |,

B=| 0 0 -4y ..

0 0 0 ..0-4

to rozklad fazowy PH(a,B) jest rozkladem Erlanga z parametrem A>0 i /
stopniami swobody. Gestos¢ tego rozktadu dla ¢ > 0 jest postaci:

A’z’*'e"“
{-n
Rozktad Erlanga jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu gamma.
Przyklad 3
Niech /21, az[al ay ... a,] bedzie niezdegenerowanym rozktadem na
zbiorze {1,2,...,1}, tzn. istnieje «; takie, ze 0 < a; <1 oraz
(-4, 0 0 ...0 0]
0 -4, 0 ..0 O
B={ 0 0 -23..0 0

f=

[0 0 0 ...0-4]

gdzie 4; >0 dlai=1,2,...,/. Wowczas rozkiad fazowy PH(c,B) jest mieszanka
rozkladow wykladniczych, tzn. jego gestosé jest postaci
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/
f()= Zaklke—l"t .

k=1

Dyskretne rozktady fazowe okresla si¢ analogicznie. Zamiast jednorodnego
procesu Markowa rozwaza si¢ jednorodny fancuch Markowa (zob. [2]).

3. Operacje na rozkladach fazowych

Przestrzen stanow E' procesu X(¢) bedziemy zapisywaé w postaci sumy
E'={0}UE, gdzie E={1,2,...,1}. W tym rozdziale wygodnie bedzie zaznaczy¢
w oznaczeniu rozkladu fazowego rowniez zbior stanow niepochianiajacych £
procesu X(t), czyli zamiast PH(o,B) bgdziemy stosowaé zapis PH(o.,B, E).
Réwniez zakladamy, ze wszystkie wystepujace macierze podintensywnosci sa

nieosobliwe. Rozwazmy dwa rozklady fazowe PH(a(i),B,-,E,-), i=1,2, gdzie
E ={1,2,...04}, E ={lj+1,; +2,....,5y + I, }. Wspotrzedna pB; wektora P be-

dziemy oznacza¢ przez (f3);.
Twierdzenie 4

Splot rozktadow fazowych PH(a(l),Bl, El) i PH(a(Z),Bz, E2) jest rozkla-
dem fazowym PH(a,B, E), gdzie E = E; U E,,
(a(l))', gdyi ek,

(a);=a; = (a’(l)io(a(Z))-’ gdy i € E5,
il

T (2
5_|Bi bfa? ,
0 B,

oraz

gdzie b{ = —BkeT dlak=12.
Twierdzenie 4 mozna uogdIni¢ na splot skonczonej liczby rozktadéw fazowych.
Twierdzenie 5

Splot n rozkladéw fazowych PH(a'", By, E;), PH(a®,B,,E,), ...

PH(CX.(n) B, En) jest rozktadem fazowym PH(a, B, E) , gdzie

n
E=\JE,
i=1
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—

a“)) , gdyiek,

i

=

—l(a'(j))o(a(k))_, gdyieEy, k=2,3,....,n
1 1

(a); =

J
oraz

B, bja® 0 0
0 B, bia® . 0
0o 0 0 ..bl,a®

0 B,

Twierdzenie 6
Niech 0< p <1. Mieszanka dwoch rozktadow fazowych

pPH(a'" By, £y)+ (1- p)PH(a®), B,, £, )
jest rozktadem fazowym PH(a, B, E), gdzie E=E| U E,,

p(a“)), gdyi ek,
(1- p)(a(z)), gdyiek,

B, 0
B = .
0 B,

Twierdzenie 6 mozna uogdlni¢ na n > 2 mieszanek rozkltadéw fazowych.
Twierdzenie 7

Niech p;, py, .., p, bedzie rozkladem prawdopodobienstwa. Woéwczas
mieszanka » rozktadéw fazowych

(a); =

oraz

ikaH(a(k),Bk,Ek)
k=1

ma rozkfad fazowy PH(a,B,FE), gdzie E=E;UE,U...E,, (a), =pk(a(k))_

1
dlaieE,, k=1,2,...,n oraz
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B, 0 .. 0
0 B,.. 0
0 0 ..B

Twierdzenie 8

Niech zmienne losowe X, X5, ... beda niezalezne o jednakowym rozkladzie
fazowym PH(a,B), a zmienna losowa K ma rozklad geometryczny
) =Pr(K=k)=pk(1—p), k=1,2,... Jezeli K, X;, X,, ... sa niezlezne, to
zmienna losowa Y = X; + X, +...+ X ma rozklad fazowy PH(pa,B+pr0L),
gdzie bT =-Be'.

Twierdzenie 9
Niech nieujemna zmienna losowa X ma dystrybuant¢ F(x) oraz wartos¢ oczeki-

wana u Niech F°(¢) bedzie dystrybuanta okreslona wzorem
t
F5(t) = ij(l — F(x))dx.
# 0

Jezeli F jest dystrybuanta rozkladu fazowego PH(a,B), przy czym
(@) +(a)y +...+(a); =1, to F*® jest dystrybuanta rozkladu fazowego
PH(as, B), gdzie o® = —,u_laB_l.
Twierdzenie 10
Rodzina rozkadow fazowych jest gesta w zbiorze wszystkich rozktadéw na
R,, tzn. dla kazdej dystrybuanty F zmiennej losowej nieujemnej, istnieje ciag
dystrybuant F, rozkladéw fazowych takich, ze
lim F,(x)= F(x)
n—oo
w kazdym punkcie ciaglosci dystrybuanty F.
Z twierdzenia 10 wynika, ze rozklady na R, mozna aproksymowaé rozkiada-
mi fazowymi.
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4. Zastosowania w ubezpieczeniach

4.1. Proces nadwyzki finansowej

Rozklady fazowe wykorzystuje si¢ w ubezpieczeniach przede wszystkim do
wyznaczenia prawdopodobienstwa ruiny. Wprowadzimy teraz opis modelu
ubezpieczen, w ktérym bedziemy rozwazac ten problem.

Niech {N(t),tZO} oznacza liczbe¢ wyptat w portfelu w okresie (0, f] oraz
niech 0=T,<T; <7, <... oznaczaja momenty zgloszen wyplat generowanych
przez proces { N(¢),t > 0}. Zakiadamy, ze Pr(N(0) = 0) =1. Niech X|, X, ... beda
wielkosciami kolejnych wyplat w portfelu w rozwazanym okresie. Zaktadamy, ze
1. Proces stochastyczny { N(t), t 2 0} jest procesem punktowym.

2. Wielkosci kolejnych vsyplat X, X,, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi

o jednakowej dystrybuancie F ), sredniej x i wariancji ol
3. Liczba wyptat N(¢) oraz wielkosci wyplat X, X, ... sa niezalezne.

Calkowita wyptate w portfelu w okresie (0, ¢] okreslamy nastepujaco:

S(t)=;\’l+X2 +"‘+XN(t) (6)

oraz S(t) =0, gdy N(t)=0. Wzdr (6) opisuje model ryzyka kolektywnego.
Zmienng losowa S(f) nazywa si¢ zmienna losowa zlozona, a jej rozkiad --
rozkladem zlozonym, okreslonym przez par¢ rozktadéw ({ b F X)’ gdzie
Dy = Pr(N )= k). Najczesciej stosowanym procesem punktowym N(¢) jest pro-
ces Poissona z intensywnoscia A. W tym przypadku rozktad zmiennej S(¢) nazywa
si¢ zfozonym rozktadem Poissona i oznacza si¢ go przez CP(A, Fy).
Definicja
Niech ¢ > 0. Dla u > 0 i wszystkich ¢ > 0 proces okre$lony wzorem
U()=u+ct-8()

nazywamy procesem nadwyzki finansowej albo procesem ryzyka.

Interpretacja:

e ¢ jest intensywnoscia naptywu skiadki tak, ze ct jest osiagnigtym dochodem ze
sktadki do chwili ¢,

e u jest kapitalem poczatkowym,

. {U (1), = 0} jest generowany przez proces liczby wypfat, intensywno$¢ skiadki
i kapitat poczatkowy.
Model nadwyzki finansowej opisany powyzej jest bardzo prostym i wyideali-

zowanym modelem, aby zachowa¢ prostot¢ matematyczna. Nie powinien on by¢

postrzegany jako absolutnie realistyczny model, raczej jako wazna informacja o ry-



226

N(OA

T L B T t
S(’))}
X.
Xa//uﬂt
|

X y——t— . >
T B B n t

UOA u+ct
XIJ X . -
i L__ B T ~

X3 X4

Rys. 1. Procesy generowane przez N(¢)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

zyku finansowym zwiazanym z portfelem. Te informacje sa niezwykle przydatne
w diugoterminowym planowaniu i dla zachowania wyplacalnosci ubezpieczyciela.
Realistyczny model nadwyzki finansowej ubezpieczyciela musi uwzgledniaé¢ do-
chod z inwestycji, koszty i inne pozycje wplywajace na przeptyw gotéwki w firmie
ubezpieczeniowej. Prawdopodobienstwo przetrwania firmy ubezpieczeniowej moz-
na okresli¢ przez prawdopodobiefistwo ruiny.

Niech

T=inf{r>0:U(r) < 0}. @)

Jezeli T =, to U(¢) >0 dla ¢t > 0. Zmienna losowa T oznacza moment ruiny.
Na rysunku 1 moment ruiny 7 = 7,. W przypadku czasu ciagtego prawdopodo-
biefistwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasowym okreslane jest przez

w(u) = Pr(T < 0|U(0) = u) = Pr(U(r) < 0 dla pewnego > 0[U(0) = u),
w horyzoncie czasowym skonczonym za$ przez
w(u, )= Pr(T < 7|U(0) = u) = Pr(U(¢) < 0 dla pewnego ¢ < 7|U(0) = u).
Oczywiscie,
w(u)= lim y(u, 7).
T—o®©

Czasami wygodnie jest rozwazaé funkcj¢ przezycia @(u) =1- y(u).
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Prawdopodobienistwo ruiny begdzie rozpatrywane przy nastgpujacych zaloze-
niach.

Zalozenie 1: Proces N(¢) jest jednorodnym procesem Poissona z parametrem A.
Zalozenie 2: Szybkos¢ naptywu skiadki ¢ > Ay, gdzie u= EX;.
Gdy ¢ < Ay, to

EU(W)=u-+ct—ctAu=u+t(c—Au)<0

dla dostatecznie duzego ¢. Zatem z prawdopodobienstwem 1 ruina nastapi w skon-
czonym czasie. Zatozenie 2 mozna zapisa¢ nastepujaco: ¢ = (1 + 8)Au, gdzie 6>0.
Parametr & nazywany jest wzglednym wspéiczynnikiem bezpieczenistwa albo
wspotczynnikiem narzutu i:a bezpieczenstwo.

4.2. Maksymalna zagregowana wyplata

Niech S(¢) ma zlozony rozklad Poissona CP(4, Fy) oraz szybkos¢ naptywu
skiadki jest stata w jednostce czasu i wynosi ¢ = (1 + 8)Au. Okreslimy maksymalng
zagregowana wyplate L w nastgpujacy sposob:

L = max(S(t) - ct). 8)
120

Zmienna losowa L jest nieujemna 2z prawdopodobienstwem 1, poniewaz
S(t)—-ct=0dlar=0.

Podany zostanie zwiazek migdzy rozkladem zmiennej losowej L a prawdopo-
dobienstwem ruiny. Najnizszy poziom procesu U(¢) begdzie rowny u— L, gdzie u
jest kapitalem poczatkowym. Jezeli u — L > 0, to ruiny nie bedzie. Zatem

1-w(u)=(u)=Pr(L<u), u>0. 9)
W szczeg6lnosci
1-w(0) = Pr(L <0) = Pr(L = 0) = Pr(S(¢) < ct dla kazdego ¢ < 0).

Poniewaz y(0) = 1/(1-+6) jest z przedziatu (0,1), zmienna losowa L ma atom
w zerze. Rozklad zmiennej losowej L znajdziemy, wykorzystujac stacjonarno$¢ i
niezalezno$¢ przyrostow procesu S(f) spowodowane niezaleznos$cia i stacjonarno-
$cia przyrostow procesu Poissona N(¢). Jezeli proces U(t) startuje z kapitatu po-
czatkowego u, to prawdopodobienstwo, ze U(¢) spadnie ponizej poziomu u, bedzie
takie samo, jak prawdopdobienstwo, ze U(t) spadnie ponizej zera, gdy startuje
z zerowego kapitatu poczatkowego i to prawdopodobienstwo wynosi w(t). Wyni-
ka to ze stacjonarnosci i niezaleznosci przyrostow procesu U(¢). Niech zmienna
losowa L; oznacza wielko$¢, o jaka spadnie po raz pierwszy proces U(t) ponizej
kapitatu poczatkowego .
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Twierdzenie 11
Jezeli sa spelnione zatozenia 1 i 2, to dystrybuanta zmiennej losowej L; wyraza
sie wzorem:

¥y
Fr, (0= [(1- F (x))ax (10)
0
zas jej gestos¢ wzorem:
1-F
11, <y>=%, (1)

dla y >0, gdzie Fy(x) jest dystrybuanta wielkosci wyplaty X;. Dowod tego twier-
dzenia mozna znalezé w [1].

0 i B n I 5 t
Rys. 2. Maksymalna zagregowana wyplata

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Jezeli proces U(¢) po raz pierwszy spadnie ponizej wartosci poczatkowej u
o wielkos¢ y, to natychmiast po spadku proces U(t) ma wartos¢ u -y, po czym
zaczyna rosngé. Wartos¢ u-—y nazywamy pierwsza wartosciag rekordowa.
Na rysunku 2 pierwsza warto$cia rekordowa jest U(Ty)=u— L;. Jezeli u—y >0,
to prawdopodobienstwo ruiny wynosi y(u—y). Wynika to ze stacjonarnosci i
niezalezno$ci procesu U(t). Jezeli u—y <0, to ruina zdarzy si¢ w momencie
pierwszego spadku ponizej u. Z powodu braku pamigci procesu Poissona proces
N(¢) startuje od nowa po kazdym spadku. Jezeli u— y > 0, to pradopodobienstwo
pierwszego spadku procesu U(t) ponizej u—y wynosi y(0), a wielkos¢ spadku
L, jest niezalezna od L; i ma gestos¢ jak L. Warto$¢ u — y — L, nazywa si¢ druga
wartoscig rekordowa. Na rysunku 2 jest to U (T4) =u—-L; - L,. Kontynuujac to
rozumowanie otrzymujemy ciag zmiennych losowych niezaleznych L, L,, ... o
jednakowym rozkladzie danym wzorem (10).
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Jezeli K oznacza catkowita liczbg wartosci rekordowych, to jej rozklad jest
geometryczny i wyraza si¢ wzorem:

Pr(K = k) = (w(0))* (1 - w(0)), (12)

dlak=0,1,2,...

Zdarzenie {K = 0} zajdzie wtedy, gdy proces U(¢) nigdy nie spadnie ponizej u,
a to zachodzi z prawdopodobienstwem 1 -y (0). Zdarzenie {K =1} zajdzie wtedy,
gdy proces U(¢) spadnie tylko jeden raz ponizej u, osiagajac pierwsza wartosé
drabinowa réwna u — L; i nigdy wigcej U(f) nie osiagnie wartosci mniejszej od
u— L. Prawdopodobiefistwo tego wynosi y(0)(1-y(0)). Jezeli K =2, to U(r)
osiaga tylko dwie wartosci drabinowe. Pierwsza warto$¢ drabinowa osiaga z
prawdopodobienstwem (0), druga wartos¢ drabinowa osiaga z takim samym
prawdopodobienstwem co pierwsza, a prawdopodobienstwo tego, ze juz jej nigdy
wigcej nie osiagnie, wynosi 1— y(0). Jesli skorzystamy z niezaleznosci i stacjonar-
nosci przyrostéw procesu U(t), to otrzymujemy:

Pr(K =2) = (w(0))* (1 - w(0).

Analogicznie mozna uzasadni¢ wzér (12) dla dowolnych k.
Maksymalna zagregowana wyplate L mozna przedstawi¢ w nastepujacy spo-
sob:
L=Li+L)+...+ Lg,
jesli K>0 oraz L=0, jesli K=0. Zmienne losowe L;, L,, ... sa niezalezne o
jednakowym rozkfadzie oraz sa niezalezne od K. Zatem rozklad zmiennej losowe;j

L jest zlozonym rozkladem geometrycznym okreslonym przez par¢ rozkltadéw
py =Pr(K=k) oraz Fp . Po skorzystaniu ze wzoru na prawdopodobienstwo

catkowite, prawdopodobienstwo, ze ruiny nie b¢dzie, mozna zapisa¢ wzorem:
a0
p(u)=Pr(L<u)= ) PK=Kk)Pr(Lj+ Ly +...+ L; <uK=k).
k=0
Stad

> 0 (0 Yo
(D(H):l;)m(m) FL] (u), uZO, (13)

gdzie

F*O(y) _ 0, jezeliy <O,
L 1, jezeliy=>0,
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a lek Jest k-ta potega splotowa rozktadu Fy . Wzor (13) zostat wyprowadzony

w ztozonym modelu Poissona, w ktdorym wielkos¢ pojedynczej wyptaty moze mieé
rozktad o zaréwno lekkich, jak i o ciezkich ogonach. Jednakze zastosowanie tego
wzoru do wyznaczenia prawdopodobienstwa ruiny nie jest proste, nawet w obli-
czeniach numerycznych.

Prawdopodobienstwo ruiny dane wzorem (13) bedzie przedstawione dla wiel-
kosci wyplat o rozktadzie fazowym. Niech p=1/(1+6),

Fi, (u)=F*(u) = -/1; [(1- Fx)ax
0

Twierdzenie 12
Jezeli wielko$¢ wyplaty X; ma rozklad fazowy PH(a,B), gdzie @y =0 oraz B
jest nieosobliwa macierza podintensywnoséci, to prawdopodobienstwo ruiny

Y(u) = pa.® exp(u(B + pras))eT , (14)

—1, b! = -Be'. Twierdzenie 12 wynika z natychmiast

dla 4 >0, gdzie o® = 4 'aB
ztwierdzen 5,81 9.

Niech zmienna losowa Y oznacza wielko$¢ deficytu w momencie ruiny, czyli
Y=-U(T)= L -u. Rozwazmy wielowymiarowa funkcj¢ ruiny ¥(u, y) uwzgled-

niajaca wielkos¢ deficytu w momencie ruiny, tzn.
¥(u, y)=Pr(T <, Y >3|U(0) =u)

dla u, y >0. Funkcja ¥(u, y) oznacza prawdopodobienistwo tego, ze ruina zdarzy
si¢ w skonczonym czasie i w momencie ruiny niedobor finansowy bedzie wigkszy
od y, gdy kapital poczatkowy wynosi .
Twierdzenie 13

Niech wielkos¢ wyplaty X; ma rozklad fazowy PH(a,B), gdzie oy =0 i
macierz podintensywnosci B jest nieosobliwa. Wowczas dla kazdego », y > 0

T.,s
¥(u, y)— p[(a exp(yB), O)exp[ [B Bft;bqrasﬂe‘r - 1s)
15

-pa’ exp(u(B + proc"))eT).

gdzie p=1/(1+6), a* =y 'aB™!, bT = —Be .
Wzory (14) i (15) sa dogodne do obliczeii numerycznych, poniewaz istnieja
programy, w ktdrych dziatania na macierzach sa efektywnie zaimplementowane.
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PHASE-TYPE DISTRIBUTIONS AND THEIR APPLICATION TO
CALCULATING THE INSURER’S RUIN PROBABILITY

Summary

In the paper the phase-type distributions were defined by Markov processes. The properties of
the distributions and convolutions and mixtures of those distributions were discussed. Applications to
determine ruin probability were given.
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