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MODELE LOG-LINIOWE
DLA ZMIENNYCH PORZADKOWYCH

1. Wstep

W badaniach marketingowych spotyka sig¢ czgsto zmienne mierzone na skalach
nominalnej oraz porzadkowej. Za pomoca modeli log-liniowych mozna pokazac,
jak powiazane sa zmienne uwzglednione w tablicy kontyngencji, oraz czy zmienne
te sa od siebie zalezne.

Celem tego artykutu jest zaprezentowanie modeli log-liniowych uwzgledniaja-
cych zmienne mierzone na skali porzadkowe)j, tzw. ordinal log-linear model. Tego
typu modele pozwalaja nie tylko na okreslenie zaleznosci zmiennych w tablicy
kontyngencji, ale takze pokazuja, jak silny jest zwiazek pomigdzy zmiennymi X
oraz Y. Modele te wprowadzil L.A. Goodman [4]. Nast¢pnie byly rozwijane przez
C.C. Clogga [3] oraz A. Agrestiego [1], a pdzniej zajmowal si¢ nimi J. Vermunt
[14]. W prezentowanym artykule zostana przedstawione rézne modele dla zmien-
nych porzadkowych, przede wszystkim z uwzglednieniem tablicy dwudzielczej.
Program LEM pozwala m.in. na estymacj¢ parametréw modeli log-liniowych.

2. Iloraz szans

Do opisania parametréw modelu log-liniowego mozna postuzyé si¢ tzw.
ilorazem szans (odds ratio). lloraz szans jest podstawowg miara opisu stopnia
zwiazku zmiennych zawartych w tablicy kontyngencji. Dla dwudzielczej tablicy
kontyngencji o wymiarach » x ¢ mozna rozwazy¢ podzbior (r — 1)(c¢ —1) ,,lokalnych
ilorazéw szans”. Miar¢ t¢ mozna zapisa¢ za pomoca ponizszej formuty:

_ Di, jPixl, j+

g..

ij dlai=12,...,r-1,j=12,...,c—1.

Pi, j+1Pi+1, §



87

Kazdy iloraz szans wskazuje kombinacje dwoch kategorii zmiennej X i dwoch
kategorii zmiennej Y. W modelach log-liniowych postugujemy si¢ logarytmem
ilorazu szans (log 9,-]- ).

3. Modele log-liniowe dla zmiennych nominalnych

Niech F,-j oznacza czestos¢ oczekiwang (i=1,2,...,r oraz j=1,2,...,c.
Podstawowy model uwzgledniajacy efekt interakcji pomigdzy dwiema zmiennymi
XY i . . . . .. .. .
(/1,]- ) zawartymi w tablicy kontyngencji mozna przedstawié za pomoca ponizszej

formuly:

log Fy = p+ A + A%+ 2}, (1

S
gdzie: i - $rednia logarytmow czestosci oczekiwanych,
/1:-\/ — glowny efekt zmiennej X,

/1)]- — glowny efekt zmiennej Y.

Parametry modelu (1) sa obliczane za pomoca formut:

I c C -
ZZIogEj ZlogFij ilogFij
i=1

H= i=l/=1 . /‘L:\/ = J=1 - M, /1); = j — i,
rc C ¥
XY “ X Y

Model (1) spetnia nastgpujace warunki:
o XY o XY XY
Zu[ :Zuj =O,Zu,-j’- =Zu,-j’- =0.
i=1 J=1 i=1 Jj=1
Gdy parametr lf-jy jest rowny zeru, model (1) przybiera nastgpujaca postaé:
X Y

Model (3) ma (r —1)(c—1) stopni swobody oraz 1+(r —1})+(c—-D=r+c-1
liniowo niezaleznych parametrow.

Model (1) nazywamy modelem pelnym (nasyconym), natomiast model (3)
bedziemy nazywa¢ modelem niezaleznym.
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4. Jednorodny model asocjacji (uniform association model)

W przypadku tego modelu zmienne X oraz Y traktowane sa jako zmienne mie-
rzone na skali porzadkowej. Stosujemy tutaj rangi catkowite dla obu zmiennych
uwzglednionych w tablicy kontyngencji, ktore to pozwola na uporzadkowanie
kategorii zmiennych. Niech u; oznacza rangi wierszowe, gdzie u; <uy <...<u,
oraz v; rangi kolumnowe, gdzie v| <v, <...<v,.

J
Jednorodny model asocjacji jest wyrazony za pomoca ponizszej formuty (4):
XY - -

gdzie parametry modelu (4) spefniaja nastgpujace ograniczenia:
Yar=Y =0
/ J

Parametr £ opisuje zwiazek miedzy zmiennymi X i Y. Model (4) ma tylko o
jeden wiecej parametréw niz model niezalezny oraz rc—[l +(r-D+(c- l)]— 1=
=rc —r —c stopni swobody.

Jednorodny model asocjacji moze bv¢ postrzegany jako szczegolny przypadek
modelu efektu wierszowego albo modelu efektu kolumnowego, ktore zostang omo-
wione dalszej czgsci artykutu.

5. Modele efektu wierszowego oraz efektu kolumnowego

Jesdli rangi catkowite sa zastosowane tylko dla zmiennej Y, to taki model bg-
dziemy nazywa¢ modelem efektu wierszowego (row effect model). Odpowiednio,
gdy rangi catkowite zostang wprowadzone dia zmiennej X, wowczas w rezultacie
otrzymamy model, ktéry bedziemy nazywa¢ modelem efektu kolumnowego
(column effect model).

Model efektu wierszowego jest skonstruowany przez zastapienie efektu inter-

akcji miedzy zmiennymi X oraz ¥ (i;;y) w modelu petnym, sktadnikiem asocjacji
r,-(vj - \7):

X Y -
log Fj =+ 4; +/1j+r,-(vj—v), %)

gdzie 7; sa parametrami efektéw wierszowych, natomiast v sa rangami ko-

lumnowymi, gdzie rangi te musza by¢ uporzadkowane w sposéb rosnacy, tj.
V| <Vp <...<V.. Model (5) ma o r-1 wigcej parametréow niz model niezalezny oraz

re=[1+(r=1)+(c-1)+( -1)]=(r —1)(c—2) stopni swobody.
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Parametry modelu (5) spelniajg nast¢pujace ograniczenia:
X Y
LA =2 A=
i J i
Wyznaczone stafe (\.'J- - \7), sa rowne ranga (-1, 0, +1) w przypadku, gdy
w tablicy kontyngencji znajduja si¢ trzy kategorie zmiennej Y. Sktadnik asocjacji,
czyli (\'/- - F),jesl traktowany jako pewne odchylenie od modelu niezaleznego.

Jak pokazano w pracy [7], parametry modelu efektu wierszowego sa powiazane
z ilorazem szans. Dla przypadkowych dwoch kategorii zmiennej X (h, i) oraz
sasiadujacych dwoéch kategorii zmiennej Y (j, j + 1) logarytm ilorazu szans ma
nastepujaca postac:
F hj F: J+1

log ———
F/:.j+1 F;'j

=(;1+27¥ +/1);- +r,,(vj —\7)+y+,1,)-( +/1}j’-+, +Ti("j—l —\7))—

—(,u+/17\; +Z.)J/-+| +rh(vj+| —V)+,u+/1f\/ +l)j'-+‘rl-(vj —V))= (6)

:[rh(vj —\7)+T,-(vj+l —V)]—[Th(ij —\7)+r,-(vj —\7)]:
Y TR FY M, I

Tabela 1. Modele log-liniowe, liczba stopni swobody oraz logarytm ilorazu szans

Modcle Liczba stopni swobody Logarytm ilorazu szans
Model niezalezny (r=-0c-1
Jednorodny model asocjacji re—r—c Bluy, = 11 )(va - ve)
Model efektu wierszowego (r—1)(c-2) T~ Ty
Model efektu kolumnowego (r—1)(c-2) Viel 7Yy
Model RC (r-2)(c-2) Bt = 1)V - v,))

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 1 pokazuje dodatkowo iloraz szans dla pozostalych modeli rozwaza-
nych w tym artykule.

W modelu efektu kolumnowego zmienne wierszowe sg opisane na skali po-
rzadkowej, zmienne kolumnowe opisane sg zas$ za pomocag skali nominalnej. Model
tego typu mozna zapisac przy pomocy ponizszej formuty:

log]’,-j=y+i;\,+/1};-+r,-(uj—ﬂ), (7

gdzie:

Z/{;X :Z/l); =ZT[.
[ J i
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Podobnie jak model efektu wierszowego, model ten ma (r —1)(c—2) stopni
swobody.

6. Model RC

Model ten zostat zaproponowany przez Goodmana w roku 1979. Potocznie jest
on nazywany modelem RC (row and column effects model), bgdacym specjalnym
przypadkiem modelu log-multiplikatywnego, w ktérym to rangi wierszowe oraz
kolumnowe sa parametrami.

Kiedy mamy do czynienia z dwiema zmiennymi, model RC przyjmuje nastgpu-
jaca postac:

log Fyj = p+ A + A% + Bu,, (8)

gdzie [ jest parametrem asocjacji, a ; oraz v, sa nieznanymi rangami, ktére beda
estymowane. Parametry tego modelu musza spetni¢ nastgpujace ograniczenia, a

mianowicie:
ZAX ZAY Zu —Zv =0,
Zu -—Zv =1

Jesli p =0, to model (6) sprowadza si¢ do modelu niezaleznego. Model ten ma
rc— [1 +(r=-D+-D+1+(r-2)+(c- 2)] =(r —1)(c-2) stopni swobody. Licz-
ba stopni swobody dla modeli rozwazanych do tej pory zaprezentowana jest w ta-
beli 1.

Model (8) nie wymaga uporzadkowania kategorii wierszy czy tez kolumn.
Estymacja ocen ujawnia ukryty porzadek kategorii w modelu [11].

Model log-multiplikatywny (tzw. model RC) moze by¢ uogdlniony w celu
zastosowania go dla trojdzielczej i wielodzielczej tablicy. Taki model nazywamy
modelem RC(M) i przyjmuje on nast¢pujaca postac:

M
log Fy = pt+ 23 + 25+ 3 Prttin jm Q)

m=1
Zu,- =ZVJ' :O,
P
Yuf =Y vi=1, (10)
: j

gdzie f,, mierzy sil¢ zwiazku dla m-tego wymiaru.

z warunkami:
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7. Przyklad

CBOS czesto prowadzi badania dotyczace aktualnej sytuacji na rynku pracy.
W jednej z ankiet poproszeno respondentéw o odpowiedZ na m.in. pytanie: ,,Jak
Pan/i ocenia obecna sytuacje na rynku pracy w Polsce?” W budowie tego typu
modeli nie zostaty uwzglednione odpowiedzi ,,trudno powiedzie¢”. Przyktad ma na
celu pokazanie, czy istnieje zalezno$¢ oceny sytuacji na rynku pracy wsréd oséb
biernych zawodowo. Na podstawie danych zawartych w tab. 2 zostanie pokazany
model niezalezny oraz model efektu wierszowego.

Tabela 2. Obserwowane i estymowane cz¢stosci dla modelu niezaleznego i modelu efektu wierszowego

P Jak Pan(i) ogélnie ocenia sytuacj¢ na rynku pracy w Polsce? Czy jest ona:
Bierni zawodowo bardzo dobra dobra |ani dobra, ani 7t zla bardzo zla
0 1 1 39 62
Rencisci (0,386)' (0,386) (3,478) (41,355) (57,394)
(0,119) (0,189) (2,461) (38,032) (62,199)
2 0 6 82 105
Emeryci (0,732) (0,732) (6,585) (78,293) (108,659)
(0.594) (0,720) (7,099) (83,257) (103,329)
0 1 6 4] 27
Uczniowie i studenci (0,281) (0,281) (2,533) (30,113) (41,792)
(1,149) (0,862) (5,268) (38,282) (29,440)
0 0 2 38 78
Bezrobotni (0,443) (0,443) (3,985) (47,377) (65,752)
(0,057) (0,116) (1,912) (37,615) (78,300)
Gospodynie domowe 0_ 0 3 14 25
Cinni (0,138) (0,158) (1,418) (16,863) (23,403)
(0,082) (0,112) (1,261) (16,814) (23,732)

' Czgstosci oczekiwane dla modelu niezaleznego.
2 Czestosci oczekiwane dla modelu efektu wierszowego.

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie [15].

Do testowania niezaleznosci zmiennych zawartych w tablicy kontyngencji
mozna wykorzystaé statystyke chi-kwadrat. Bardziej jednak powszechnym testem
stosowanym w przypadku modelowania log-lintowego jest wspoiczynnik najwigk-

szej wiarygodnosci *:
) I c nlj
=2 ZZn,-jlog it (11)
i=1j=1 y

Oprocz statystyki ,1'2 oraz [ mozna znalezé w literaturze réwniez inny test
niezalezno$ci, a mianowicie test Cressiego-Roada, ktdéry mozna przedstawi¢ za
pomoca ponizszej formuty:



92

A
: 2 "y
R=— =L 1.
CI /1(“1);%‘/1” [Eij) 1 (12)

Formula ta wprowadzona przez Reada i Cressiego w pracy [12] jest rownowaz-
na statystyce ;(2 dla A =1 oraz statystyce LZ, gdy 2 — 0. Read i Cressie sugeruja,
zeby za A przyjmowa¢ wartosc¢ 2/3.

W przypadku wyboru modetu najlepszego mozna postuzyé sie kryterium
Akaikego, ktdre mozna zapisaé za pomoca formuty:

A=} (M)-2-(df), (13)

gdzie Lz(M) oznacza warto$¢ statystyki chi-kwadrat najwieckszej wiarygodnosci
dla analizowanego modelu M. Im mniejsza warto$¢ statystyki, tym wybrany model
jest lepiej dopasowany.

W tabeli 2 zostaly uj¢te obserwowane oraz oczekiwane czgstosci dla modelu
niezaleznego i modelu efektu wierszowego. Miary jakosci dopasowania sa podsu-
mowane w tab. 3. Jakos¢ modelu niezaleznego jest znacznie ubozsza niz modelu
efektu wierszowego z > = 12,64 opartego na 12 stopniach swobody. Dodatkowo
mozna stwierdzi¢, ze istnieje silny zwigzek pomi¢dzy zmiennymi zawartymi w tab. 1.
Roznica testu chi-kwadrat najwigkszej wiarygodnosci pomigdzy modelem nieza-
leznym a modelem efektu wierszowego (AL2 =19,38 z df =4) pokazuje, ze para-
metry efektu wierszowego znacznie poprawiaja jako$¢ modelu. Innymi stowy,
wystepuje tutaj znaczaca roznica w ocenie aktualnej sytuacji rynku pracy Polski
w maju 2004 r. wérdd oséb biernych zawodowo.

Tabela 3. Miary jakosci dopasowania dla oceny sytuacji i biernych zawodowo

Model 2 df p CR p AIC
Model niezalezny 32,0214 16 0,0099 31,1245 0,0130 0,0214
Model efektu wierszowego 12,6416 12 0,3956 12,7042 0,3909 ~11,3584

Zrédlo: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu LEM.

Tabela 3 pokazuje wartosci wspélczynnika najwickszej wiarygodnosdci oraz
testu Cressiego-Reada wraz z poziomem prawdopodobienstwa p. Jesli testy te sa
istotne, to wowczas dany model zostaje odrzucony. W rozpatrywanym przykladzie
model efektu wierszowego zadowalajaco wyjasnia liczebnosci w tab. 2 (testy nie sa
istotne).

Za pomocg programu LEM dokonano estymacji parametréw modelu efektu
wierszowego:
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u=11546,
A3 =-0,1799, A5 =0,8796, A3 = 0,5812, A3 =—-0,4321, A3 = —0,8488,
Ay =-27318, A5 = 24512, 25 =-0,0743, 2} =2,4763, A5 =2,7810.
71 =0,1873, r, =-0,0886, 73 =-0,5672, 74 = 0,4285, r5 =0,0400.
Dodatnie wartosci r wskazuja, ze badani respondenci wykazuja wigksza ten-
dencj¢ do oceny sytuacji rynku pracy w koncu skali porzadkowe;j, czyli okreslaja ja
Jjako bardzo zla.

Za pomoca formuly (6) mozna obliczy¢ iloraz szans. Na przyktad dla bezro-
botnych i emerytdw wynosi on:

Oy =472 = 0171 2 05962 .

Tabela 4. llorazy szans dla 0sob biernych zawodowo

Bierni zawodowo Rencisei Emeryci Uczmowxfe "| Bezrobotni Gospod)./r'nc .
studenci domowe i inni
Rencisei - 1,3177 2,1265 0.7857 1,1587
Emeryci 0,7589 - 1,6138 0,5962 0,8793
Uczniowie i studenci 0,4702 0,6197 - 0,3693 0,5449
Bezrobotni 1,2728 1,6772 2,7066 - 1,4748
Gospodynie domowe i inni 0,8630 1,1372 1,8353 0,6781 -

Zrédlo: opracowanie wlasne.

W zwiazku z tym, ze otrzymana warto$¢ ilorazu szans jest mniejsza niz 1, moz-
na zastosowac w tym przypadku odwrotnosé liczby 0,5962 (tj. 1/0,5962 = 1,6772),
co w efekcie utatwi interpretacje otrzymanego wyniku. Warto$¢ 1,67 oznacza, ze
szansa bezrobotnych oceniajacych sytuacje¢ na rynku pracy w Polsce jako bardzo
zfa jest 1,67 raza wigksza niz szansa emerytow. Podobnie mozna zinterpretowac
inne grupy badanych osdb: np. szansa rencistow oceniajacych sytuacj¢ jako bardzo
71 jest 2,13 raza wigksza niz uczniow i studentow.

8. Zakonczenie

Wyrazng zaleta modeli log-liniowych uwzgledniajacych zmienne na skali
porzadkowej jest to, ze w porownaniu z modelami log-liniowymi parametry sa
tatwiejsze w interpretacji. Stosujac iloraz szans, mozna tatwiej opisaé zwiazek
pomigdzy zmiennymi mierzonymi na tego typu skali. Jak pokazano w przykladzie,
zastosowanie modelu efektu wierszowego poprawito jakos¢ dopasowania modelu
oraz okazato sie, ze istnieje dos¢ duza zaleznos¢ pomigdzy badanymi zmiennymi.
Podany przykfad dowodzi, ze badani respondenci ocenili aktualng sytuacj¢ na
rynku pracy w koncu skali porzadkowe;.
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LOG-LINEAR MODELS FOR ORDINAL VARIABLE

Summary

The main purpose of this article is to show log-linear models for ordinal variables. The log-linear

models examine the relationship between two or more categorical variables in a contingency table.
This article shows the various types of log-linear models i.e. uniform association model, row effect
model, column effect model and RC model proposed by Goodman in 1979.
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