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KONSTRUKCJA I ZASTOSOWANIA WYKRESU
TROJKATNEGO

1. Wstep

Wykres trojkatny (ternary graph) znajduje zastosowania w licznych dzialach
nauki — kartografii, geologii, a takze ekonomii (por. [2, s. 71-73]). W roznych dzie-
dzinach wiedzy wykres ten nosi rézne nazwy, m.in. nazywany jest trojkatem Ossa-
na (por. [3, s. 79]). Podstawowym zastosowaniem tego wykresu jest graficzna pre-
zentacja udzialu trzech kategorii w pewnej wielkosci, przy czym udzialy te musza
sumowac si¢ do stalej (zazwyczaj stata jest rowna jednosci, czyli 100%). Przykta-
dem takich zastosowan moze by¢ przedstawienie udzialu trzech sektorow gospo-
darki — ustug, przemystu i rolnictwa — w wielkosciach makroekonomicznych badz
udziatu trzech grup ludnosci — w wieku przedprodukcyjnym, produkcyjnym
i poprodukcyjnym — w ogéle spoteczenistwa. Wykres trdjkatny nie jest dostgpny
w standardowych arkuszach kalkulacyjnych oraz w wigkszosci pakietow statys-
tycznych. Nie jest rowniez omawiany w wielu podrgcznikach statystycznej analizy
danych, ktére prezentuja wiele wykreséw wykorzystywanych w analizie wielowy-
miarowej (np. [5]). Mozna go jednak utworzy¢, korzystajac z pakietu Statistica lub
za pomocg specjalnych programéw przeznaczonych do tworzenia wykreséw troj-
katnych, w tym darmowych, ktére mozna $ciggnaé z Internetu (np. biblioteka pro-
cedur ade4 w systemie statystycznym R). Celem niniejszego artykutu jest przedsta-
wienie matematycznych podstaw konstrukcji wykresu trojkatnego i podanie wzo-
réw do wykorzystania w standardowym arkuszu kalkulacyjnym, jakim jest np. MS
Excel (wszystkie wykresy utworzono za pomoca tego programu), a takze ilustracja
zastosowan tego wykresu w badaniach ekonomicznych.
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2. Wspélrzedne punktow na wykresie trojkatnym

W pracy W. Ostasiewicza (por. [2, s. 71-73]) punkt na wykresie tréjkatnym
otrzymuje si¢ jako punkt w trjwymiarowej przestrzeni na powierzchni simpleksu
spelniajacego relacje

atb+c=1, (1

gdzie a, b i ¢ sa udziatami trzech kategorii odktadanymi na trzech osiach uktadu
wspotrzednych. Nastepnie poprzez obrét simpleksu przechodzi si¢ do przestrzeni
dwuwymiarowe;j, jednak wzory stuzace do znalezienia wspdtrzednych punktu na
tak otrzymanym wykresie sa do$¢ skomplikowane. Znacznie prosciej mozna otrzy-
mac wspotrzedne punktow w przestrzeni dwuwymiarowej, korzystajac z nastgpuja-
cej wilasnosci: suma odleglosci dowolnego punktu nalezacego do trojkata rowno-
bocznego od bokow tego trojkata jest réwna wysokosci tréjkata. Dowdd tej
wlasnosci przedstawiono na rys. 1.

Na rysunku 1 przedstawiono trojkat rOwnoboczny wyznaczony przez trzy wierz-
chotki: 4(a=1,b=0, c=0), Bla=0, b=1,c=0)i1 Cla=0, =0, c=1), dla
ktorych udzial jednej kategorii w ogéle wielkosci wynosi 100%. Otrzymany trojkat
réwnoboczny ma wysokos¢ rowng 1, a bok trojkata ma dlugose réwna 2/ V3.
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Rys. 1. Punkt na wykresie tréjkatnym

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Zgodnie z twierdzeniami geometrii analitycznej (por. [1, s. 166]) odleglos¢
punktu (xp, yp) od prostej Ax + By + C = 0 wynosi

dz‘Axp+Byp+C|

2
V4% + B? .
Boki trojkata na rys. 1 leza na trzech prostych o parametrach:
1) 4, =+3, B, =1, C; =-2,
2) A, =0,B,=1,C, =0,
3) 43=—+/3, By =1, C; = 0.
Zgodnie ze wzorem (2) suma odlegiosci punktu nalezacego do trojkata od
trzech bokéw wynosi

a+b+c=M+M+|_‘/§x+y|=—«[3_x—y+2+2y+\/§x—y=]. 3)
2 1 2 2

Wartosci bezwzgledne w rownaniu (3) opuszczono zgodnie z warunkami

ys—«/ix+2,
y =0,
ysﬁx,

ktore sa spetnione przez punkty nalezace do trojkata. Przemnazajac wspotrzedne
wierzchotkéw trojkata przez dowolng stala s > 0, mozna otrzyma¢ trojkat rowno-
boczny o wysokosci rownej s. Po przemnozeniu odleglosci a, b i c rwniez zmienia
si¢ s-krotnie i suma odleglosci wynosi¢ bgdzie s, zatem réwnanie (3) konczy
dowod.

Po udowodnieniu wlasnosci trojkata rownobocznego nalezy obliczy¢ wartosci
wspotrzednych punktow danych. Przyjmujemy, ze dla dowolnego punktu nalezace-
go do trojkata udziat kategorii w ogole wielkosci jest rowny odlegtosci tego punktu
od boku lezacego naprzeciwko wierzchotka wyrazajacego stuprocentowy udziat
danej kategorii. Tak wykresione udziaty a, b i ¢ spetniaja oczywiscie relacjg (1) na
mocy udowodnionej wyzej wlasnosci.

Wspoéirzedne dowolnego punktu (x, y), nalezacego do trojkata na rys. 1, sa
nastgpujace:

y=b, 4)

natomiast wspolrzedng x wyznaczamy z rownania prostej rownoleglej do boku

trojkata zaznaczonej kreskowana linia, ktéra jest obnizona wobec boku trojkata
c__.
sin30° "
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y=x-\/§— c :x_ﬁ_zc:x:y+2c:b+2c. (5)

sin 30° 3 NE)

Niekiedy wykresy trojkatne uzupetnia si¢ o skalg¢, odznaczajac na wykresie od-
cinki oznaczajace rowny poziom udziatu danej kategorii (jednostka skali jest zwykle
1/3, 1/4, 1/5, 10% lub 1%). Wspdtrzgdne koncow odcinkéw mozna otrzymaé, pod-
stawiajac do wzordéw (4) i (5) odpowiednie wartosci przy zerowym udziale jednej
kategorii. W tabeli 1 przedstawiono wspotrzedne dla wartosci skali wyrazonej jako
k/m, gdzie m oznacza doktadnos¢ skali (np. 3, gdy jednostka jest 1/3),a k=1, 2, ...,
m—1.

Tabela 1. Wspolrzgdne koncow odeinkéw skali wykresu tréjkatnego

Kategoria A Kategoria B Kategoria C
x:'”_k _m—k ‘,=2m—k _k _m+k _m-k
a3 N - m3 N ! m3 N= 0

. _2m-k) 5, =0 o =k k 5 =2k y,=0
= = Xy = = 5 = =
2 ms/g 2 2 rlh_/3 "2 m - mJ3 2

Zrédio: opracowanic wlasne.

Otrzymane wspdlrzedne wierzchotkow tréjkata, koncdw odcinkow skali oraz
punktéw danych nalezy wprowadzi¢ do arkusza i umiesci¢ jako serie danych na
wykresie rozrzutu XY. Przykladowe wykresy zaprezentowano w nastepnym
punkcie.

3. Przyklady zastosowania wykresu tréjkatnego

Zastosowanie wykresu trojkatnego zostanie przedstawione na przyktadzie udzia-
hu trzech gldwnych czgsci gospodarki w ogdlnej liczbie zatrudnionych i w wartosci
dodanej brutto, ktéra jest gtdwnym sktadnikiem PKB. W naukach ekonomicznych
przyjmuje si¢, ze obecnie dominujaca role w gospodarce odgrywa sektor ustug, i ze
jego rola stale rosnie. Aby zilustrowac te tezg, z Rocznika Statystycznego [4] za-
czerpnigto dane z lat 1995 i 2000 dla Polski i UE, ktére przedstawiono w tab. 2 1 3.

Wrykres trojkatny bez skali dla ogdlnej liczby zatrudnionych jest przedstawiony
na rys. 2, a wykres trojkatny ze skala (jednostka jest 20%) dla wielkosci dodanej
brutto przedstawiono na rys. 3.

Interpretacja uzyskanych wykreséw jest nastepujaca — im dalej od boku lezace-
go naprzeciwko wierzchotka przedstawiajacego stuprocentowy udziat danej kate-
gorii, tym wigkszy udziat tej kategorii. Na obu wykresach punkty danych dla Pol-
ski i UE daza w kierunku wierzchotka C wyrazajacego stuprocentowy udziat ustug.
Z tych wykresdéw zatem wynika, ze wraz z rozwojem gospodarczym Polski wzrasta
udziat sektora ustug w podstawowych wielkosciach makroekonomicznych kosztem



46

Tabela 2. Udzial sektoréw gospodarczych w ogélnej liczbie zatrudnionych w Polsce i Unii Europejskiej

Unia Europejska Polska
1995 | 2000 1995 | 2000

Rok

Struktura zatrudnienia ogdtu pracujacych (w %):

— sektor rolnictwa, lesnictwa i rybotéwstwa (a) 5,3 4,3 22,6 18,8
— sektor przemystu i budownictwa (b) 30,2 29 32 30,8
— sektor ustug (¢) 64,5 66,7 45,4 50,4
Razem 100 100 100 100

Zrédlo: opracowanic wlasne na podstawie [4, s. 616].

Tabela 3. Udzial sektoréw gospodarczych w wartosci dodanej brutto w Polsce i Unii Europejskiej

Rok Unia Europejska Polska
1995 | 2000 1995 | 2000
Struktura wartosci dodanej brutto (w %):
— sektor rolnictwa, lesnictwa i ryboldwstwa (a) 3 2 7 4
— sektor przemystu i budownictwa (b) 30 26 39 34
— sektor uslug (¢) 67 72 54 62
Razem 100 100 100 100

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie [4, s. 617].

B: Przemyst (0, 1, 0)

—&—Polska
—a&— Unia Europejska

maly punkt — rok 2000
duzy punkt — rok 2004

A: Rolnictwo (1, 0, 0) C: Ustugi (0,0, 1)

Rys. 2. Wykres udziatu sektoréw gospodarczych w ogélnej liczbie zatrudnionych

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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B: Przemyst (0, 1, 0)

——Polska
—a&— Unia Europejska

maly punkt — rok 2000
0.4 duzy punkt — rok 2004

0,4 0,6 0,8 —»

A: Rolnictwo (1, 0, 0)0’2 C: Uslugi (0, 0, 1)

Rys. 3. Wykres udziatu sektoréw gospodarczych w wartosci dodanej brutto

Zrédto: opracowanie wlasne.

udziatu pozostatych dwu sektorow, przy czym wzrost ten jest silniejszy w przypad-
ku wartoséci dodanej brutto niz zatrudnienia. Wykresy tréjkatne pokazuja réwniez,
ze kierunek rozwoju Polski jest mocno zblizony do kierunku rozwoju krajow
,»stare)” Unii Europejskiej. W ten sposob za pomoca wykresow tréjkatnych mozna
potwierdzi¢ tez¢ o dominujacym i rosnacym udziale sektora ustug we wspoétczesnej
gospodarce. Inne przykiady wykresow trdjkatnych w badaniach ekonomicznych
mozna znalez¢ np. w pracach [2] i [3].

Gdy punkty danych grupuja si¢ tylko w jednej czgséci wykresu trojkatnego, jak
na rys. 1 i 2, sensowne jest ,,wycigcie” z calego wykresu tylko czgsci trojkata i
przeskalowanie wycietej czgsci. Na przyktad mozna ograniczy¢ sie do mniejszego
trdjkata zaznaczonego na rys. 3, ktory jest wyznaczony przez wartosci udziatow:
Amin = 05 Amax = 0,25, bin = 0,25, bpay = 0,5, criin = 0,5, cpax = 0,75. Pierwotne
wartosci udzialoéw z tab. 2 nalezy przeskalowac zgodnie ze wzorami

' a—a..: ’ b-b_. ' C—C; ' /
g=——0n _p=_—_mn - M _ =1—(a +b). (6)
%nax ~ Ynin bmax - bmin Cmax ~ min

Wspotrzegdne punktéw danych na przeskalowanym wykresie oblicza sig,
podstawiajac wartosci b’ i ¢’ zamiast b i ¢ we wzorach (4) i (5). Na takim wykresie
nalezy rowniez zmodyfikowaé wartosci udzialéow kategorii w wierzchotkach i na
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B: Przemysl (0; 0,5; 0,5)

—— Polska

010/ -~ v ,40 _ _
_ - ) —— Unia Europejska

. < maly punkt — rok 2000
o/ - - o - - 033 duzy punkt — rok 2004

0,20 / p \ 0,30

0,55 0,60 0,65 0,70 —»
A: Rolnictwo (0,25; 0,25; 0,5) C: Ustugi (0; 0,25; 0,75)

Rys. 4. Przeskalowany wykres udzialu sektoréw gospodarczych w wartosci dodanej brutto

Zrodio: opracowanie wihasne.

skali trojkata. W rezultacie otrzymano wykres trojkatny przedstawiony na rys. 4.
Przeskalowanie wykresu jest szczegélnie uzyteczne w przypadku wystgpowania
duzej liczby punktow danych na matej czesci pierwotnego wykresu trojkatnego.

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiono szczegdélowo matematyczne zasady konstrukcji wykre-
su trojkatnego. Umozliwia to zainteresowanemu czytelnikowi tworzy¢ takie wy-
kresy za pomoca powszechnie dostgpnego oprogramowania. W celu zilustrowania
mozliwosci zastosowan tego wykresu w naukach ekonomicznych przeanalizowano
za jego pomoca zmiany udzialdw trzech sektorow gospodarki w wielkosciach
makroekonomicznych. Autor ma nadziejg, ze niniejsza publikacja bedzie sprzyjac,
choé¢ w matym stopniu, upowszechnieniu wykorzystania wykresu trojkatnego.



49

Literatura

[1] Leitner R., Zarys matematyki wyzszej dla studentéw. Czesé I, wyd. 8. WNT, Warszawa 1994.

[2] Ostasiewicz W., Zastosowanie zbioréw rozmytych w ekonomii. PWN, Warszawa 1986.

[3] Przemiany konsumpcji w Polsce, red. A. Sty$, Monografie i opracowania nr 46., AE, Wroctaw
1988.

[4] Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2002, ZWS GUS, Warszawa 2002.

[5] Statvstyczne metody analizy danych, red. W. Ostasiewicz, wyd. 2, AE, Wroctaw 1999.

CONSTRUCTION AND APPLICATIONS OF THE TERNARY GRAPH

Summary

Mathematical principles of ternary graph construction are presented in the paper in order to make
readers able to develop such graphs using only standard spreadsheet software. The main application
of this graph is visualization of three categories shares in some magnitude. when these shares sum to
100 % of magnitude. Changes of three economic sectors shares in macroeconomic magnitudes are
analyzed in order to present possibilities of ternary graph application in economics.
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