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1. Wstep

W badaniach spoteczno-ekonomicznych wystepuje czgsto problem brakujacych
danych. Na przykiad w badaniach przeprowadzanych za pomoca eksperymentow
niektore pomiary nie sa dokonywane, w przypadku badan ankietowych wystepuje
zjawisko tzw. braku odpowiedzi (respondenci nie udzielaja pewnych informacji).
W innych sytuacjach nie wszystkie dane sg uzyskiwane z powodu ograniczen
czasowych, technicznych badz finansowych.

Brakujace dane utrudniaja realizacj¢ kolejnych etapéw badania, m.in. wstgpna
obrobke danych, wlasciwa analize statystyczna. Wnioskowanie statystyczne na ba-
zie niekompletnego zbioru danych nie gwarantuje reprezentatywnosci uzyskanych
wynikéow. W celu przeciwdzialania niedogodnosciom zwiazanym z wystgpowa-
niem brakujacych danych wykorzystuje si¢ rdzne podejscia. W artykule przedsta-
wiono ujecie bayesowskie do analizy niepeinych danych uwzglgdniajace mecha-
nizm powstawania brakujacych danych. W podejsciu uwzgledniajacym mechanizm
powstawania brakujacych danych niezbgdne jest oszacowanie prawdopodobien-
stwa udzielenia odpowiedzi. Prawdopodobienstwo to szacowane jest albo metoda-
mi klasycznymi, albo metodami bayesowskimi.

Wartosci p zmiennych dla n-elementowej proby prostej traktowane sa jak reali-
zacje macierzy losowej:
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Kazdy wiersz macierzy Y moze by¢ zapisany w nastgpujacy sposob:
Y =[Yiobsy Yiony| (dlai=1,2,...,n). )

Pierwsza skiadowa wektora (2) odnosi si¢ do obserwowanej czesci danych
w i-tym wierszu, natomiast druga skfadowa — do nieobserwowanej czg¢sci danych.

Przyjmuje si¢ zalozenie, ze wiersze macierzy (1) sa statystycznie niezalezne i o
identycznych rozkladach. Dystrybuanta rozkladu prawdopodobiefistwa macierzy
losowej Y zalezy od wektora nieznanych parametréw 0, co symbolicznie zapisu-
jemy w nastgpujacy sposob: Fy (y|0). Bayesowskie podejscie wymaga okreslenia
rozktadu a priori p(6) wektora parametréw 6. Dystrybuantg brzegowego rozktadu
wektora Y; oznacza si¢ przez Fy (y,-|0). Przy zalozeniu niezaleznosci wektorow

losowych Y, Y, ..., Y, dystrybuant¢ rozktadu prawdopodobiefistwa macierzy Y
mozna przedstawic jako:

Fy(y|e>=1_jw,. (vil).

Celem wnioskowania statystycznego jest znalezienie rozkladu a posteriori
p(6|y) wektora parametrow 0.

2. Mechanizm powstawania brakujacych danych

W metodach wnioskowania statystycznego w przypadku wystgpowania w zbio-
rze brakujacych obserwacji w sposéb jawny badz niejawny wprowadza si¢ zatoze-
nia dotyczace mechanizmu powstawania brakujacych danych. Zasadniczo metody
analizy niepelnych danych mozna podzieli¢ na takie, ktére uwzglgdniaja mecha-
nizm powstawania brakujacych danych, oraz takie, ktére tego mechanizmu nie
uwzgledniaja.

Rozpatrywana jest macierz wskaznikéw odpowiedzi (por. [6])

Rll Rlz oo Rl

P

R
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Ry Ry ... Ry

identyfikujaca macierz (1). Przez R; = [R,.1 Ry ... Ry,
macierzy (3). Mechanizm powstawania brakujacych danych jest zdeterminowany
warunkowym rozkladem prawdopodobienstwa wektora R ;.

] oznacza si¢ i-ty wiersz
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W bayesowskich metodach analizy niepetnych danych wyréznia sig trzy typy
zatozen dotyczacych mechanizmu powstawania brakujacych danych, ktdre definiu-
Jje si¢ za pomocg warunkowego rozktadu prawdopodobienstwa wektora R; (por.
np. [6; 7]).

Definicja |

Nieobserwowane realizacje sktadowych wektora losowego Y; sa typu MCAR
(skrét od angielskiej nazwy missing completely at random) w przypadku, gdy wa-
runkowy rozklad prawdopodobienstwa wektora losowego R; mozna przedstawic
jako:

P(xil¥iobsys Yicory» &) = P(rif6) (dlai=1,2,...,n). (4)

Oznacza to, ze warunkowy rozktad wektora losowego R; zalezy tylko od wektora
nieznanych parametréw & i nie zalezy od wektora Y;.

Nieobserwowane realizacje sktadowych wektora Y; w przypadku spetnienia
tego zatozenia sa traktowane jako podproba losowa wszystkich obserwacji z proby.
W badaniach spoteczno-ekonomicznych zasadne jest przyjecie zatozenia MCAR,
jezeli nie uzyskano danych od czgsci jednostek z proby ze wzgledu na przeoczenie
lub jezeli pewne informacje zostaly nieczytelnie zapisane i w pozniejszej analizie
traktowane sa jako brakujace dane.

Definicja 2

Nieobserwowane realizacje sktadowych wektora losowego Y; sa typu MAR
(skrot od angielskiej nazwy missing at random), jezeli warunkowy rozktad praw-
dopodobienstwa wektora losowego R; zalezy od nieznanego wektora parametrow

& oraz tylko od obserwowanych skladowych wektora Y;. W tym przypadku roz-
ktad ten mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposob:

P(ril)'i(obs)5 Yi(br)» E.») = P(ril)'i(obs)’ E..) (dlai=12,...,n). (%)

Zatozenie MAR jest stosunkowo trudne do spelnienia w przypadku badan
ankietowych, w przeciwienstwie do eksperymentow, w ktérych badacz ma wigksza
kontrole nad wyborem jednostek, dla ktérych realizacje pewnych zmiennych bgda
nieobserwowane.

Definicja 3

Nieobserwowane realizacje sktadowych wektora losowego Y; sa typu NMAR
(skrot od angielskiej nazwy: not missing at random), jezeli warunkowy rozkfad
prawdopodobienstwa wektora losowego R; zalezy od nieznanego wektora para-

metrow &, a takze od obserwowanych i nieobserwowanych skfadowych wektora
Y;, co symbolicznie mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

P(ri|)'i(obs): Yi(br)s 5) (dlai=12,...,n). (6)
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Pomocna w ustaleniu zatozei odnosnie do warunkowego rozktadu prawdopo-
dobienstwa wektorow losowych R, R, ..., R, okazuje si¢ wiedza a priori bada-
cza dotyczaca przyczyn nieuzyskania pewnych informacji o badanych jednostkach.

Zalozenia dotyczace mechanizmu powstawania brakujacych danych maja
wplyw na posta¢ rozktadu a posteriori wektora parametréw 6, na ktérym bazuje
bayesowskie wnioskowanie statystyczne. Laczny rozklad a posteriori parametrow
0 oraz £ wyraza si¢ nastepujacym wzorem (por. np. [6]):

_ PrYovs Yur[0,8)P(8,8)
[ Plr, Yobss yor[6. £)P(8, £)dOlE
_ P(rlyobs> Yor: &)P(Yobs Yor[8) P8, &)
[ P(¥ly obs> Yors £)P(Yobss Yor[0) (8, E)dBE

Jezeli w analizie niepetnych danych jest uwzgledniany mechanizm powsta-
wania brakujacych danych, to wnioskowanie statystyczne bazuje na rozktadzie
a posteriori (7).

p(6,8

Yobs: ¥Ybr: r)
(7

3. Szacowanie prawdopodobienstwa uzyskania odpowiedzi

Jak juz wspomniano na wstgpie, w metodach wnioskowania statystycznego
uwzgledniajacego mechanizm powstawania brakujacych danych niezbgdne jest
oszacowanie tzw. prawdopodobienstwa uzyskania odpowiedzi.

W celu uproszczenia rozwazan przyjmuje sig, ze liczba zmiennych p jest réwna
jeden. W takim przypadku zmienne dla n-elementowej proby mozna zapisa¢ jako

nastepujacy wektor Y = [Yl n..7, ]T. Realizacje zmiennej Y (dlai=1,2,...,n) s3

nieznane dla pewnej czgsci elementéw z proby. Wektor R = [Rl Ry ... Rn]T jest

wektorem wskaznikow odpowiedzi. Sktadowe tego wektora sg zmiennymi losowy-
mi o rozktadzie zero-jedynkowym z prawdopodobienstwem sukcesu (por. [1; 2]):

mi=P(R; =1). (8)

Prawdopodobienstwo (8) w analizie niepelnych danych jest nazywane prawdo-
podobienstwem uzyskania odpowiedzi lub, w skrocie, prawdopodobienstwem od-
powiedzi. W klasycznym podejsciu prawdopodobienstwo odpowiedzi jest szaco-
wane za pomoca modelu regresji, np. modelu probitowego, logitowego lub log-log-
-liniowego.

W bayesowskim wnioskowaniu przyjmuje si¢, ze parametr z; jest zmienng
losowa. Jednostki z préby sa dzielone na K odrgbnych klas o liczebnosciach ny,

K
takich, ze n= an . W obrebie kazdej z klas sa szacowane prawdopodobienstwa
k=1
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uzyskania odpowiedzi 7, (dla k=1,2,...,K). Przez A4, oznacza si¢ zbidr jed-
nostek nalezacych do k-tej klasy. Liczbe uzyskanych odpowiedzi w k-tej klasie
oznacza si¢ przez Z"ik =r,. Klasy wyznaczane sa na podstawie wartosci
i€A),

pewnych zmiennych pomocniczych. Wektor odpowiedzi w poszczegélnych
klasach [rl ry ... rK] ma rozklad wielomianowy z wektorem parametrow
T = [71'1 Ty ... T K], czyli z wektorem prawdopodobienistw odpowiedzi.

Bayesowska estymacja polega na wyznaczaniu charakterystyk rozktadu
a posteriori wektora m. W zaleznosci od dostepnosci dodatkowych informac;ji
pochodzacych spoza proby przyjmuje si¢ informacyjne badZ nieinformacyjne
rozklady a priori (por. np. [3]).

Przykladem rozkladu a priori parametru & = [ﬂ'] Ty ... T K] jest wielowymia-
rowy rozkltad beta (czyli rozklad Dirichleta) z wektorem nieznanych parametrow
§=[§] &y .. fK] z nastepujaca funkcja gestosci:

D&+ &+ +Ek) 6ol 61 £l
F(§1)F(§2)...r(§K)”1 3w

Rozktadem a posteriori jest rGwniez wielowymiarowy rozktad beta z wektorem
parametrow [51 +n &+ L Ex + rK] o nastgpujacej funkcji gestosci

p(nfe)=

K
G e e et ) aenet e i § )
P(nfe)=1  I(& +n)...I(Ex +rg) i=1
0, pozostale.

Jezeli rozklad a priori wektora parametrow m jest rozktadem niesprzgzonym, to
do estymacji bayesowskiej wykorzystuje si¢ metody numeryczne, np. metody
Monte Carlo. Bayesowskimi estymatorami & =[7| 7 ... 7| wektora prawdo-

podobienstw odpowiedzi sa charakterystyki rozkladéw a posteriori p(nlr).

Pomocna w ustaleniu rozktadu a priori wektora parametrow n jest wiedza spoza
proby dotyczaca przyczyn nieudzielania przez respondentéw odpowiedzi.

4. Zastosowanie modeli hierarchicznych uwzgledniajacych
mechanizm powstawania brakujacych danych

Ankiety wykorzystywane w badaniach spoleczno-ekonomicznych zawieraja
m.in. pytania, na ktore respondenci z réznych przyczyn nie chca udzielaé odpowie-
dzi, np. pytania zwiazane z natogami, pogladami politycznymi, Swiatopogladem,
popetnionymi przestgpstwami. W takich sytuacjach do analizy niepelnych danych
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przyjmuje si¢ zatozenie NMAR dotyczace mechanizmu generowania brakujacych
danych. Do wnioskowania statystycznego o parametrach opisowych populacji
w przypadku przyj¢cia zalozenia NMAR w podejsciu bayesowskim wykorzystuje
si¢ modele hierarchiczne (por. [2, s. 241-251]). Ponizej zostanie opisany hipote-
tyczny przyklad wykorzystania takiego modelu do szacowania odsetka studentow
$ciagajacych na egzaminach.

Przyjecie zalozenia NMAR oznacza, ze fakt nieudzielenia odpowiedzi przez
i-tego studenta jest powiazany z badana zmienna Y;, ktéra przyjmuje warto$¢ jeden,
jesli student $ciaga, oraz zero — w przeciwnym wypadku. Wiadomo a priori, ze
sktonnos¢ do nieudzielania tego typu informacji jest zréznicowana w zaleznosci od
plci oraz rodzaju studiéw. Zatem badani studenci (dwa tysiace osob) dzieleni sg na
cztery grupy ze wzgledu na ple¢ oraz rodzaj studiow (studia dzienne, studia
zaoczne). Numer grupy indeksowany bedzie przez k (dla k=1, 2, 3, 4). Wszystkich
studentéw podzielono na cztery grupy: w pierwszej grupie znajduja si¢ studentki
studiéw zaocznych, w drugiej — studentki studiow dziennych, w trzeciej grupie
studenci studiéw zaocznych, a w czwartej — studenci studiow dziennych. Otrzy-
mane liczebnosci oraz liczby brakujacych odpowiedzi z uwzglednieniem podziatu
na grupy zostaly przedstawione w tab. 1. Liczebnosci studentéw w k-tej grupie
oznaczane sa przez n;, (w omawianym przykladzie n; =400, a pozostate grupy
ny =ny =ny =500). Dla ustalonego k zmienne Y (i=1,2,...,n;) maja rozklad
zero-jedynkowy z prawdopodobienstwem sukcesu py, .

Tabela 1. Liczebnosci studentéw z uwzgl¢dnieniem podziatu na pleé oraz rodzaj studiéw

Wyszczegdlnienie| Osoby Sciagajace | Osoby nieSciagajace | Brak odpowiedzi Suma
Grupa 1 180 160 60 400
Grupa 2 105 310 85 500
Grupa 3 230 180 90 500
Grupa 4 120 190 190 500

Zrédlo: obliczenia wiasne.

W modelach hierarchicznych dotyczacych analizy niepelnych danych niezbgd-
ne jest okreslenie prawdopodobienstwa uzyskania oraz nieuzyskania odpowiedzi.
Wprowadza si¢ nastgpujace oznaczenia [2, s. 242]:

mro=P(Ry =1¥y =0)dlai=12,...,n, orazk=1,2,3, 4,

mr=PRy =Y =1)dlai=12,...,n orazk=1,2,3,4. ©)

Prawdopodobienstwa 1— 7, oraz 1-7;; sa nazywane prawdopodobienstwami
nieudzielenia odpowiedzi pod warunkiem, ze odpowiednio student nie $ciaga oraz
sciaga na egzaminach. Prawdopodobienstwo nieudzielenia odpowiedzi przez i-tego
studenta nalezacego do k-tej grupy mozna wyrazic za pomoca nastgpujacego wzoru:
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P(Ry = 0)= P(Ry = 0|¥y, =0)P(Yy, =0)+ P(Ry = 0Yy =1)P(¥y =1)=
= (1= 7o)l = pi) + (1= 751) Pk -

Przez ik, s, oraz u; oznacza si¢ odpowiednio liczbg studentéw w k-tej grupie,
ktorzy odpowiedzieli na postawione pytanie i $ciagaja na egzaminie, liczbg studen-
tow, ktérzy odpowiedzieli i nie sciagaja na egzaminie oraz liczbe studentow, kto-
rzy nie udzielili odpowiedzi na postawione pytanie. Symbolem v, oznacza sig¢ nie-
znang liczbe studentow, ktdrzy nie udzielili odpowiedzi i Sciagajg na egzaminie.

Nieznane wielkosci p;, m;q, 74 traktowane sa jak zmienne losowe, dla
ktérych przyjmuje si¢ pewne rozkiady prawdopodobienstwa. Wartos¢ vy traktuje
si¢ jak realizacj¢ zmiennej losowej V. Dla parametrow p;, m;q, 74 (dla
k=1, 2,3, 4) przyjmuje si¢ nastgpujace rozklady a priori (por. np. [3]):

(10)

Pk ~ Beta(1, 1),
7o ~ Beta(a g, Bro)> (11)
7y ~ Beta(a gy, Br1)s

czyli nieinformacyjny rozkltad parametru p, oraz informacyjne rozktady pozosta-
lych parametrow. Rozktady a priori wyznaczane sa na bazie informacji pocho-
dzacych spoza proby dotyczacych przyczyn nieudzielania przez respondentow
odpowiedzi na okreslone pytania. Takie dodatkowe informacje pochodza albo z in-
nych badan dotyczacych podobnych zbiorowosci, poprzednich badan dotyczacych
badanej zbiorowosci lub wykorzystywana jest wiedza ekspertéw zajmujacych si¢
dziedzing zwiazang z zagadnieniem, ktorego dotyczy badanie. W omawianym
przyktadzie przyjgto nastgpujace osiem rozktadéw a priori:

7o ~ Beta(17,1;0,9), 7yq ~ Beta(6,7;0,13),

30 ~ Beta(31,5;3,5), mag ~ Beta(42,5;7,5),

71| ~ Beta(44,1;53,9), my ~ Beta(57; 38),
31 ~ Beta(50,4;12,6), m4; ~ Beta(55,5;18,5).

(12)

Funkcje gestosci dla rozktadoéw (12) zostaly przedstawione na rys. 1.
Warto$¢ vy jest traktowana jak nieznana realizacja zmiennej losowej V, o roz-

kiadzie dwumianowym:
Vk ~B(uk,wk), (13)

gdzie wy =(1- ﬂkl)pk/((l ~ o)1= pi)+(1=71)py) jest prawdopodobieri-
stwem sukcesu dla rozktadu (13). Rozklad (13) jest nazywany warunkowym roz-
ktadem brakujacych danych.

Dla tak wyspecyfikowanych rozktadéw (11) oraz (13) otrzymuje si¢ nastgpuja-
ce warunkowe rozklady a posteriori (por. np. [2; 3]):
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Pkl"k ~ Beta(vy + s, + ;15 +1+uy, — vy ),
ﬂkO}vk ~Beta(tk + a5 Up — Vg +ﬂk0), (14)
ﬂk1|vk ~ Beta(sy + a5 vy + P )-

Do bayesowskiej estymacji parametru wykorzystuje sie algorytm Gibbsa.
Kazda iteracja algorytmu polega na losowaniu z warunkowych rozkfadéw (13)
oraz (14). Po 50000 iteracji przyjmuje si¢, Ze osiggnieta zostata zbieznos¢ do
brzegowych rozkladéw a posteriori parametréw p;, m,(, 7, oraz do rozkiadu
a posteriori brakujacych danych V.

Nastepnie na bazie wartosci wylosowanych z rozkladéw brzegowych w kolej-
nych iteracjach wyznacza si¢ charakterystyki brzegowych rozktadéw a posteriori,
ktore sa estymatorami bayesowskimi. Charakterystyki rozktadow a posteriori
wyznaczane sg za pomocg programu WINBUGS.

Charakterystyki brzegowych rozktadéw a posteriori parametrow py, 7., 74
oraz rozktadu a posteriori brakujacych danych przedstawiono w tab. 2-4.

Wartos¢ estymatora odsetka oséb $ciagajacych na egzaminach w badanej
populacji studentow oszacowanego za pomocg modelu hierarchicznego wynosi
0,4818. Bayesowski obszar wiarygodnosci na poziomie ufno$ci 0,95 wynosi

(0,4463; 0,5201). Wartos¢ estymatora odsetka osob Sciggajacych wyznaczona tylko
na podstawie obserwowanych danych (por. tab. 1) wynosi 0,4032.

Zastosowanie podejscia bayesowskiego uwzgledniajacego mechanizm powsta-
wania brakujacych danych umozliwia zatem zmniejszenie obciazenia estymatora
parametru, wynikajace z faktu ukrywania przez niektorych studentéw informacji
dotyczacych sSciggania na egzaminie.

5. Zakonczenie

Wykorzystanie podejscia bayesowskiego we wnioskowaniu statystycznym
w przypadku niepelnych danych umozliwia wykorzystanie dodatkowej wiedzy do-
tyczacej badanych jednostek, dla ktérych wystepuja brakujace dane, co jest nie-
watpliwie przewaga metod bayesowskich nad metodami klasycznymi. Modele hie-
rarchiczne umozliwiaja dodatkowo oszacowanie prawdopodobienstwa nieuzyska-
nia pewnych informacji.

W praktyce czgsto stosuje si¢ pewne metody fagodzace niekorzystny wplyw
brakujacych danych, np. metody uzupetniania danych, nazywane takze metodami
imputacji. Metody imputacji moga w istotny sposob zmniejsza¢ badz tez elimino-
waé obciazenie estymatoréw parametrow, maja jednak powazng wadg¢ — zanizajq
oceny wariancji estymatoréw. Powoduje to, ze konstrukcja przedziatéw ufnosci dla
szacowanych parametréw oraz testowanie hipotez sa obarczone bledem wynikaja-
cym z tego niedoszacowania (por. [4, s. 128-130; 6, s. 11-18]).
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Tabela 2. Charakterystyki rozkladu a posteriori parametréw py, py, p3, Ps

Parametr| Warto$¢ oczekiwana|Odchylenie standardowe| Kwantyl 2,5%| Mediana [ Kwantyl 97,5%
D\ 0,5953 0,02488 0,5457 0,5955 0,6436
P 0.3725 0,02662 0,3133 0,3742 0,4201
P3 0,5926 0,03162 0,527 0,594 0,6509
Py 0.3897 0,05469 02971 0,3842 0,5096

Zrédlo: obliczenia whasne.

Tabela 3. Charakterystyki rozkladu a posteriori parametréw 7y, 729, %30, F40, T11s T30 731 F4)

Parametr| Warto$¢ oczekiwana|Odchylenie standardowe| Kwantyl 2,5% |Mediana| Kwantyl 97,5%

0 0,9855 0,01439 0,9472 0,99 0,9997
720 0,9876 0,02358 0,9147 0,9994 1,0

T30 0,8888 0.04630 0,7898 0.8924 0.9672
a0 0,6578 0,05527 0,5679 0,6508 0,7854
& 0,6665 0,02597 0,6147 0,6667 0,7164
Eo)! 0,5772 0,0342 0,5149 0.5755 0,6506
3y 0,7807 0,03359 0,7189 0,7791 0,8507
741 0.6588 0.06654 0,5274 0.6606 0,7833

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Tabela 4. Charakterystyki rozkladu a posteriori brakujacych danych v, v5, vy. vy

Parametr| Wartos¢ oczekiwana|Odchylenie standardowe| Kwantyl 2,5% |Mediana [ Kwantyl 97,5%
Vi 58,27 2,144 52 59 60
vy 80,98 7.85 56 85 85
! 66.5 11,5 41 68 85
V4 74,67 25,26 34 71 131

Zré6dto: obliczenia wlasne.

Podejscie bayesowskie, w przeciwienistwie do metod imputacji, nie jest
wykorzystywane do predykcji brakujacych danych i traktowania ich w pézniejszej
analizie tak, jak gdyby byly obserwowane. Podstawowym celem tego podejscia jest
eliminacja obcigzenia estymatora parametru (w omawianym przyktadzie — odsetka
studentow $ciagajacych na egzaminach) oraz poprawa oceny wariancji tego
estymatora (por. [4, s. 131, 132; 5; 6]).
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THE APPLICATION OF BAYESIAN HIERARCHICAL MODELS
IN STATISTICAL INFERENCE IN THE CASE OF INCOMPLETE DATA

Summary

In this paper we present the application of the Bayesian hierarchical models to analyse categori-
cal data in the case of incomplete data sets. The Bayesian approach enables to use the knowledge
about sample and missing data mechanisms. The main aim of using this approach is to improve sta-
tistical inference through the climination of estimator bias and correct estimation of standard errors.
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