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REGRESJA ORTOGONALNA I KLASYFIKACJA

1. Wstep

Zadanie jest nastepujace: dla zaobserwowanej zmiennej niezaleznej X i odpo-
wiadajacej jej wartosci zmiennej zaleznej Y znaleZ¢ linig regresji ortogonalnej ma-
jacej te¢ wlasnosé, ze suma odleglosci wszystkich obserwacji od regresji jest mini-
malna. Innymi stowy, jezeli regresja ma posta¢ AY + BX + C =0, to parametry A, B
i C trzeba wyznaczy¢ z nast¢pujacego kryterium

ilAy,-+Bx,-+C| .
———————— = min.
i=l [A2 + BZ ABC

Zadanie to jest nieco skomplikowane i1 sprébujemy znalez¢ parametry regresji na
podstawie innego kryterium opartego na metodzie najmniejszych kwadratéw (MNK):

v (Ay, + Bx, + C)*
X = min.
i=l A°+B ABC

Upro$émy nieco to wyrazenie:
2.6
|\ TTAN T, u (y, +ax, +b)

= =min.
i§l (3)2 E 1+a° ab
14| —
A

Zadanie znalezienia trzech parametréw zredukowalismy do znalezienia dwu.
Obliczmy pochodna po b:
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2 L 2 " n
2Z(Yi+axi+b)= Z(Zy,-+a§x,+nbj=0

l1+a iz 1+a \ia
Stad po prostych obliczeniach mamy
b=-y-ax.
Obliczmy teraz pochodng funkcji kryterium po a:

I n

— —\2 R
-3 (y, +ax, - -aF)’ = min,
l+a° = a
] " _ —\2 n )
I+ 2Z(yi_y+a(xi_x)) =l+ 2(O'f+c120'_‘2.+2acov(x,y))=mm,
a =l a : a
2na 2%

(0'3 +a’o? +2acov(x, y)) +

- 2a0'f+2cov(x, )} =0,
(1+a®)?" 1+a2( ' y)

2, 3.2 2 . 2_ 32 2 -
ac, +a'o, +2a°cov(x,y)—ao, —a o, —cov(x,y)—a" cov(x,y) =0,

a’ cov(x, y)+ a(O'.‘z. - 012. )—cov(x,y)=0.

Rozwiazaniem powyzszego réwnania kwadratowego jest:

2 2 2 252 2
o, -0, —\/(0'.‘. -0,) +4covi(x,y)
a =

,

2cov(x, y)

2 2 2 242 2
o, -0, +\/(0'_‘. —0;) +4covi(x,y)
a, =

2cov(x, y)

Otrzymalismy, co nietrudno sprawdzi¢, wspdtczynniki katowe dwu prostych
wzajemnie ortogonalnych. Jedna z nich realizuje minimum funkcji kryterium, a
druga jego maksimum.

2. Wielozmienna regresja ortogonalna

Postawmy teraz ogodlniejsze zadanie: niech macierz X ma postac

N X l

ml

a wektor parametréw a
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y” xln e X

mn x|
m

Przeksztalémy teraz nastepujaca form¢ kwadratowa:

i=l j=t

2
o B n m
a'XlXa=Z(y, +>a;x; +CJ =
2
n m n " 2
ZZ yi+zajxj,' +2CZ y,-+Zajxj,.+c +nc” =
i=l j=1 i=l j=l
=a X' X.a, + 2c17 X.a + nct.
Ogdlnie kryterium zapiszemy w postaci

a’X'Xa +21"Xa, +nct
= — — =min. (n

k aTa a..c
¢ “%c ‘

Znajdzmy minimum po c:

CL (nc+1"X,a ) =0.
dc  a'a,
Stad
1"X,a, _ =
c=- =-y-) aXx

Wstawmy do K obliczone c:
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. 2 1 .
aX'Xa--1XalXa +-a X 11"X a,
K = n — n = min.
a.a g,

¢

Mozemy postuzy¢ si¢ dwiema metodami znalezienia tego minimum: obliczy¢ po-
chodna K po a, lub przeksztalci¢ bezposrednio powyzsze wyrazenie. Wybierzemy

najpierw druga metodg:
nKa'a =na'X'Xa -21"Xa1'X.a +a’X'11'X a_ =

=a, (nX!X, +X/11"X, )a +
: 1 o1 1 2
-21'X,a.1"X a_=a] (n’ (— XX, - X11'X, += X117 X‘,)a‘. +
n - n n
-21'X.a,1"X a.=n"a’Sa_+2a/X'11"X a, -21"X a 1"X a_ =
=n'a/Sa, +2(a/X/1-1"X,a })1"X a, = n’aSa,.
Drugi skladnik przed ostatnim znakiem réwnosci w powyzszym wyrazeniu jest
réwny zeru. W przeksztatceniach skorzystaliSmy z nastgpujacych, tatwych do udo-

wodnienia wzoréw:

le1= ,

€

n

S=-—

! X'X, —lszuTx(,,
n n

gdzie S jest macierza kowariancji zmiennych (Y, X,..., X,,). Przeksztalcajac dalej,

mamy
n*alSa, -nKa'a, =0,

a (nS-KIa, =0.

Ostatnia rownosc¢ jest spetniona, gdy
det(nS — K1) =0.
Oznacza to, Ze K jest najmniejsza wartoscig wlasng macierzy S, a a, jest odpo-

wiadajacym jej wektorem wlasnym z pierwsza wspétrzgdng réwna 1.
Algorytm estymowania parametréw regresji ortogonalne;j jest nastgpujacy:

1. Wyznaczamy macierz kowariancji S.
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2. Znajdujemy jej najmniejszg warto$¢ wlasna i odpowiadajacy jej wektor wlas-
ny. Wséréd wszystkich mozliwych wektoréw wlasnych wybieramy ten, ktdrego
pierwsza skladowa jest réwna 1. Wektor ten jest wektorem parametréw a,.

3. Stala ¢ wyznaczamy z wzoru

m

c=-y-Yax .
i=l

Réwnanie regresji ortogonalnej ma postaé
mn
Y=-aX, -c
i=l
Sprébujmy teraz obliczy¢ a, pierwszym sposobem, tzn. rozwiazujac réwnanie
oK

—=0.
da_

K _ | oaa,)
da, (a'a) da
1 (da'X X, a, 1"X a,
+ 2c =
( da, da,

(a X X .a_ +2c1'X a, +nc’)+

aa,

(aaXXa +2¢:alXa +nca)+

(a'a)’

+

——(X'X,a, +cX1)=0.
a.a.

8 C

Przeksztalcajac dalej, mamy
T T KT 1aT TyT T 2 _
X Xaaa +cX laa -aa X Xa —-2cal Xa —nca =0.

X'X aa'a —lX "11"X aa’a —aa’X'X a_ +

e Ce
n

+ga‘_1TX(_al.1TX(,a‘, —la(,a‘T.XIllT Xa =
n
=n(lX(1,‘ X 11’ X)aaa +

0T

-naa ( X'X +— xT11Tx ] L.+Ea(.1TX(.a(_1TXL.aL. =
n n
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1
2

_ T (1 gt
=nSaa a —naa, (; XX, - "

X'11'X, Ja(. +

- za(_a;.rX(T_llT X.a, + ga‘_ 1"X.a1"X a, =
n n

=nSa,a a, —naa Sa, — 2 a (a;X[1-1"X,a )1"X,a, =
n

=nSaa'a, —naa'Sa, = 0.

[ [4

Stad

(Sat,af —a‘,a‘T_S)a(, =0,

aa'S ' -a.a S|a, =0.
(aa's) N

Rozwiazujac ostatni uklad réwnan ze wzglgdu na a., otrzymujemy poszukiwa-
ne parametry regresji ortogonalnej. Do wektora parametréw a,. nalezy dofaczy¢
wyraz wolny c¢. Jak wida¢, ten ostatni sposdb jest znacznie bardziej skomplikowa-
ny niz poprzedni. Nie sadze¢, zeby istnial pakiet, ktéry potrafi szybko rozwiazaé
uklad réwnan wielomianowych trzeciego stopnia. Inna trudno$¢ polega na tym, ze
symetryczna macierz kwadratowa a‘,a;’_‘ nie jest odwracalna, gdyz jej wyznacznik

jest réwny zeru ze wzgledu na wspotliniowos¢ wszystkich wierszy tej macierzy z
pierwszym wierszem. Réwniez nieodwracalna jest niesymetryczna macierz kwa-

dratowa a(_a‘T_S. Pewnym ulatwieniem jest to, ze macierz drugiego ukiadu w na-

wiasie (2) ma na przekatnej same zera, a elementy pod przekatng majg znaki prze-
ciwne do elementéw nad przekatna. Jedno z réwnan jest kombinacja liniowa pozo-
statych. Nietrudno si¢ przekona¢, ze rozwiazaniem jest wektor wlasny macierzy S.
Z wlasnosci wektoréw wlasnych mamy

Aa_=Sa

¢ (&

Stad
T T _ T, _ T, _
Saa a —aaSa =/daaa -Aaaa =0.

Jezeli wybierzemy wektor wlasny odpowiadajacy minimalnej wartosci wlasnej,
to bedzie on minimalizowat kryterium (1), gdyz odlegtosci liczone sa wzdtuz naj-
krétszej osi elipsoidy rozrzutu punktéw. Gdybysmy wybrali maksymalna wartos§é
wiasna, to kryterium (1) przyjetoby wartos¢ maksymalna. Tym razem odleglosci
bylyby liczone wzdtuz najdtuzszej osi elipsoidy rozrzutu punktéw. Prostych orto-
gonalnych jest tyle, ile niezerowych wartosci wlasnych ma macierz S plus jedna
odpowiadajaca zerowej wartosci wlasnej (gdyby taka byla), co oznacza, ze wszyst-
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kie zaobserwowane punkty sa wspétiniowe. Ta prosta, ktéra odpowiada najmniej-
szej wartosci wlasnej, jest regresja ortogonalna.

Nawiasem méwiac, uklady réwnan (2) podajq pewien inny sposéb wyznacza-
nia wszystkich wektoréw wlasnych macierzy S, bez uprzedniego wyliczania warto-
$ci wlasnych. Pierwszy uktad wyznacza wektory wlasne dla dowolnych macierzy,
a drugt dla macierzy symetrycznych. Wartosci wiasne dla znanych wektoréw wia-
snych tatwo jest policzy¢ z wzoru

T
a Sa,

— .
aa,

A=

Problem lezy w tym, jak te uklady rozwiaza¢. By¢ moze istnieje jaki$ prosty
algorytm iteracyjny, ktéry pozwala przynajmniej w przyblizeniu poda¢ rozwiaza-
nia. Jest to material do dalszego przemyslenia.

3. Wielozmienna wazona regresja ortogonalna

Zalézmy teraz, ze nie wszystkie obserwacje begda traktowane réwnoprawnie i
niech przekatniowa macierz wag ma postac

w, O 0

0 w, 0
W=

0 O W,

Wtedy kryterium K zapiszemy w nastgpujacy sposob
_a/X!WXa +2c1' WX a_ +c’1' W1

K T R
a‘l a(l a, .

Powtarzajac powyzsze obliczenia, otrzymujemy

— %

1"WX,a, _. = _.
C=————"=-y —-) ax,
1"Wi1 E
gdzie
lejxij lejyj
1= I=

i v

T on n :
2w 2w,
J=l J=l
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Wektor parametréw a, jest wektorem wtasnym macierzy S’, odpowiadajacym
jej najmniejszej wartosci wtasnej, gdyz w wyniku przeksztalcen wedlug drugiego
ze sposobow znajdowania rozwiazania dla kryterium K dostajemy

det (1" W1S® - KI) =0,

gdzie
S0 ol Som
S = Sor S Sim
SOm sl m Smm

Macierz S jest macierza wazonych kowariancji zmiennych Y, X,..., X,,, o ele-
mentach

n
2, Wi Xy X

o _ k=l *

i r XX
2. W
k=1
gdzie obserwacje y; oznaczamy jako xg;.

4. Klasyfikacja danych niejednorodnych
ze wzgledu na regresje ortogonalng

Zaktadamy, ze zbidr danych X nie jest jednorodny i trzeba w nim wyodrebnié
klasy o witasciwych dla nich parametrach liniowych regresji ortogonalnych. Za-
t6zmy na poczatku, ze liczba klas jest dana i réwna k. Oznaczmy klasy przez C,
i=1k. Rozpatrzymy dwa przypadki klasyfikacji: minimalizujaca sum¢ kwadra-
tow odlegtosci obserwacji zmiennej zaleznej Y od hiperptaszczyzny regresji

k
K =3 Y d,=min

=l x,€C;

i klasyfikacje rozmyta

n k
K, = Zngdj,. = min,

j=li=

gdzie

2
TX. +c,
d. = citj i
| i a—
a.a

ci®ei
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jest kwadratem odlegtosci obserwacji x; rozumianej jako
Xj = (yj X e )
od regresji ortogonalnej w klasie C,, zas
Wi = @.(x;),

jest wartoscig funkcji przynaleznosci ¢ obserwacji x; do klasy C;. Postulujemy, by

Sw, =1. 3

i=]

Jak wida¢, oba te przypadki kryteriow mozna polaczy¢ w jedno
n k
K=3%>wld, =min,
j=li=t

gdzie w przypadku K, wagi w; przyjmuja warto$¢ 1, gdy x; nalezy do klasy C;, 1
Zero w przeciwnym razie.

Pomimo ze oba kryteria mozna zapisa¢ w ten sam sposdb, to w pierwszym
przypadku begdziemy szukali minimum bezwarunkowego, w drugim za§ warunko-
wego ze wzgledu na (3). Minimum warunkowe pozwoli nam na wyznaczenie
optymalnych wag. Zapiszmy je wigc

nk n k
K, =ZZw5di,.— /?,,.(Zw”—l)=min,
j=li=l ’ j=t " \i=l Wi
gdzie 4; sa mnoznikami Lagrange’a. Obliczenie pochodnej K, po w; prowadzi do
réwnania

2wd.—-A =0,

i i
z ktérego otrzymujemy

iwij :i

i=l i=| 2

R

=1.

QU

Ji

Po obliczeniu 4, i prostych przeksita}ceniach otrzymujemy
1
d;

i 1
i=1 dj,'

i
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Poniewaz kryterium K mozna zapisa¢ jako kryterium dla wielozmiennej wazo-
nej regresji ortogonalnej, w dalszej analizie skorzystamy z wynikéw poprzedniego
punktu. Macierz diagonalna W zawiera na przekatnej wagi bedace kwadratami
stopni przynaleznosci obserwacji do klasy. Takich macierzy konstruujemy tyle, ile
jest klas. Dla kryterium K| na przekatnej macierzy W,, i =1,k znajduja si¢ zera i
jedynki.

Kryterium dla zagadnienia klasyfikacji przy ustalonych wagach ma postac

P i a/X!WXa, +2¢1"WXa, +c/1"W1 _ - @
B i=1 aT,a - a,.q .i=ﬁ’

ci“ei

gdzie

a

mi

jest wektorem parametréw, a ¢; wyrazem wolnym regresji ortogonalnej w klasie C;.
Pochodna K po ¢; ma postaé

oK

o, aa

il

(ne, +1"WX.a,)=0.

coa

W wyniku otrzymujemy

"WXa, _. o _,
L e Z ajixji’
J=1

’ 1"W.1

—%

. —k . T . T , « . . . .
gdzie y; , X, 0= 1k, j =1,m sa srednimi wazonymi w klasie C,.

Po uwzglednieniu w K wartosci ¢; nalezy zminimalizowa¢ wyrazenie

) a X/ WXa, +——1"WXa, 1" WXa, th la;f,.lew,.lT X.a,
K=Y 4 = d =
i=l aL‘iaci
_ X T a;l"iS:al'i _ X
= T W1 =5 K,
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S: jest wazona macierza kowariancji w klasie C;. Poniewaz wszystkie skladniki K
sa nieujemne i kazdy z nich jest niezalezny, wigc by zminimalizowaé K, wystarczy
zminimalizowaé kazdy ze sktadnikéw K, gdzie
T *
: a_ Sa,
K, =1"W1——
a_a

Przeksztalcajac ostatnie wyrazenie jak uprzednio, otrzymujemy
det(1" W18, — K,1) =0,

. . . , . . * . .
a to oznacza, ze K; jest minimalna wartoscia wlasna macierzy S, , a odpowiadajacy

jej wektor wlasny jest szukanym wektorem parametréw a; w klasie C;.

Algorytm postgpowania jest nastgpujacy:

1. Ustalamy liczbe klas k. Gdy jest ona nieznana, zaczynamy od minimalne;j
przewidywalnej liczby klas. Zwigkszajac liczbe klas o jeden, dojdziemy w pewnym
momencie do klas zbyt mato licznych, by dalo si¢ wyznaczy¢ w sposéb jedno-
znaczny regresj¢ ortogonalna. Liczba obserwacji w klasie musi by¢ réwna co naj-
mniej m. Gdy zaczna si¢ pojawiac klasy mniej liczne, oznacza to np., ze liczba klas
jest za duza i w probie sa by¢ moze obserwacje nietypowe. Moze tez by¢ tak, ze
populacja jest silnie zréznicowana i istnieja w niej klasy obiektéw o niewielkiej
licznosci. Wtedy préba nie bedzie ich zawieratla i nie uda si¢ w rzeczywistosci zi-
dentyfikowac wszystkich klas w populacji badZ préba b¢dzie nadreprezentatywna i
takie obserwacje beda traktowane jako nietypowe; gdy si¢ ich wcze$niej nie usu-
nie, zostana na sile dotaczone do innej klasy, mocno znieksztalcajac cala klasyfika-
cje obiektéw. Przez probe nadreprezentatywna rozumie si¢ probe reprezentatywna,
w ktdrej moga wystapic¢ elementy z populacji, ktére ze wzglgdu na mate prawdo-
podobienstwo ich wylosowania nie powinny si¢ w prébie o zadanej liczebnosci
znalez¢, co daje co prawda informacje o ich istnieniu w populacji, ale nie pozwala
na wyodr¢bnienie ich jako klasy obiektéw ze wzgledu na zbyt mata reprezentacje.

2. Dokonujemy wstepnego generowania wektorow wagowych w;, i =1,k , kt6-

rych j-ta sktadowa ( j = l,_n) okresla przynaleznos¢ j-tej obserwacji do klasy C;
wi=(w Wy ow,).

Mozna to zrobié, stosujac

— znane wagi ustalone na podstawie analizy problemu lub zasugerowane przez
ekspertow,

— generujac wagi losowo,

— ustalajac wagi proporcjonalnie, np. przypisujemy jedynki pierwszej sktado-
wej wektora w;, drugiej sktadowej w;,,, trzeciej sktadowej wi,,, k-i+1-szej sktado-
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wej w;, k-i+2-giej skladowej wektora w, i tak dalej, az zapelnimy wszystkie ele-
menty przekatniowe catego zestawu k wektoréw wagowych. Wyboru i mozna do-
kona¢ losowo.

3. Przeksztalcamy wektory wagowe w; w macierze wagowe W, wstawiajac
kwadraty sktadowych wektora wagowego na przekatng macierzy wagowe;.

4. Obliczamy dla kazdej klasy macierz kowariancji S, i =1,k :

P = IT‘IV ] X WX, —WXIIW,ITXC.

i

5. Obliczamy najmniejsza wartos¢ wlasna i odpowiadajacy jej wektor wlasny v,

macierzy S:,i =1,k . Wyznaczamy tak wektor wlasny, by jego pierwsza wspot-
rzedna byla réwna 1:

oraz
1"WXa,

Cr'wal

6. Majac obliczone parametry regresji ortogonalnej w klasach, wyznaczamy dla

P =

kazdej obserwacji i wektor jej odleglosci od kazdej regresji (i =1,k, j=1,n):

di =(d, d,, .. d).

gdzie
_@ix +c)
¢ aa,
i
X; =(y»,- Koo xmj)'

7. W zaleznosci od sposobu klasyfikacji zmieniamy wagi w wektorach wag w;:

¢ W metodzie minimum sumy odlegtosci od regresji j-ta skladowa wektora w;
zmieniamy na 1, gdy i-ta sktadowa wektora d; osiagngta warto$¢ najmniejsza.

o W metodzie klasyfikac)i rozmytej nowe skladowe wektora w; obliczamy z
wzoru

1
d,

i 1
i=1 d,,

ij
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8. Obliczenia koficzymy, gdy

max 'w,.(.") —w?
i iy i

|<e
dla dowolnie dobranego matego £> 0. Symbole (n) i (s) oznaczaja odpowiednio
nowe i stare z poprzedniej iteracji wartosci wag.

9. Jezeli punkt 8. nie jest spetniony, wracamy do punktu 3.

W wyniku dziatania algorytmu otrzymamy poklasyfikowane dane, ale nie ma
zadnej gwarancji, ze jest to klasyfikacja najlepsza z mozliwych. Dla tak wyznaczo-
nej klasyfikacji obliczamy wartos¢ kryterium K z wzoru (4). Jest to podstawa do
poréwnania z nowa klasyfikacja, ktdrej nalezy dokona¢ dla innych wektoréw wa-
gowych w;. Po wielokrotnych prdbach klasyfikacji zauwazymy, ze trudno jest
zmniejszy¢ wartos¢ kryterium K. Jezeli dla kilku z rzedu préb klasyfikacji nie uda
si¢ poprawi¢ (4), to mozna z duza wiarogodno$cia uwazac, ze znalezlismy klasyfi-
kacje optymalna badz tez bliska optymalne;j.

THE ORTHOGONAL REGRESSION AND CLASSIFICATION

Summary

In this paper the well-known problem ol estimating parameters ol linear orthogonal regression
have been presented. There are proposed any methods of estimating the cigenvectors for the symmet-
rical and unsymmetrical matrices without calculating its eigenvalues. Additionally there is given an
algorithm lor classilication sample data obtained from no homogenous population in which subpopu-
lations are stepping out with diverse equations of the orthogonal regression.
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