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wazniejszych oznaczen

dyskretny sygnal lub proces losowy
dyskretny sygnal analityczny

sygnal zespolony sprzezony

dyskretny sygnal sinusoidalny

dyskretny szum gausowski

wariancja szumu gausowskiego

okno w dziedzinie czasu

okno w dziedzinie czestotliwosci
amplituda k-tej sktadowej sinusoidalne;j
czestotliwo$é k-tej sktadowej sinusoidalnej
faza k-tej sktadowej sinusoidalne;j

funkcja autokorelacji

dowolna wielko$¢ rzeczywista,

estymator wielkoSci rzeczywistej

btad éredniokwadratowy estymatora
obcigzenie estymatora

wariancja estymatora

energia sygnatu

moc sygnatu

czestotliwo$é unormowana

czestotliwos¢ probkowania

transformata Fourier’a sygnatu z(n)
widmowa gesto$¢ mocy sygnatu
transformata Fourier’a niestacjonarnego sygnatu x(n) w chwili n
lokalna funkcja autokorelacji w chwili n
transformata czasowo-czestotliwosciowa
czestotliwosé chwilowa

opOznienie grupowe

parametry modelu ARMA

kowariancja procesu losowego = w chwili n
kumulant trzeciego rzedu w chwili n procesu x

v



wspolczynnik zapominania

k-ty wspoétczynnik odbicia, zwany wspoétczynnikiem Schur’a
btad prognozy w przoéd w algorytmie LeeMorf’a
btad prognozy w tyt w algorytmie LeeMorf’a
przestrzen liczb rzeczywistych rozmiaru N x M
przestrzen liczb zespolonych rozmiaru N x M
wektor probek sygnatu

zmienna w czasie macierz autokorelacji

wartosci wlasne macierzy

wektor wlasny macierzy

macierz diagonalna zawierajaca wartosci wtasne
zmienna w czasie macierz kolumnami ortonormalna
operator wartosci oczekiwane;j

prawdopodobienstwo zdarzenia

kwantyfikator - dla kazdego

nalezy do zbioru (przedziatu)

nie nalezy do zbioru (przedziatu)

transpozycja w odniesieniu do wektoréw i macierzy
transpozycja i sprzezenie w odniesieniu do wektoréw i macierzy
zawierajacych wartosci zespolone

norma euklidesowa wektora lub macierzy

norma, Frobenius’a wektora lub macierzy



Rozdzial 1

Wstep

Niniejsza praca dotyczy analizy zmiennego w czasie widma dyskretnych, lo-
sowych sygnalow niestacjonarnych oraz algorytméw pozwalajacych na wy-
znaczenie takiego widma na podstawie parametréow modelu przetwarzanego
sygnatu.

Rzeczywiste sygnaly wystepujace w przyrodzie sa sygnatami ciaglymi.
Jednak efektywne przetwarzanie mozliwe jest jedynie dla sygnatow dyskret-
nych. Przyjmijmy, ze dla analizowanych sygnaléw nie ma probleméw z prze-
ksztalceniem rzeczywistego sygnatu ciaglego w jego dyskretna reprezentacje.

Sygnaly klasyfikuje sie¢ w rézny sposéb, w zaleznosci od ich wtasnosci lub
7rodta pochodzenia. Jeden z fundamentalnych podzialéw rozréznia: sygnaty
losowe 1 deterministyczne. Sygnaly deterministyczne to sygnaly, ktére mozna
opisa¢ doktadnie za pomoca zaleznosci matematycznych. Tak wiec mozliwe
jest doktadne okreslenie wartosci sygnatlu w dowolnej chwili czasu w prze-
sztosci, terazniejszosci i przyszlosci. Wartosci sygnalow losowych nie mozna
doktadnie okreslié. Mozemy jedynie przy pomocy ré6znych narzedzi matema-
tycznych prognozowaé przyblizone wartosci. W przeciwienstwie do sygnatow
deterministycznych, sygnaty losowe sa nosnikami informacji. Dlatego tez, dal-
sze rozwazania ograniczone zostana do sygnatow losowych.

Klasycznie sygnaly losowe traktowane sg jako stacjonarne, co dla wiek-
szo$ci jest uzasadnione. Istnieje jednak wiele sygnatow dla ktorych zatoze-
nie stacjonarnosci jest nieuzasadnione. Takimi sygnalami sa: sygnaly ra-
darowe, sygnaly mowy, sygnaly sejsmiczne itd. Dla nich opracowano cala
grupe algorytmow, ktoérej waznymi elementami sa transformacje czasowo-
czestotliwo$ciowe. W wyniku takiej transformacji otrzymujemy transformate
czasowo-czestotliwosciowa, ktora pozwala okresli¢ jak widmo sygnatu zmie-
nia sie w czasle.

Ogolnie biorac, transformaty czasowo-czestotliwosciowe mozna podzieli¢,
ze wzgledu na rodzaj estymacji zmiennego w czasie widma sygnatu, na trans-
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Rysunek 1.1: Uproszczony podziat JTFT [55].

formaty parametryczne i nieparametryczne [55]. Transformaty nieparame-
tryczne mozna podzieli¢ dalej, uwzgledniajac strukture modelu, na liniowe i
nieliniowe, oraz ze wzgledu na wystepowanie lub niewystepowanie skalowania
argumentu czasu lub czestotliwosci, na skalogramy i spektrogramy. Iustruje
to rysunek 1.1

1.1 Definicje i zalozenia wstepne

1.1.1 Model sygnaléw losowych

Cyfrowe przetwarzanie sygnalow to zbior olbrzymiej ilosé réznych metod.
Wiele metod ma bardzo szerokie zastosowania, ale istnieje réwniez wiele al-
gorytmoéw opracowanych specjalnie dla wybranej klasy sygnatow. Te same
metody stosowane do r6znych klas sygnatéow moga dawaé rézne wyniki - raz
lepsze, raz gorsze.

Losowy model sinusoidalny moze by¢ zastosowany do wystarczajaco do-
ktadnego opisu wielu sygnalow rzeczywistych, takich jak: sygnalty komunika-
cyjne, radarowe, niektore fragmenty sygnatu mowy ludzkiej i wiele innych.
W modelu takim zaktada sie, ze sygnatl sktada sie z sumy jednego lub kilku



komponentéw sinusoidalnych i szumu:
M
z(n) = s(n) +v(n); s(n) = Z Ay (n)?Crfm(mIntém () (1.1)

gdzie s(n) oznacza wielokomponentowy zespolony dyskretny sygnatl bez szu-
mu, v(n) oznacza zespolony szum, a A,,(n), fm(n) i ¢n(n) oznaczaja procesy
losowe interpretowane odpowiednio jako amplituda, czestotliwosé i faza m-
tej sktadowej [53][46].W zaleznosci 1.1 przyjeto, ze czestotliwo§é probkowa-
nia [, = 1. Wtedy f,.(n) sa tak zwanymi czestotliwo§ciami unormowanymi
z przedziatu [—0.5,0.5). Ze wzgledu na stosowane algorytmy i prostszy zapis
matematyczny zatozono, ze dysponujemy sygnatami zespolonymi. Jednak sy-
gnaly spotykane w przyrodzie maja wartosci rzeczywiste. Nie jest to istotna
przeszkoda, gdyz sygnaty rzeczywiste mozna na wiele sposobéw przeksztatcic
w sygnaty zespolone. Przyktadem moze by¢ czesto uzywany sygnat analitycz-
ny uzyskany przez transformacje Hilberta [8]. Jezeli przez x:(n) oznaczymy
sygnal o wartosciach rzeczywistych, to sygnal analityczny mozna wyznaczy¢
nastepujaco:

(1.2)

1.1.2 Stacjonarno$é i niestacjonarnos$é¢ sygnatu

Definicja stacjonarnosci okresla, ze proces stochastyczny jest stacjonarny w
sensie Scistym, jezeli jego rozktad prawdopodobienistwa nie zalezy od prze-
suniecia punktu zerowego czasu [35]. Inaczej moéwiac, proces z(n) i proces
xz(n + k) maja identyczny rozktad prawdopodobienstwa dowolnego rzedu:

Fz(a;lv' <oy Ly T - -~7nm,) - Fz(xly"'sl‘m;nl + k;v"'an'm + k) (13)

dla dowolnego przesuniecia w czasie k. Wynika stad miedzy innymi, ze funk-
cja gestosci prawdopodobieristwa dowolnego rzedu nie zmienia sie w czasie.
Otrzymujemy wiec nastepujaca zaleznosé:

fo(T1, - s Ty N1, ey M) = fo(@T1, oo oy Ty + Ky e ooy T + ) (1.4)
Konsekwencjami stacjonarnosci w sensie §cistym sa w szczegolnosci [35]:
e stala wartos$é srednia:

E{xz(n)} = n = const (1.

(@)
N



e zaleznosé funkcji autokorelacji jedynie od réznicy czasow:
= M1 — N, (16&)
E{z(ni)x*(n2)} = E{z(n + )z*(n)} = r(l) = r(-1) (1.6b)

7 tego punktu widzenia, zaden skonczony w czasie sygnal rzeczywisty nie
moze by¢ uznany za stacjonarny. W praktyce wprowadza sie pojecie lokalne;j
stacjonarnosci, ktére oznacza, ze w danym przedziale czasu rozktad prawdo-
podobienstwa procesu nie ulega zmianie. Jednak nawet lokalna stacjonarnosé
jest niepraktyczna, gdyz trzeba by znaé¢ wszystkie funkcje gestosci prawdo-
podobienistwa nieskonczonego rzedu. Z tego wzgledu czesto wykorzystuje sie
pojecie stabej stacjonarnosci, zwane czasem stacjonarnoscia w szerszym sen-
sie. Proces jest stabo stacjonarny jezeli zachodza zaleznosci: 1.5, 1.6b [35]. W
dalszej czesci pracy ilekro¢ zostanie uzyty termin sygnal/proces stacjonarny
bedzie to oznacza¢ stacjonarno$é w szerszym sensie (staba stacjonarnosc).

Praca dotyczy losowych sygnaléw niestacjonarnych o zerowej wartosci
sredniej, takich, dla ktérych funkcje gestosci prawdopodobienistwa rzedu dru-
giego 1 wyzszych zmieniaja sie¢ w czasie obserwacji. Nie wyklucza to mozli-
wosci, ze badany sygnal, w przedziatach czasu krotszych niz caty czas obser-
wacji, jest lokalnie stabo stacjonarny.

1.1.3 Zagadnienie estymacji

Nieodlacznym elementem analizy sygnatéw losowych jest zagadnienie esty-
macji. Zaklada sie, ze badany sygnatl jest ergodyczny. Upraszcza to znacznie
wyznaczanie cech probabilistycznych, bowiem z definicji ergodycznosci wy-
nika mozliwo§¢ wyznaczenia statystyk procesu z jego pojedynczej obserwa-
cji [29][35]. Z definicji ergodycznosci wynika w szczegolnosci, ze tylko proces
stacjonarny moze by¢ ergodyczny. Przypomnijmy, ze praca dotyczy sygnalow
niestacjonarnych, co wyklucza ergodycznos¢ procesu. Tak wiec, aby uzyskaé
estymatory dobrej jakoSci nalezy je wyznacza¢ metoda usredniania po zbiorze
realizacji procesu. Jednak w wiekszosci sytuacji liczba dostepnych realizacji
jest zbyt mata, a czesto dysponujemy tylko jedna realizacja. W takich sy-
tuacjach zaktadana jest lokalna stacjonarnosé, a estymator wyznaczany jest
przez uérednianie po czasie w przedziale czasowym, w ktérym ta stacjonar-
nosé jest zaktadana.

Zagadnienie estymacji polega na mozliwie doktadnym wyznaczeniu wy-
branej statystyki (np. widmowej gestosci mocy sygnatu) na podstawie zbioru
N-kolejnych probek {z(0),z(1),...,2(N — 1)} sygnalu losowego. Za pomo-
ca odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy estymator czyli pewne przybli-
zenie wybranej statystyki. Powszechnie przyjmuje sie, ze integralna czescia
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estymacji jest ocena jej jakosci. Z tym przekonaniem wiaze sie kilka proble-
mow [9][29]. Najwazniejszy z nich to wyboér kryterium jakosci. Wybor ten
jest w znacznej czesci subiektywny, poniewaz nie istnieje uniwersalna dobra
miara jakosci estymatora.

Znanych jest wiele réznego rodzaju kryteriow jakosci takich jak: mini-
mum btedu $redniokwadratowego, najwiekszej wiarygodnosci, maksymalne-
go prawdopodobienistwa, minimax, czy minimum /maksimum entropii. Naj-
popularniejsze miary jakosci estymatora to:

e blad éredniokwadratowy:

e? = E{(6 — 6)?} (1.7)
e obciazenie: A
b=E{6 — E{6}) (1.8)
e wariancja:
@ — E{(6 — E{6})?} — E{6?} — E{6)} (1.9)

Istnieje zwiazek pomiedzy btedem $redniokwadratowym, obcigzeniem i wa-
riancja:
e = b + d (1.10)

Szczegblowe omowienie 1 wyprowadzenia powyzszych zaleznosci mozna zna-
lez¢ w [3].

Ponadto czesto uzywane jest pojecie zgodnoéci estymatora. Estymator
nazywamy zgodnym, jeéli dla rosnacej liczby danych estymator jest zbiezny
do estymowanej wielkosci z prawdopodobiernistwem jeden [44].

N —-oo = PE{6} -0)=1 (1.11)

1.1.4 Skoriczona moc i energia sygnalu

Tradycyjnie w analizie sygnatéw rozroznia sie sygnaly o skonczonej energii
i sygnaly o skoriczonej mocy. Szczegdtowa analize tego zagadnienia mozna
znalez¢ w [28]. Dla jasnosci dalszej czesci pracy konieczne jest jednak przy-
toczenie definicji.

Sygnaly o skoriczonej energii to sygnaty, ktorych catkowita energia jest
ograniczona.

E.= ) l|a(n)f < oo (1.12)



skad wynika, ze:
F, <00 = E{FP,}=0 (1.13)

Natomiast sygnaly o skonczonej mocy maja ograniczona moc srednia:

E{P:} = E{ lim o n;Nla:(n)P} < 00 (1.14)

skad wynika, ze:
0<E{P,}<oo = E,=o (1.15)

Z przytoczonych definicji wynika w szczegolnosci, ze sygnaty o skoniczonym
czasie trwania sa sygnalami o skonczonej energii i zerowej mocy Sredniej.
Nalezy zauwazy¢, ze nigdy nie dysponujemy sygnatem o nieskoniczonym cza-
sie trwania. Nawet jezeli istnieja mozliwosci techniczne rejestracji sygnatu w
nieskonczonej przysztosci, to kiedys nastapit start procesu rejestracji, wiec
nie znamy sygnalu w nieskorniczonej przesztosci. Mimo to, w wielu przypad-
kach zaklada sie, ze zarejestrowany sygnal jest fragmentem nieskonczonego
w czasie sygnalu o skonczonej mocy $redniej.

Ogolnie przyjeto, ze sygnalty przejsciowe (impulsowe), ktore trwaja krocej
niz czas obserwacji sa sygnatami o skonczonej energii. W przypadku innych
sygnatéw mimo skorniczonego czasu obserwacji, zaktada sie, ze sa sygnatami o
skoniczonej mocy. W konsekwencji, w pracy rozwazana bedzie moc badanych
sygnalow, a nie ich energia.

1.1.5 Transformata, transformacja, JTFT

Autorzy anglojezyczni uzywaja wielu pojec takich jak: transform, distribu-
tion 1 representation. Czesto zwiazane jest to ze sSrodowiskiem naukowym, w
ktorym autorzy ci pracuja i publikujg. Ponadto w literaturze pojawiaja sie
czesto skroty: JTFT (ang. Joint Time-Frequency Transform) i JTFA (ang.
Joint Time-Frequency Analysis) zaproponowane w [39].

Autorzy polskojezyczni uzywaja czasem stowa reprezentacja [55]. Wydaje
sie jednak, ze rownie dobrze mozna uzywaé okredlenia transformata. Nalezy
zauwazy¢, ze transformata czasowo-czestotliwo$ciowa jest wynikiem transfor-
macji sygnatu w dwuwymiarowa dziedzine czas-czestotliwosé. Poza obszarem
zainteresowan niniejszej pracy pozostajg transformacje typu czas-skala np.
transformacja falkowa (ang. wavelets).



1.2 Teza pracy

Proponowane parametryczne transformacje czasowo-czestotliwo$ciowe, dla
wybranej grupy sygnalow, charakteryzuja sie lepszymi wlasciwos$ciami niz
transformacje nieparametryczne. Przez lepsze wlasciwosci rozumie sie: wiek-
sza, dokladno$é w dziedzinie czasu, wieksza doktadno$é w dziedzinie czesto-
tliwosci, prawie zerowe artefakty i/lub mniejsza ztozonosé obliczeniowa.

1.3 Uklad pracy

Struktura niniejszej pracy jest nastepujaca.

Rozdziat drugi zawiera przeglad istniejacych algorytméw JTFEFT parame-
trycznych i nieparametrycznych. W rozdziale tym przytoczono réwniez de-
finicje oczekiwanych wlasnoéci transformat czasowo-czestotliwosciowych w
odniesieniu do metod parametrycznych i nieparametrycznych. Wtasnosci te
pozwalaja ocenié¢ jakos¢ JTET. W rozdziale trzecim zawarto propozycje ad-
aptacyjnych algorytméw wyznaczania JTFT dla modelu autoregresji i dla
modelu sygnalu wielokomponentowego z wykorzystaniem rozktadu macierzy
autokorelacji wzgledem wartosci wlasnych. Rozdzial czwarty zawiera wyniki
badan symulacyjnych wykonanych dla sygnatéw modelowych. Wyniki analiz
wybranych sygnaléow rzeczywistych zostaty zaprezentowane w rozdziale pia-
tym. Podsumowanie calej pracy, w tym wnioski ogolne i wykaz oryginalnych
rezultatow niniejszej pracy zawarto w rozdziale szostym. Wnioski szczegotowe
dyskutowane sg przy opisie poszczegolnych eksperymentow.



Rozdzial 2

Przeglad transformacji
czasowo-czestotliwosciowych

2.1 Widmo sygnalu stacjonarnego

Wszystkie transformacje czasowo-czestotliwosciowe sa rozwinieciem trans-
formacji czestotliwoéciowych. Wiekszo§¢ wtlasnosci transformat czasowo-
czestotliwosciowych wynika z wtasciwosci analogicznych transformat czesto-
tliwosciowych, dlatego ponizej opisano parametryczne i nieparametryczne
transformacje czestotliwos$ciowe.

Zatozmy, ze dysponujemy naborem probek {z(0),z(1),...,z(N)} losowe-
go sygnatu stacjonarnego, bedacego realizacja pewnego ergodycznego proce-
su stochastycznego. Transformata Fourier’a takiego sygnatu okreslona jest
zaleznoscia:

N
X(f)=>_ z(n)e?n (2.1)

n=0

Istnieja dwie definicje widmowej gestosci mocy sygnatu - w skrocie wid-
ma [46]. Pierwsza wykorzystuje wprost transformate Fourier’a sygnatu:

2

P(f) = Jim E{IX(f; NP} = Jim B (2.2)

N
Z ;L'(n)e_jz"f”
n=0 |

Druga definicja bazuje na funkcji autokorelacji (1) (zaleznosé 1.6b):

> (e (2.3)

=—0

P:(f) =
l
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W literaturze rozwaza sie wiele wlasnosci widmowej gestosci mocy. Ze
wzgledu na dalsze rozwazania istotne sag trzy z nich:

e Widmowa gestosci mocy jest nieujemna i przyjmuje tylko wartosci rze-
czywiste:
Vi P(f) 20 (24)

e Widmowa gestosci mocy sygnalow dyskretnych jest okresowa z okresem
rownym czestotliwosci probkowania F:

o

Vien P(f) = P(f £ kF) (2.5)

gdzie N oznacza zbiér liczb naturalnych

e Dla sygnalow o wartosciach rzeczywistych widmowa gestosé mocy jest
funkcja parzysta wzgledem [ = 0:

Vi P(f) = P(=F) (2.6)

Uwagsi:

e W niniejszej pracy przyjeto konwencje, ze F, — 1, co pozwala ograni-
czy¢ wartosé czestotliwosci f do przedziatu [—0.5,0, 5.

e Nalezy zauwazy¢, ze dla sygnalow o wartosciach zespolonych nie za-
chodzi rownosé 2.6, chyba ze cze$¢ urojona takiego sygnatu jest rowna
7Z€ro.

2.1.1 Wybrane metody nieparametryczne

Nieparametryczne metody estymacji widma sygnatéw stacjonarnych bazuja
na zalezno$ciach 2.2 i1 2.3. Dysponujac skoriczonym naborem prébek sygnatu
{z(0),x(1),...,z(N — 1)}, przy zalozeniu, ze sygnal jest stacjonarny i ergo-
dyczny, mozna wyznaczy¢ estymator widmowej gestosci mocy z zaleznosci:

N-1
Pogr(f) = ) r(he > (2.7a)
I=—(N-1)
Iub N
N 1 e _
PPER.(f) = N| .’1;('”;)6_]27”‘"|2 (27b)
n=0



Dla skoniczonego N periodogram 2.7 pozwala wyznaczy¢ obciazony estymator
widma, poniewaz warto$¢ oczekiwana periodogramu jest splotem rzeczywi-
stego widma z oknem Bartlett’a [22][30]:

1/2

E{ Prrr(f)} = Wa(f — »)P(p)dyp (2.8)

J-1/2

gdzie wp(n) jest oknem trojkatnym Bartlett’a:

, _J1=|n|/N |n| <N
wp(n) = {0 nl > N (2.9a)
Wi(f) = 1/N (2220)’ (2.9b)

Fatwo mozna pokazaé, ze periodogram jest estymatorem zgodnym gdyz [22]:
A}ljl;c E{pPER(f)} = F.(f) (2.10)

Jednak periodogram charakteryzuje sie stosunkowo duza wariancja. Ponadto
wariancja ta jest stata i niezalezna od N. W konsekwencji zwiekszenie naboru
probek nie prowadzi do zmniejszenia wariancji.

Istnieje wiele odmian periodogramu, takich jak usredniony periodogram,
czy usredniony zmodyfikowany periodogram. Metody te poprawiaja wlasno-
ci statystyczne otrzymanego estymatora widmowej gestosci mocy. Metoda
czesto omawiang odrebnie jest wygtadzony periodogram, znany pod nazwa
metody Blackman’a-Tukey’a. Tworcy tej metody zauwazyli, ze estymator
funkcji autokorelacji:

1 N-1

"= g > w(l+n)z(l) (2.11)

n=—(N-1)

sygnalu stacjonarnego uzyty do wyznaczenia periodogramu, z powodu ogra-
niczenia liczby danych jest obcigzony. Wartoéé¢ oczekiwang estymatora auto-
korelacji mozna opisaé zaleznoScia;:

E{r(l)} =

Mozna zauwazy¢, ze wariancja estymatora autokorelacji ro$nie ze wzrostem
|l|. W zwigzku z tym Blackman i Tukey zaproponowali, aby w zaleznosci 2.3
wprowadzié¢ okno korelacyjne.

N — i

r(l) (2.12)

L

Par(f) = Y w(l)i(l)e 7! (2.13)

l=—L

Okno korelacyjne spelnia nastepujace warunki:
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e okno przyjmuje jedynie wartosci rzeczywiste z przedziatu |0, 1]

0<w(l) <w(0)=1 (2.14)

e jest parzyste
w(=1) = w(l) (2.15)

e jest ograniczone
w(l)=0 dla |l|]> L (2.16)

Metoda Blackman’a-Tukey’a, podobnie jak periodogram jest asymptotycznie
zbiezna [22|[30]:

1/2

E{Par(f)} ~ W (f — »)Peer(p)dye (2.17)

—~1/2

Natomiast wariancja widma Pgr(f) okreslona jest zaleznoscia [22]:

oL

P=(f) (2.18)

d2{pBT(f)} - S—N T

gdzie L jest dtugoscia okna korelacyjnego (zwykle przyjmuje sie L — N/5),
a N iloscia probek sygnatu.

2.1.2 Wybrane metody parametryczne

Metody nieparametryczne nie wykorzystuja zadnej wiedzy o badanym sy-
gnale. Zwykle jednak wiadomo z jaka klasa sygnalu mamy do czynienia i w
zwigzku z tym mozna poczyni¢ pewne zatozenia. Bazujac na tych zatozeniach
mozna wybra¢ odpowiedni model procesu stochastycznego i wyznaczy¢ jego
parametry. Podejécie takie nazywane jest parametryzacja sygnatu losowego.

Estymacja widma metoda parametryczng przebiega zwykle w trzech eta-
pach:

e wybranie odpowiedniego modelu,
e wyznaczenie estymatoré6w parametréow tego modelu,
e wyznaczenie widma w oparciu o estymatory parametréw modelu.

Jezeli wybrany model jest adekwatny do badanego sygnatu i wyznaczone
zostang jakoSciowo dobre estymatory parametréw modelu to uzyskane widmo
bedzie charakteryzowalo sie wieksza rozdzielczoscig i doktadnoscig niz widmo
nieparametryczne. Ponadto, czesto bazujac na znacznie mniejszym naborze
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probek, mozna uzyskaé estymator widma o jakosci porownywalnej lub lepszej
niz w przypadku nieparametrycznym [22].

Kluczowym zagadnieniem jest tu wybor odpowiedniego modelu w za-
leznosci od badanego sygnatu. Jednym z mozliwych do wyboru jest model
ARMA. W modelu tym zaktada sie, ze obserwowany sygnal jest sygnatem
wyjSciowym systemu pobudzonego szumem biatym o zerowej Sredniej 1 wa-
riancji o2. System taki opisany jest zalezno$cia:

P Q
- Z a(k)x(n — k) + Z b(k)v(n — k) (2.19)
k=0

k=1

gdzie v(n) jest szumem pobudzajacym system, natomiast a(k) i b(k) sa para-
metrami modelu ARMA. Wielkosci P i1 () okreslaja rzad modelu. Uproszcze-
niem modelu ARMA sa modele MA i AR opisane odpowiednio zaleznosciami:

Q
= b(k)o(n — k) (2.20)

k=0
P
Za + v(n) (2.21)
k=1

W literaturze [22][27][33][46][53] mozna znalezé wyprowadzenia odpowiednich
zaleznosci pozwalajacych wyznaczy¢ widmowa gesto$¢ mocy dla tych modeli
w przypadku stacjonarnym.

2

Parma(f) = o) %%) (2.22a)
Pua(f) = a;|B(f)f (2.22b)

Wybierajac dla badanego sygnatu wlasciwy model nalezy kierowaé sie naste-
pujacymi zasadami:

e model MA jest wlasciwy, gdy widmo sygnatu zawiera lokalne minima i
brak jest wyraznych maksiméw w widmie;

e model AR jest wtasciwy, gdy widmo sygnatu zawiera lokalne maksima
a nie zawiera lokalnych miniméw;

e model ARMA nalezy stosowaé, gdy w widmie wystepuja zar6wno mak-
sima jak 1 minima.
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Rysunek 2.1: Widmo sumy dwoch komponentéw sinusoidlanych i szumu; a),
b), ¢), d), e), f) wyznaczone na podstawie 512 probek sygnaltu; g), h), i)
wyznaczone na podstawie 64 probek.

W pracy rozwazane sg sygnaly ztozone z komponentéw sinusoidalnych i szu-
mu (zaleznosé 1.1). Jednak w wielu zastosowaniach istotna jest prawidlowa
estymacja parametréow jedynie komponentéw sinusoidalnych, za$ szum jest
zjawiskiem niepozadanym. W takich sytuacjach wystarczajacy jest model
AR. Dla M rzeczywistych komponentoéw sinusoidalnych zwykle wystarczy
model AR rzedu 2M. Dla M komponentéw zespolonych wystarczajacy jest
model rzedu M [22].

Prawidlowy wybor rzedu modelu jest istotny, gdyz jezeli zaproponuje sie
zbyt maly rzad modelu AR P < M, wtedy w widmie niektére komponenty
beda niewidoczne. Natomiast pozostale zmienig swoje potozenie. Przyktla-
dem moze by¢ widmo z rysunku 2.1. Linig przerywana czerwona zaznaczono
widmo wyznaczone przez transformacje FF'T, natomiast linig ciggta niebieska
zaznaczono widmo parametryczne uzyskane na podstawie modelu AR.

Inng z mozliwosci jest parametryzacja bazujaca na estymacji parametrow
modelu sygnatu bezposrednio z zaleznosci 1.1. Metody te zwane sa w litera-
turze metodami podprzestrzeni (ang. subspace method), poniewaz dziela ob-
serwowany sygnal na podprzestrzen komponentéw sinusoidalnych i podprze-
strzeni szumu [53]. Czasami metody te zwane sa rowniez metodami wysokiej
rozdzielczo$ci poniewaz pozwalajg na znalezienie czestotliwosci sktadowych
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sygnatu, lezacych blizej niz 1/N [46]. Do tej grupy metod naleza algorytmy:
Pisarenki [36], MUSIC (ang. MUltiple SIgnal Clasification) [42], czy ESPRIT
(ang. Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniqu-
es) [41]. Na podstawie wyznaczonych parametréw sygnalu mozna uzyskaé
widmo prazkowe lub pseudowidmo.

Wsrod tych algorytmoéw wyréznia sie algorytm ESPRIT, poniewaz uzy-
skane estymatory czestotliwoéci daza asymptotycznie do granicy Cramer’a-
Rao [46][53], przy poréwnywalnym, w stosunku do pozostatych metod pod-
przestrzeni, koszcie obliczeniowym. W dodatku A znajduje sie szczegbotowe
wyprowadzenie algorytmu ESPRIT w wersjach LS i TLS. Wada algoryt-
mu ESPRIT jest to, iz zaklada on znajomos$é rzedu modelu M. Dla duzego
stosunku sygnat-szum stosunkowo tatwo jest wyznaczy¢ rzad modelu, ponie-
waz wartosci wlasne macierzy autokorelacji sygnatu skojarzone z wektorami
wlasnymi rozpinajgcymi przestrzen sygnatu sa znaczaco wieksze od wartosci
wtasnych skojarzonych z wektorami wlasnymi rozpinajacymi przestrzen szu-
mu. Przy matym stosunku sygnal-szum (SN R < 3dB) obie grupy wartosci
wlasnych maja zblizone wartosci i trudno znalezé jednoznaczne kryterium
podzialu na podprzestrzenie. Te niedogodnoéé¢ mozna pokonaé, wybierajac
M wieksze od ilosci komponentéw w sygnale, jednak nalezy wtedy estymo-
waé¢ moc poszczegblnych komponentéw. Dla falszywych komponentow moc
ta bedzie znaczaco mniejsza od mocy rzeczywistych komponentow [1].

2.2 JTFT dla sygnaléw niestacjonarnych

FLaczna transformata czasowo-czestotliwosciowa jest wynikiem transformacji
sygnatu z dziedziny czasu w dziedzine czas-czestotliwos¢. Jezeli sygnat obser-
wowany jest sygnatem losowym niestacjonarnym, to jego widmowa gestosé
mocy zmienia sie w czasie.

P(n, f) = |X(n, f)I? (2.23)

Rozwazmy przypadek sygnalu wielokomponentowego niestacjonarnego dane-
go zaleznodcia 1.1. Estymator autokorelacji dla sygnatu niestacjonarnego jest
funkcja dwoch zmiennych:

K
o, 1) =

z(n+ 1+ k)z*(n+ k) (2.24)
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gdzie K < N il =14{0,...,N — 1}, stad po podstawieniu do zaleznosci 2.3
otrzymujemy

o] N-1
Pl fl= 3 #lr e =3 fnle (2.25)
l=—0c0 =0

2.2.1 Oczekiwane wlasnosci JTFT

Faczna transformata czasowo-czestotliwoSciowa powinna speliaé pewne
wlasnosci. Zebrano je i omowiono szczegotowo w pracy [8][20][55]. Nie wszyst-
kie JTEFT spelniaja te wtasnosci. Dlatego wtasnosci te pozwalaja dokonaé
wlasciwego wyboru JTFT do konkretnego zastosowania. Ponizej zostana
przytoczone jedynie najwazniejsze z nich.

1. Wlasnoéé¢ zachowania chwilowej mocy sygnatu:

Y Pu(n, f) = le(n)* = Pu(n) (2.26)
i

2. Wtlasno$é zachowania widmowej gestosci mocy:
S"Pun, f) = IX()2 = P(f) (2.27)
3. Transformata przyjmuje tylko nieujemne wartosci rzeczywiste:
P(n, f) =20 (2.28)

4. Transformata zachowuje ograniczenie w dziedzinie czasu:
Vnginimg Z(n) =0 = FPy(n,f)=0 (2.29)
5. Transformata zachowuje ograniczenie w dziedzinie: czestotliwosci
Viging X(f)=0 = Pi(n,f)=0 (2.30)
6. Transformata zachowuje przesuniecie czasowe:

y(n) = z(n+no) = Py(n, ) = Pe(n+no, f) (2.31)

7. Transformata zachowuje przesuniecie czestotliwosciowe:

y(n) = w(n)e " = Py(n, [) = Pun, [ + fo) (2.32)



8. Transformata zachowuje liniowe skalowanie:

Vaso y(n) = Vaz(an) = Py(n, f) = Py(an, f/a) (2.33a)
> Pyn, f) =Y ()P = é!X(f/a)IQ (2.33D)
> Pi(n, f) = z(n)* = alz(an)? (2.33¢)

i

9. Transformata zachowuje momenty czasowe:

SN nfPu(n, f) =Y nFla(n)? (2.34)
nof 2

10. Transformata zachowuje momenty czestotliwoSciowe:

SO FEPn, ) =D X1 (2.35)
f n f

11. Transformata umozliwia wyznaczenie oczekiwanej czestotliwosci chwi-
lowej: (ang. mean instantaneous frequency)

_ Aarg{X(n

B Amn

fin(n) )} = Pml(n) ;fpm(n, f) (2.36)

gdzie X (n) oznacza sygnal analityczny

12. Transformata umozliwia wyznaczenie op6znienia grupowego:

A arg{X(f)} 1
W) == = E k) @87

Jak wida¢ wymagania stawiane idealnej transformacie czasowo-
czestotliwosciowej sa bardzo duze. Znane obecnie transformacje nie
speliajg wszystkich powyzszych wymagan. Np. transformacja Wignera-
Ville’a dla sygnaléw wielokomponentowych, podobnie jak spektrogram,
nie spelniaja wlasnosci 2.29 i 2.30 [39]. Oczywiste jest wiec, ze dobor
konkretnej transformaty do konkretnego zastosowania wymaga okre§lenia,
ktore wlasnosci sa szczeg6lnie istotne, a ktére mozna pominaé.
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2.2.2 Zasada nieoznaczonosci

Bardzo wazna miarg jakosci JTFT jest rozdzielczo$¢ estymatora, f)(n, flw
dziedzinie czasu 1 w dziedzinie czestotliwosci. Jest rzecza ogoélnie znana, ze
sygnal o krotkim czasie trwania ma szerokie widmo, natomiast sygnat o wa-
skim widmie ma dlugi czas trwania. Nie istnieje sygnal, ktory przy bardzo
krotkim czasie trwania bedzie mial bardzo waskie widmo. Wobec tego, jezeli
od estymatora JTFT oczekujemy bardzo duzej doktadnosci lokalizacji sy-
gnatu w dziedzinie czasu, musimy zgodzi¢ sie na mata doktadnosé lokalizacji
w dziedzinie czestotliwosci. Prawidlowosé ta znana jest pod nazwa zasady
nieoznaczonosSci (ang. uncertainty principle).

Poniewaz przyjeto, ze obserwowany sygnal jest realizacja procesu losowe-
go, wiec wszystkie otrzymane wielkosci sa estymatorami wielkosci rzeczywi-
stych. W szczegdlnosci czestotliwosé chwilowa f;,(n) jest wartoscia oczeki-
wang czestotliwosci:

o) = E{[} = s 3 el ) (2.38)
A

i analogicznie op6zZnienie grupowe ¢,( /) jest wartoscia oczekiwang czasu:
1
to(f) =E{n} = 120 > nPu(n, f) (2.39)

Jezeli przez d; oznaczymy wariancje czestotliwosci chwilowej, oraz przez d,
wariancje opo6znienia grupowego, wtedy zasade nieoznaczonosci mozna wy-
razi¢ za pomoca nastepujacej zaleznosci:
dedy > % (2.40)
Szczegblowe wyprowadzenie i dowod tej zaleznosci mozna znalezé w [8][39].
Fizycznym odpowiednikiem wariancji czestotliwosci dy jest pasmo sygna-
tu, natomiast wariancja op6znienia grupowego d; nazywana, jest czasem trwa-
nia (ang. time durations). Z zaleznosci 2.40 wynika, ze nie istnieje sygnal o
dowolnie krétkim czasie trwania i jednocze$nie o dowolnie waskim pasmie.
Zasade nieoznaczono$ci mozna jednak odczytaé¢ inaczej. Jezeli przyjmiemy,
ze d, 1 d; oznaczaja rozdzielczos¢ analizy sygnatu odpowiednio w dziedzinie
czasu 1 czestotliwosci, wtedy z zaleznosci 2.40 wynika, ze taczna rozdzielczosé
analizy sygnatu jest ograniczona [7][8][39].

2.3 Nieparametryczne JTFT

Do najbardziej znanych nieparametrycznych transformacji czasowo-
czestotliwosciowych naleza:

17



e spektrogram wyznaczany przy pomocy STET (ang. Short Time Fourier
Transform):

2

P(n, f) = \/_Z Jw(l — n)e 721 (2.41)

gdzie w(n) jest oknem czasowym o dlugosci L

e i transformata Wignera-Ville’a:

P(n, f) \/ﬁ Za x(n + 1)e 721! (2.42)

Transformacje te nalezg rowniez do najczesciej stosowanych w rozwiazaniach
praktycznych probleméw. Obie transformacje sa dobrze zbadane i opisane
w literaturze [8][39][53]. Znane sa ich zalety i wady. Do zalet naleza: prosta
formuta, stosunkowo niska ztozonosé obliczeniowa i mozliwo$é stosowania,
algorytmu FFT.

Wada spektrogramu jest konieczno$é¢ doboru okna czasowego do danej
klasy sygnatow. Wade te zmniejszaja algorytmy zmieniajace adaptacyjnie
okno w zalezno$ci od zmian w sygnale, jednak odbywa sie to kosztem wzro-
stu ztozonosci obliczeniowej. Ponadto spektrogram nie spelnia wtasciwosci
2.29 i 2.30. Latwo mozna pokazaé, ze dla dowolnie wybranego okna istnieje
przedzial czasu, w ktorym sygnat ma wartosé zerowa, ale okno czasowe obej-
muje wartosci niezerowe. W tych przedziatach czasowych estymator P(n, f)
oczywiscie nie bedzie miatl wartosci zerowej. Analogiczna sytuacja zachodzi
dla okien czestotliwoSciowych.

Transformacja Wignera-Ville’a teoretycznie jest transformacja o najwiek-
szej tacznej rozdzielczoéci w dziedzinie czasu i czestotliwosci dla sygnatow o
liniowej zmianie czestotliwoéci [55]. Jednak dla sygnaléw o innej modula-
cji czestotliwo$ci w transformacie pojawiaja sie artefakty. Artefakty, zwane
czasami komponentami pozornymi, sg produktami intermodulacji pomiedzy
prawdziwymi komponentami sktadowymi. Np. zalézmy, ze obserwowany sy-
gnatl jest suma sygnalow z1(n) i zo(n):

y(n) = z1(n) + z2(n) (2.43)
Transformate Wignera-Ville’a takiego sygnatu opisuje zaleznosé [8]:

py(nvf) - P]](TL, f) + ng(’l’l,, f) + 2R6{P12(TI,, f)} (244)
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gdzie:

L
Pi(n, f) = L ZJ/T(TI)J,](H + [)e 92/t (2.45)
1=0

V2T

analogicznie 1522(71, f), natomiast:

L
Pi(n, f) = # Z z¥(n)zo(n + 1)e 92/ (2.46)
1=0

jest produktem intermodulacji.

W przypadku badania sygnaléw modelowych mozna bez trudu odnalezé
artefakty, jednak gdy obserwujemy sygnal rzeczywisty, bardzo trudno jest
odrézni¢ pozorne i prawdziwe komponenty. Dlatego wciaz proponowane sa
nowe JTFT. Wiekszo$¢ z nich nalezy do klasy Cohen’a [8][39][55]. Cohen
zaproponowal nastepujace uogélnienie:

. 1 ‘ . _
P(t,w) = g / / / (0, 7)z* (u — % ) (u + %)e-ﬂ’—w—ﬂ"odudn{o (2.47)

gdzie ¢(0,7) oznacza jadro transformacji. Réwniez spektrogram i transfor-
macja Wignera-Ville’a naleza do klasy Cohen’a. Ich jadra to odpowiednio:

B07) = / w*(u — %)w(u + %)e_je“du (2.48)
6(0,7) = 1 (2.49)

Cohen wykazal, ze dla danej klasy sygnaléw mozna zaprojektowaé odpowied-
nie jadro minimalizujace artefakty.

2.4 Parametryczne JTFT

2.4.1 JTFT bazujaca na modelu AR

Zadanie estymacji parametrycznych transformat JTEFT to proces etapowy.
Analogicznie jak w przypadku stacjonarnym, najpierw nalezy dobra¢ model
i wyestymowaé zmienne w czasie parametry zalozonego modelu, a nastep-
nie wyznaczy¢ estymator JTEFT. W przypadku parametrycznych transformat
czasowo-czestotliwosciowych odpowiednie zaleznosci przyjma postac:

2

pARMA(n,f) = 03 EEZ:;; (2-503)
Pya(n, f) = o2|B(n, f)? (2.50Db)
L T o
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Jak wynika z rozwazan zawartych w rozdziale 2.1.2, zatozona klasa sygnatow
implikuje model AR, tzn.:

8
S
I
|
(]~
<
e
=,
S
3
|
i

(2.51)
k=1

gdzie a,(n) oznaczaja zmienne w czasie wspotczynniki modelu AR, a P ozna-
cza rzad modelu.

Wiekszoéé algorytmow estymujacych wartoéci stalych w czasie wspot-
czynnikow modelu AR po prostej modyfikacji, moze stuzyé do estymacji
zmiennych w czasie wartosci. Modyfikacje te zaktadaja, ze proces losowy w
danym oknie czasowym mozna uznaé za stacjonarny. Okno przesuwane jest
w czasie o ustalona ilo§é probek i wyznaczane sa kolejne estymatory para-
metrow modelu. Na podstawie tych parametréw wyznaczone sa estymatory
widma odpowiadajace kolejnym przedziatom czasu. Tak uzyskana transfor-
mata nazywana jest czasem widmem ewolucyjnym.

Rozwazano rozne algorytmy wyznaczania parametréw modelu ARMA
opisane w [16][22][26][31][32][47]. Najlepsze wtasciwosci statystyczne wyka-
zuje estymator najwiekszej wiarygodnosci MLE (ang. Mazimum Likelihood
Estimator), ktory przy duzym naborze probek daje estymatory nieobciazone
i wariancja tych estymatoréw dazy do granicy Cramer’a-Rao. Inne metody
jak np.: algorytm Levinson’a, czy algorytm Lee-Morf’a sa asymptotycznie
zbiezne do wynikéow uzyskanych przez MLE [22][44].

Do wyznaczania zmiennych w czasie parametrow modelu AR najlepie;
nadaje sie algorytm Lee-Morf’a, gdyz umozliwia on realizacje potokowsa. Al-
gorytm ten prognozuje warto§é probki sygnatlu w chwili N na podstawie
przesztosci sygnatu. Rozwiazanie problemu prognozy znajdowane jest przez
ortogonalne rzutowanie prognozowanej probki na podprzestrzen rozpieta na
przesztosci sygnahu. Wykorzystanie rzutowania ortogonalnego zapewnia opty-
malnoé¢ rozwiazania w sensie §redniokwadratowym [25][54]. W procesie pro-
gnozy znajdowane sg wspolczynniki odbicia, ktére mozna w tatwy sposob
przeksztalcié na parametry modelu AR. Parametry te uaktualniane sg z prob-
ki na probke, dzieki czemu z probki na probke mozna wyznaczyé uaktualnione
widmo i w efekcie uzyska¢ transformate czasowo-czestotliwosciows.

Algorytm Lee-Morf’a, ktorego strukture prezentuje rysunek 2.2, opisany
jest szczegotowo w [25]. Algorytm ten nazywany jest rowniez filtrem innowa-
cyjnym. Na wejécie filtru podawany jest unormowany sygnat:

y(n) = ;(”zn) (2.52)
Coz(n) = Aaz(n — 1) + 2°(n); E2.(0) = 2*(0) + ¢ (2.53)



y(n) &) e(n) eZ(n)... ep_(n) ep (1)
- 0,(n) 1| €M™ | — 0, (n)
rmZ_Id R 124 r(m a4 AQ)
ro(n=1) ri(n—1) rp_(n—1)
ﬁ!(") ﬁz!”) ﬁP'(n)

Rysunek 2.2: Struktura filtru Lee-Morf’a

gdzie co.(n) oznacza estymator wariancji sygnatu w chwili n. Zastosowa-
no tu pewien skrot myslowy, gdyz w rzeczywistosci wyznaczamy zmienny w
czasie estymator wariancji sygnatu dla przesuniecia zerowego i nalezatoby
uzy¢ oznaczania ¢y .(n;0). Stala e to pewna mata wartos¢, dzieki ktorej uni-
kamy dzielenia przez zero w sytuacji gdy ¢, .(n) jest rowna zero (zaleznoscé
2.52). Natomiast A € (0, 1] jest tak zwanym wspo6tczynnikiem zapominania.
Wspoétezynnik ten jest rodzajem okna eksponencjalnego powodujacego, ze
bliska przesztos¢ sygnatu ma wiekszy wplyw na parametry filtru niz dale-
ka przesztosé. Dla A = 1 cala przesztosé sygnalu ma jednakowy wplyw na
estymowane parametry filtru. Wspotczynniki odbicia gy (n), zwane niekiedy
wspotczynnikami Schur’a, w kolejnych sekcjach filtru wyznaczamy w sposéb

nastepujacy:

pres1(n) = pri(n— 1)(1— ef(n)2(1 — ri(n— 1))% — ex(n)ri(n — 1) (2.54a)

=

err1(n) = (1= pri1(n)) "2 (1=r2(n—1)) "2 (ex(n) + prs1 (n)re(n—1)) (2.54b)
rip1(n) = (1= PAk+1(n))_%(1 - 6i(”))_%(rk(n — 1) + pryi(n)er(n)) (2.54c)

Wspo6tezynniki odbicia i parametry modelu AR sa wzajemnie jednoznaczne.
Wynika to z algorytmu Levinson’a [22][54].

P (n) = a* V(n) + pr(n)af"(n) i=0,.kik=1,.,P  (2.55)
przy inicjalizacji:
1 4=0
(0) 5
V) = 2.56
() {0 i=1,.,P (256)

W algorytmie Lee-Morf’a, dla zmiennych w czasie parametréow modelu,
kluczowa role odgrywa wspoétczynnik zapominania A\. Zaprezentowano to na
rysunku 2.3. Sygnat modelowy zawiera dwa komponenty: jeden z liniowa
zmiana czestotliwodci i drugi z nieliniowg zmiana czestotliwosci. Dla wspot-
czynnika zapominania A — 0.7 wariancja estymatoroéw czestotliwosci obu
komponentéw jest bardzo duza, ale algorytm szybko adaptuje sie do zmian
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Rysunek 2.3: Estymatory czestotliwosci uzyskane za pomoca algorytmu Le-
eMorfa dla roznych wspotczynnikéw zapominania A

w sygnale. Natomiast dla wspotczynnika A = 0.95 wariancja estymatoréow
czestotliwosci jest mala, jednak obcigzenie tych estymatorow jest duze z po-
wodu zbyt wolnej adaptacji algorytmu w stosunku do zmian w sygnale.

Dla losowych sygnaléw niestacjonarnych model sygnatu ulega zmianie w
sposob przypadkowy. Moga wiec istnie¢ krotsze badz diuzsze odcinki czasu
w ktorych sygnal mozna uzna¢ za stacjonarny. Wtedy wspotczynnik A po-
winien dazy¢ do jednosci ze wzgledu na malejaca ze wzrostem A\ wariancje
estymacji parametrow modelu. Kiedy jednak w sygnale nastepuja duze zmia-
ny, wspolczynnik powinien male¢, tak aby otrzymane estymatory parametréow
modelu AR bazowaly na mozliwie krotkiej przesztosci sygnatu. Rosnie wtedy
wariancja estymacji parametré6w modelu, ale skroceniu ulega czas adaptacji
algorytmu. Modyfikacja algorytmu Lee-Morf’a zaproponowana w rozdziale 3
umozliwia adaptacyjng zmiane wspolczynnika zapominania w zaleznosci od
zmian zachodzacych w sygnale.

Algorytm Lee-Morf’a zaktada znajomo$¢ rzedu modelu P = M. Jest to
niewatpliwie wada, jednak mozna rozwiazaé ten problem kosztem zwigkszenia
ilogci obliczeni. Znanych jest kilka metod wyboru rzedu modelu. Najczesciej
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stosowane sa [22][29][30]:
e kryterium FPE (ang. Final Prediction Error):

N+ k-

FPE(’N/, k) = mdek (TL) (257)

o kryterium AIC (ang. Akaike Information Criterion):
AIC(n,k) = Nnd.,(n) + 2k (2.58)

e i kryterium CAT (ang. Criterion Autoregressive Transfer function):

1
N

=1

5 N .
dev’, (ln') = N . Z' dek

CAT(n, k) = _ i (2.59a)

)
d.(n)  d.,(n)

k

(n) (2.59b)

gdzie N oznacza ilosé probek uzytych do estymacji parametrow modelu, n
aktualny czas, k zaktadany rzad modelu, a fjek (n) oznacza estymator warian-
cji btedu ex(n) po k-tej sekcji filtru (rysunek 2.2). Rzad modelu P(n) = k,
ktore dla aktualnej chwili czasu minimalizuje odpowiednie kryterium 2.57,
2.58 lub 2.59a. Jak pokazano w [22] dwa pierwsze kryteria, sa réwnowazne, a
zastosowanie ostatniego kryterium, mimo wiekszej zlozonosci obliczeniowej,
nie daje wiekszej doktadnosci wyboru rzedu modelu.

2.4.2 JTFT bazujaca na wielokomponentowym modelu
sygnatu

Alternatywnym podejéciem do modelowania systemu AR jest bezposred-
nie modelowanie parametréw sygnatu, tzn. czestotliwosci i mocy poszcze-
golnych sktadowych sygnatu wielokomponentowego (zaleznosé 1.1). W tym
celu rozwazmy zastosowanie algorytmu ESPRIT. Wyprowadzenie algorytmu
dla przypadku stacjonarnego przedstawiono w dodatku A.

Pierwszym krokiem tego algorytmu jest wyznaczanie estymatora autoko-
relacji. Jedenym ze sposobéw uogélnienia algorytmu ESPRIT na przypadek
niestacjonarny jest rekursywne wyznaczanie estymatora macierzy autokorela-
cji. Zatozmy, ze dysponujemy wektorem probek x = [z(0), ..., z(T)|” sygnatu
niestacjonarnego i wybieramy okno czasowe o dlugosci NV takie, ze N < T' i
N > M, gdzie M jest iloScia komponentéw zespolonych w sygnale.

x(n) = [z(n),z(n + 1), ...,z(n+ N - 1)]T (2.60)
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Rysunek 2.4: Estymatory czestotliwo$ci uzyskane za pomoca zmiennego w
czasie algorytmu ESPRIT

Zmienny w czasie estymator macierzy autokorelacji mozna zdefiniowa¢ na-

stepujaco:
i A 1
R(n)=uR(n—-1)+ —=
(n) = pR(n —1) + +

%(n)x(n) (2.61)
gdzie R(n) € CN*N | natomiast p jest wspolczynnikiem zapominania, analo-
gicznie jak w algorytmie Lee-Morf’a.

Pozostale kroki algorytmu ESPRIT pozostaja bez zmian. Oznacza to,
ze kolejno wyznaczamy wartosci i wektory wlasne macierzy ﬁ(n), nastepnie
z odpowiednich wektoréow wlasnych tworzymy baze ortonormalng B(n) €
CN*M i rozwigzujemy nadokreslony uktad rownan

B'(n) =B(n)Y(n) (2.62)

Nastepnie wyznaczamy warto$ci wtasne macierzy Y (n) € CM*M i argumen-
ty tych wartosci wlasnych stanowia w istocie estymatory czestotliwosci M
komponentoéw sktadowych [41][46], tzn.:

£ () = %argum(n)) dla m=1,...,M (2.63)

gdzie )\, s M najwigkszymi wartoSciami wlasnymi macierzy Y (n).
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Na rysunku 2.4 zaprezentowano przyktadowy wynik estymacji czestotli-
wosci komponentow dla sumy dwoch sygnatéw o liniowo i nieliniowo zmienia-
jacych sie czestotliwosciach. Kolorem fioletowym oznaczono faktyczne czesto-
tliwosci komponentow, a kolorem zielonym estymatory tych czestotliwosci.

Metoda estymacji czestotliwosci komponentéw sygnatu niestacjonarnego
za pomocg algorytmu ESPRIT zachowuje bardzo dobre wlasnosci statystycz-
ne algorytmu ESPRIT (por. rysunek 2.3 i 2.4), ma jednak zasadnicza wade.
Jest nig bardzo duza ztozonosé obliczeniowa. Dla kazdej chwili czasu n nalezy
wyznaczyc:

e rozktad macierzy rozmiaru N x N wzgledem wartos$ci wlasnych
e rozktad macierzy rozmiaru N x M wzgledem wartosci szczegdlnych
e rozktad macierzy rozmiaru M x M wzgledem wartosci wlasnych

W rozdziale 3 zaproponowano metode wyznaczania macierzy B(n) na pod-
stawie macierzy B(n— 1) w chwili poprzedniej, co pozwala na redukcje kosztu
obliczeniowego.

Zmienny w czasie algorytm ESPRIT zaktada znajomosé rzedu modelu M.
Problem ten mozna stosunkowo prosto rozwigza¢ metodami podobnymi do
stosowanych w przypadku modelu AR. Wykorzystuje sie tu kolejne wartosci
wlasne macierzy autokorelacji A\,,. W przypadku, gdy sygnat zawiera jedynie
M zespolonych komponentéw sinusoidalnych (bez szumu), wtedy tylko M
pierwszych wartosci wtasnych jest roznych od zera. W miare wzrostu mocy
szumu pozostate wartosci wtasne A\, dla m > M rosna, jednak zawsze M
pierwszych wartosci wlasnych jest wiekszych od pozostatych. Odpowiednie
kryteria mozna zapisa¢ nastepujaco [46]:

e kryterium FPE (ang. Final Prediction Error):

N +m

FPE(n,m) = N
—m

X (12) (2.64)

e kryterium AIC (ang. Akaike Information Criterion):

AIC(n,m) = Nln A, (n) + 2m (2.65)

gdzie N oznacza rozmiar macierzy autokorelacji, n aktualny czas, m zakta-
dany rzad modelu. Rzad modelu M(n) = m minimalizujace w aktualnej
chwili czasu odpowiednie kryterium 2.64 lub 2.65. Powyzsze kryteria pozwa-
laja estymowaé rzad modelu na biezaco. Niestety w przypadku sygnatow z
duza zawartoscia szumu wyniki estymacji rzedu dalekie sa od prawidtowych
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i czesto prowadza do nadestymacji rzedu modelu. Wybranie rzedu modelu
M wiekszego niz faktyczny, nie dyskwalifikuje jednak algorytmu ESPRIT,
poniewaz, jak wykazano w [1], moc komponentéw pozornych, wynikajacych
z nadestymacji rzedu modelu, jest istotnie mniejsza od mocy komponentow
faktycznych. Z tego punktu widzenia, w wiekszosci zastosowan znacznie waz-
niejsza jest estymacja czestotliwosci i mocy komponentéw niz estymacja ich
ilodci.

2.4.3 Estymacja mocy komponentéow

W przypadku modelu AR istnieje problem estymacji mocy komponentow.
Jest to problem znany i opisany w literaturze [10][22]. Powodem trudno-
Sci estymacji mocy komponentow jest dyskretyzacja czestotliwosci. Zwykle,
po wyznaczeniu zmiennych w czasie parametrow modelu AR, wyznacza sie
JTFT za pomoca transformaty Fouriera o zadanej rozdzielczosei:

o2 o2

PAR(TL, f) — |A(’I’L:}f)|2 - FFT{ILAL(TI)} (266)

Jednym ze sposobéw na poprawe estymacji mocy komponentow jest doktadna
estymacja czestotliwosci komponentéw, a nastepnie obliczenie zaleznosci 2.66
dla wyznaczonych czestotliwosci.

W algorytmie ESPRIT mozna wykorzysta¢ jedna z jego wlasnosci pozwa-
lajaca na stosunkowo prosta estymacje mocy komponentéw [53]. Zatozmy, ze
obserwowany sygnal sktada sie jedynie z M komponentéw sinusoidalnych,
wtedy zalezno§é A.7 ze strony 87 mozna zapisa¢ nastepujaco:

M
X Z ApSm (2.67)
m=1
lub w formie macierzowe;j:
x = SA (2.68)

gdzie x = [2(0),z(1),...,z(N — 1)]T, wektor A = |A}, Ag, ..., Ay|T zawiera
amplitudy kolejnych komponentéw, a kolejne kolumny macierzy S sa ortogo-
nalng bazg wyznaczong przez algorytm ESPRIT:

| | e

S=|s1 so ... syl|, sm= ghieem (2.69)

Nj27 frm

e
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Dysponujac baza S mozna na podstawie zaleznosci 2.68 zapisac:
A=S8"% (2.70)

a poniewaz macierz S jest kolumnami ortonormalna S”S — I, wiec mozemy
zapisac:
A = S"x (2.71)

Powyzszy sposob estymacji amplitudy komponentéw moze byé obarczony
duzym btedem, jezeli obserwowany sygnal, oprocz komponentéw sinusoidal-
nych, zawiera réwniez szum o duzej mocy.

2.5 Podsumowanie

Rozdzial ten poswiecono przegladowi znanych z literatury rozwiazan doty-
czacych estymacji widma sygnatu w przypadku stacjonarnym i niestacjonar-
nym. Przytoczono definicje widma sygnahu stacjonarnego i krotko omoéwiono
parametryczne i nieparametryczne metody estymacji widma [22][44][46][53].
Pokazano rowniez ograniczenia poszczegblnych metod estymacji widma.
W nastepnej kolejnosci pokazano jak definicje widma sygnalu uogdélnic
na przypadek niestacjonarny, co prowadzi do zdefiniowania transformaty
czasowo-czestotliwosciowej - JTET [7][8][39][55]. Przytoczone zostaty wtasno-
Sci transformaty czasowo-czestotliwoéciowej, ktére powinna spetniaé dobra
JTFT [8][55]. Wskazane zostaly tez dwie interesujace parametryczne metody
wyznaczania JTFT. Pierwsza wykorzystuje znany z literatury algorytm Lee-
Morf’a [25][49][50][51][52][54]. Wykazano, ze istotnym ograniczeniem tego al-
gorytmu jest staly w czasie wspolczynnik zapominania. Druga metoda wy-
korzystuje algorytm ESPRIT [41][46] opracowany oryginalnie dla przypadku
stacjonarnego. Wprowadzono definicje zmiennej w czasie macierzy autokore-
lacji obserwowanego sygnatu co prowadzi do prostego uogélnienia algorytmu
ESPRIT na przypadek niestacjonarny. W rozdziale tym poruszono takze pro-
blem estymacji mocy komponentéw sygnatu wielokomponentowego.
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Rozdziatl 3

Adaptacyjne wyznaczanie
parametrycznych transformat
czasowo-czestotliwosciowych

3.1 Model AR ze zmiennym wspoélczynnikiem
zapominania - algorytm aAR

W rozdziale 2.4.1 zaprezentowano idee wykorzystania zmiennych w czasie pa-
rametréw modelu AR do wyznaczania parametrycznej transformaty czasowo-
czestotliwosciowej. Do wyznaczania zmiennych w czasie parametréw modelu
AR zaproponowano algorytm Lee-Morf’a. Algorytm ten zostal wybrany ze
wzgledu na swoje zalety takie jak stabilno$¢ numeryczna i mozliwo$¢ orga-
nizacji obliczenn w strukturze potokowej. Pokazano rowniez, ze staty wspot-
czynnik zapominania A\ ogranicza zakres stosowania tego algorytmu. W ni-
niejszym rozdziale zaprezentowana zostanie propozycja modyfikacji tego al-
gorytmu pozwalajaca na zmiane wspotczynnika zapominania w trakcie pracy
algorytmu umozliwiajaca dopasowanie A do szybko$ci zmian zachodzacych w
sygnale.

Na rysunku 2.2 zaprezentowano strukture filtru prognozujacego Lee-
Morf’a. Rozwiazuje on problem liniowej optymalnej prognozy $redniokwa-
dratowej [54]:

&(n) = —(a1(n)z(n—1) + - - + ap(n)z(n — P))
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Rysunek 3.1: Liniowa prognoza $redniokwadratowa

Btad prognozy wynosi:

epln) = z{n) — &(n) = zln) + Z ak(n)z(n — k) (3.2)

k=1

a w zwiazku z powyzszym, btad §redniokwadratowy zdefiniowano nastepuja-
co:
¢se = Elep(n)ep(n)) (3.3)

Nalezy zwrocié uwage, ze problem prognozy Sredniokwadratowej jest row-
nowazny modelowaniu AR, a rzad prognozy P jest rownowazny rzedowi mo-
delu AR.

Rozwigzanie problemu prognozy znajdowane jest przez minimalizacje bte-
du sredniokwadratowego cs .. Teoretycznie w stanie ustalonym, dla sygna-
hu wielokomponentowego stacjonarnego bez szumu, po dobraniu wtasciwego
rzedu modelu P — M, (gdzie M oznacza ilo§¢ komponentéw zespolonych
w sygnale) btad sredniokwadratowy jest bliski zeru i nie zalezy od biezacej
chwili czasu n. Jednak dla sygnaléw niestacjonarnych wartosé¢ btedu $red-
niokwadratowego bedzie zalezna od biezacej chwili czasu n. Ze wzgledu na
niestacjonarno$¢ sygnatlu wejSciowego z:(n), rowniez sygnal wyjsciowy filtru
Lee-Morf’a ep(n) jest niestacjonarny, a wiec nieergodyczny. Trudno jest wiec
moéwié¢ o wartosci oczekiwanej sygnatu ep(n). Mozna jednak zdefiniowac lo-
kalny btad sredniokwadratowy w nastepujacy sposob:

K
Z ep(n+k)ep(n+ k) (3.4)

1

R y =
(") = k1 .

Zatozmy, ze sygnal x(n) jest sygnalem wielokomponentowym i nie zawiera
szumu:

M
w(n) = 3 HEmIno) (3.5)
m=1

Ze wzgledu na normalizacje sygnatu x(n) w algorytmie Lee-Morf’a, lokalny
btad sredniokwadratowy wykazuje nastepujace wlasnosci:
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Rysunek 3.2: Zaleznosé bledu $redniokwadratowego od zmian zachodzacych
w sygnale, oraz od wartoéci wspotczynnika zapominania A

1. dla przedzialéw lokalnej stacjonarnosci sygnatu x(n):

P> M = lim R.(n)=0 (3.6)

n—oo
2. dla pozostalych przedziatow:

0< Re(n) <1 (3.7)

Tak wiec w przedzialach lokalnej stacjonarnosci sygnatu z(n) btad $rednio-
kwadratowy maleje. Natomiast kiedy czestotliwosci komponentéw zmieniaja
sie, blad sredniokwadratowy wzrasta, gdyz algorytm Lee-Morf’a, jak kazdy
algorytm adaptacyjny, wymaga czasu na adaptacje parametrow filtru (w tym
przypadku wspolczynnikéw odbicia pg(n)).

Na rysunkach 3.2.a i 3.2.b pokazano przyktadowe przebiegi czasowe bledu
sredniokwartatowego R.(n) wyznaczonego dla dwoch wartosci wspotczynnika
zapominania A\. Wykres 3.2.a uzyskano dla sygnatu jednokomponentowego,

o czestotliwosci:
0.4 n € [1,100]
n) = 3.8
fin) {0.2 n € [101,200] (3:8)

Mozna wiec w sygnale z(n) wyodrebni¢ dwa fragmenty lokalnie stacjonar-
ne. Wida¢ wyraznie, ze w przedzialach lokalnej stacjonarnoéci btad Sred-
niokwadratowy maleje do zera, a ponadto w momencie zmiany czestotliwosci
komponentu chwilowa wartoé¢ bledu sredniokwadratowego wzrasta gwalttow-
nie, po czym ze wzgledu na adaptacje algorytmu ponownie maleje do zera.
Wykres 3.2.b uzyskano dla sygnalu o jednym komponencie zmieniajacym
czestotliwo$é liniowo od wartosci fi(1) = 0.4 do wartosci f1(200) = 0.2.
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W tym przypadku chwilowa wartoé¢ btedu sredniokwadratowego niemal w
calym przedziale czasowym jest duza, poniewaz w sygnale z(n) nie moz-
na wyodrebnié fragmentow lokalnie stacjonarnych. Z obu rysunkoéw wynika
rowniez, ze predkosé adaptacji algorytmu w znacznym stopniu zalezy od war-
tosci wspotczynnika zapominania A. Im mniejszy jest ten wspotczynnik tym
szybciej algorytm sie adaptuje.

Powyzsze whasnosci btedu sredniokwadratowego zostaly wykorzystane w
zaproponowanej prostej formule adaptacji:

A(n) = pA(n—1) + (1 = p)(1 = Re(n)) (3.9)

przy inicjalizacji:

A0)=1 (3.10)
gdzie 1 € (0,1) odpowiada za predko$¢ zmian wspotczynnika zapominania
A(n). Powyzsza formuta bazuje na gradientowych algorytmach adaptacyjnych
opisanych w [18]. W tym wypadku jednak, jako funkcje kosztow wykorzystano
lokalny btad $redniokwadratowy zdefiniowany zaleznoscia 3.4.

Formuta adaptacji wspoélczynnika zapominania spetnia nastepujace wta-
snosci:

1. w przedziatach czasu, gdzie sygnal z(n) jest lokalnie stacjonarny:

lim R.(n) = 0= lim \(n) =1 (3.11)

n—00 n—00

2. w przedzialach czasu, gdzie wystepuje braku lokalnej stacjonarnosci
sygnatu z(n):

lim R.(n) #0 (3.12)
lim R.(n) = R.= lim A\(n) =1— R, (3.13)

3. ponadto dla p = 1 otrzymujemy oryginalny algorytm Lee-Morf’a o
stalym wspoétczynniku zapominania:

pw=1= A(n) = A(n—1) = const (3.14)
Zaproponowana formuta adaptacji 3.9 wykorzystuje btad Sredniokwadratowy
zdefiniowany zaleznoscig 3.4. Ze wzgledu na niedostepno$é¢ w chwili n sygnatu

ep(n + k) dla k > 0, nalezy przyja¢ K = 0. W efekcie:

Re(n) = ep(n + k)ep(n + k) (3.15)
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Rysunek 3.4: Przykladowa adaptacja wspolczynnika zapominania A(n) dla
sygnalow z rysunku 3.3
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Podobne podejécie stosowane jest w algorytmach adaptacyjnych wykorzystu-
jacych gradient stochastyczny. Nie wprowadza to dodatkowych znaczacych
btedéw do algorytmu [18].

W dalszej czesci niniejszej pracy proponowany algorytm wyznacza-
nia parametrow modelu AR za pomoca zmodyfikowanego algorytmu Lee-
Morf’a bedzie nazywany krotko algorytmem aAR. Transformaty czasowo-
czestotliwosciowe przyktadowych sygnaléw niestacjonarnych zaprezentowa-
no na rysunku 3.3. Natomiast na rysunku 3.4 zaprezentowano przyktadowe
przebiegi adaptacji wspotczynnika zapominania A(n) dla tych sygnatow. Dla
sygnalu o skokowej zmianie czestotliwosci (rysunek 3.4.a) mozna zaobserwo-
waé¢ wyrazna skokowa zmiane wspotczynnika A(n), ktora nastepuje w tym
samym momencie, gdy w sygnale x(n) dochodzi do zmiany czestotliwosci
komponentu. Dla sygnalu o liniowej zmianie czestotliwosci (rysunek 3.4.b)
wspotczynnik A(n) nie dazy do wartosci bliskich jednosci gdyz w sygnale tym
nie wystepuja przedzialy lokalnej stacjonarnoéci sygnatu z(n).

3.2 Adaptacyjny model ESPRIT - algorytm
aESPRIT

Podrozdzial 2.4.2 pokazuje sposoéb wykorzystania algorytmu ESPRIT do wy-
znaczenia JTFT. Jak juz wspomniano, metoda ta ma zwiezlty zapis matema-
tyczny i odznacza sie bardzo dobrymi wlasciwosciami statystycznymi uzy-
skanych estymatoréw. Jest jednak bardzo kosztowna obliczeniowo. Przypo-
mnijmy, ze na ten koszt sktadaja sie gtownie trzy elementy (patrz Dodatek
A, strona 90):

e rozktad macierzy autokorelacji R(n) o rozmiarze N x N wzgledem war-
tosci wlasnych - koszt ~ 3N?

e znalezienie rozwigzanie nadokreslonego uktadu réwnan (np. przez roz-
ktad odpowiedniej macierzy o rozmiarze N x M wzgledem wartosci
szczegblnych) - koszt ~ (N — &L) N2

e rozktad macierzy Y (n) (wynik rozwigzania powyzszego uktadu row-
nafi) o rozmiarze M x M wzgledem wartosci whasnych - koszt ~ 2M*

dla kazdej chwili czasu n. Najkosztowniejszg operacja jest rozktad macierzy
autokorelacji R(n) wzgledem wartosci wiasnych. Dla kazdej chwili czasu n
nalezy wyznaczy¢ N wektoréow i NV wartosci wtasnych. Jezeli znany jest rzad
modelu M to mozemy ograniczy¢ sie do wyznaczania M dominujgcych war-
tosci wlasnych 1 M przynaleznych wektorow wtlasnych rozpinajacych pod-
przestrzen sygnatu. Jezeli jednak uwzglednimy, ze programy naukowe (np.
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Matlab 5.x) wyznaczaja peten rozktad, a ilo§¢ pracy nad implementacja wia-
snej funkcji wyznaczajacej tylko M dominujacych par wtasnych jest ogrom-
na, to okazuje sie, ze nalezy poszukiwaé innych metod zmniejszenia kosztow
obliczeniowych tego rozktadu.

W dodatku B przytoczono ogélne zasady rozktadu macierzy wzgledem
par wiasnych. Opisano tez jeden z algorytmoéw wyznaczania tych par za po-
mocg iteracji na podprzestrzeniach. Algorytm ten, po kilku modyfikacjach
doskonale nadaje sie do adaptacyjnego wyznaczania M dominujacych par
wtasnych. Nalezy zauwazy¢, ze wyznaczajac dominujace pary wlasne macie-
rzy, rownoczesnie wyznaczamy dominujaca podprzestrzen, czyli przestrzen
sygnahlu, rozpinang przez wektory wtasne przynalezne do dominujacych war-
tosci whasnych.

Przypomnijmy, ze dysponujemy wektorem probek x = [z(0),...,z(7T)|"
sygnalu niestacjonarnego o wartosciach zespolonych i wybieramy okno czaso-
we o dtugosci N takie, ze N < T'i N > M, gdzie M jest ilo§ciag komponentow
zespolonych w sygnale:

%x(n) = [z(n — N/2),...,z(0),...,z(n+ N/2 - 1)|]T (3.16)

Przypomnijmy réwniez, ze estymator zmiennej w czasie macierzy autokore-
lacji R(n) zdefiniowany jest nastepujaco:

A~ A

R(n) = uR(n—1) + %i(n)i}[(n) (3.17)

R(-1)=0 (3.18)

gdzie R(n) € CV*N natomiast y jest wspotczynnikiem zapominania, analo-
gicznie jak w algorytmie Lee-Morf’a wspotczynnik A. Taka definicja gwaran-
tuje, ze dla kazdej chwili czasu n zmienna w czasie macierz autokorelacji jest
macierza hermitowska:

Ve R(n) = R (n) (3.19)

Ponadto macierz R(n) w kazdej chwili czasu jest macierza dodatnio potokre-
slong, gdyz zbudowana na niej forma kwadratowa jest zawsze dodatnia:

o ) |
y R(n)y = y? [pR(n—1)]y + v y'x(n)x" (n)y =
AN

A 1
= py"R(n—=1)y + % lv(m)[* >0 (3.20)
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Ogolnie wiadomo, ze wartosci wlasne takiej macierzy sa nieujemnymi liczba-
mi rzeczywistymi, natomiast stowarzyszone z nimi wektory wlasne sg orto-
normalne [17][21][24]. Tak wiec w przestrzeni liczb zespolonych, prawdziwe
sa wszystkie wyprowadzania zawarte w dodatku B, z ta réznica, ze wektory
wtasne rozwazanej macierzy przyjmuja wartosci zespolone.

Jak wykazano w dodatku B, iteracja na podprzestrzeniach pozwala na
wyznaczenie dominujacych par wlasnych macierzy. Oznaczmy przez A, war-
tosci wlasne macierzy autokorelacji R(n) 1 zal6zmy, ze sa one uporzadkowane
malejaco:

A1(n) > Ae(n) > ... > An(n) =0 (3.21)

Poniewaz do réznych wartosci wlasnych przynaleza wzajemnie ortonormalne
wektory wlasne, stad rozklad macierzy R(n) wzgledem wartosci wtasnych
mozna zapisa¢ nastepujaco:

R(n) = U(n)A(n)U" (n) =
M N
=) () An(n)BE(n) + > Gm(n)An(n)uli(n) (3.22)
m= m=M+1

gdzie A(n) € RV*N jest macierza diagonalng zawierajaca wartosci wlasne
macierzy autokorelacji, a U(n) € CV*¥ jest macierza unitarna [17][21][24]:

T (n)0(n) = Un) T (n) = I (3.23)

Nalezy zauwazy¢, ze dominujaca podprzestrzen wtasna rozpieta na wektorach
u,,(n)dlam = 1,..., M jest podprzestrzenia sygnatu wielokomponentowego.
Przyjmujac analogiczny do algorytmu ESPRIT zapis mozemy dominujace
wektory wlasne oznaczyé nastepujaco u,,(n) € CV. Natomiast przez B(n) €
CN*M gznaczmy ortonormalng baze podprzestrzeni sygnatu:

B(n) = |w(n) wyn)  um(n) (3.24)

7 wtasnosci transformaty Karhunen’a-Loeve’go wynika fakt, ze ograniczona
do M wektoréw aproksymacja postaci (3.22) jest optymalna w sensie sred-
niokwadratowym [53]:

M

B(n)A(n)B”(n) = >~ tm(n)Am(n)ull(n) (3.25)

m=1

~

R(n)

IR
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gdzie A(n) € RM*M jest macierza diagonalna zawierajaca M najwiekszych
wartosci whasnych macierzy autokorelacji (M jest liczba komponentéow sinu-
soidalnych). Z tego punktu widzenia interesujace jest wyznaczenie jedynie
bazy podprzestrzeni sygnatu B(n) w kazdej chwili n.

Oznaczmy przez (5R(n) réznice pomiedzy estymatorami macierzy auto-
korelacji w kolejnych chwilach czasu i zal6zmy, ze jest ona wystarczajaco

mala:
§R(n) = R(n) — R(n—1) (3.26)

gdzie macierz dR(n) € CY*V nazywana jest zaburzeniem macierzy autoko-
relacji. Nalezy zauwazy¢, ze ze wzgledu na sposéb wyznaczania estymatora
macierzy autokorelacji (definicja 3.17) w kolejnych chwilach czasu zostaje
zachowana hermitowsko$é tej macierzy. Z definicji tej wynika réwniez, ze
zaburzenie dR(n) jest macierza hermitowska.

Zalézmy, ze znamy rozktad macierzy autokorelacji wzgledem wartosci
whasnych (zaleznosé 3.22). Zbadajmy wplyw wielkosci zaburzenia dR(n) na
wartosci wlasne macierzy zaburzonej. W tym celu rozwazmy dowolna pare
wlasna {\;(n), u;(n)} macierzy R(n):

R(n)u;(n) = w(n)\i(n) = [R(n—1) + 6R(n)|u;(n) (3.27)
Wektor u;(n) mozemy wyrazi¢ w bazie wektoréw wlasnych macierzy R(n—1)
nastepujaco:

N
a;(n) = U(n—1)z(n—1) = Zﬁj(n—l)zj(n— 1) (3.28)

gdzie:
zj(n—1) = (n—Du(n)  [z(n-1)] =1 (3.29)

Po podstawieniu (3.28) do (3.27) otrzymujemy zaleznosc:
R(n—1) + 6R(n)|U(n—1)z(n—1) = U(n—1)z(n—1)X(n) (3.30)
Dalej, przeksztatcajac otrzymujemy:

U (n—1)[R(n—1) + 6R(n)|U(n—1)z(n—1) = z(n—1)\i(n) (3.31)

U7 (n—1)R(n—-1)U(n—1)z(n—1)+
+ U (n—1)6R(n)U(n—1)z(n—1) = z(n—1)\i(n) (3.32)
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(n—1)]z(n—1) (3.33)

= U (n—1)0R(n) Un—1)z(n—1) (3.34)

-

fl7' (n)

Korzystajac z zaleznosci (3.28) mozna zauwazy¢, ze wektor y(n—1) ma skta-
dowe:

yi(n—1) = [\i(n) = \y(n—Dlz;(n—1) = ul (n—-1)R(m)ui(n)  (3.35)

Rozwazmy teraz norme wektora y(n—1). Z jednej strony otrzymujemy:

ly(n=D)ll < [0R () [[[2(n—1)]| = R (n)] (3.36)
7 drugiej zas$:
N
[y(n=DI* = >_Xi(n) = Xi(n=1)Pz(n—1)
. N
? i, () = (=1} 2 5im—1) =

Z zaleznosci (3.36) 1 (3.37) wynika nastepujace oszacowanie:

min_[Ai(n) = A;(n—1)] < [6R(n)]| (3.38)

Identyczne rozumowanie mozna przeprowadzic¢ dla wszystkich par wlasnych
macierzy 6B(n), a przy dodatkowym zalozeniu, ze wartosci wlasne macierzy
R(n—1) i R(n) sa uporzadkowane malejaco, tzn.:

A(n—1) > X(n—1)>... > Ay(n—1) =20 (3.39)
A (n) > /\g(n) > ... > /\N(n) >0 (340)

otrzymujemy oszacowanie silniejsze:

Vict.n [Ai(n) = Xi(n—1)| < [|dR(n)] (3.41)

=1,...,
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Powyzsze oszacowanie oznacza, ze warto$cli wlasne macierzy autokorelacji
wyznaczone w chwili n—1 dobrze przyblizaja wartoSci wtasne macierzy auto-
korelacji w chwili n, jezeli tylko zaburzenie jest odpowiednio mate. Uwzgled-
niajac definicje macierzy autokorelacji R(n) (definicja 3.17) oczywisty jest
fakt, ze zawsze mozna tak dobra¢ wspdtczynnik zapominania j; aby zaburze-
nie 4R.(n) byto odpowiednio mate.

Obecnie zbadamy wptyw zaburzenia 6R(n) na wektory wtasne macierzy
zaburzonej. Istota sprawy jest odpowiedz na pytanie: jak bardzo kierunki
wektorow u;(n) roznia sie od kierunkéw wektoréw w chwili poprzedniej u; (n—
1). Rozwazmy iloczyn skalarny pomiedzy wektorami u;(n—1) i u;(n). W
przypadku idealnym:

Vi (n—1)Llw(n) = [0 (n—Dw(n)| = |z5(n-1)| =0  (3.42)

wektory bazowe dla 7 # j sa prostopadte. Nalezy zauwazy¢, ze iloczyn skalar-
ny [ﬁjH (n—1)u;(n)| mozna traktowac jako uogélniony cosinus kata pomiedzy
wektorami w przestrzeni liczb zespolonych.

Na podstawie zaleznosci (3.34) mozna zauwazy¢, ze :

Vieg, ..~y (Ai(n) = Aj(n—1))zj(n—1) =
= af (n—1)0R(n)u;(n—1)z;(n—1) =
= u}(n—1)0R(n)ui(n) (3.43)

J

Wybierzmy teraz dowolny wskaznik j taki, ze z;(n—1) # 0, czyli niech wektor
u;(n—1) nie bedzie prostopadty do wektora u;(n), wtedy:

[ (n—D)SR(m)wi(n)

2=l = = e = o] (3.44)
u) (n—1)6R(n)wi(n)| < [[w;(n—1)|[[|6R(n) ] ||t (n)]] (3.45)

Poniewaz ||u;(n—1)|| = 11 [[u;(n)|| = 1 stad:
8 (n= 1)) = [z5n—1)] < b (3.46)

[Ai(n) — Aj(n—1)]

Ponadto w sytuacji idealnej odpowiadajace sobie wektory bazowe u;(n—1)
i u;(n) sa rownolegte. Dobra miara réwnoleglosci jest sinus kata pomiedzy
odpowiednimi wektorami. Korzystajac z wtasnoéci, ze sin® a + cos’a — 1, a
takze z faktu, ze iloczyn skalarny wektorow mozna traktowaé jako cosinus
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kata pomiedzy tymi wektorami mozemy zapisac:

Vieqr,...ny  Wi(n—1) || ti(n) =

1= [0 (n—Dw(n)]* = 1 - |s(n—1)2 =

= lz(n—1) =0 (3.47)

Vit
Korzystajac z zaleznosci (3.35):
ly;(n—1)[?
> lzn-1P=>" = (3.48)
25 Thm) 2 (n—T)
Wprowadzajac oznaczenie:
v:(n) = min |A;(n) — Aj(n—1)| > 0 (3.49)

J#i

i korzystajac z zaleznosci (3.36) mozemy zapisaé, ze:

- %(n) T )
J#i

Ostatecznie otrzymujemy nieré6wnosc:

dR(n
Vieg,..ny 1-— la (n—1)u;(n)]* < L—L—)ﬂ (3.51)
%i(n)
Podsumowujac, zbadano wptyw wielkosci zaburzenia macierzy autokore-
lacji 6R(n) na wartoSci i wektory wlasne macierzy zaburzonej. W wyniku
otrzymano trzy uzyteczne oszacowania:

Vier.n M) — Xi(n—1)] < [|0R(n)]| (3.52)

0 (- D)l = - < s (3.5)
9 R (n _

Viegr,..ny 1 — laf (n—1)u;(n)|? < —H ;;))“ (3.54)

Zakladajac, ze zaburzenie dR(n) jest odpowiednio mate, szacowania te mozna
sformutowaé¢ w postaci nastepujacych wnioskow:

e Wartosci wlasne \;(n—1) sa dobrym przyblizeniem wartosci wtasnych
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e Poniewaz prawa strona nieréwnosci (3.53) jest bliska zeru, skad wnio-
sek, ze wektory u;(n—1) i u;(n) dla roznych 7,5 sa do siebie prawie
prostopadte. Moga wiec stuzy¢ do stworzenia bazy ortonormalnej sy-
gnalu w chwili n.

e Przy dodatkowym zalozeniu, ze 7;(n) jest odpowiednio duze, prawa
strona nier6wnos$ci (3.54) jest bliska zeru. Stad wniosek, ze wektory
wlasne u;(n—1) i u;(n) sa wzgledem siebie prawie réwnolegte. Waru-
nek dostatecznie duzego ~;(n) jest rownowazny wymaganiu, aby war-
tosci wlasne \;(n) oraz \;(n—1) dla i # j byty dostatecznie od siebie
oddalone.

Oszacowania (3.52), (3.53) i1 (3.54) nie sg konieczne w algorytmie itera-
cji na podprzestrzeniach (zaleznosé B.9, dodatek B), gdyz w algorytmie tym
iterowana macierz jest stata . Natomiast w przypadku zmiennej w czasie ma-
cierzy autokorelacji sygnatu niestacjonarnego musimy zalozy¢, ze zaburzenie
5R(n) w kolejnych chwilach czasu jest odpowiednio mate. Wtedy prawdzi-
we sa powyzsze oszacowania i macierz wektoréw wtasnych B(n) rozpinajaca
podprzestrzen sygnatu w chwili n moze byé wyznaczana z rekursywnej za-
leznosci:

B(n) = R(n)B(n—1) (3.55)
gdzie B(n—1) jest baza podprzestrzeni sygnatu w chwili poprzedniej, a f{(n)
jest macierza autokorelacji w chwili biezacej wyznaczong z zaleznosci (3.17).
Od macierzy B(0) oczekuje sie jedynie ortonormalnosci. Najlatwiej jest wiec
przyjaé, ze B(0) jest prostokatna macierza jednostkowa wymiaru MxN .

Poniewaz macierz B(n) rozpina podprzestrzen sygnatlu, to powinna by¢é
kolumnami ortogonalna (najlepiej ortonormalna). Zatézmy wiec, ze kolum-
ny macierzy B(n—1) tworza baze ortonormalna. Kolumny macierzy B(n) —
R(n)B(n—1) na ogét nie tworza juz bazy ortogonalnej. Konieczna jest wiec
reortonormalizacja bazy B(n). W celu reortogonalizacji bazy mozna zastoso-
waé dowolny algorytm ortogonalizacji. Ze wzgledu na najwieksza doktadnosé
ortonormalizacji wybrano algorytm QR [24].

Rozktad QR dla kazdej chwili » mozna zapisa¢ nastepujaco:

QR, — B(n) (3.56)

gdzie Q jest macierza kolumnami ortonormalna, a R, jest macierza nieoso-

bliwa trojkatna gorna [17][21][24]. Nastepnie zamiast macierzy B(n) wyko-
rzystuje sie macierz Q:

B(n) = Q (3.57)

Powyzsze rozwazania pozwalaja sformutowaé zmodyfikowany adaptacyij-

ny algorytm aESPRIT (wyprowadzenie oryginalnego algorytmu ESPRIT
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przytoczono w dodatku A). Algorytm aESPRIT wyznacza parametry niesta-
cjonarnego sygnalu w oparciu o wielokomponentowy model sygnaltu opisany
zaleznoécig 1.1

1. Estymacja macierzy autokorelacji R(n) na podstawie wektora probek
x(n) = [z(n),z(n+1),...,z(n+ N — 1)]":

R(n) = \R(n—1) + %)‘((n)iT(n) (3.58)

gdzie R(—1) = 0

2. Utworzenie bazy ortonormalnej B(n):

A(n) =R(n)B(n—1) (3.59)

A(n) = QR (3.60)

B(n) = Q (3.61)

3. Rozwiazanie nadokre§lonego ukladu réwnan wzgledem Y (n) w sensie
LS Iub TLS:

B'(n) = B(n)Y(n) (3.62)

gdzie macierze B'(n) i B(n) powstaja przez wykreslenie odpowiednio
pierwszego i ostatniego wiersza macierzy B(n):

e B e I B

4. Znalezienie wartosci wtasnych macierzy Y (n):
U (n)Y(n)U(n) = A(n) (3.64)
gdzie A(n) = diag{A\;(n),..., Ay (n)} sa wielkoSciami zespolonymi
5. Argumenty zespolonych wartosci wlasnych sg szukanymi czestotliwo-
sciami f,,(n):

Am (1) = I(n)e? @ Fm(m)m) (3.65)

Mozna zauwazy¢, ze algorytm aESPRIT rézni sie od algorytmu opisane-
go w podrozdziale 2.4.2 krokiem drugim, w ktérym wyznaczana jest orto-
normalna baza podprzestrzeni sygnatu B(n) € CM*M_ Kosztowny rozklad
macierzy autokorelacji R(n) € CM*V wzgledem wartoéci wlasnych, zostat
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zastagpiony mnozeniem macierzy i reortonormalizacja bazy. Jak wspomnia-
no koszt wyznaczenia N wektoréw wtasnych macierzy o rozmiarze N x N
wynosi ~ 3N? [24][37]. Uwzglednione tu zostaly tylko operacje mnozenia
jako najkosztowniejsze obliczeniowo, przy zalozeniu, ze koszt pojedyncze-
go mnozenia wynosi jeden, niezaleznie od tego czy mnozenie odbywa sie w
arytmetyce rzeczywistej czy w zespolonej. Koszt obliczeniowy tego samego
kroku, przy takich samych zalozeniach, w proponowanym algorytmie wyno-
si ~ N2M + NM? [24]. Pierwszy skladnik wynika z mnozenia macierzy o
rozmiarach N x N i N x M, a drugi wynika z koniecznosci wykonania roz-
ktadu QR macierzy o rozmiarze N x M. Zwykle przyjmuje sie, ze N > 2M.
Przyjmujac wiec N = 2M mozemy poréwnac koszt obliczeniowy wyznaczenia
ortonormalnej bazy B(n).

e Dla algorytmu ESPRIT (dodatek A, krok 2a):
, 4 . 4 \
Kaoszt = §N = §8M ~ 1M (3.66)

e Dla algorytmu aESPRIT:

Koszt = N*M + NM? = 4M® + 2M® = 6 M® (3.67)

Mozna wiec liczy¢, ze proponowany algorytm aESPRIT jest niemal dwukrot-
nie szybszy od oryginalnego algorytmu ESPRIT. W rzeczywistosci jednak po
uwzglednieniu specyfiki arytmetyki zespolonej, oraz po uwzglednieniu kosztu
innych operacji (np. dodawania), algorytm aESPRIT jest szybszy tylko okoto
30% od oryginalnego algorytmu ESPRIT.

Na rysunku 3.5 zaprezentowano estymatory czestotliwos$ci uzyskane za
pomoca algorytmu aESPRIT, dla sygnatu identycznego jak na rysunku 2.4
(str. 24). Fioletowym kolorem zaznaczono faktyczne czestotliwosci kompo-
nentéw, natomiast kolorem zielonym zaznaczono estymatory czestotliwosci
komponentéw uzyskane algorytmem aESPRIT. Poréwnujac rysunki 2.4 i 3.5
mozna zauwazy¢, ze estymatory uzyskane oryginalnym algorytmem ESPRIT
i proponowanym algorytmem aESPRIT niemal nie r6znig sie od siebie. Do-
ktadna analize jako§ciowa zaprezentowano w podrozdziale 4.4.

3.3 Podsumowanie

W rozdziale tym zaproponowano dwa adaptacyjne algorytmy estymacji cze-
stotliwosci sktadowych sygnatu wielokomponentowego. Pierwszy z propono-
wanych algorytmoéw jest modyfikacja algorytmu Lee-Morf’a. Modyfikacja ta
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Rysunek 3.5: Estymatory czestotliwo$ci uzyskane za pomoca algorytmu
aESPRIT

polega na wprowadzeniu zmiennego w czasie wspotczynnika zapominania
A(n). Jego warto$¢ zmieniana jest adaptacyjnie w zaleznosci od predkosci
zmian zachodzacych w sygnale. Drugi z proponowanych algorytmoéw jest mo-
dyfikacja zmiennego w czasie algorytmu ESPRIT. Modyfikacja polega na za-
stapieniu kosztownego obliczeniowo rozkladu macierzy autokorelacji sygna-
tu, wykonywanego dla kazdej chwili czasu n, zwyklym mnozeniem macierzy.
Zaréwno w algorytmie ESPRIT jak i proponowanym algorytmie aESPRIT
wyznaczana jest ortonormalna baza podprzestrzeni sygnatu, co w dalszej ko-
lejnosci pozwala wyznaczy¢ czestotliwosci sktadowe sygnatu.

W rozdziale zawarto wykresy przykladowych symulacji, na ktorych po-
kazano efekty zastosowanych modyfikacji. Szczegdélowe badania symulacyjne
zawarte s3 w rozdziale nastepnym.
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Rozdzial 4

Badania symulacyjne

Badania symulacyjne dotycza estymacji chwilowych czestotliwosci kompo-
nentéw niestacjonarnych sygnatéw wielokomponentowych. Model sygnatu
opisano zalezno$cig 1.1. Autor pragnie wyjasnié, ze zaproponowane w niniej-
szej pracy parametryczne transformacje czasowo-czestotliwosciowe zaprojek-
towane zostaly do estymacji zmiennych w czasie czestotliwosci sktadowych
wystepujacych w sygnale. W zwiazku z tym, w badaniach symulacyjnych
nie badano jakosci estymacji mocy poszczegdlnych sktadowych. Problem es-
tymacji mocy tych sktadowych zostat krotko omoéwiony w rozdziale 2.4.3.
Doktadna analize problemu estymacji mocy sygnatéow wielokomponentowych
mozna znalez¢ w [1][5][10].

4.1 Procedury estymacji czestotliwosci i miary
jakos$ci estymatorow

Uzyskanie estymatorow czestotliwosci dla réznych algorytméw JTET nie
odbywalo sie w jednakowy sposéb. W przypadku adaptacyjnego modelu
ESPRIT (rozdzial 3.2), oznaczanego na wykresach jako aESPRIT, czesto-
tliwosci komponentéw wyznaczane byty bezposrednio przez algorytm. Nato-
miast dla adaptacyjnego modelu AR (rozdzial 3.1), oznaczanego na wykre-
sach jako aAR, estymatory czestotliwosci sktadowych mozna uzyskaé poprzez
analize transformaty czasowo-czestotliwoSciowej lub poprzez analize zmien-
nych w czasie parametréw modelu AR. Pierwszy sposob polega na wyzna-
czeniu M lokalnych maksiméw estymatora P(n, f) dla kazdej chwili czasu
n; gdzie M jest rzedem modelu. Metoda ta ogranicza jednak rozdzielczosc
estymacji czestotliwosci poniewaz JTFT, wyznaczana na podstawie zalezno-
sci 2.50c, korzysta z algorytmu FFT. W efekcie otrzymujemy czestotliwosci
dyskretne z maksymalna doktadnoscig 1/N, gdzie N jest dtugoscig transfor-

44



maty FFT. Drugi sposéb estymacji czestotliwoéci sktadowych polega na wy-
znaczeniu biegunoéw na podstawie parametréw modelu AR dla kazdej chwili
czasowej n. Argumenty tych biegunéw sa szukanymi pulsacjami, ktore po-
zwalaja na wyznaczenie czestotliwosci unormowanych. Dzieki temu unika sie
btedu dyskretyzacji czestotliwosci. Prezentowane w dalszej czesci pracy wy-
niki zostaty uzyskane przy zastosowaniu drugiego sposobu. Do wyznaczenia
biegunéw modelu AR uzyto funkcji roots() dostepnej w Matlabie.

W przypadku spektrogramu czestotliwosci sktadowe byty okreslane przez
wyznaczenie M lokalnych maksimoéw funkeji 13(71, f), gdzie M jest iloscia
komponentéw w sygnale modelowym. Jak juz wspomniano metoda ta wpro-
wadza blad dyskretyzacji rowny 1/N, dlatego w eksperymentach diugoscé
transformaty FFT wynosita N = 4096, w efekcie btad spowodowany dyskre-
tyzacja czestotliwosci mozna pominac.

Estymatory czestotliwosci komponentéw uzyskane za pomoca proponowa-
nych algorytmoéw parametrycznych zostaly poréwnane z estymatorami uzy-
skanymi za pomoca spektrogramu. Jakosé estymatoré6w oceniono na podsta-
wie dwoch wielkosci: wariancji estymatoréw czestotliwoécei 1 obciazenia tych
estymatorow.

Niech d?(n) oznacza chwilowa wariancje estymatorow czestotliwosci skta-
dowych. Wariancja ta jest érednig arytmetyczna wariancji estymatorow cze-
stotliwosci kazdej sktadowej w danej chwili czasu:

M

2n) = 2 3 (B2}~ BH{fi(m)}) =

i=1 . M 1 K X | K ) |
- M; (E;fiz,k(”) - (?;ﬁ,k(n))2> (4.1)

gdzie K oznacza liczbe przeprowadzonych symulacji, fzk(n) oznacza estyma-
tor czestotliwodci i-tej sktadowej w k-tej symulacji. Oczywiscie liczba symu-
lacji K musi by¢ odpowiednio duza, aby usrednianie po zbiorze symulacji
uzna¢ za dobrej jakoSci estymator wartoéci oczekiwane;.

Analogicznie zdefiniujmy chwilowe obciazenie estymatorow czestotliwosci
sktadowych:

=$;@mmwmﬂwo (42)

gdzie f;;(n) oznacza faktyczna czestotliwo$é i-tej sktadowej w k-tej symu-
lacji. Estymacja b%(n) bezposrednio ze wzoru powoduje trudno$ci zwigzane
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z koniecznodcia przechowywania wszystkich wynikéw czastkowych. Dla sy-
gnatu o dhugosci T, ztozonego z M komponentéw konieczne jest pamietanie
T« M % K wynikow. Ze wzgledu na te trudnosci w praktyce skorzystano z
zaleznosci 4.3 udowodnionej w [3]:

EC=+ P =0 = —d (4.3)

gdzie 2, d* b* oznaczaja odpowiednio btad éredniokwadratowy, wariancje i
obcigzenie dowolnego estymatora. Zatem, niech e}(n) oznacza usredniony
po wszystkich sktadowych $redniokwadratowy btad estymacji czestotliwosci
sktadowych:

e(n) = 37 D E{(fi(n) = fi(n))*} =

K

M
2 ﬁ Z Z(flk(n/) - lec(n))2 (4-4)

=1 k=1

wtedy na podstawie zaleznosci 4.3 mozemy wyznaczy¢ obciazenie estymacji
czestotliwosci sktadowych:

b3(n) = e3(n) — d3(n) (4.5)

Wszystkie wykresy prezentujace chwilowe obciazenie estymacji czestotliwosci
sktadowych zamieszczone w pracy uzyskano wiec posrednio na podstawie
zaleznodci 4.5.

Poniewaz badane sygnaty byty niestacjonarne i czestotliwosci sktadowe z
probki na probke ulegaty zmianie, koicowym etapem obliczen byto usrednie-
nie po czasie wielkosci uzyskanych zgodnie z zalezno$ciami 4.1 i 4.5.

N-1
1

d— = > di(n) (4.6)
n=0
V=

e = N efc(n) (4.7)
n=0

b? = e? — d? (4.8)

Uzyskane w ten sposoéb wartoéci potraktowane zostaly jako mierniki jakosci
estymacji czestotliwosci sktadowych.
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4.2 Ogbélne warunki przeprowadzonych symu-
lacji

Jako$¢ estymacji czestotliwoéci sktadowych uzyskanych na podstawie para-
metrycznych JTFT zbadano przy pomocy symulacji komputerowych. Wyko-
rzystano do tego oprogramowanie Matlab ver. 5.x firmy MathWorks. Propo-
nowane eksperymenty przeprowadzone zostaly w nastepujacy sposob:

1. W kazdym eksperymencie przeprowadzono K = 1000 symulacji z lo-
sowym szumem dodawanym do sygnatu z zachowaniem wymaganego
stosunku sygnal/szum - SNR, oraz z losowymi czestotliwosciami kom-
ponentow.

2. Przyjeta dtugosé sygnatow modelowych wyniosta 7" = 60 probek.

3. Do kazdego sygnalu dodawano losowy szum biaty o ustalonym stosunku
sygnal-szum SNR.

4. Kazdy eksperyment przeprowadzono dla nastepujacych wartosci SNR
30 dB, 20 dB, 10 dB, 5 dB, 3 dB, 0 dBi-3 dB.

5. Wariancje estymacji czestotliwosci sktadowych sygnatéw modelowych,
a takze obciazenie (zaleznosci 4.1 1 4.2) wyznaczono metoda usredniania
po zbiorze symulacji.

6. W trakcie wyznaczania usrednionej wariancji i obciazenia estymacji
czestotliwosci sktadowych (zaleznoséci 4.6 i 4.8) uwzgledniono nature
algorytmow adaptacyjnych, ktéore w poczatkowej fazie dziatania wy-
znaczaja estymatory obarczone bardzo duzymi btedami, rezygnujac w
usrednieniu po czasie z wynikow uzyskanych dla pierwszych szesciu
probek.

7. W celu ograniczenia poszukiwania czestotliwosci komponentéw do do-
datniej czesci widma sygnal kazdorazowo poddawano transformacji Hil-
berta (zaleznoséé 1.2).

8. Sygnaly modelowe byly sygnatami o wartosciach zespolonych.

9. Sygnaly modelowe zawieraly dwa komponenty sinusoidalne o zmien-
nych w czasie czestotliwosciach 1 szum.

10. Wobec 7,8,9 rzad modelu wyniést M = 2. Jedynie w ostatnim doswiad-
czeniu badany sygnat zawieral M = 5 sinusoidalnych komponentow
zespolonych.
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11. W kazdym eksperymencie moc obydwu komponentow byta taka sama.
Wyjatkiem byt eksperyment, w ktorym jedna ze sktadowych zanikata.
Mozna to rozpatrywacé jako zmiane mocy komponentu z jednosci na
Z€r0.

12. Estymatory czestotliwosci komponentéw wyznaczano za pomoca trzech
nastepujacych metod: adaptacyjny algorytm ESPRIT - aESPRIT, ad-
aptacyjny model AR - aAR i spektrogram.

13. Przyjeto dhugosé transformaty Fourier’a N = 4096. Przyjeta dtugosé
wprowadza blad estymacji czestotliwoéci spowodowany dyskretyzacja
rowny 1/N = 0.00024, natomiast wariancja estymacji czestotliwosci
sktadowych jest w najlepszym przypadku (dla SNR=30dB) o okoto
rzad wieksza. Ponadto, poniewaz czestotliwosci sktadowe w sygnatach
modelowych wybierano losowo w kazdej symulacji, mozna przyjac, ze
dyskretyzacja nie wprowadzita dodatkowego obciazenia estymatorow.

4.3 Por6éwnanie algorytmu AR ze stalym
wspolczynnikiem zapominania 1 propono-
wanego algorytmu aAR

W eksperymencie tym poréwnano jakos¢ estymatoréw czestotliwoséci kom-
ponentoéw uzyskanych na podstawie modelu AR ze stalym wspoétezynnikiem
zapominania dla r6znych wartosci tego wspo6tczynnika, z jakoScia estymato-
row uzyskanych na podstawie modelu AR z adaptacyjnie zmienianym wspot-
czynnikiem zapominania. Na wykresie 4.1 prezentowane sa wartosci wariancji
(oznaczone znakiem o) i obciazenia (oznaczone znakiem ). Kolorem czarnym
oznaczono wariancje i obcigzenie estymacji czestotliwoéci dla algorytmu aAR.
Pozostatych kolorow uzyto do oznaczenia wynikéw uzyskanych dla algorytmu
ze stalym wspotczynnikiem zapominania. Zamieszczona legenda przyporzad-
kowuje wartosci stalego wspotczynnika A opowiednim kolorom na wykresie.

Z wykresu tego wynika, ze zastosowanie zmiennego wspolczynnika po-
zwala znacznie zmniejszy¢ wariancje estymatoréw czestotliwosci do poziomu
osigganego dla A\ = const = 0.9, przy jednoczesnym zmniejszeniu obciazenia
tych estymatorow.
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Rysunek 4.1: Wariancja i obciazenie estymacji czestotliwosci sktadowych uzy-
skanych na podstawie modelu AR

4.4 Poréwnanie klasycznego algorytmu
ESPRIT 2z proponowanym algorytmem
aESPIRT

W rozdziale 3.2 zaproponowano adaptacyjny algorytm - aESPRIT, ktory jak
pokazano teoretycznie, wymaga mniejszej liczby obliczeni niz algorytm do-
kladny opisany w rozdziale 2.4.2. Pozostaje pytanie, czy zmniejszenie liczby
obliczen nie pocigga za sobg znacznego pogorszenia jakosci estymatorow? W
doswiadczeniu, uzyto sygnatu ztozonego z dwoéch komponentéow. Czestotli-
wos$¢ jednego z nich zmieniala sie nieliniowo; czestotliwo$¢ drugiego zmie-
niala sie liniowo, ale w polowie czasu trwania sygnalu nastepowata skokowa
zmiana tej czestotliwosci. Na wykresie 4.2 zaprezentowano jedna z przykta-
dowych symulacji wykonang dla SNR=30dB. Kolorem fioletowym oznaczo-
no faktyczne czestotliwosci komponentoéw, kolorem zielonym oznaczono esty-
matory czestotliwosci komponentéw uzyskane na podstawie proponowanego
algorytmu aESPRIT, a kolorem niebieskim na podstawie oryginalnego algo-
rytmu ESPRIT. Glowne roznice wystepuja przy starcie algorytmu, oraz w
momentach skokowej zmiany czestotliwosci, co wynika z natury algorytmow
adaptacyjnych. Analiza rysunku 4.2 i kolejnego 4.3 wskazuje, ze estymatory
czestotliwosci uzyskane za pomocag obu metod réznia sie nieznacznie.
Wykres 4.3 prezentuje wartosci wariancji (oznaczone znakiem o) i obcig-

49



05, A N
0.45 ~ 5 _
| i ] K
04 ¥ 4(MODEL) |

| [ — f,(ESPRIT)
0.35} “ [ 7,(aBSPRIT)| |
0.3} |
0.25)
’ !
0.2}
0.15
0.1}
|
0.05/ 1
| |
ol ‘ : T T |
0 10 20 30 40 50 60

Rysunek 4.2: Czestotliwos¢é sygnatu modelowego i estymatory czestotliwo-
$ci komponentéw uzyskane na podstawie klasycznego algorytmu ESPRIT i
algorytmu aESPRIT

zenia (oznaczone znakiem %) estymatorow czestotliwosci uzyskanych za po-
moca klasycznego algorytmu ESPRIT (kolor niebieski) i algorytmu aESPRIT
(kolor zielony). Mozna zauwazy¢, ze wzrost zawartosci szumu w sygnale po-
woduje niemal liniowy wzrost wariancji estymatoréw czestotliwosci kompo-
nentéw. Ponadto mozna zauwazy¢, ze SNR ma niewielki wplyw na obcigzenie
estymatorow czestotliwosci.

Na podstawie przeprowadzonych symulacji mozna stwierdzié¢, ze propo-
nowany w rozdziale 3.2 adaptacyjny algorytm ESPRIT mozna stosowaé z
powodzeniem zamiast algorytmu doktadnego, gdyz nie wnosi on znaczacych
btedéw do estymacji czestotliwo$ci komponentoéw, a ilos¢é wymaganych obli-
czen jest znacznie mniejsza. Prezentowane w dalszej czeSci tej pracy wyniki
uzyskano za pomocg algorytmu aESPRIT.

W dalszej kolejnosci zbadano wplyw wspotczynnika p na jakosé estymacji
czestotliwosci komponentow w algorytmie aESPRIT. Na wykresie 4.4 zapre-
zentowano jedng z przyktadowych symulacji. Z wykresu mozna wnioskowac,
ze dla wspotezynnika p bliskiego jednosci, wariancja estymacji czestotliwosci
komponentéw jest mniejsza niz dla matego p. Ponadto dla duzego p gtéwnym
sktadnikiem btedu estymacji czestotliwosci komponentéw staje sie obcigze-
nie. Jest to spowodowane przez zbyt wolna adaptacja algorytmu - algorytm
nie nadaza za zmianami czestotliwosci komponentéw w sygnale. Znajduje
to potwierdzenie w wynikach zaprezentowanych na wykresach 4.5, 4.6, 4.7.
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Rysunek 4.3: Wariancja i obcigzenie estymacji czestotliwosci sktadowych uzy-
skanych na podstawie klasycznego algorytmu ESPRIT i algorytmu aESPRIT
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Rysunek 4.4: Czestotliwos¢ sygnalu modelowego i estymatory czestotliwo-
sci komponentéw uzyskane na podstawie algorytmu aESPRIT, dla r6znych
wspotezynnikow p
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Rysunek 4.5: Zalezno$¢ wariancji i obciazenia estymacji czestotliwosci skla-
dowych uzyskanych na podstawie algorytmu aESPRIT od p, dla réznych
rozmiaréw macierzy autokorelacji NV
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Rysunek 4.6: Zalezno$¢ obciazenia estymacji czestotliwosci sktadowych uzy-
skanych na podstawie algorytmu aESPRIT od p, dla r6znych rozmiaréw ma-
cierzy autokorelacji N
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Rysunek 4.7: Zalezno$¢ wariancji estymacji czestotliwosci sktadowych uzy-
skanych na podstawie algorytmu aESPRIT od p, dla réznych rozmiaréw ma-
cierzy autokorelacji N

Szczegolowa analiza tych wynikéw pozwala stwierdzié, ze:

minimum obciazenia estymacji czestotliwosci komponentéw jest osia-
gane dla wartosci wspotezynnika p € (0.5,0.7) niezaleznie od poziomu
szumoéw zawartych w sygnale,

zwiekszanie wspotczynnika p prowadzi do zmniejszenia wariancji esty-
macji czestotliwosci komponentow,

dla duzych wartosci SNR wariancja estymacji czestotliwosci jest po-
rownywalna z obcigzeniem i wtedy nalezy skupi¢ sie na minimalizacji
wariancji,

zwiekszenie rozmiaru N estymowanej macierzy autokorelacji (zaleznosé
2.61) powoduje zmniejszenie wplywu wspolczynnika p na wariancje
estymacji czestotliwosci komponentow,

korzystne jest zwiekszanie rozmiaru /N estymowanej macierzy autoko-
relacji ze wzgledu na zmniejszenie obciazenia estymacji czestotliwosci,
zwieksza to jednak koszty obliczeniowe.
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4.5 Ocena jakoSci estymatorow czestotliwosci
dla sygnaléw niestacjonarnych

4.5.1 Jakos$é estymacji przy liniowej zmianie czestotli-
wosci komponentéow

W eksperymencie tym sygnal modelowy sktadatl sie z dwoch komponentow.
Czestotliwos¢ pierwszego komponentu rosta liniowo, a czestotliwosé drugiego
komponentu malata liniowo. Czestotliwosci poczatkowe i koricowe wybierano
losowo z przedziatow (0.05,0.15) 1 (0.35,0.45). Wykres 4.8 prezentuje wyni-
ki estymacji czestotliwoéci dla jednej z symulacji przy SNR—=30dB. Kolorem
fioletowym oznaczono zadane czestotliwosci komponentow sygnatu modelo-
wego. Kolorami niebieskim, zielonym i czerwonym oznaczono estymatory cze-
stotliwosci komponentéw uzyskane odpowiednio na podstawie spektrogramu,
algorytmu aESPRIT i algorytmu aAR.

Z wykresu 4.8 wynika, ze dla duzych réznic czestotliwosci komponentow
wszystkie estymatory prawidlowo odwzorowuja charakter zmian czestotli-
wosci. Jednak w czedci srodkowej wykresu, tam gdzie réznica czestotliwosci
komponentow jest mata, wystepuja duze btedy. Najlepsze efekty uzyskano dla
algorytmu aESPRIT. W przypadku spektrogramu czestotliwosci obu kompo-
nentoéw dla matej réznicy czestotliwosci zlewaty sie w jedna czestotliwosé, a
poniewaz algorytm estymacji czestotliwosci na podstawie komponentu wy-
szukiwal dwa maksima, wiec prazki boczne zostaly potraktowane jako dru-
gi komponent. Do wyznaczenia spektrogramu uzyto okna prostokatnego o
dtugosci 15 probek. Diugosé okna dobrano doswiadczalnie tak, aby zmini-
malizowa¢ Sredniokwadratowy blad estymacji czestotliwosci komponentow.
Wydtuzenie okna powoduje, ze estymatory czestotliwosci komponentow sa
usredniane i1 stopniowo ze wzrostem dlugosci okna daza do stalej Sredniej
wartosci czestotliwosci komponentéw. Nie mozna wtedy okresli¢ jak zmie-
niaja sie czestotliwoéci komponentéw. Natomiast skracanie okna powoduje
wzrost amplitudy tzw. prazkéow bocznych. W nastepstwie interferencji tych
prazkéw dochodzi do sytuacji, w ktorej niektére prazki boczne maja wiek-
sza amplitude niz prazki zasadnicze (prawidtowe). W konsekwencji algorytm
wybierajacy M maksiméw z widma dla danej chwili n traktuje taki prazek
jako czestotliwo$¢ komponentu. Jest to szczegblnie widoczne, gdy roznica
czestotliwosci komponentoéw jest mata. Potwierdza to wykres 4.8.

Na wykresie 4.9 zaprezentowano wplyw szumu na wariancje (oznaczona,
znakiem o) i obciazenie (oznaczone znakiem *) estymatorow czestotliwosci
komponentéw. Zgodnie z oczekiwaniami wzrost zawartosci szumu w sygnale
powoduje pogorszenie jakosci estymatoréw. Z wykresu wynika, ze obcigze-
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Rysunek 4.8: Przyklad estymacji czestotliwoéci komponentéow w przypadku
liniowej zmiany tych czestotliwosci dla SNR=30dB
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Rysunek 4.9: Zalezno$¢ wariancji i obciazenia estymacji czestotliwosci w przy-
padku liniowej zmiany tych czestotliwosci od zawartosci szumu w sygnale
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Rysunek 4.10: Przyklad estymacji czestotliwo$ci komponentéw w przypadku
nieliniowej zmiany tych czestotliwoséci dla SNR=30dB

nie estymacji czestotliwosci sktadowych jest niemal o dwa rzedy mniejsze od
wariancji i to niezaleznie od SNR. Mozna wiec przyja¢, ze $redniokwadrato-
wy blad estymacji czestotliwos$ci w przypadku liniowej zmiany czestotliwosci
komponentow jest rowny wariancji estymacji czestotliwosci komponentow.
Jednoczesénie nalezy zauwazy¢, ze obie proponowane metody estymacji cze-
stotliwo$ci komponentéw wykazuja lepsza jakosé estymatoréw niz klasyczny
spektrogram.

4.5.2 Jako$¢é estymacji przy nieliniowej zmianie czesto-
tliwo$ci komponentéw

Sygnal modelowy sktadal sie z dwoch komponentow, ktorych czestotliwosé
zmieniala sie w sposob sinusoidalny. Czestotliwo$¢é minimalng i maksymalna
pierwszego komponentu wybierano losowo z przedziatu (0.05,0.25), a drugie-
go komponentu z przedziatu (0.3, 0.45). Ponadto faza pierwszego komponentu
byta losowa.

Na rysunku 4.10 zaprezentowano jedna z przykladowych symulacji dla
SNR=30dB. Kolorem fioletowym oznaczono zadane czestotliwosci kompo-
nentéw. Kolorami niebieskim, zielonym, czerwonym oznaczono odpowiednio
estymatory czestotliwosci sktadowych uzyskane na podstawie spektrogramu,
algorytmu aESPRIT i algorytmu aAR. W spektrogramie uzyte zostato okno
prostokatne o dlugosci 15 prébek.
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Rysunek 4.11: Zalezno$¢ wariancji i obcigzenia estymacji czestotliwosci w
przypadku nieliniowej zmiany tych czestotliwosci od zawartosci szumu w sy-
gnale

W spektrogramie czesto dochodzi do sytuacji, w ktorej prazki boczne
(spowodowane krotkim oknem czasowym) maja wieksza moc od prazkow za-
sadniczych i dlatego estymatory czestotliwosci komponentéw obcigzone sa
duzymi btedami przypadkowymi. Natomiast estymatory czestotliwosci uzy-
skane za pomoca algorytmu aAR wykazujg najwieksze obcigzenie, Jest to
spowodowane tym, ze predkos¢ zmian czestotliwosci obu komponentéw jest
r6zna i algorytm adaptacyjnego doboru wspétczynnika zapominania nie wy-
znacza go prawidlowo. CzesSciowym wyjsciem z tej sytuacji jest zwiekszenie
rzedu modelu. Jednak wtedy ilo§¢ parametréow modelu AR jest wieksza niz
rzeczywista ilos¢ sktadowych i estymatory czestotliwoéci tych sktadowych
mozna wyznaczy¢ tylko w sposob identyczny jak dla spektrogramu.

Na rysunku 4.11 zaprezentowano wplyw szumu na wariancje i obcigzenie
estymatorow czestotliwosci komponentéw. Zgodnie z oczekiwaniami wzrost
zawartosci szumu w sygnale spowodowal pogorszenie jakosci estymatorow. W
tym przypadku adaptacyjny algorytm aESPRIT okazal sie znacznie lepszy
od obu pozostatych algorytmow.
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Rysunek 4.12: Przyktad estymacji czestotliwosci komponentéw w przypadku
skokowej zmiany tych czestotliwosci dla SNR=30dB

4.5.3 Jakosé estymacji przy skokowej zmianie czestotli-
wos$ci komponentéow

W tym przypadku sygnal modelowy sktadat sie z dwoch komponentéw sinu-
soidalnych o skokowej zmianie czestotliwosci. Pojedynczy komponent mozna
scharakteryzowa¢ za pomoca dwoch wielkosci: czestotliwosci nosnej fy i de-
wiacji czestotliwosci Ay. Kazdy komponent generowano na podstawie losowej
sekwencji binarnej. Czestotliwo$é nosna f, modulowana byla w ten sposob,
ze logicznemu zeru przypisywano czestotliwos¢ fo—1/2A¢, a logicznej jedyn-
ce przypisywano czestotliwos¢ fo + 1/2A ;. Czestotliwosé nosna pierwszego
komponentu wybierana byla losowo z przedzialu f, € [0.1,0.2], za$ czesto-
tliwo$¢é noéna drugiego komponentu z przedziatu f, € [0.3,0.4]. Dewiacja
czestotliwosci dla obu komponentéw byta jednakowa i wynosita Ay = 0.1.
Czas trwania pojedynczego symbolu logicznego wynosit dziesie¢ probek.

Przykladowa symulacje dla SNR=30dB zaprezentowano na rysunku 4.12.
Kolorem fioletowym oznaczono zadana czestotliwos¢ obu komponentow. Ko-
lorami niebieskim, zielonym, czerwonym oznaczono estymatory czestotliwosci
komponentéw uzyskane odpowiednio na podstawie spektrogramu, algorytmu
aESPRIT i algorytmu aAR. Spektrogram wyznaczano z uzyciem okna prosto-
katnego o dtugosci 15 probek, podobnie jak to mialo miejsce w eksperymencie
z liniowa zmiana czestotliwosci komponentow.

Na rysunku 4.13 zaprezentowano wplyw szumu na wariancje (oznaczo-
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Rysunek 4.13: Zalezno$¢ wariancji i obcigzenia estymacji czestotliwosci w
przypadku skokowej zmiany tych czestotliwosci od zawarto$ci szumu w sy-
gnale

ng znakiem o) i obcigzenie (oznaczone znakiem x) estymatorow czestotli-
wosci komponentéw. Tu rowniez zgodnie z oczekiwaniami zmniejszenie SNR
spowodowalo pogorszenie jakosci estymatorow. W tym przypadku wariancja
estymacji czestotliwosci komponentow dla algorytmu aAR jest minimalnie
wieksza niz wariancja spektrogramu.

Z wykresu 4.13 wynika, ze obciazenie estymatoréw czestotliwosci nie
ma duzego wplywu na jakosé tych estymatoréw. Ponadto mozna zauwazy¢,
ze najlepsze jakoSciowo estymatory czestotliwosci uzyskano dla algorytmu
aESPRIT.

4.5.4 Calkowity zanik jednej ze skladowych

W sygnalach spotykanych w przyrodzie czesto zachodzi sytuacja, gdy jed-
na lub kilka sktadowych zanika, lub pojawiaja sie nowe sktadowe. Jest to
sytuacja nieco podobna do sytuacji opisanej w poprzednim podrozdziale do-
tyczacym skokowej zmiany czestotliwo$ci komponentow. Jednak przy skoko-
wej zmianie czestotliwosci nie zmieniala sie ilo$¢ komponentéw. Natomiast
w przypadku zaniku jednego lub kilku komponentéw zmienia sie ich ilo§é¢ w
sygnale, a wiec zmianie ulega rowniez rzad modelu. Zaproponowane algoryt-
my nie uwzgledniaja takich zmian i w celu estymacji rzedu modelu nalezy
skorzystaé¢ z dodatkowych algorytmow zaproponowanych w [22][45][53]. Nie-
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Rysunek 4.14: Przyklad estymacji czestotliwosci sktadowych w przypadku
catkowitego zaniku jednego z komponentow

stety wszystkie znane metody estymacji rzedu modelu zawodza dla matych
warto$ci SNR i dlatego sa mato przydatne.

Zanik komponentu mozna traktowa¢ réwniez tak, jakby dany komponent
mial zerowag moc. Z tego punktu widzenia rzad modelu nie ulega zmianie. Ba-
zujac na takim podej$ciu przeprowadzono badanie sygnatu modelowego zto-
zonego z dwoch komponentow. Czestotliwosé jednego z nich zmienia si¢ prze-
dzialami liniowo, przy czym zanika ona w przedziale od dwudzieste]j pierwszej
do czterdziestej probki. Czestotliwo$¢ drugiego komponentu zmienia sie si-
nusoidalnie, przy czym zanika ona od czterdziestej pierwszej probki do konca
sygnatu.

Przykladowsa symulacje przedstawiono na rysunku 4.14. Kolorem fiole-
towym oznaczono zadane czestotliwosci komponentéw, kolorami niebieskim,
zielonym, czerwonym oznaczono odpowiednio estymatory czestotliwosci skta-
dowych uzyskane na podstawie spektrogramu, algorytmu aESPRIT i algoryt-
mu aAR. Wariancje (oznaczona znakiem o) i obciazenie (oznaczone znakiem
) estymacji czestotliwosci komponentow zaprezentowano na rysunku 4.15.
Charakterystyczne jest bardzo duze obciazenie estymatoréw spowodowane
nieuwzglednieniem zmiany rzedu modelu.

Przeprowadzono rowniez dodatkowy eksperyment, w ktorym zalozono, ze
dysponujemy idealnym algorytmem estymacji rzedu modelu. Przykladowa
symulacje zaprezentowano na rysunku 4.16, a wariancje (oznaczona znakiem
o) i obciazenie (oznaczone znakiem ) estymacji czestotliwoéci komponentow
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Rysunek 4.15: Zalezno$¢ wariancji i obciazenia estymacji czestotliwosci w
przypadku calkowitego zaniku jednego z komponentéw od zawartosci szumu
w sygnale; wykres przy zalozeniu stalego rzedu modelu M = 2
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Rysunek 4.16: Przyktad estymacji czestotliwosci sktadowych w przypadku
catkowitego zaniku jednego z komponentéw; wykres uzyskano przy zatozeniu,
ze w kazdej chwili czasu znany jest rzad modelu M
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Rysunek 4.17: Zalezno$¢ wariancji i obciazenia estymacji czestotliwosci w
przypadku catkowitego zaniku jednego z komponentéw od zawartosci szumu
w sygnale; wykres uzyskano przy zalozeniu, ze w kazdej chwili czasu znany
jest rzad modelu M

Rysunek 4.18: Spektrogram sygnatu z rysunku 4.14, dtugoé¢ FF'T 1024, okno
prostokatne o dtugosci 25, SNR=30dB
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Rysunek 4.19: JTFT uzyskane na podstawie algorytmu aESPRIT sygnatu z
rysunku 4.14, = 0.7, SNR=30dB
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Rysunek 4.20: JTFT uzyskane na podstawie algorytmu aAR sygnatu z ry-
sunku 4.14, dtugosé¢ FFT 1024, SNR=30dB
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zaprezentowano na rysunku 4.17. Odpowiednie wartosci wariancja i obcigze-
nia sa zblizone do wartosci uzyskanych w poprzednich eksperymentach.

Kolejne rysunki 4.18, 4.19 i 4.20 prezentuja transformaty czasowo-
czestotliwosciowe uzyskane odpowiednimi algorytmami. Widaé wyrazny,
szybki spadek mocy komponentu po jego zaniknieciu i bardzo szybki wzrost
mocy komponentu po jego ponownym pojawieniu sie. Prezentowane wyni-
ki zostaly uzyskane dla SNR=30dB. Wraz ze wzrostem zawartosci szumu w
sygnale zmiany te przestaja by¢ tak czytelne.

4.6 Koszt obliczeniowy proponowanych algo-
rytmow

W eksperymencie tym poréwnano koszty obliczeniowe wyznaczenia estyma-
torow czestotliwosci komponentéw na podstawie algorytmu ESPRIT liczone-
go doktadnie, tak jak to opisano w rozdziale 2.4.2, oraz na podstawie adap-
tacyjnego algorytmu aESPRIT zaproponowanego w rozdziale 3.2. Algorytm
aESPRIT, pozwala teoretycznie na dwukrotne zmniejszenie liczby obliczen
w kroku drugim algorytmu. Jednak po uwzglednieniu faktu, ze cze$é¢ opera-
cji odbywa sie w arytmetyce zespolonej, oraz po uwzglednieniu, ze na koszt
obliczeniowy wplyw maja réwniez operacje dodawania i odejmowania oka-
zuje sie, ze oszczednosci sa nieco mniejsze. Przyktadowo koszt wyznaczenia
estymatoréow czestotliwoséci dla M = 2, N = 2 x M, gdzie M oznacza ilos¢
komponentéow, N wielko$é macierzy autokorelacji f{(n) w kazdej chwili czasu
Wynosi:

e dla algorytmu ESPRIT - 4089F LOP
e dla algorytmu aESPRIT - 2557F LOP

Liczby te uzyskano przy pomocy funkeji flops() dostepnej w pakiecie Matlab.
Funkcja ta zlicza wszystkie operacje zmiennoprzecinkowe przy nastepujacych
zalozeniach:

e operacje dodawania i odejmowanie liczone sg jako 1/ LOP, jezeli za-
chodza na liczbach rzeczywistych i jako 2F'LOP dla liczb zespolonych,

e operacje mnozenia i dzielenia liczone sa jako 1F'LOP, jezeli wynik jest
liczba rzeczywista 1 6 '/ LOP w przeciwnym przypadku.

Poréwnanie kosztu obliczeniowego dla r6znych M i N prezentuje tabela
4.1. Mozna zauwazy¢, ze dla N = 2% M koszt obliczeniowy algorytmu adap-
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I M ] N=2xM | N=3xM |
2 4089 2557 11525 6765
3 13491 8731 34702 | 21835
4 31486 | 20413 81225 | 50269
5 56652 | 38597 152746 | 95197
6 98017 | 65405 253233 | 162563
7 145716 | 103093 390147 | 253353
8 216927 | 153223 580067 | 374249
9 303547 | 213309 793216 | 525639

10 408518 | 289357 1069943 | 717277
11 544255 | 390345 1416076 | 952507
12 700907 | 495457 1816619 | 1232161
13 868106 | 637687 2339409 | 1559853
14 1081648 | 781533 2966050 | 1934795
15 1312769 | 957345 3653558 | 2373581
16 1604581 | 1161791 4378750 | 2883163
17 1896407 | 1383465 5247893 | 3447505
18 2220197 | 1633877 6152719 | 4074073
19 2596557 | 1920725 7206877 | 4775211
20 3066309 | 2234391 8504092 | 5558955

Tabela 4.1: Poréwnanie kosztow obliczeniowych algorytmu ESPRIT doktad-
nego (lewe kolumny) i adaptacyjnego (prawe kolumny)

tacyjnego aESPRIT jest mniejszy $rednio o 30%, a dla N = 3 * M §rednio o
35% od doktadnego algorytmu ESPRIT.

W dalszej kolejnosci przeanalizowano koszty obliczeniowe pozostatych al-
gorytmoéw przeprowadzajac nastepujacy eksperyment. Analizie poddano sy-
gnal mowy ludzkiej o dtugoéci stu probek. Byt to fragment samogtloski ’a’.
Estymatory czestotliwosci komponentéw wyznaczano w oparciu o spektro-
gram (kolor niebieski), adaptacyjny algorytm aAR (kolor czerwony) i adap-
tacyjny algorytm aESPRIT (kolor zielony). Za kazdym razem wyznaczano
estymatory czestotliwoéci przy zatozeniu innego rzedu modelu M € [2,20].
Koszty obliczeniowe wyznaczenia estymatoréw czestotliwoséci dla wszystkich
trzech metod zaprezentowano na wykresie 4.21. W spektrogramie zastosowa-
no okno Hamminga o dlugosci 121 prébek i algorytm FET o dlugosci 4096
punktéw, gdyz jak wynika z poprzednich eksperymentéw dopiero przy tej
rozdzielczodci bledy estymacji czestotliwosci wynikte z dyskretyzacji czesto-
tliwosci sa pomijalnie mate w stosunku do pozostatych bledow estymacji.
Oczywiscie koszt wyznaczenia czestotliwosci M komponentéw na podstawie
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Rysunek 4.21: Zaleznos¢ kosztow obliczeniowych wyznaczenia estymatorow
czestotliwosci komponentow wyrazone we F'LO P-ach od ilosci komponentow

spektrogramu niemal nie zalezy od M, gdyz koszt wyznaczenia M maksimow
widma dla kazdej chwili czasu jest pomijalnie maly w stosunku do kosztu wy-
znaczenia samego spektrogramu. Natomiast koszt obliczeniowy pozostalych
dwoch algorytmow ro$nie bardzo szybko ze wzrostem M. Z wykresu 4.21
mozna rowniez odczytaé¢ wartosci graniczne zakladanego rzedu modelu M,
ponizej ktorych oplaca sie stosowa¢ metody parametryczne estymacji cze-
stotliwosci. Dla adaptacyjnego algorytmu aAR warto$¢ ta wynosi 15, a dla
adaptacyjnego algorytmu aESPRIT wartos¢ ta wynosi 10.

4.7 Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych symulacji mozna stwierdzi¢, ze parame-
tryczne transformacje czasowo-czestotliwosciowe sa bardzo uzytecznym na-
rzedziem analizy sygnalow zlozonych z niestacjonarnych komponentéw sinu-
soidalnych. Parametryczne JTFT moga znalezé zastosowanie szczegdlnie w
zadaniach, w ktorych najistotniejsze jest okreslenie czestotliwosci komponen-
tow. Zaréwno adaptacyjny model AR, jak i adaptacyjny algorytm ESPRIT
pozwalaja wyznaczy¢ dokladniejsze estymatory czestotliwosci komponentow
niz klasyczny spektrogram. Nadmieni¢ nalezy, iz wiekszos¢ autoréw wskazuje
spektrogram z oknem prostokatnym jako najlepsza nieparametryczng metode
estymacji czestotliwosci sygnatu [22][46].
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Z trzech przebadanych metod estymacji zmiennych w czasie czestotliwosci
komponentéw najlepsze wtasnosci wykazuje algorytm aESPRIT. Jednak w
takich zastosowaniach gdzie niezwykle istotna jest ztozonosé obliczeniowa
mozna z powodzeniem stosowaé algorytm aAR godzac sie na nieco gorsza
jako$¢ estymacji czestotliwoéci komponentow.
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Rozdzial 5

Badanie rzeczywistych sygnalow

Symulacje komputerowe opisane w rozdziale poprzednim pozwalaja oceni¢ ja-
kosé¢ estymacji JTFT. Ocena ta jest miarodajna gdyz, wiele obserwowanych
w rzeczywistosci sygnatéw ma nature harmoniczng. Do takich sygnatow na-
leza sygnaly telekomunikacyjne, sygnaty radarowe, fragmenty sygnalu mowy
ludzkiej (fonemy odpowiadajace samogtoskom i fonemy dzwieczne) i wiele in-
nych. Tak wiec proponowany wielokomponentowy model sygnatu (zaleznosé
1.1) dobrze opisuje rzeczywisto$¢ pomiarowa.

Ponizej przedstawiono wyniki analizy zmiennych w czasie czestotliwosci
rzeczywistych sygnaléw niestacjonarnych uzyskane przy pomocy dwoch za-
proponowanych w niniejszej pracy algorytmoéw to znaczy: adaptacyjnego al-
gorytmu aAR i adaptacyjnego algorytmu aESPRIT, oraz przy pomocy spek-
trogramu jako punktu odniesienia.

e W badaniach wykorzystano oprogramowanie Matlab ver. 5.x Math-
Works.

e Zebrane sygnaly zawieraly tylko wartoéci rzeczywiste i przed analiza
przekonwertowano je na sygnalty o wartosciach zespolonych za pomoca
transformacji Hilberta.

e Ponadto w prezentacji wynikéw jest pewna réznica w stosunku do roz-
dzialu poprzedniego, gdyz poprzedni rozdziatl dotyczyl estymacji cze-
stotliwos$ci komponentéw. W niniejszym rozdziale estymowano rowniez
moc komponentéw. Na wykresach na osi poziomej zaznaczono czas, a
na osi pionowej czestotliwoéé, z uwzglednieniem rzeczywistej czestotli-
wosci probkowania sygnalu. Moc komponentéw oznaczono za pomocg
palety koloréw oznaczonej w pakiecie Matlab jako ’hot’. Kolor czarny
odpowiada maksymalnej mocy, a kolor biaty mocy zerowe;.
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e Na wszystkich wykresach umieszczono (od gory): wykres czasowy, spek-
trogram, JTEFT uzyskana algorytmem aESPRIT, JTEFT uzyskana algo-
rytmem aAR.

e Ze wzgledu na ograniczona rozdzielczo$¢ wydrukéw komputerowych
na prezentowanych wykresach ograniczano do 1024 dlugosé stosowa-
nej transformaty FFT.

e Wszystkie omawiane wykresy umieszczono na koncu rozdziatu ze wzgle-
du na ich rozmiary.

5.1 Sygnaly telekomunikacyjne

Zwykle obserwowane sygnaty telekomunikacyjne zawieraja czestotliwos$¢ no-
$na, ktora jest zmodulowana amplitudowo, fazowo, czestotliwosciowo lub po-
przez kombinacje tych modulacji. W calym widmie sygnatéow telekomuni-
kacyjnych moze wystapi¢ wiele takich sygnatow, lecz poprzez filtracje moz-
na wydzieli¢ pasmo czestotliwosci, w ktorym miesci sie jeden interesujacy z
punktu widzenia odbiorcy sygnal. Zjawiskiem niedopuszczalnym w tradycyj-
nych systemach telekomunikacyjnych jest sytuacja kiedy na jednej czesto-
tliwosci nosnej (lub w tym samym pasmie czestotliwosci) emitowanych jest
kilka sygnatow telekomunikacyjnych. Mozna wiec przyjac, ze sygnat teleko-
munikacyjny sktada sie z pojedynczego komponentu sinusoidalnego o zmien-
nych parametrach. W tej sytuacji w odpowiednich zalezno$ciach w propono-
wanych adaptacyjnych algorytmach estymacji czestotliwoéci nalezy przyjac
rzad modelu M = 1. W przypadku kiedy sygnal zawiera jeden komponent,
teoretycznie spektrogram i oba proponowane algorytmy parametryczne po-
zwalaja uzyskaé¢ estymatory czestotliwosci tego komponentu o poréwnywalne;
jakosci. Jednak jak zostato to pokazane na wykresie 4.21 Spektrogram jest
wielokrotnie bardziej kosztowny obliczeniowo od obu proponowanych algo-
rytmoéw. Mozna zmniejszy¢ koszt obliczeniowy spektrogramu stosujac krotsza
transformacje FFT, jednak wtedy uzyskane estymatory czestotliwosci beda
obarczone duzym btedem dyskretyzacji czestotliwosci.

Przyktadowe sygnaly telekomunikacyjne i ich r6zne transformaty
czasowo-czestotliwoSciowe zaprezentowano na rysunkach 5.1, 5.2, 5.3 1 5.4.
Sygnaly zostal zarejestrowane w Wojskowej Akademii Technicznej w War-
szawie. Pierwszy i drugi sygnal zarejestrowano w odlegtosci kilku kilometrow
od anteny nadajnika radiolinii pracujacej z modulacja MSK i QPSK. Na ry-
sunku 5.1 zaprezentowano zmienne w czasie widmo sygnatl po przeniesieniu
go na czestotliwo$é posrednia. Widoczne sa doktadne zmiany czestotliwosci
sygnalu. Na rysunku 5.2 zaprezentowano zmienne w czasie widmo sygnatu po
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przeniesieniu go na czestotliwosé posrednia 5 MHz. Zgodnie z oczekiwaniami
czestotliwo$¢ sygnalu nie ulega zmianie a widoczne fluktuacje sa spowodowa-
ne matym stosunkiem SNR i btedami estymacji. Trzeci sygnat (rysunek 5.3)
jest sygnatem emitowanym przez stacje bazowa systemu systemu GSM. Sze-
roko$¢ pasma GSM wynosi 25 MHz (od 890 MHz do 915 MHz). W tym pasmie
umieszczonych jest 125 kanaléw o szerokosci pasma 200 kHz. Czas trwania
jednej ramki sygnatu GSM wynosi 577us, a przerwa pomiedzy ramkami wy-
nosi okoto 3.7us. Na rysunku 5.4 wybrano jeden z kanalow (czestotliwosé 2.4
MHz) z rysunku 5.3.

Cho¢ prezentowane wykresy transformat czasowo-czestotliwoéciowych sy-
gnatow telekomunikacyjnych (rysunki 5.1, 5.2, 5.3 1 5.4) uzyskane ré6znymi al-
gorytmami nie sa w zasadniczy sposob rézne, to jednak doktadnosé okreslenia
czestotliwosci, oraz efektywnoséé obliczeniowa algorytméw parametrycznych
sa zdecydowanie lepsze.

5.2 Sygnaly radarowe

Obecnie istnieje bardzo wiele typow radaréw emitujacych bardzo zréznico-
wane sygnalty radiowe. Autor mial dostep jedynie do sygnatéw pochodzacych
z radaréw impulsowych z liniowa zmiana czestotliwosci. Sygnaly te zareje-
strowano z niewielkiej odlegtosci od radaru.

Na rysunku 5.5 zaprezentowano wyniki analizy jednego z wielu zareje-
strowanych impulséw radaru pracujacego z liniowa zmiang czestotliwosci.
Na wykresie tym widoczne sa dwie fazy generacji impulsu. Pierwsza z nich
trwajaca od 2us do okoto 6Gus jest stanem przejSciowym (informacja po-
twierdzona przez specjalistow z WAT). Druga faza jest stanem ustalonym
z widoczng liniowa zmiang czestotliwosci. Stan przejSciowy jest charaktery-
styczny dla danego typu radaru, a nawet dla danego egzemplarza radaru.
Tak wiec precyzyjne okreslenie zmian czestotliwosci w czasie pozwala na ta-
twiejsza identyfikacje egzemplarza, a to jest zagadnienie bardzo istotne z
wojskowego punktu widzenia. Poréwnanie wynikow estymacji transforma-
cji czasowo-czestotliwo$ciowej dla sygnatow radarowych wynika, ze najlepsze
wyniki mozna uzyskaé¢ przy pomocy algorytmu aESPRIT.

5.3 Sygnaly sejsmiczne
Sygnaty sejsmiczne sa falami propagowanymi w goérotworze, powstalymi w

wyniku wstrzaséw ziemi. Sygnaly te rejestrowane sg przez sejsmometry. Na-
tura tych sygnaléw jest skomplikowana, ale mozna je opisa¢ przy pomocy
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modelu w ktérym zaklada sie, ze krotkotrwale (a w zwiazku z tym sze-
rokopasmowe) pobudzenie propagowane jest przez gorotwor o charakterze
rezonansowym [29]. Fala rozprzestrzenia sie od epicentrum we wszystkich
kierunkach. OczywiScie te pobudzenia moga nastapi¢ w kréotkich odstepach
czasu i w roznych miejscach. W zwigzku z tym analiza sygnaléw sejsmicznych
jest trudna, gdyz sejsmometr rejestruje naktadajace sie drgania harmoniczne
wystepujace losowo na osi czasu i sttumione w r6znym stopniu.

Szczegotowa analiza zmiennego w czasie widma takich sygnalow dostarcza
wielu cennych informacji o budowie gorotworu, o stanie naprezen w gérotwo-
rze itp.

Na rysunkach 5.6, 5.8 i 5.7 przedstawiono kolejno wyniki analizy widmo-
wej sygnatow zarejestrowane przez sejsmometry o numerach odpowiednio 25,
13 1 29. Sejsmometry te rozmieszczone sa na terenach LGOM w kopalni ZG
Rudna. Sejsmometry 13-ty 1 29-ty sa polozone mniej wiecej na tym samym
kierunku patrzac od epicentrum drgan. Sejsmometr 29-ty znajduje sie w od-
legtosci okoto 1 km, podczas kiedy sejsmometr 13-ty znajduje sie w odlegtosci
okoto 2.5 km od epicentrum drgan. Poniewaz oba sejsmometry leza na tym
samym kierunku rozchodzenia sie fali struktura czasowo-czestotliwosciowa
obu zarejestrowanych sygnaléw jest podobna. Mozna zauwazyé, ze struktura
czasowo-czestotliwo$ciowa sygnatu zarejestrowanego przez sejsmometr 13-ty
jest opdzniong w czasie 1 wyttumiong falg sejsmiczna, ktora zostala zareje-
strowana przez sejsmometr 29-ty.

Natomiast sejsmometr 25-ty potozony jest w odlegtosci okoto 800 m, ale
na kierunku innym od pozostalych dwoch sejsmometrow. Z tego powodu
struktura czasowo-czestotliwosciowa zarejestrowanego sygnatu jest odmien-
na. Czestotliwosci rezonansowe gérotworu sa niemal state.

Ponadto wyraznie widoczne jest, ze algorytm aAR nie nadaza za bardzo
szybkimi zmianami widma sygnatlu sejsmicznego. Znacznie lepsze rezulta-
ty uzyskano przy zastosowaniu algorytmu aESPRIT. Algorytm ten znacz-
nie szybciej reaguje na zmiany widma i pozwala na najdoktadniejsza anali-
ze struktury czasowo-czestotliwoéciowej sygnatu sejsmicznego. Ponadto moz-
na zauwazyc¢, ze spektrogram nie pozwala na szczeg6lowa analize struktury
czasowo-czestotliwoSciowej sygnatu.

5.4 Sygnaly mowy
Bardzo ogélnie patrzac w sygnale mowy mozna wyr6zni¢ fonemy dzwiecz-
ne i szumowe. Nie wnikajac zbytnio w szczegély mozna przyjaé, ze fonemy

dzwieczne powstaja na skutek pobudzenia strun gtosowych przepltywajacym
przez krtan powietrzem. Powstajaca tam fala dzwiekowa trafia do glosni
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(jamy ustnej i czesciowo do jamy nosowej). Ogoélnie przyjeto, ze dobrym
modelem takiego systemu jest potaczenie kilku do kilkunastu komoér rezo-
nansowych, pobudzanych tonem krtaniowym. W efekcie w sygnale mozna
zaobserwowac kilka do kilkunastu czestotliwosci rezonansowych i ton krta-
niowy. Zupeinie inny jest mechanizm powstawania fonemoéw szumowych. Po-
wietrze swobodnie przeptywa przez krtan i dopiero zawirowania powietrza
w okolicach zebow i ust powoduja powstanie dzwieku. W zwigzku z tym w
algorytmach analizy mowy wykorzystuje sie wiec zwykle dwa r6zne modele.
Wyréznia sie jeszcze kilka innych rodzajow fonemoéw, lecz do analizy uzywa
sie ztozenia tych dwoch modeli [2][23].

Na rysunku 5.9 przedstawiono przebieg czasowy sylaby ’stko’, oraz trans-
formaty czasowo czestotliwosciowe uzyskane na podstawie spektrogramu, al-
gorytmu aESPRIT i algorytmu aAR. Wyniki sa zgodne z oczekiwaniami.
Wyraznie widoczne sa czestotliwosci rezonansowe, czyli tzw. formanty fone-
mu ’o’ (czas trwania od 0.2s do 0.25s). W przypadku pozostatych fonemow
tj.’s’ (od 0 do 0.8s), ’t’ (od 0.11 do 0.14s) i ’k’ (od 0.18 do 0.2s) czestotliwosci
komponentéw wskazywane przez oba proponowane algorytmy nie sg miaro-
dajne, aczkolwiek mozna zauwazy¢ pewne podobienstwo do spektrogramu.

Dobre wyniki algorytmu aESPRIT potwierdzaja wyniki uzyskane dla na-
stepnego sygnatu - wyrazu 'auto’. Wyraznie widoczne sg formanty fonemow
dzwiecznych ’a’, 'u’i’0’. Co wiecej mozliwa jest analiza stanow przej$ciowych
pomiedzy poszczegdlnymi fonemami.

W przypadku analizy fonemoéw dZzwiecznych zaktada sie, stacjonarnosé sy-
gnatu w krotkich przedziatach czasu (okoto 20ms). W najczesciej stosowanych
rozwigzaniach, bazujac na zatozeniu lokalnej stacjonarnosci wyznacza sie pa-
rametry modelu AR, lub wspolczynniki cepstralne (dla kazdego kolejnego
odcinka czasu wyznaczane sa nowe parametry). Zaproponowane w niniejszej
pracy algorytmy aAR i aESPRIT nie wymagaja lokalnej stajonarnosci sy-
gnatu. Wobec tego mozliwa jest doktadniejsza analiza stanéw przejsciowych.
Znajomo$¢ zasad zmiany formantow przy przejsciu z jednego fonemu do dru-
giego jest obecnie uznawana za jeden z gtéwnych czynnikéw pozwalajacych
poprawi¢ jako$¢ mowy generowanej catkowicie sztucznie przez syntetyzatory
mowy [23].

5.5 Podsumowanie

Zaprezentowane wyniki potwierdzaja przydatnosé¢ opracowanych algorytmow
w analizie zmian czestotliwo$ci komponentéw w sygnatach telekomunikacyj-
nych i radarowych. Ponadto wyniki te potwierdzaja, ze analiza parametrycz-
nych JTFT pozwala na doktadniejsza ocene zmian czestotliwosci dominuja-
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cych w sygnale, gdyz parametryczne JTFT wykorzystuja informacje o har-
monicznej naturze tych sygnaléw. Nie bez znaczenia jest réwniez fakt, ze
wyznaczenie czestotliwosci komponentéw w przypadku matej ich liczby (np.
sygnaly telekomunikacyjne i radarowe) jest wielokrotnie mniej kosztowne ob-
liczeniowo przy zachowaniu jakosci poréwnywalnej do spektrogramu o duze;
rozdzielczoéci w dziedzinie czestotliwosci.

Pozwala to wyciagna¢ wniosek o dobrej jakosci parametrycznych metod
estymacji transformat czasowo-czestotliwo$ciowych.
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Rysunek 5.1: Sygnal radiolinii pracujacej z modulacja MSK. Kolejno od gory:
przebieg czasowy, spektrogram - okno Hamming’a-131, FFT-2048; aESPRIT
-u=09, M=1aAR- =08 M =1
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Rysunek 5.5: Sygnal radarowy. Kolejno od gory: przebieg czasowy, spektro-
gram - okno Hamming’a-111, FFT-2048; aESPRIT - p = 0.9, M = 1; aAR -
w=09, M=1
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Rysunek 5.6: Sygnal sejsmiczny z sejsmografu nr 25. Kolejno od gory: prze-
bieg czasowy, spektrogram - okno Hamming’a-151, FFT-1024; aESPRIT -
uw=098 M=10;aAR - =09, M =10
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Rysunek 5.8: Sygnal sejsmiczny z sejsmografu nr 13. Kolejno od goéry: prze-
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Rysunek 5.10: Sygnal mowy - wyraz ’'auto’. Kolejno od gory: przebieg cza-
sowy, spektrogram - okno Hamming’a-151, FFT-1024; aESPRIT - p = 0.95,
M =10; aAR - p =097, M =10
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Rozdzial 6
Wnioski

Celem przeprowadzonych badan bylo opracowanie, ocena wtasnosci, wery-
fikacja skutecznoéci i efektywnosci numerycznej pewnych parametrycznych
transformacji czasowo-czestotliwosciowych. Mozna byto oczekiwaé, ze dla sy-
gnaléow bedacych suma sygnatéw sinusoidalnych o zmiennych w czasie pa-
rametrach i szumu, parametryczne transformacje czasowo-czestotliwo$ciowe
okaza sie lepsze pod wieloma wzgledami niz transformacje nieparametryczne.
Przewidywania te zostaly potwierdzone.

W pracy szczegolny nacisk potozono na estymacje zmiennych w czasie
czestotliwodci poszczegbdlnych komponentéw. Problem estymacji zmiennej w
czasie amplitudy komponentéw jest osobnym, bardzo obszernym zagadnie-
niem, ktéry w niniejszej pracy jest jedynie zasygnalizowany.

W przekonaniu autora do gltéwnych oryginalnych rezultatéw niniejszej
pracy mozna zaliczy¢ modyfikacje i szczegbétowe przebadanie dwoch parame-
trycznych algorytméw estymacji zmiennych w czasie czestotliwosci kompo-
nentow.

1. Pierwsza modyfikacja dotyczy algorytmu Lee-Morf’a, ktory pozwala
wyznaczy¢ zmienne w czasie parametry modelu autoregresji. Jedng z
niepozadanych wtasnoSci tego algorytmu jest wzrost obcigzenia esty-
matoréow czestotliwosci przy gwaltownych (np. skokowych) zmianach
czestotliwosci komponentéw. Wzrost ten powstaje na skutek zastoso-
wania statlego wspotczynnika zapominania A = const. Zaproponowana
modyfikacja polegajaca na adaptacyjnym uzaleznieniu wartosci wspot-
czynnika zapominania \(n) od chwilowego btedu sredniokwadratowego
prognozy pozwala na zmniejszenie obcigzenia estymatoréw czestotliwo-
sci.

2. Druga modyfikacja dotyczy algorytmu ESPRIT, ktory wykorzystuje
rozktad macierzy autokorelacji sygnalu wzgledem wartosci wlasnych.
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W oryginale algorytm ten opracowano dla przypadku stacjonarnego,
jednak mozna go uogo6lnié¢ na przypadek niestacjonarny przez wprowa-
dzenie zmiennej w czasie macierzy autokorelacji. Estymacja czestotli-
woéci sktadowych przy pomocy uogélnionego algorytmu ESPRIT jest
bardzo kosztowna obliczeniowo. Zaproponowana modyfikacja algoryt-
mu ESPRIT pozwala uniknaé kosztownego obliczeniowo rozktadu ma-
cierzy autokorelacji wzgledem wartosci wtasnych dla kazdej chwili czasu
n przez zastapienie tego rozktadu mnozeniem macierzy. Wprowadzona
modyfikacja pozwala na zmniejszenie kosztéw obliczeniowych o ponad
30% w por6éwnaniu do uog6lnionego algorytmu ESPRIT.

Przeprowadzono szczegétowe badania symulacyjne proponowanych algo-
rytmoéw parametrycznych z wykorzystaniem modelowych sygnatow wielo-
komponentowych. Badania przeprowadzono dla sygnatéw o czestotliwoséciach
zmiennych: liniowo, nieliniowo i skokowo. Estymatory czestotliwosci uzyskane
metodami parametrycznymi zostaly poréwnane z estymatorami czestotliwo-
Sci uzyskanymi przy pomocy klasycznego spektrogramu, ktory w opinii wielu
autoréow jest najdokltadniejsza metoda estymacji zmiennych w czasie czestotli-
wosci sktadowych sygnatu [46][53]. Przeprowadzone eksperymenty pozwalaja
na sformutowanie nastepujacych wnioskow:

1. Parametryczne transformacje czasowo-czestotliwosciowe pozwalaja
uzyskaé estymatory czestotliwosci komponentéw doktadniejsze niz es-
tymatory uzyskane na podstawie spektrogramu. W nielicznych przy-
padkach jako$é estymatorow czestotliwosci komponentéw uzyskana na
podstawie spektrogramu zblizata sie do jakoSci estymatorow uzyska-
nych na podstawie modelu AR.

2. Statystycznie najdokladniejsze (obarczone najmniejsza wariancja i naj-
mniejszym obciazeniem estymatorow) wyniki estymacji czestotliwosci
komponentéw mozna uzyskaé stosujac zaproponowany adaptacyjny al-
gorytm aESPRIT.

3. Ztozonos¢ obliczeniowa parametrycznych metod estymacji czestotliwo-
Sci komponentow jest silnie uzalezniona od rzedu modelu M. Dla algo-
rytmu wykorzystujacego adaptacyjny model aAR przy rzedzie modelu
wiekszym niz 16, a dla adaptacyjnego algorytmu aESPRIT juz przy
rzedzie modelu wiekszym od 10 zlozonosé obliczeniowa jest wieksza
niz dla klasycznego spektrogramu. Dla wyzszych rzedéw modelu jedy-
nie uzycie algorytmu aESPRIT moze by¢ uzasadnione, gdyz algorytm
aESPRIT pozwala na uzyskanie istotnie lepszych estymatoréw czesto-
tliwogci komponentéw niz spektrogram.
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Proponowane algorytmy opracowano pod katem zastosowania ich do ana-
lizy sygnalow telekomunikacyjnych i radarowych. Sygnaty takie sa bardzo
dobrze opisane przez zalozony wielokomponentowy model sygnatu. Mozna
jednak zauwazy¢, ze wiele sygnalow spotykanych w przyrodzie ma nature
harmoniczna, np.: fragmenty sygnatu mowy, niektoére sygnaty biomedyczne,
sygnaly wirujacych czesci maszyn i urzadzen i wiele innych. W zwiazku z
tym, zaproponowane w niniejszej pracy algorytmy moga roéwniez znalez¢ za-
stosowanie w analizie takich sygnatoéw. Uzyskane wyniki analizy sygnatow
rzeczywistych potwierdzaja wspomniang uzytecznos$é zaproponowanych al-
gorytmow.

Biorgc pod uwage powyzsze wnioski, autor jest przekonany, ze teza roz-
prawy zostata wykazana.

86



Dodatek A
Algorytm ESPRIT

A.1 Dekompozycja macierzy autokorelacji
wzgledem wartosci wlasnych

Zatozmy, ze badany sygnal stacjonarny sktada sie z sumy jednego kompo-
nentu sinusoidalnego i z szumu o wariancji 0. Teoretyczne widmo takiego
sygnatu pokazano na rysunku A.l. Zalezno$é 1.1 dla sumy jednego kompo-
nentu sinusoidalnego i szumu biatego, w formie wektorowej mozna zapisac
nastepujaco:

X = AOSQ+W (Al)
gdzie: _

Ay = |Ale??, (A.2)
jest zmienng losowa, wektor s, utworzono nastepujaco:

so = [1,&8% o e¥2rfo  NiZmio|T (A.3)
P(f)
A
o
o’ |
|
~0)5 o5t

Rysunek A.1: Widmo sumy sygnatu sinusoidalnego i szumu biatego
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Poniewaz sy i w sa statystycznie niezalezne, wiec macierz autokorelacji sy-
gnalu x bedzie wygladaé nastepujaco:

Rz: = E'{Aoso(AQSO)H} -+ E'{WWH} = P()SOS(I)—I -+ O'QI (A4)
Po obustronnym pomnozeniu tego réwnania przez s, otrzymamy:
R.so = Poso sisy +0*Isg = (NP + 0?)sg (A.5)
lIsoll A
N= Sp 2 0

Z zaleznosci A.5 wynika, ze wektor s, jest jednym z wektoréow wlasnych
macierz autokorelacji. Macierz ta ma ponadto N — 1 ortogonalnych wektorow
wlasnych, ktore sa ortogonalne wzgledem siebie oraz wzgledem s,. Oznaczmy
te wektory przez u;:

R.u; = Pysosiw; +0°Tu; = oy, (A.6)
0

Na podstawie A.5 i A.6 mozna zauwazy¢, ze macierz R, ma jedna wartosé
wlasng réwna \g = NPy + o2, oraz N — 1 warto$ci wlasnych réwnych o=

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla przypadku wielokom-
ponentowego:

M
X = Z ApSm + W (A.7)
m=1
M
R, = Y Pusmsi + 0’1 (A.8)
m=1
R.s,, = (NP, + %) sm (A.9)
A

Otrzymujemy M réznych wartosci wlasnych A,,, oraz N — M wartosci wla-
snych réwnych 2. Przestrzen rozpieta na wektorze obserwacji jest dzielona
na dwie podprzestrzenie: podprzestrzen sygnatu rozpieta na wektorach wta-
snych s,,, oraz podprzestrzen szumu rozpieta na wektorach wtasnych u;. Na-
lezy zauwazy¢, ze jest tu pewne uproszczenie, gdyz w rzeczywistosci wektor
szumu nalezy do obu podprzestrzeni.

A.2 Algorytm ESPRIT

W algorytmie ESPRIT wektor obserwacji x dzielony jest na dwa wektory
prébek sygnatu x = [z(0),...,z(N — 1)|T, oraz X’ = [z(1), ..., z(N)]*:

2= || =[] 10
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Niech:
A = : (A.11)
Ap

wtedy zalezno$¢ A.7 mozna zapisa¢ w formie macierzowe;j:

x=SA+w (A.12)
gdzie: ) )
1
| ‘ ‘ eI2m fm
S= (8 55 ..0 Bprls Bp— B (A.13)
. | :
eNi2m fm
Mozna zauwazy¢, ze:
N
e32mfm
— 2527 fm Sm 1 1
Sm= | € . - LNjQme} - L/TJ - {ej?’rfmsm} (A.14)
eNjéﬂ'fm

7 zaleznosci A.13 1 A.14 wynika, ze:

) S _ g0 ] [ gOoT _ )
il M B A R A

gdzie macierz ® jest macierza diagonalna:

ei2mh 0 0
0 e 0
P = : : .. : (A.16)
d 0 ejg;TfM

(CN+1,M

Rozwazmy dowolng ortonormalng baze B € sygnalow s,,:
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Poniewaz B i S rozpinaja te sama podprzestrzen, wiec sa zwigzane pewna
nieosobliwg transformacja W:

BV =S (A.18)

W konsekwencji mozemy zapisac:

= B S
BY = { o } v {_ ST _J (A.19a)
— o1 _
Z zalezno$ci A.19a 1 A.19b otrzymujemy dwie zaleznosci:
BWY — S (A.20a)
BV =S¢ (A.20b)

Po podstawieniu zaleznosci A.20a do A.20b otrzymujemy:
B'Y — BUY® (A.21)

B -~ BYe®v¥ ' - BY (A.22)

Macierz Y jest podobna do macierzy ®. Oznacza to, ze obie macierze maja
te same warto$ci wlasne, a w konsekwencji macierz Y zawiera informacje
o czestotliwodciach wszystkich komponentéw sinusoidalnych tak jak macierz
®. Pozostaje kwestia wyboru ortonormalnej bazy B. Jak pokazano w [46]
najlepsza baze stanowia wektory wlasne macierzy autokorelacji. Z zaleznosci
A.9 wynika, ze taki wybér umozliwia dokonanie podziatu przestrzeni rozpi-
nanej przez wektor x na podprzestrzen sygnatu i podprzestrzen szumu. Jezeli
szumu w jest szumem biatym, wtedy:

R, i, = A\, (A.23)
Y I e
I

Dla szumu kolorowego, jezeli dysponujemy macierza kowariancji tego szumu
C.,, mozemy zapisaé [53]:

R, 1, = \Col,, (A.25)
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I
B-C, U Uy - U (A.26)

Uypm
I
Nalezy zauwazy¢, ze wektory wlasne macierzy autokorelacji u,,, dla m =
{1,..., M}, tworza baze ortonormalna rozpinajaca przestrzen komponentow
S,,. Pozostate wektory wlasne u,,, dlam = {M,..., N + 1}, mozna pominaé¢
w dalszych rozwazaniach poniewaz nie naleza one do podprzestrzeni kompo-
nentoéw, wobec czego nie zawieraja one zadnej informacji o czestotliwosciach
komponentéw sktadowych.

Pozostaje kwestia rozwigzania uktadu réwnan A.22. Macierze B i B’ wy-
znaczone sg na podstawie estymatora macierzy autokorelacji. Ponadto po-
niewaz M < N, (gdzie M iloé¢ komponentéw sinusoidalnych, N + 1 dtugosé
wektora obserwacji), uktad réwnan A.22 jest uktadem nadokreslonym i moz-
na go rozwigza¢ w sensie LS lub TLS. W pierwszym przypadku zaktada sie,
ze wszystkie bledy pojawiaja sie po lewej stronie zaleznosci:

B — A'=BYg (A.27)

W drugim przypadku zaklada sie, ze bledy pojawiaja sie zaréwno po lewej
jak 1 po prawej stronie:

B —A'=(B-A)Y, (A.28)

Rozwigzaniem zaleznosci A.28 jest macierz Y, s minimalizujaca norme Fro-
beniusa ||AA’||p. W [17] pokazano, ze nalezy skonstruowaé macierz V (roz-
miaru 2M x2M) ztozona z prawych wektoréw szczegélnych macierzy [BB'] i
podzieli¢ ja na cztery czeSci o rozmiarze MxM:

V]] V12
V = A.29
{Vzl VQJ (.28)

Rozwiazaniem ukladu rownan A.28 jest macierz:
Yris = -V, V5, (A.30)
Podsumowujac, algorytm ESPRIT sklada sie z nastepujacych krokéow:

1. Estymacja macierzy autokorelacji R, na podstawie wektora probek x =
T
[2(0), 21 )5 0005 2LV}

2. Utworzenie ortonormalnej bazy B przez:

g1



w

(@)}

(a) znalezienie rozkladu macierzy autokorelacji wzgledem wartosci
wlasnych

(b) wybranie M wektorow wtasnych skojarzonych z najwiekszymi
warto$ciami wtasnymi - algorytm ESPRIT zaktada, ze znana jest
liczba komponentow M

. Wyznaczenie macierzy Y

(a) w wersji LS Y s = B'B’, gdzie Btoznacza pseudoodwrotnosé w
sensie LS

(b) w wersji TLS wyznaczy¢ macierz Yr.s z zaleznosci A.30
. Wyznaczenie wartosci wlasnych macierzy Y

. Argumenty tych warto$ci wlasnych sa szukanymi czestotliwosciami
komponentéw sktadowych f,,.
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Dodatek B

Iteracja na podprzestrzeniach

B.1 Iteracja prosta

RN’N

Zalozmy, ze warto$ci wlasne symetrycznej macierzy A € sa uporzad-

kowane zgodnie z nieréwnosSciami:
An| < AN — 1] < ... < || < || (B.1)

Jezeli wybierzemy M najwiekszych wartosci wtasnych to wektory wlasne
przynalezne do tych warto$ci wlasnych stanowia baze ortonormalna pod-
przestrzeni Sy, [17][21][24]:

Sy = Sm(A) = span{uy,...,upn} (B.2)

Wartosci wlasne A1, ..., Ay nazwijmy wartoSciami dominujacymi, a Sy pod-
przestrzenia dominujaca.
Rozwazmy rozktad macierzy A wzgledem wartosci wlasnych:

M N
A = UAUT = Z um/\mu,z + Z um/\muTTn (B.3)
m=1 m=M+1

oraz rozktad macierzy A*:

M N
AP =UAUT =) wXoul + > un\ul (B.4)

m o m

m=1 m=M-+1

Mozna zauwazy¢, ze dla rosnacego k rosnie dominacja M pierwszych sktad-
nikoéw zaleznosci B.4 nad pozostalymi.
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Pomnoézmy teraz macierz A* przez dowolny wektor v € RY. Dla dosta-
tecznie duzego k otrzymamy [17][24]:

N M
Arv = Z w A (ulv) ~ Z u,, A (ul v) (B.5)

m=1 m=1

pod warunkiem, ze nie wszystkie wspotczynniki (ul v) dlam — 1,..., M sa
rownoczeénie zerami. Mozna zauwazy¢, ze wektor A*v prawie nalezy do pod-
przestrzeni S);. Otrzymujemy wiec nastepujacy iteracyjny algorytm (zwany
czasem algorytmem potegowym) [17][24]:

VB A=) . AR(0) (B.6)

gdzie v(© jest wektorem w kroku zerowym, a wektor v(¥) przybliza domi-
nujacy wektor wlasny u; przynalezny do dominujacej wartosci wiasnej A;.
Zbieznosé ciagu wektorow v(¥) do u; jest zapewniona [17][24] i mozna ja
oszacowaé zgodnie z ponizsza nieréwnoscia:

0 < |tan w| < |ytan gr_1| < |Y* tan @o| = w (B.7)
gdzie:
p=ulv® >0 (B.8a)
7= A2/ M| <1 (B.8h)
or = <(uy,v®) € (—m/2,7/2) (B.8¢)

Nalezy zauwazy¢, ze | tan | jest dobra miara odlegtosci pomiedzy wektorami
v(*) a wektorem u;, poniewaz dla wektoréw prostopadtych osigga oo, a dla
wektorow rownolegtych | tan | = 0.

Jezeli teraz dobierzemy M odpowiednich liniowo niezaleznych wektorow
{vi,...,vm}, to wektory {A*vy, ..., AFvy} beda rozpinaly podprzestrzen,
ktora dla odpowiednio duzego k dobrze przybliza podprzestrzen Sy,.

Wybierzmy  poczatkowo zbiér liniowo niezaleznych — wektorow
{v1,...,vu} takich, ze ||v,,|| = 1. Wektory te tworza macierz V(© ¢ RVM
kroku zerowym. Mozna wiec sformutowaé nastepujacy algorytm iteracyjny:

VE = AVED = AkVO (B.9)
gdzie dla odpowiednio duzego k podprzestrzen Vj, = span{vgk) e ,vj\’;) +
przybliza dominujaca podprzestrzen Sy = span{us,...,uy}. W celu anali-

zy zbieznoéci ciagu B.9 nalezy okresli¢ miare odleglosci dwu podprzestrzeni.
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Analogicznie do przypadku wektorowego, mozna zauwazy¢, ze dobra miara
tej odlegtosci bedzie tangens kata pomiedzy przestrzeniami. Kat ten ozna-
czony jako <1(Vis, Spr) mozna wyrazié nastepujaco:

<i(VM,SM) = max{<[(v, SM) T VE VM, v ;é 0} (BlO)

Rownosé tan <<(Vir, Sp) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Var = Swm.
Odlegtosé jest nieskoriczona, czyli tan <t((Vy, Sm) = oo, gdy podprzestrzen
Vs zawiera przynajmniej jeden wektor prostopadty do Sy,. Mozna zauwazy¢,
ze kat pomiedzy przestrzeniami nalezy zawsze do przedziatu < 0,7/2 > gdyz
dla dowolnego wektora v € V), réowniez wektor —v € V). Tak wiec, analo-
gicznie do przypadku iteracji pojedynczego wektora (zaleznosé B.6), mozemy
oszacowaé zbieznos$¢ ciggu generowanego przez iteracje na podprzestrzeniach
(zaleznosé¢ B.9) nastepujaco [17][24]:

k 1 — /2
Al (B.11)

0 < tan g < ytan pe_; < 7" tan gy =

p
gdzie:

dim(Sy) = dim(VP) = M (B.12a)

p = cos <(Var, Sm) >0 (B.12b)

Y= Amp1/Aum| < 1 (B.12¢)

or = <<V, Sm) (B.12d)

Oczekujemy, ze dla odpowiednio duzego k wektory macierzy V*) beda przy-
blizaty baze ortonormalng. Jednak jezeli macierz V*~1 jest kolumnami or-
tonormalna to macierz V® — AV*~D na 0g6t juz nie. Konieczna jest wiec
ortonormalizacja macierzy V* po kazdym kroku iteracji.

Kompletny algorytm iteracji na podprzestrzeniach z reortogonalizacja ba-
zy mozna, zapisa¢ nastepujaco:

1. Wybranie macierzy V© € RV¥M o kolumnach ortonormalnych i przy-
jecie k =1

2. Wyznaczenie macierzy W — Ay (-1

3. Wyznaczenie macierzy Q*) € RMM kolumnami ortonormalnej i macie-
rzy gornotrojkatnej R*® € RMM takich, ze

Wk — QWR® (B.13)
4. Przyjecie VR — Q)
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5. Przyjecie k = k + 1 i skok do kroku 2

Kryterium zakonczenia iteracji moze by¢é norma macierzy resztowej T
zdefiniowanej nastepujaco [17][24]:

T=AVH _ VRAK (B.14)

gdzie V) iterowana macierz w kroku k przyblizajaca dominujace wektory
wlasne, a A®) macierz przyblizajaca dominujace wartoéci wlasne. Iteracje
mozna skonczyé jezeli:

IT) < e (B.15)
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