
Politechnika Wrocławska 
Wydział Elektroniki 

Instytut Telekomunikacji i Akustyki

Rozprawa doktorska

Parametryczne transformacje 
czasowo-częstotliwościowe 

sygnałów losowych

mgr inż. Bogusław Szlachetko

Promotor:dr hab. inż. Ryszard Makowski prof. nadzw.

Wrocław 2001



Mojej żonie Małgosi!



Spis treści

Wykaz ważniejszych oznaczeń iv

1 Wstęp 11.1 Definicje i założenia wstępne......................................................................... 21.1.1 Model sygnałów losowych.............................................................. 21.1.2 Stacjonarność i niestacjonarność sygnału............................. 31.1.3 Zagadnienie estymacji ...................................................................... 41.1.4 Skończona moc i energia sygnału............................................. 51.1.5 Transformata, transformacja, JTFT......................................... 61.2 Teza pracy.................................................................................................................. 61.3 Układ pracy.............................................................................................................. 7
2 Przegląd transformacji czasowo-częstotliwościowych 82.1 Widmo sygnału stacjonarnego..................................................................... 82.1.1 Wybrane metody nieparametryczne......................................... 92.1.2 Wybrane metody parametryczne................................................. 112.2 JTFT dla sygnałów niestacjonarnych..................................................... 142.2.1 Oczekiwane własności JTFT......................................................... 152.2.2 Zasada nieoznaczoności...................................................................... 162.3 Nieparametryczne JTFT.................................................................................. 172.4 Parametryczne JTFT.......................................................................................... 192.4.1 JTFT bazująca na modelu AR..................................................... 192.4.2 JTFT bazująca na wielokomponentowym modelu sy­gnału ............................................................................................... 232.4.3 Estymacja mocy komponentów .......................................................262.5 Podsumowanie ...................................................................................................... 27
3 Adaptacyjne wyznaczanie parametrycznych transformat 

czasowo-częstotliwościowych 283.1 Model AR ze zmiennym współczynnikiem zapominania - al­gorytm aAR.................................................................................................... 28
ii



3.2 Adaptacyjny model ESPRIT - algorytm aESPRIT......................... 333.3 Podsumowanie ........................................................................................................ 43
4 Badania symulacyjne 444.1 Procedury estymacji częstotliwości i miary jakości estymatorów 444.2 Ogólne warunki przeprowadzonych symulacji...........................................464.3 Porównanie algorytmu AR ze stałym współczynnikiem zapo­minania i proponowanego algorytmu aAR ...............................................484.4 Porównanie klasycznego algorytmuESPRIT z proponowanym algorytmem aESPIRT .............................. 494.5 Ocena jakości estymatorów częstotliwości dla sygnałów niesta­cjonarnych ........................................................................................................ 534.5.1 Jakość estymacji przy liniowej zmianie częstotliwości komponentów.......................................................................... 534.5.2 Jakość estymacji przy nieliniowej zmianie częstotliwo­ści komponentów.................................................................. 554.5.3 Jakość estymacji przy skokowej zmianie częstotliwości komponentów.......................................................................... 574.5.4 Całkowity zanik jednej ze składowych.............................................584.6 Koszt obliczeniowy proponowanych algorytmów....................................634.7 Podsumowanie ...................................................................................................... 65
5 Badanie rzeczywistych sygnałów 675.1 Sygnały telekomunikacyjne...................................................................................685.2 Sygnały radarowe.................................................................................................. 695.3 Sygnały sejsmiczne.............................................................................................. 705.4 Sygnały mowy.......................................................................................................... 715.5 Podsumowanie ....................................................................................................... 72
6 Wnioski 83

A Algorytm ESPRIT 86A.l Dekompozycja macierzy autokorelacji względem wartości wła­snych .................................................................................................................... 86A.2 Algorytm ESPRIT .....................................................  87
B Iteracja na podprzestrzeniach 92B.l Iteracja prosta........................................................................................................... 92

iii



Wykaz ważniejszych oznaczeń

rr(n) A(n) 
x*(n) 

s(n) 
v(n)

w(n)

Ak 

fk 

^k© 0 e2
b 

d2 
E 
P 
f 

Fs w) 
pw-A (n, /) r(n;Z)

fin^)

a(n), b(n) 
Cz,x(n) 
cs,x(n)

dyskretny sygnał lub proces losowydyskretny sygnał analitycznysygnał zespolony sprzężonydyskretny sygnał sinusoidalnydyskretny szum gausowskiwariancja szumu gausowskiegookno w dziedzinie czasuokno w dziedzinie częstotliwościamplituda k-tej składowej sinusoidalnejczęstotliwość k-tej składowej sinusoidalnejfaza k-tej składowej sinusoidalnejfunkcja autokorelacjidowolna wielkość rzeczywistaestymator wielkości rzeczywistejbłąd średniokwadratowy estymatoraobciążenie estymatorawariancja estymatoraenergia sygnałumoc sygnałuczęstotliwość unormowanaczęstotliwość próbkowaniatransformata Fourier’a sygnału x(n)widmowa gęstość mocy sygnałutransformata Fourier’a niestacjonarnego sygnału x(n) w chwili nlokalna funkcja autokorelacji w chwili ntransformata czasowo-częstotliwościowaczęstotliwość chwilowaopóźnienie grupoweparametry modelu ARMAkowariancja procesu losowego x w chwili nkumulant trzeciego rzędu w chwili n procesu x
iv



A - współczynnik zapominania
Pk(n) - k-ty współczynnik odbicia, zwany współczynnikiem Schur’aCfe(n) - błąd prognozy w przód w algorytmie LeeMorf’a- błąd prognozy w tył w algorytmie LeeMorf’a_ przestrZeń liczb rzeczywistych rozmiaru N x M

CNxM - przestrzeń liczb zespolonych rozmiaru N x Mx - wektor próbek sygnału
R(n) - zmienna w czasie macierz autokorelacjiAm - wartości własne macierzyum - wektor własny macierzy

A - macierz diagonalna zawierająca wartości własne
B(n) - zmienna w czasie macierz kolumnami ortonormalnaE{.} - operator wartości oczekiwanejP(.) - prawdopodobieństwo zdarzeniaV - kwantyfikator - dla każdego€ (.) - należy do zbioru (przedziału)^ (.) - nie należy do zbioru (przedziału){.}T - transpozycja w odniesieniu do wektorów i macierzy{.}w - transpozycja i sprzężenie w odniesieniu do wektorów i macierzy zawierających wartości zespolone||.|| - norma euklidesowa wektora lub macierzy||.||F - norma Frobenius’a wektora lub macierzy

v



Rozdział 1

Wstęp

Niniejsza praca dotyczy analizy zmiennego w czasie widma dyskretnych, lo­sowych sygnałów niestacjonarnych oraz algorytmów pozwalających na wy­znaczenie takiego widma na podstawie parametrów modelu przetwarzanego sygnału.Rzeczywiste sygnały występujące w przyrodzie są sygnałami ciągłymi. Jednak efektywne przetwarzanie możliwe jest jedynie dla sygnałów dyskret­nych. Przyjmijmy, że dla analizowanych sygnałów nie ma problemów z prze­kształceniem rzeczywistego sygnału ciągłego w jego dyskretną reprezentację.Sygnały klasyfikuje się w różny sposób, w zależności od ich własności lub źródła pochodzenia. Jeden z fundamentalnych podziałów rozróżnia: sygnały losowe i deterministyczne. Sygnały deterministyczne to sygnały, które można opisać dokładnie za pomocą zależności matematycznych. Tak więc możliwe jest dokładne określenie wartości sygnału w dowolnej chwili czasu w prze­szłości, teraźniejszości i przyszłości. Wartości sygnałów losowych nie można dokładnie określić. Możemy jedynie przy pomocy różnych narzędzi matema­tycznych prognozować przybliżone wartości. W przeciwieństwie do sygnałów deterministycznych, sygnały losowe są nośnikami informacji. Dlatego też, dal­sze rozważania ograniczone zostaną do sygnałów losowych.Klasycznie sygnały losowe traktowane są jako stacjonarne, co dla więk­szości jest uzasadnione. Istnieje jednak wiele sygnałów dla których założe­nie stacjonarności jest nieuzasadnione. Takimi sygnałami są: sygnały ra­darowe, sygnały mowy, sygnały sejsmiczne itd. Dla nich opracowano całą grupę algorytmów, której ważnymi elementami są transformacje czasowo- częstotliwościowe. W wyniku takiej transformacji otrzymujemy transformatę czasowo-częstotliwościową, która pozwala określić jak widmo sygnału zmie­nia się w czasie.Ogólnie biorąc, transformaty czasowo-częstotliwościowe można podzielić, ze względu na rodzaj estymacji zmiennego w czasie widma sygnału, na trans-
1
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formaty parametryczne i nieparametryczne [55]. Transformaty nieparame­tryczne można podzielić dalej, uwzględniając strukturę modelu, na liniowe i nieliniowe, oraz ze względu na występowanie lub niewystępowanie skalowania argumentu czasu lub częstotliwości, na skalogramy i spektrogramy. Ilustruje to rysunek 1.1
1.1 Definicje i założenia wstępne

1.1.1 Model sygnałów losowychCyfrowe przetwarzanie sygnałów to zbiór olbrzymiej ilość różnych metod. Wiele metod ma bardzo szerokie zastosowania, ale istnieje również wiele al­gorytmów opracowanych specjalnie dla wybranej klasy sygnałów. Te same metody stosowane do różnych klas sygnałów mogą dawać różne wyniki - raz lepsze, raz gorsze.Losowy model sinusoidalny może być zastosowany do wystarczająco do­kładnego opisu wielu sygnałów rzeczywistych, takich jak: sygnały komunika­cyjne, radarowe, niektóre fragmenty sygnału mowy ludzkiej i wiele innych. W modelu takim zakłada się, że sygnał składa się z sumy jednego lub kilku 
2



komponentów sinusoidalnych i szumu:
M

x(n) = s(n) + v(n); s(n) = (1.1)
772 = 1gdzie s(n) oznacza wielokomponentowy zespolony dyskretny sygnał bez szu­mu, v(n) oznacza zespolony szum, a Am(n), fm{n) i ^TO(n) oznaczają procesy losowe interpretowane odpowiednio jako amplituda, częstotliwość i faza m- tej składowej [53][46].W zależności 1.1 przyjęto, że częstotliwość próbkowa­nia Fs = 1. Wtedy fm(n) są tak zwanymi częstotliwościami unormowanymi z przedziału [—0.5,0.5). Ze względu na stosowane algorytmy i prostszy zapis matematyczny założono, że dysponujemy sygnałami zespolonymi. Jednak sy­gnały spotykane w przyrodzie mają wartości rzeczywiste. Nie jest to istotną przeszkodą, gdyż sygnały rzeczywiste można na wiele sposobów przekształcić w sygnały zespolone. Przykładem może być często używany sygnał analitycz­ny uzyskany przez transformację Hilberta [8]. Jeżeli przez x(n) oznaczymy sygnał o wartościach rzeczywistych, to sygnał analityczny można wyznaczyć następująco:

X(n)=x(n) + ^AA (1.2)
7T n — K k=0

1.1.2 Stacjonarność i niestacjonarność sygnałuDefinicja stacjonarności określa, że proces stochastyczny jest stacjonarny w sensie ścisłym, jeżeli jego rozkład prawdopodobieństwa nie zależy od prze­sunięcia punktu zerowego czasu [35]. Inaczej mówiąc, proces x(n) i proces 
x(n + k) mają identyczny rozkład prawdopodobieństwa dowolnego rzędu:

("O 5 • • • ; ^1> • • • , ^m) — FX (Xy , . . . , Xmi Tl] 4- k,..., nm J- k) (1.3)dla dowolnego przesunięcia w czasie k. Wynika stąd między innymi, że funk­cja gęstości prawdopodobieństwa dowolnego rzędu nie zmienia się w czasie. Otrzymujemy więc następującą zależność:
fx (^11 • • • 5 ; ^11 • • • i ^m) fx (^l1 • • • i A k, . . . , nm J- fc) (1.4)Konsekwencjami stacjonarności w sensie ścisłym są w szczególności [35]: • stała wartość średnia: E{rr(n)} = Tj = const (1-5)
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• zależność funkcji autokorelacji jedynie od różnicy czasów:
l = ni — n2; (1.6a)E{x(ni)x*(n2)} = E{:r(n + = r(Z) = r(—l) (1.6b)Z tego punktu widzenia, żaden skończony w czasie sygnał rzeczywisty nie może być uznany za stacjonarny. W praktyce wprowadza się pojęcie lokalnej stacjonarności, które oznacza, że w danym przedziale czasu rozkład prawdo­podobieństwa procesu nie ulega zmianie. Jednak nawet lokalna stacjonarność jest niepraktyczna, gdyż trzeba by znać wszystkie funkcje gęstości prawdo­podobieństwa nieskończonego rzędu. Z tego względu często wykorzystuje się pojęcie słabej stacjonarności, zwane czasem stacjonarnością w szerszym sen­sie. Proces jest słabo stacjonarny jeżeli zachodzą zależności: 1.5, 1.6b [35]. W dalszej części pracy ilekroć zostanie użyty termin sygnał/proces stacjonarny będzie to oznaczać stacjonarność w szerszym sensie (słaba stacjonarność).Praca dotyczy losowych sygnałów niestacjonarnych o zerowej wartości średniej, takich, dla których funkcje gęstości prawdopodobieństwa rzędu dru­giego i wyższych zmieniają się w czasie obserwacji. Nie wyklucza to możli­wości, że badany sygnał, w przedziałach czasu krótszych niż cały czas obser­wacji, jest lokalnie słabo stacjonarny.

1.1.3 Zagadnienie estymacjiNieodłącznym elementem analizy sygnałów losowych jest zagadnienie esty­macji. Zakłada się, że badany sygnał jest ergodyczny. Upraszcza to znacznie wyznaczanie cech probabilistycznych, bowiem z definicji ergodyczności wy­nika możliwość wyznaczenia statystyk procesu z jego pojedynczej obserwa­cji [29] [35]. Z definicji ergodyczności wynika w szczególności, że tylko proces stacjonarny może być ergodyczny. Przypomnijmy, że praca dotyczy sygnałów niestacjonarnych, co wyklucza ergodyczność procesu. Tak więc, aby uzyskać estymatory dobrej jakości należy je wyznaczać metodą uśredniania po zbiorze realizacji procesu. Jednak w większości sytuacji liczba dostępnych realizacji jest zbyt mała, a często dysponujemy tylko jedną realizacją. W takich sy­tuacjach zakładana jest lokalna stacjonarność, a estymator wyznaczany jest przez uśrednianie po czasie w przedziale czasowym, w którym ta stacjonar­ność jest zakładana.Zagadnienie estymacji polega na możliwie dokładnym wyznaczeniu wy­branej statystyki (np. widmowej gęstości mocy sygnału) na podstawie zbioru N-kolejnych próbek {x(0), x(l), •••, x(N — 1)} sygnału losowego. Za pomo­cą odpowiednich przekształceń otrzymujemy estymator czyli pewne przybli­żenie wybranej statystyki. Powszechnie przyjmuje się, że integralną częścią 4



estymacji jest ocena jej jakości. Z tym przekonaniem wiąże się kilka proble­mów [9][29]. Najważniejszy z nich to wybór kryterium jakości. Wybór ten jest w znacznej części subiektywny, ponieważ nie istnieje uniwersalna dobra miara jakości estymatora.Znanych jest wiele różnego rodzaju kryteriów jakości takich jak: mini­mum błędu średniokwadratowego, największej wiarygodności, maksymalne­go prawdopodobieństwa, minimax, czy minimum/maksimum entropii. Naj­popularniejsze miary jakości estymatora to:• błąd średniokwadratowy: e2 = E{(0 —0)2} (1.7)
• obciążenie: & = E{0 —E{0}} (1.8)• wariancja:

d2 = E{(0 - E{0})2} = E{02} - E2{0} (1.9)
Istnieje związek pomiędzy błędem średniokwadratowym, obciążeniem i wa­riancją:

e^ = ^ + d2 (1.10)Szczegółowe omówienie i wyprowadzenia powyższych zależności można zna­leźć w [3].Ponadto często używane jest pojęcie zgodności estymatora. Estymator nazywamy zgodnym, jeśli dla rosnącej liczby danych estymator jest zbieżny do estymowanej wielkości z prawdopodobieństwem jeden [44].=> P(E{0} -> 0) = 1 (1.11)
1.1.4 Skończona moc i energia sygnałuTradycyjnie w analizie sygnałów rozróżnia się sygnały o skończonej energii i sygnały o skończonej mocy. Szczegółową analizę tego zagadnienia można znaleźć w [28], Dla jasności dalszej części pracy konieczne jest jednak przy­toczenie definicji.Sygnały o skończonej energii to sygnały, których całkowita energia jest ograniczona, oo

Ex = |z(n)|2 < oo (1-12)
n=—oo 5



skąd wynika, że:
Ex < oo => E{PX} = 0 (1.13)Natomiast sygnały o skończonej mocy mają ograniczoną moc średnią:1 N

£ Mn)n<.x (1.14)
n=—Nskąd wynika, że: 0 < E{FX} < oo => Ex = oo (1-15)Z przytoczonych definicji wynika w szczególności, że sygnały o skończonym czasie trwania są sygnałami o skończonej energii i zerowej mocy średniej. Należy zauważyć, że nigdy nie dysponujemy sygnałem o nieskończonym cza­sie trwania. Nawet jeżeli istnieją możliwości techniczne rejestracji sygnału w nieskończonej przyszłości, to kiedyś nastąpił start procesu rejestracji, więc nie znamy sygnału w nieskończonej przeszłości. Mimo to, w wielu przypad­kach zakłada się, że zarejestrowany sygnał jest fragmentem nieskończonego w czasie sygnału o skończonej mocy średniej.Ogólnie przyjęto, że sygnały przejściowe (impulsowe), które trwają krócej niż czas obserwacji są sygnałami o skończonej energii. W przypadku innych sygnałów mimo skończonego czasu obserwacji, zakłada się, że są sygnałami o skończonej mocy. W konsekwencji, w pracy rozważana będzie moc badanych sygnałów, a nie ich energia.

1.1.5 Transformata, transformacja, JTFTAutorzy anglojęzyczni używają wielu pojęć takich jak: transform, distribu- 
tion i representation. Często związane jest to ze środowiskiem naukowym, w którym autorzy ci pracują i publikują. Ponadto w literaturze pojawiają się często skróty: JTFT (ang. Joint Time-Frequency Transform) i JTFA (ang. 
Joint Time-Frequency Analysis) zaproponowane w [39].Autorzy polskojęzyczni używają czasem słowa reprezentacja [55]. Wydaje się jednak, że równie dobrze można używać określenia transformata. Należy zauważyć, że transformata czasowo-częstotliwościowa jest wynikiem transfor­macji sygnału w dwuwymiarową dziedzinę czas-częstotliwość. Poza obszarem zainteresowań niniejszej pracy pozostają transformacje typu czas-skala np. transformacja falkowa (ang. waoelets).
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1.2 Teza pracyProponowane parametryczne transformacje czasowo-częstotliwościowe, dla wybranej grupy sygnałów, charakteryzują się lepszymi właściwościami niż transformacje nieparametryczne. Przez lepsze właściwości rozumie się: więk­szą dokładność w dziedzinie czasu, większą dokładność w dziedzinie często­tliwości, prawie zerowe artefakty i/lub mniejszą złożoność obliczeniową.
1.3 Układ pracyStruktura niniejszej pracy jest następująca.Rozdział drugi zawiera przegląd istniejących algorytmów JTFT parame­trycznych i nieparametrycznych. W rozdziale tym przytoczono również de­finicje oczekiwanych własności transformat czasowo-częstotliwościowych w odniesieniu do metod parametrycznych i nieparametrycznych. Własności te pozwalają ocenić jakość JTFT. W rozdziale trzecim zawarto propozycję ad­aptacyjnych algorytmów wyznaczania JTFT dla modelu autoregresji i dla modelu sygnału wielokomponentowego z wykorzystaniem rozkładu macierzy autokorelacji względem wartości własnych. Rozdział czwarty zawiera wyniki badań symulacyjnych wykonanych dla sygnałów modelowych. Wyniki analiz wybranych sygnałów rzeczywistych zostały zaprezentowane w rozdziale pią­tym. Podsumowanie całej pracy, w tym wnioski ogólne i wykaz oryginalnych rezultatów niniejszej pracy zawarto w rozdziale szóstym. Wnioski szczegółowe dyskutowane są przy opisie poszczególnych eksperymentów.
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Rozdział 2

Przegląd transformacji 
czasowo-częstotliwościowych

2.1 Widmo sygnału stacjonarnegoWszystkie transformacje czasowo-częstotliwościowe są rozwinięciem trans­formacji częstotliwościowych. Większość własności transformat czasowo- częstotliwościowych wynika z właściwości analogicznych transformat często­tliwościowych, dlatego poniżej opisano parametryczne i nieparametryczne transformacje częstotliwościowe.Załóżmy, że dysponujemy naborem próbek {x(0),a;(l), ...,x(N)} losowe­go sygnału stacjonarnego, będącego realizacją pewnego ergodycznego proce­su stochastycznego. Transformata Fourier’a takiego sygnału określona jest zależnością:
N

X(f) =
n=0

(2.1)
Istnieją dwie definicje widmowej gęstości mocy sygnału - w skrócie wid­ma [46]. Pierwsza wykorzystuje wprost transformatę Fourier’a sygnału:

n(/) = Um E{1|X(/; W)|2} = lim E ] 1
N—»oo N-^oo |

N

n=0Druga definicja bazuje na funkcji autokorelacji r(V) (zależność 1.6b):
PM = E

l=—oo

(2.2)
(2.3)
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W literaturze rozważa się wiele własności widmowej gęstości mocy. Ze względu na dalsze rozważania istotne są trzy z nich:• Widmowa gęstości mocy jest nieujemna i przyjmuje tylko wartości rze­czywiste: V/ PU) > 0 (2.4)• Widmowa gęstości mocy sygnałów dyskretnych jest okresowa z okresem równym częstotliwości próbkowania Fs:

PU) = PU ± kPs) (2.5)gdzie N oznacza zbiór liczb naturalnych• Dla sygnałów o wartościach rzeczywistych widmowa gęstość mocy jest funkcją parzystą względem f = 0:V/ PU) = PUf) (2-6)
Uwagi:• W niniejszej pracy przyjęto konwencję, że Fs = 1, co pozwala ograni­czyć wartość częstotliwości f do przedziału [—0.5,0,5].• Należy zauważyć, że dla sygnałów o wartościach zespolonych nie za­chodzi równość 2.6, chyba że część urojona takiego sygnału jest równa zero.
2.1.1 Wybrane metody nieparametryczneNieparametryczne metody estymacji widma sygnałów stacjonarnych bazują na zależnościach 2.2 i 2.3. Dysponując skończonym naborem próbek sygnału {rc(O),x(l),... ,x(N — 1)}, przy założeniu, że sygnał jest stacjonarny i ergo- dyczny, można wyznaczyć estymator widmowej gęstości mocy z zależności:
lub

Aer(/) = £
PpsM =

n=0 

(2.7a)
(2.7b)
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Dla skończonego N periodogram 2.7 pozwala wyznaczyć obciążony estymator widma, ponieważ wartość oczekiwana periodogramu jest splotem rzeczywi­stego widma z oknem Bartletfa [22] [30]:
fl/2 

E{FpER(.m = /

.7-1/2gdzie wB(n) jest oknem trójkątnym Bartletfa: (2-8)
f 1 - H/N |n| < N 

wB(n) = <(0 |n| N
(2.9a)

W) = 1/7V (^) (2.9b)Łatwo można pokazać, że periodogram jest estymatorem zgodnym gdyż [22]:lim E{Fper(/)} = Px(f)
N—too (2.10)Jednak periodogram charakteryzuje się stosunkowo dużą wariancją. Ponadto wariancja ta jest stała i niezależna od N. W konsekwencji zwiększenie naboru próbek nie prowadzi do zmniejszenia wariancji.Istnieje wiele odmian periodogramu, takich jak uśredniony periodogram, czy uśredniony zmodyfikowany periodogram. Metody te poprawiają własno­ści statystyczne otrzymanego estymatora widmowej gęstości mocy. Metodą często omawianą odrębnie jest wygładzony periodogram, znany pod nazwą metody Blackman’a-Tukey’a. Twórcy tej metody zauważyli, że estymator funkcji autokorelacji:

N—lrG) = 9/v,i 53 +
Ziły । 1

n=— (N— 1)

(2-11)
sygnału stacjonarnego użyty do wyznaczenia periodogramu, z powodu ogra­niczenia liczby danych jest obciążony. Wartość oczekiwaną estymatora auto­korelacji można opisać zależnością:E{r(!)} = ^-Jr(i) (2-12)Można zauważyć, że wariancja estymatora autokorelacji rośnie ze wzrostem 
\l\. W związku z tym Blackman i Tukey zaproponowali, aby w zależności 2.3 wprowadzić okno korelacyjne.
Okno korelacyjne spełnia następujące warunki:

L

PM) = E 
l=-L

(2.13)
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• okno przyjmuje jedynie wartości rzeczywiste z przedziału [0,1]
• jest parzyste
• jest ograniczone

0 < w(l) < w(0) = 1
w(—l) = w(T)

w(l) = 0 dla \l\

(2.14)
(2.15)
(2.16)Metoda Blackman’a-Tukey’a, podobnie jak periodogram jest asymptotycznie zbieżna [22] [30]:

^1/2E{Fbt(/)}«/ (2-17)
7-1/2Natomiast wariancja widma Ąt(/) określona jest zależnością [22]:

^{PM} » (2-18)gdzie L jest długością okna korelacyjnego (zwykle przyjmuje się L = N/5), a N ilością próbek sygnału.
2.1.2 Wybrane metody parametryczneMetody nieparametryczne nie wykorzystują żadnej wiedzy o badanym sy­gnale. Zwykle jednak wiadomo z jaką klasą sygnału mamy do czynienia i w związku z tym można poczynić pewne założenia. Bazując na tych założeniach można wybrać odpowiedni model procesu stochastycznego i wyznaczyć jego parametry. Podejście takie nazywane jest parametryzacją sygnału losowego.Estymacja widma metodą parametryczną przebiega zwykle w trzech eta­pach:• wybranie odpowiedniego modelu,• wyznaczenie estymatorów parametrów tego modelu,• wyznaczenie widma w oparciu o estymatory parametrów modelu.Jeżeli wybrany model jest adekwatny do badanego sygnału i wyznaczone zostaną jakościowo dobre estymatory parametrów modelu to uzyskane widmo będzie charakteryzowało się większą rozdzielczością i dokładnością niż widmo nieparametryczne. Ponadto, często bazując na znacznie mniejszym naborze 11



próbek, można uzyskać estymator widma o jakości porównywalnej lub lepszej niż w przypadku nieparametrycznym [22].Kluczowym zagadnieniem jest tu wybór odpowiedniego modelu w za­leżności od badanego sygnału. Jednym z możliwych do wyboru jest model ARMA. W modelu tym zakłada się, że obserwowany sygnał jest sygnałem wyjściowym systemu pobudzonego szumem białym o zerowej średniej i wa­riancji System taki opisany jest zależnością:
P Q

x(n) = — a(k)x(n — k) + b(k)v(n — k) 
k=l fc=0

(2-19)
gdzie v(n) jest szumem pobudzającym system, natomiast a(k) i b(k) są para­metrami modelu ARMA. Wielkości P i Q określają rząd modelu. Uproszcze­niem modelu ARMA są modele MA i AR opisane odpowiednio zależnościami:

Q
x(n) = ^^b(k)v(n — k) 

fc=0
p

x(n) = — a(k)x(n — k) + v(n) 
fc=i

(2.20)
(2-21)

W literaturze [22] [27] [33] [46] [53] można znaleźć wyprowadzenia odpowiednich zależności pozwalających wyznaczyć widmową gęstość mocy dla tych modeli w przypadku stacjonarnym.
ParmaW av

BU}
2 (2.22a)

Pma^ = ^2| (2.22b)
Par^ \A(f)\2 (2.22c)

Wybierając dla badanego sygnału właściwy model należy kierować się nastę­pującymi zasadami:• model MA jest właściwy, gdy widmo sygnału zawiera lokalne minima i brak jest wyraźnych maksimów w widmie;• model AR jest właściwy, gdy widmo sygnału zawiera lokalne maksima a nie zawiera lokalnych minimów;• model ARMA należy stosować, gdy w widmie występują zarówno mak­sima jak i minima. 12



Rysunek 2.1: Widmo sumy dwóch komponentów sinusoidlanych i szumu; a), b), c), d), e), f) wyznaczone na podstawie 512 próbek sygnału; g), h), i) wyznaczone na podstawie 64 próbek.
W pracy rozważane są sygnały złożone z komponentów sinusoidalnych i szu­mu (zależność 1.1). Jednak w wielu zastosowaniach istotna jest prawidłowa estymacja parametrów jedynie komponentów sinusoidalnych, zaś szum jest zjawiskiem niepożądanym. W takich sytuacjach wystarczający jest model AR. Dla M rzeczywistych komponentów sinusoidalnych zwykle wystarczy model AR rzędu 2M. Dla M komponentów zespolonych wystarczający jest model rzędu M [22].Prawidłowy wybór rzędu modelu jest istotny, gdyż jeżeli zaproponuje się zbyt mały rząd modelu AR P < M, wtedy w widmie niektóre komponenty będą niewidoczne. Natomiast pozostałe zmienią swoje położenie. Przykła­dem może być widmo z rysunku 2.1. Linią przerywaną czerwoną zaznaczono widmo wyznaczone przez transformację FFT, natomiast linią ciągłą niebieską zaznaczono widmo parametryczne uzyskane na podstawie modelu AR.Inną z możliwości jest parametryzacja bazująca na estymacji parametrów modelu sygnału bezpośrednio z zależności 1.1. Metody te zwane są w litera­turze metodami podprzestrzeni (ang. subspace method), ponieważ dzielą ob­serwowany sygnał na podprzestrzeń komponentów sinusoidalnych i podprze- strzeń szumu [53]. Czasami metody te zwane są również metodami wysokiej rozdzielczości ponieważ pozwalają na znalezienie częstotliwości składowych 
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sygnału, leżących bliżej niż 1/N [46]. Do tej grupy metod należą algorytmy: Pisarenki [36], MUSIC (ang. MUltiple SIgnal Clasification) [42], czy ESPRIT 
(ang. Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniqu- es) [41], Na podstawie wyznaczonych parametrów sygnału można uzyskać widmo prążkowe lub pseudowidmo.Wśród tych algorytmów wyróżnia się algorytm ESPRIT, ponieważ uzy­skane estymatory częstotliwości dążą asymptotycznie do granicy Cramer’a- Rao [46] [53], przy porównywalnym, w stosunku do pozostałych metod pod- przestrzeni, koszcie obliczeniowym. W dodatku A znajduje się szczegółowe wyprowadzenie algorytmu ESPRIT w wersjach LS i TLS. Wadą algoryt­mu ESPRIT jest to, iż zakłada on znajomość rzędu modelu M. Dla dużego stosunku sygnał-szum stosunkowo łatwo jest wyznaczyć rząd modelu, ponie­waż wartości własne macierzy autokorelacji sygnału skojarzone z wektorami własnymi rozpinającymi przestrzeń sygnału są znacząco większe od wartości własnych skojarzonych z wektorami własnymi rozpinającymi przestrzeń szu­mu. Przy małym stosunku sygnał-szum (SNR < 3dB) obie grupy wartości własnych mają zbliżone wartości i trudno znaleźć jednoznaczne kryterium podziału na podprzestrzenie. Tę niedogodność można pokonać, wybierając 
M większe od ilości komponentów w sygnale, jednak należy wtedy estymo- wać moc poszczególnych komponentów. Dla fałszywych komponentów moc ta będzie znacząco mniejsza od mocy rzeczywistych komponentów [1].
2.2 JTFT dla sygnałów niestacjonarnychŁączna transformata czasowo-częstotliwościowa jest wynikiem transformacji sygnału z dziedziny czasu w dziedzinę czas-częstotliwość. Jeżeli sygnał obser­wowany jest sygnałem losowym niestacjonarnym, to jego widmowa gęstość mocy zmienia się w czasie. P(n,/)=|X(n,/)|2 (2.23)

1 K
r(n,l) = x(n + l + k)x^n + k) (2.24)

Z/A | Ł

Rozważmy przypadek sygnału wielokomponentowego niestacjonarnego dane­go zależnością 1.1. Estymator autokorelacji dla sygnału niestacjonarnego jest funkcją dwóch zmiennych:
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gdzie K C N i l = {O,..., N — 1}, stąd po podstawieniu do zależności 2.3 otrzymujemy
oo N—1

P(n, f) = 52 f(nJ)e~j2K^ = 52 ^(n’0e~j27r^ (2.25)
l=—oo /—O

2.2.1 Oczekiwane własności JTFTŁączna transformata czasowo-częstotliwościowa powinna spełniać pewne własności. Zebrano je i omówiono szczegółowo w pracy [8] [20] [55]. Nie wszyst­kie JTFT spełniają te własności. Dlatego własności te pozwalają dokonać właściwego wyboru JTFT do konkretnego zastosowania. Poniżej zostaną przytoczone jedynie najważniejsze z nich.1. Własność zachowania chwilowej mocy sygnału:$2 fi = iTWi2 = PM (2-26)
f2. Własność zachowania widmowej gęstości mocy:

^PAn,n = \X(f)\2= P^f) (2.27)
n3. Transformata przyjmuje tylko nieujemne wartości rzeczywiste: (2.28)4. Transformata zachowuje ograniczenie w dziedzinie czasu:Vn^|niin2] x(n)=0 => Px(n,f) = 0 (2.29)5. Transformata zachowuje ograniczenie w dziedzinie: częstotliwościW®M *(/) = 0 Px(n, f) = 0 (2.30)6. Transformata zachowuje przesunięcie czasowe:

y(n) = x(n + n0) => Py(n, f) = Px(n + n0, f) (2.31)7. Transformata zachowuje przesunięcie częstotliwościowe:
yH = x(n)e~^on Py(n, f) = Px(n, f + /0) (2.32)
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8. Transformata zachowuje liniowe skalowanie:Va>o y(n) = y/ax(an) => Py(n, f) = Px(an, f /a) (2.33a)
E Py(n, f) = |y(/)|2 = hx(//a)|2 (2.33b)

Cl
Tl

^Px(n,f) = |rc(n)|2 = a|x(cm)|2 (2.33c)
f9. Transformata zachowuje momenty czasowe:
^^nkPx(n,f) = ^nk\x(n)\2 (2.34)

n f n10. Transformata zachowuje momenty częstotliwościowe: (2.35) 
f n f11. Transformata umożliwia wyznaczenie oczekiwanej częstotliwości chwi­lowej: {ang. mean instantaneous freguency)

E H (2.36)
gdzie X (n) oznacza sygnał analityczny12. Transformata umożliwia wyznaczenie opóźnienia grupowego:■ z ćM~g {A^/)} __ 1 \ ' p z r\

tg\f) _ ~ p nPt(n, f) (2.37)
Jak widać wymagania stawiane idealnej transformacie czasowo- częstotliwościowej są bardzo duże. Znane obecnie transformacje nie spełniają wszystkich powyższych wymagań. Np. transformacja Wignera- Ville’a dla sygnałów wielokomponentowych, podobnie jak spektrogram, nie spełniają własności 2.29 i 2.30 [39]. Oczywiste jest więc, że dobór konkretnej transformaty do konkretnego zastosowania wymaga określenia, które własności są szczególnie istotne, a które można pominąć.
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2.2.2 Zasada nieoznaczonościBardzo ważną miarą jakości JTFT jest rozdzielczość estymatora P(n, f) w dziedzinie czasu i w dziedzinie częstotliwości. Jest rzeczą ogólnie znaną, że sygnał o krótkim czasie trwania ma szerokie widmo, natomiast sygnał o wą­skim widmie ma długi czas trwania. Nie istnieje sygnał, który przy bardzo krótkim czasie trwania będzie miał bardzo wąskie widmo. Wobec tego, jeżeli od estymatora JTFT oczekujemy bardzo dużej dokładności lokalizacji sy­gnału w dziedzinie czasu, musimy zgodzić się na małą dokładność lokalizacji w dziedzinie częstotliwości. Prawidłowość ta znana jest pod nazwą zasady nieoznaczoności (ang. uncertainty principle).Ponieważ przyjęto, że obserwowany sygnał jest realizacją procesu losowe­go, więc wszystkie otrzymane wielkości są estymatorami wielkości rzeczywi­stych. W szczególności częstotliwość chwilowa /m(n) jest wartością oczeki­waną częstotliwości:/,„(») = E{/} = -i- V fP^n, f) 
PAn)

(2.38)
i analogicznie opóźnienie grupowe tg(f) jest wartością oczekiwaną czasu:

tj/) = =
1

W) 52nP^ f) 
n

(2.39)Jeżeli przez df oznaczymy wariancję częstotliwości chwilowej, oraz przez dt wariancję opóźnienia grupowego, wtedy zasadę nieoznaczoności można wy­razić za pomocą następującej zależności:
dfdt „

Z
(2.40)Szczegółowe wyprowadzenie i dowód tej zależności można znaleźć w [8] [39].Fizycznym odpowiednikiem wariancji częstotliwości df jest pasmo sygna­łu, natomiast wariancja opóźnienia grupowego dt nazywana jest czasem trwa­nia (ang. time durations). Z zależności 2.40 wynika, że nie istnieje sygnał o dowolnie krótkim czasie trwania i jednocześnie o dowolnie wąskim paśmie. Zasadę nieoznaczoności można jednak odczytać inaczej. Jeżeli przyjmiemy, że dt i df oznaczają rozdzielczość analizy sygnału odpowiednio w dziedzinie czasu i częstotliwości, wtedy z zależności 2.40 wynika, że łączna rozdzielczość analizy sygnału jest ograniczona [7][8] [39].

2.3 Nieparametryczne JTFTDo najbardziej znanych nieparametrycznych transformacji czasowo- częstotliwościowych należą: 17



• spektrogram wyznaczany przy pomocy STFT (ang. Short Time Fourier 
Transform):

P(n, /) =
L

— n)e~j2'Kfl
1=0gdzie w(n) jest oknem czasowym o długości L• i transformata Wignera-Ville’a:

P(n, = x’(n)x(n +*2,r ,.o

(2.41)

(2.42)
Transformacje te należą również do najczęściej stosowanych w rozwiązaniach praktycznych problemów. Obie transformacje są dobrze zbadane i opisane w literaturze [8] [39] [53]. Znane są ich zalety i wady. Do zalet należą: prosta formuła, stosunkowo niska złożoność obliczeniowa i możliwość stosowania algorytmu FFT.Wadą spektrogramu jest konieczność doboru okna czasowego do danej klasy sygnałów. Wadę tę zmniejszają algorytmy zmieniające adaptacyjnie okno w zależności od zmian w sygnale, jednak odbywa się to kosztem wzro­stu złożoności obliczeniowej. Ponadto spektrogram nie spełnia właściwości 2.29 i 2.30. Łatwo można pokazać, że dla dowolnie wybranego okna istnieje przedział czasu, w którym sygnał ma wartość zerową, ale okno czasowe obej­muje wartości niezerowe. W tych przedziałach czasowych estymator P(n, f) oczywiście nie będzie miał wartości zerowej. Analogiczna sytuacja zachodzi dla okien częstotliwościowych.Transformacja Wignera-Ville’a teoretycznie jest transformacją o najwięk­szej łącznej rozdzielczości w dziedzinie czasu i częstotliwości dla sygnałów o liniowej zmianie częstotliwości [55]. Jednak dla sygnałów o innej modula­cji częstotliwości w transformacie pojawiają się artefakty. Artefakty, zwane czasami komponentami pozornymi, są produktami intermodulacji pomiędzy prawdziwymi komponentami składowymi. Np. załóżmy, że obserwowany sy­gnał jest sumą sygnałów x1(n) i x2(ny.

y(n) = x1(n) + x2(n) (2.43)Transformatę Wignera-Ville’a takiego sygnału opisuje zależność [8]:
Py(n, /) = Fn(n, /) + Ą2(n, /) + 2Re{P^n, /)} (2.44) 
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gdzie: Ai (n, /) = -i= V {n)x1 (n + l)e j2nfl v27r 1=0analogicznie P^n, f), natomiast:A2(n, f) = -y=^x^x2(n + l)e~]2irfl
V27r Z=o

(2-45)
(2.46)jest produktem intermodulacji.W przypadku badania sygnałów modelowych można bez trudu odnaleźć artefakty, jednak gdy obserwujemy sygnał rzeczywisty, bardzo trudno jest odróżnić pozorne i prawdziwe komponenty. Dlatego wciąż proponowane są nowe JTFT. Większość z nich należy do klasy Cohen’a [8][39][55]. Cohen zaproponował następujące uogólnienie:

A///-PM = ^x(u + ^e-^-^-^dudrde (2.47)gdzie </>(0, t) oznacza jądro transformacji. Również spektrogram i transfor­macja Wignera-Ville’a należą do klasy Cohen’a. Ich jądra to odpowiednio:
<p(6,r) = y w* (u — ^)w(u+ ^)e^0udu (2.48)

mA = l (2.49)Cohen wykazał, że dla danej klasy sygnałów można zaprojektować odpowied­nie jądro minimalizujące artefakty.
2.4 Parametryczne JTFT

2.4.1 JTFT bazująca na modelu ARZadanie estymacji parametrycznych transformat JTFT to proces etapowy. Analogicznie jak w przypadku stacjonarnym, najpierw należy dobrać model i wyestymować zmienne w czasie parametry założonego modelu, a następ­nie wyznaczyć estymator JTFT. W przypadku parametrycznych transformat czasowo-częstotliwościowych odpowiednie zależności przyjmą postać:
Parma (n, f)

PMA(n,f)

Par^, f) 
2

^\B{n,f)\2

(2.50a)(2.50b)(2.50c)
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Jak wynika z rozważań zawartych w rozdziale 2.1.2, założona klasa sygnałów implikuje model AR, tzn.:
p

x{n) = ak(n)x(n — k) (2-51)fc=igdzie d^n) oznaczają zmienne w czasie współczynniki modelu AR, a P ozna­cza rząd modelu.Większość algorytmów estymujących wartości stałych w czasie współ­czynników modelu AR po prostej modyfikacji, może służyć do estymacji zmiennych w czasie wartości. Modyfikacje te zakładają, że proces losowy w danym oknie czasowym można uznać za stacjonarny. Okno przesuwane jest w czasie o ustaloną ilość próbek i wyznaczane są kolejne estymatory para­metrów modelu. Na podstawie tych parametrów wyznaczone są estymatory widma odpowiadające kolejnym przedziałom czasu. Tak uzyskana transfor­mata nazywana jest czasem widmem ewolucyjnym.Rozważano różne algorytmy wyznaczania parametrów modelu ARMA opisane w [16][22][26][31][32][47]. Najlepsze właściwości statystyczne wyka­zuje estymator największej wiarygodności MLE (ang. Maximum Likelihood 
Estimator), który przy dużym naborze próbek daje estymatory nieobciążone i wariancja tych estymatorów dąży do granicy Cramer’a-Rao. Inne metody jak np.: algorytm Levinson’a, czy algorytm Lee-Morf’a są asymptotycznie zbieżne do wyników uzyskanych przez MLE [22] [44],Do wyznaczania zmiennych w czasie parametrów modelu AR najlepiej nadaje się algorytm Lee-Morf’a, gdyż umożliwia on realizację potokową. Al­gorytm ten prognozuje wartość próbki sygnału w chwili N na podstawie przeszłości sygnału. Rozwiązanie problemu prognozy znajdowane jest przez ortogonalne rzutowanie prognozowanej próbki na podprzestrzeń rozpiętą na przeszłości sygnału. Wykorzystanie rzutowania ortogonalnego zapewnia opty- malność rozwiązania w sensie średniokwadratowym [25] [54], W procesie pro­gnozy znajdowane są współczynniki odbicia, które można w łatwy sposób przekształcić na parametry modelu AR. Parametry te uaktualniane są z prób­ki na próbkę, dzięki czemu z próbki na próbkę można wyznaczyć uaktualnione widmo i w efekcie uzyskać transformatę czasowo-częstotliwościową.Algorytm Lee-Morf’a, którego strukturę prezentuje rysunek 2.2, opisany jest szczegółowo w [25]. Algorytm ten nazywany jest również filtrem innowa­cyjnym. Na wejście filtru podawany jest unormowany sygnał:

= a \ (2.52)VC2,4n)C2,xW = ^c2tX(n - 1) + x2(n); c2i3;(0) = rc2(0) + ć (2.53)20



r0(«-l) n(« —1) />-](«-!)pT(«) P^n) p\n)Rysunek 2.2: Struktura filtru Lee-Morf’a
gdzie oznacza estymator wariancji sygnału w chwili n. Zastosowa­no tu pewien skrót myślowy, gdyż w rzeczywistości wyznaczamy zmienny w czasie estymator wariancji sygnału dla przesunięcia zerowego i należałoby użyć oznaczania c2iX(n; 0). Stała 6 to pewna mała wartość, dzięki której uni­kamy dzielenia przez zero w sytuacji gdy c2>I(n) jest równa zero (zależność 2.52). Natomiast A € (0,1] jest tak zwanym współczynnikiem zapominania. Współczynnik ten jest rodzajem okna eksponencjalnego powodującego, że bliska przeszłość sygnału ma większy wpływ na parametry filtru niż dale­ka przeszłość. Dla A = 1 cała przeszłość sygnału ma jednakowy wpływ na estymowane parametry filtru. Współczynniki odbicia pk(n), zwane niekiedy współczynnikami Schur’a, w kolejnych sekcjach filtru wyznaczamy w sposób następujący:

pk+i(n) = pk+i(n~ l)(l-e£(n))5(l -r^n- 1))^ - ek(n)rk(n - 1) (2.54a)
ek+1(n) = (l-pfc+i(n))-^(l-r^(n-l))_5(efc(n)+pfc+1(n)rfc(n_i)) (2.54b) 
rk+A(n) = (1 - pfc+i(n))“^(l - e2k(n^~^rk(n - 1) + pk+i(n)ek(n)) (2.54c)Współczynniki odbicia i parametry modelu AR są wzajemnie jednoznaczne. Wynika to z algorytmu Levinson’a [2 2] [54],^(n) = a^^n) + pk{n)a(k^\n) i = 0,k-k = 1,P (2.55)przy inicjalizacji: coi / x I 1 i — 0 .a iW = < 2.56‘ [0 ż = 1,..,F V 7W algorytmie Lee-Morf’a, dla zmiennych w czasie parametrów modelu, kluczową rolę odgrywa współczynnik zapominania A. Zaprezentowano to na rysunku 2.3. Sygnał modelowy zawiera dwa komponenty: jeden z liniową zmianą częstotliwości i drugi z nieliniową zmianą częstotliwości. Dla współ­czynnika zapominania A = 0.7 wariancja estymatorów częstotliwości obu komponentów jest bardzo duża, ale algorytm szybko adaptuje się do zmian
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Rysunek 2.3: Estymatory częstotliwości uzyskane za pomocą algorytmu Le- eMorfa dla różnych współczynników zapominania A 
w sygnale. Natomiast dla współczynnika A = 0.95 wariancja estymatorów częstotliwości jest mała, jednak obciążenie tych estymatorów jest duże z po­wodu zbyt wolnej adaptacji algorytmu w stosunku do zmian w sygnale.Dla losowych sygnałów niestacjonarnych model sygnału ulega zmianie w sposób przypadkowy. Mogą więc istnieć krótsze bądź dłuższe odcinki czasu w których sygnał można uznać za stacjonarny. Wtedy współczynnik A po­winien dążyć do jedności ze względu na malejącą ze wzrostem A wariancję estymacji parametrów modelu. Kiedy jednak w sygnale następują duże zmia­ny, współczynnik powinien maleć, tak aby otrzymane estymatory parametrów modelu AR bazowały na możliwie krótkiej przeszłości sygnału. Rośnie wtedy wariancja estymacji parametrów modelu, ale skróceniu ulega czas adaptacji algorytmu. Modyfikacja algorytmu Lee-Morf’a zaproponowana w rozdziale 3 umożliwia adaptacyjną zmianę współczynnika zapominania w zależności od zmian zachodzących w sygnale.Algorytm Lee-Morf’a zakłada znajomość rzędu modelu P = M. Jest to niewątpliwie wada, jednak można rozwiązać ten problem kosztem zwiększenia ilości obliczeń. Znanych jest kilka metod wyboru rzędu modelu. Najczęściej 
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stosowane są [22][29][30]:• kryterium FPE [ang. Finał Prediction Errorf.

FPE(n,k) = (2.57)
• kryterium AIC [ang. Akaike Information Criterion):

AIC(n, k) = Nin dek(n) + 2k (2.58)• i kryterium CAT (ang. Criterion Autoregressioe Transfer function):

k
CAT(n, *) = 1 (2.59a)

dek(n)

N= (2.59b)gdzie N oznacza ilość próbek użytych do estymacji parametrów modelu, n aktualny czas, k zakładany rząd modelu, a dek(n) oznacza estymator warian­cji błędu Cfc(n) po fc-tej sekcji filtru (rysunek 2.2). Rząd modelu P(n) = k, które dla aktualnej chwili czasu minimalizuje odpowiednie kryterium 2.57, 2.58 lub 2.59a. Jak pokazano w [22] dwa pierwsze kryteria, są równoważne, a zastosowanie ostatniego kryterium, mimo większej złożoności obliczeniowej, nie daje większej dokładności wyboru rzędu modelu.
2.4.2 JTFT bazująca na wielokomponentowym modelu 

sygnałuAlternatywnym podejściem do modelowania systemu AR jest bezpośred­nie modelowanie parametrów sygnału, tzn. częstotliwości i mocy poszcze­gólnych składowych sygnału wielokomponentowego (zależność 1.1). W tym celu rozważmy zastosowanie algorytmu ESPRIT. Wyprowadzenie algorytmu dla przypadku stacjonarnego przedstawiono w dodatku A.Pierwszym krokiem tego algorytmu jest wyznaczanie estymatora autoko­relacji. Jedenym ze sposobów uogólnienia algorytmu ESPRIT na przypadek niestacjonarny jest rekursywne wyznaczanie estymatora macierzy autokorela­cji. Załóżmy, że dysponujemy wektorem próbek x = [z(0),...,z(T)]T sygnału niestacjonarnego i wybieramy okno czasowe o długości N takie, że N <^T i 
N > M, gdzie M jest ilością komponentów zespolonych w sygnale.x(n) = [x(n),x(n + 1), ...,x(n + N - 1)]T (2.60)23



Rysunek 2.4: Estymatory częstotliwości uzyskane za pomocą zmiennego w czasie algorytmu ESPRIT
Zmienny w czasie estymator macierzy autokorelacji można zdefiniować na­stępująco:

R(n) = pR(n — 1) + —x(n)xH (n) (2.61)gdzie R(n) € CNxN, natomiast p, jest współczynnikiem zapominania, analo­gicznie jak w algorytmie Lee-Morf’a.Pozostałe kroki algorytmu ESPRIT pozostają bez zmian. Oznacza to, że kolejno wyznaczamy wartości i wektory własne macierzy R(n), następnie z odpowiednich wektorów własnych tworzymy bazę ortonormalną B(n) G 
qNxm j rozwiązujemy nadokreślony układ równańB'(n) = B(n)Y(n) (2.62)Następnie wyznaczamy wartości własne macierzy Y(n) 6 CMxM i argumen­ty tych wartości własnych stanowią w istocie estymatory częstotliwości M komponentów składowych [41] [46], tzn.:

fmH = arg(Am(n)) dla m = 1,..., M Z7F (2.63)gdzie Xm są M największymi wartościami własnymi macierzy Y(n)
24



Na rysunku 2.4 zaprezentowano przykładowy wynik estymacji częstotli­wości komponentów dla sumy dwóch sygnałów o liniowo i nieliniowo zmienia­jących się częstotliwościach. Kolorem fioletowym oznaczono faktyczne często­tliwości komponentów, a kolorem zielonym estymatory tych częstotliwości.Metoda estymacji częstotliwości komponentów sygnału niestacjonarnego za pomocą algorytmu ESPRIT zachowuje bardzo dobre własności statystycz­ne algorytmu ESPRIT (por. rysunek 2.3 i 2.4), ma jednak zasadniczą wadę. Jest nią bardzo duża złożoność obliczeniowa. Dla każdej chwili czasu n należy wyznaczyć:• rozkład macierzy rozmiaru N x N względem wartości własnych• rozkład macierzy rozmiaru N x M względem wartości szczególnych• rozkład macierzy rozmiaru M x M względem wartości własnychW rozdziale 3 zaproponowano metodę wyznaczania macierzy B(n) na pod­stawie macierzy B(n — 1) w chwili poprzedniej, co pozwala na redukcję kosztu obliczeniowego.Zmienny w czasie algorytm ESPRIT zakłada znajomość rzędu modelu M. Problem ten można stosunkowo prosto rozwiązać metodami podobnymi do stosowanych w przypadku modelu AR. Wykorzystuje się tu kolejne wartości własne macierzy autokorelacji Xm. W przypadku, gdy sygnał zawiera jedynie 
M zespolonych komponentów sinusoidalnych (bez szumu), wtedy tylko M pierwszych wartości własnych jest różnych od zera. W miarę wzrostu mocy szumu pozostałe wartości własne Xm dla m > M rosną, jednak zawsze M pierwszych wartości własnych jest większych od pozostałych. Odpowiednie kryteria można zapisać następująco [46]:• kryterium FPE (ang. Finał Prediction Error):

FPE(n, m) = —^Am(n) (2.64)
i V 772• kryterium AIC (ang. Akaike Information Criterion):

AIC(n,m) = AlnAm(n) + 2m (2.65)gdzie N oznacza rozmiar macierzy autokorelacji, n aktualny czas, m zakła­dany rząd modelu. Rząd modelu M(n) = m minimalizujące w aktualnej chwili czasu odpowiednie kryterium 2.64 lub 2.65. Powyższe kryteria pozwa­lają estymować rząd modelu na bieżąco. Niestety w przypadku sygnałów z dużą zawartością szumu wyniki estymacji rzędu dalekie są od prawidłowych 25



i często prowadzą do nadestymacji rzędu modelu. Wybranie rzędu modelu 
M większego niż faktyczny, nie dyskwalifikuje jednak algorytmu ESPRIT, ponieważ, jak wykazano w [1], moc komponentów pozornych, wynikających z nadestymacji rzędu modelu, jest istotnie mniejsza od mocy komponentów faktycznych. Z tego punktu widzenia, w większości zastosowań znacznie waż­niejsza jest estymacja częstotliwości i mocy komponentów niż estymacja ich ilości.
2.4.3 Estymacja mocy komponentówW przypadku modelu AR istnieje problem estymacji mocy komponentów. Jest to problem znany i opisany w literaturze [10][22]. Powodem trudno­ści estymacji mocy komponentów jest dyskretyzacja częstotliwości. Zwykle, po wyznaczeniu zmiennych w czasie parametrów modelu AR, wyznacza się JTFT za pomocą transformaty Fouriera o zadanej rozdzielczości:

_____ V_____  __ _______v_________

|A(n,/)P " FFT{a(n)}
(2.66)

Jednym ze sposobów na poprawę estymacji mocy komponentów jest dokładna estymacja częstotliwości komponentów, a następnie obliczenie zależności 2.66 dla wyznaczonych częstotliwości.W algorytmie ESPRIT można wykorzystać jedną z jego własności pozwa­lającą na stosunkowo prostą estymację mocy komponentów [53]. Załóżmy, że obserwowany sygnał składa się jedynie z M komponentów sinusoidalnych, wtedy zależność A.7 ze strony 87 można zapisać następująco:
x = (2.67)

lub w formie macierzowej: x = SA (2.68)gdzie x = [x(0),a;(l), ...,x(N - 1)]T, wektor A = [Aj, A2,AM]T zawiera amplitudy kolejnych komponentów, a kolejne kolumny macierzy S są ortogo­nalną bazą wyznaczoną przez algorytm ESPRIT:
Sm

1 
ęj2TV fm 

e2j2Trfm

eNj2nfm

(2.69)
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Dysponując bazą S można na podstawie zależności 2.68 zapisać:
A = S-1x (2.70)a ponieważ macierz S jest kolumnami ortonormalna SHS = I, więc możemy zapisać:
A = Swx (2.71)Powyższy sposób estymacji amplitudy komponentów może być obarczony dużym błędem, jeżeli obserwowany sygnał, oprócz komponentów sinusoidal­nych, zawiera również szum o dużej mocy.

2.5 PodsumowanieRozdział ten poświęcono przeglądowi znanych z literatury rozwiązań doty­czących estymacji widma sygnału w przypadku stacjonarnym i niestacjonar­nym. Przytoczono definicję widma sygnału stacjonarnego i krótko omówiono parametryczne i nieparametryczne metody estymacji widma [22][44][46][53]. Pokazano również ograniczenia poszczególnych metod estymacji widma. W następnej kolejności pokazano jak definicję widma sygnału uogólnić na przypadek niestacjonarny, co prowadzi do zdefiniowania transformaty czasowo-częstotliwościowej - JTFT [7] [8] [39] [55]. Przytoczone zostały własno­ści transformaty czasowo-częstotliwościowej, które powinna spełniać dobra JTFT [8][55]. Wskazane zostały też dwie interesujące parametryczne metody wyznaczania JTFT. Pierwsza wykorzystuje znany z literatury algorytm Lee- Morf’a [25][49][50][51][52][54]. Wykazano, że istotnym ograniczeniem tego al­gorytmu jest stały w czasie współczynnik zapominania. Druga metoda wy­korzystuje algorytm ESPRIT [41][46] opracowany oryginalnie dla przypadku stacjonarnego. Wprowadzono definicję zmiennej w czasie macierzy autokore­lacji obserwowanego sygnału co prowadzi do prostego uogólnienia algorytmu ESPRIT na przypadek niestacjonarny. W rozdziale tym poruszono także pro­blem estymacji mocy komponentów sygnału wielokomponentowego.
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Rozdział 3

Adaptacyjne wyznaczanie 
parametrycznych transformat 
czasowo-częstotliwościowych

3.1 Model AR ze zmiennym współczynnikiem 
zapominania - algorytm a ARW rozdziale 2.4.1 zaprezentowano ideę wykorzystania zmiennych w czasie pa­rametrów modelu AR do wyznaczania parametrycznej transformaty czasowo- częstotliwościowej. Do wyznaczania zmiennych w czasie parametrów modelu AR zaproponowano algorytm Lee-Morf’a. Algorytm ten został wybrany ze względu na swoje zalety takie jak stabilność numeryczną i możliwość orga­nizacji obliczeń w strukturze potokowej. Pokazano również, że stały współ­czynnik zapominania A ogranicza zakres stosowania tego algorytmu. W ni­niejszym rozdziale zaprezentowana zostanie propozycja modyfikacji tego al­gorytmu pozwalająca na zmianę współczynnika zapominania w trakcie pracy algorytmu umożliwiającą dopasowanie A do szybkości zmian zachodzących w sygnale.Na rysunku 2.2 zaprezentowano strukturę filtru prognozującego Lee- Morf’a. Rozwiązuje on problem liniowej optymalnej prognozy średniokwa- dratowej [54]:

x(n) = —(ai(n)x(n- 1) + • • • + aP(n)x(n — P)) =
p

= ~2^ak(n)x(n — k) (3.1)
k=i
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x(n-P),...,x(n-1) x(n)
------- ► a, (n),..., aP(n) ----

V
epW

Rysunek 3.1: Liniowa prognoza średniokwadratowa
Błąd prognozy wynosi:

p
ep(n) = x(n) — x(n) = x(n) + ak(n)x(n — k) 

k=i
(3.2)

a w związku z powyższym, błąd średniokwadratowy zdefiniowano następują­co:
c2,e = E{eP(n)ep(n)} (3.3)

Należy zwrócić uwagę, że problem prognozy średniokwadratowej jest rów­noważny modelowaniu AR, a rząd prognozy P jest równoważny rzędowi mo­delu AR.Rozwiązanie problemu prognozy znajdowane jest przez minimalizację błę­du średniokwadratowego c2,e. Teoretycznie w stanie ustalonym, dla sygna­łu wielokomponentowego stacjonarnego bez szumu, po dobraniu właściwego rzędu modelu P = M, (gdzie M oznacza ilość komponentów zespolonych w sygnale) błąd średniokwadratowy jest bliski zeru i nie zależy od bieżącej chwili czasu n. Jednak dla sygnałów niestacjonarnych wartość błędu śred­niokwadratowego będzie zależna od bieżącej chwili czasu n. Ze względu na niestacjonarność sygnału wejściowego x(n), również sygnał wyjściowy filtru Lee-Morf’a eP(n) jest niestacjonarny, a więc nieergodyczny. Trudno jest więc mówić o wartości oczekiwanej sygnału eP(n). Można jednak zdefiniować lo­kalny błąd średniokwadratowy w następujący sposób:1 K
= 0^.1 ZŁ &p(n+ kWptn+(3-4)ZA + 1 2—' 

k=-KZałóżmy, że sygnał x(n) jest sygnałem wielokomponentowym i nie zawiera szumu:
M= (3.5)

m=lZe względu na normalizację sygnału x(n) w algorytmie Lee-Morf’a, lokalny błąd średniokwadratowy wykazuje następujące własności:29



Rysunek 3.2: Zależność błędu średniokwadratowego od zmian zachodzących w sygnale, oraz od wartości współczynnika zapominania A
1. dla przedziałów lokalnej stacjonarności sygnału x(n):

P P M =? lim Re(ri) = 0 n—>oo2. dla pozostałych przedziałów:0 < Re(n) C 1
(3.6)
(3.7)Tak więc w przedziałach lokalnej stacjonarności sygnału x{n) błąd średnio- kwadratowy maleje. Natomiast kiedy częstotliwości komponentów zmieniają się, błąd średniokwadratowy wzrasta, gdyż algorytm Lee-Morf’a, jak każdy algorytm adaptacyjny, wymaga czasu na adaptację parametrów filtru (w tym przypadku współczynników odbicia /?fc(n)).Na rysunkach 3.2.a i 3.2.b pokazano przykładowe przebiegi czasowe błędu średniokwartatowego Re(n) wyznaczonego dla dwóch wartości współczynnika zapominania A. Wykres 3.2.a uzyskano dła sygnału jednokomponentowego, o częstotliwości:

n € [1,100]
n e [101,200] (3.8)

Można więc w sygnale z(n) wyodrębnić dwa fragmenty lokalnie stacjonar­ne. Widać wyraźnie, że w przedziałach lokalnej stacjonarności błąd śred­niokwadratowy maleje do zera, a ponadto w momencie zmiany częstotliwości komponentu chwilowa wartość błędu średniokwadratowego wzrasta gwałtow­nie, po czym ze względu na adaptację algorytmu ponownie maleje do zera. Wykres 3.2.b uzyskano dla sygnału o jednym komponencie zmieniającym częstotliwość liniowo od wartości /i(l) = 0.4 do wartości /j(200) = 0.2.30



W tym przypadku chwilowa wartość błędu średniokwadratowego niemal w całym przedziale czasowym jest duża, ponieważ w sygnale x(n) nie moż­na wyodrębnić fragmentów lokalnie stacjonarnych. Z obu rysunków wynika również, że prędkość adaptacji algorytmu w znacznym stopniu zależy od war­tości współczynnika zapominania A. Im mniejszy jest ten współczynnik tym szybciej algorytm się adaptuje.Powyższe własności błędu średniokwadratowego zostały wykorzystane w zaproponowanej prostej formule adaptacji:A(n) = //A(n—1) + (1 — /z)(l — Re(n)) (3.9)przy inicjalizacji: A(0) = 1 (3.10)gdzie /j, G (0,1) odpowiada za prędkość zmian współczynnika zapominania A(n). Powyższa formuła bazuje na gradientowych algorytmach adaptacyjnych opisanych w [18]. W tym wypadku jednak, jako funkcję kosztów wykorzystano lokalny błąd średniokwadratowy zdefiniowany zależnością 3.4.Formuła adaptacji współczynnika zapominania spełnia następujące wła­sności:1. w przedziałach czasu, gdzie sygnał x(n) jest lokalnie stacjonarny:lim Re(n) 0 => lim A(n) = 1 (3.11)
TL—>OO TL—>OO2. w przedziałach czasu, gdzie występuje braku lokalnej stacjonarności sygnału x(n)\ lim Re(n) 0 (3-12)

n—>oolim Re(n) = Re hm A(n) = 1 — Re (3.13)
TL—>OO TL—>OO3. ponadto dla // = 1 otrzymujemy oryginalny algorytm Lee-Morf’a o stałym współczynniku zapominania:

H = 1 => A(n) = A(n—1) = const (3-14)
Zaproponowana formuła adaptacji 3.9 wykorzystuje błąd średniokwadratowy zdefiniowany zależnością 3.4. Ze względu na niedostępność w chwili n sygnału 
ep(n + k) dla k > 0, należy przyjąć K = 0. W efekcie:

Re(n) = ep(n + k)e*P(n + k) (3.15)
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Rysunek 3.3: JTFT uzyskana za pomocą algorytmu aAR dla sygnałów: a) i c) o skokowej zmianie częstotliwości, b) i d) o liniowej zmianie częstotliwości; wykresy a) i b) uzyskano dla /z = 0.8, a wykresy c) i d) dla = 0.95

Rysunek 3.4: Przykładowa adaptacja współczynnika zapominania A(n) dla sygnałów z rysunku 3.3 
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Podobne podejście stosowane jest w algorytmach adaptacyjnych wykorzystu­jących gradient stochastyczny. Nie wprowadza to dodatkowych znaczących błędów do algorytmu [18].W dalszej części niniejszej pracy proponowany algorytm wyznacza­nia parametrów modelu AR. za pomocą zmodyfikowanego algorytmu Lee- Morf’a będzie nazywany krótko algorytmem aAR. Transformaty czasowo- częstotliwościowe przykładowych sygnałów niestacjonarnych zaprezentowa­no na rysunku 3.3. Natomiast na rysunku 3.4 zaprezentowano przykładowe przebiegi adaptacji współczynnika zapominania A(n) dla tych sygnałów. Dla sygnału o skokowej zmianie częstotliwości (rysunek 3.4.a) można zaobserwo­wać wyraźną skokową zmianę współczynnika A(n), która następuje w tym samym momencie, gdy w sygnale x(n) dochodzi do zmiany częstotliwości komponentu. Dla sygnału o liniowej zmianie częstotliwości (rysunek 3.4.b) współczynnik A(n) nie dąży do wartości bliskich jedności gdyż w sygnale tym nie występują przedziały lokalnej stacjonarności sygnału x(n).

3.2 Adaptacyjny model ESPRIT - algorytm 
aESPRITPodrozdział 2.4.2 pokazuje sposób wykorzystania algorytmu ESPRIT do wy­znaczenia JTFT. Jak już wspomniano, metoda ta ma zwięzły zapis matema­tyczny i odznacza się bardzo dobrymi właściwościami statystycznymi uzy­skanych estymatorów. Jest jednak bardzo kosztowna obliczeniowo. Przypo- mnijmy, że na ten koszt składają się głównie trzy elementy (patrz Dodatek A, strona 90):• rozkład macierzy autokorelacji R(n) o rozmiarze N x N względem war­tości własnych - koszt ~ | A-3• znalezienie rozwiązanie nadokreślonego układu równań (np. przez roz­kład odpowiedniej macierzy o rozmiarze N x M względem wartości szczególnych) - koszt ~ (A — ^)A2• rozkład macierzy Y(n) (wynik rozwiązania powyższego układu rów­nań) o rozmiarze M x M względem wartości własnych - koszt ~dla każdej chwili czasu n. Najkosztowniejszą operacją jest rozkład macierzy autokorelacji R(n) względem wartości własnych. Dla każdej chwili czasu n należy wyznaczyć A wektorów i A wartości własnych. Jeżeli znany jest rząd modelu M to możemy ograniczyć się do wyznaczania M dominujących war­tości własnych i M przynależnych wektorów własnych rozpinających pod- przestrzeń sygnału. Jeżeli jednak uwzględnimy, że programy naukowe (np.33



Matlab 5.x) wyznaczają pełen rozkład, a ilość pracy nad implementacją wła­snej funkcji wyznaczającej tylko M dominujących par własnych jest ogrom­na, to okazuje się, że należy poszukiwać innych metod zmniejszenia kosztów obliczeniowych tego rozkładu.W dodatku B przytoczono ogólne zasady rozkładu macierzy względem par własnych. Opisano też jeden z algorytmów wyznaczania tych par za po­mocą iteracji na podprzestrzeniach. Algorytm ten, po kilku modyfikacjach doskonale nadaje się do adaptacyjnego wyznaczania M dominujących par własnych. Należy zauważyć, że wyznaczając dominujące pary własne macie­rzy, równocześnie wyznaczamy dominującą podprzestrzeń, czyli przestrzeń sygnału, rozpinaną przez wektory własne przynależne do dominujących war­tości własnych.Przypomnijmy, że dysponujemy wektorem próbek x = [o;(0),...,a;(T)]T sygnału niestacjonarnego o wartościach zespolonych i wybieramy okno czaso­we o długości N takie, że N T i N > M, gdzie M jest ilością komponentów zespolonych w sygnale:x(n) = [x(n — jV/2), ..., rr(O),..., x(n + N/2 — 1)]T (3.16)Przypomnijmy również, że estymator zmiennej w czasie macierzy autokore­lacji R(n) zdefiniowany jest następująco:
R(n) — //R(n— 1) + — x(n)xH(n) (3-17)

R(—1) = 0 (3.18)gdzie R(n) G CNxN, natomiast //jest współczynnikiem zapominania, analo­gicznie jak w algorytmie Lee-Morf’a współczynnik A. Taka definicja gwaran­tuje, że dla każdej chwili czasu n zmienna w czasie macierz autokorelacji jest macierzą hermitowską: V„elo,T] R(n) = R"(n) (3.19)Ponadto macierz R(n) w każdej chwili czasu jest macierzą dodatnio półokre- śloną, gdyż zbudowana na niej forma kwadratowa jest zawsze dodatnia:
y"R(n)y = yH[^n- l)]y + y^x(n) x^(n)y =■v*(n) v(n)= //y"R(n-l)y + -^|Mn)||2 > 0 (3.20)
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Ogólnie wiadomo, że wartości własne takiej macierzy są nieujemnymi liczba­mi rzeczywistymi, natomiast stowarzyszone z nimi wektory własne są orto- normalne [17][21][24]. Tak więc w przestrzeni liczb zespolonych, prawdziwe są wszystkie wyprowadzania zawarte w dodatku B, z tą różnicą, że wektory własne rozważanej macierzy przyjmują wartości zespolone.Jak wykazano w dodatku B, iteracja na podprzestrzeniach pozwala na wyznaczenie dominujących par własnych macierzy. Oznaczmy przez A„ war­tości własne macierzy autokorelacji R(n) i załóżmy, że są one uporządkowane malejąco: A^n) > A2(n) > ... > AjV(n) > 0 (3.21)Ponieważ do różnych wartości własnych przynależą wzajemnie ortonormalne wektory własne, stąd rozkład macierzy R(n) względem wartości własnych można zapisać następująco:
R(n) = U(n)A(n)UH(n) =

M N= ^um(n)Am(n)u"(n)+ um(njAm(nju"(n) (3.22) 
m=lgdzie A(n) G R^*^ jest macierzą diagonalną zawierającą wartości własne macierzy autokorelacji, a U(n) G CNxN jest macierzą unitarną [17][21][24]:

Uw(n)U(n) = U(n)Uw(n) = I (3.23)Należy zauważyć, że dominująca podprzestrzeń własna rozpięta na wektorach um(n) dla m = 1,..., M jest podprzestrzenią sygnału wielokomponentowego. Przyjmując analogiczny do algorytmu ESPRIT zapis możemy dominujące wektory własne oznaczyć następująco uTO(n) G CN. Natomiast przez B(n) G 
CNxM oznaczmy ortonormalną bazę podprzestrzeni sygnału:

B(n) — ui(n) u2(n) uM(n) (3-24)
Z własności transformaty Karhunen’a-Loeve’go wynika fakt, że ograniczona do M wektorów aproksymacja postaci (3.22) jest optymalna w sensie śred- niokwadratowym [53]:

M

R(n) = B(n)A(n)B^(n) = um(n)Am(n)u^(n) 
m=l (3.25)
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gdzie A(n) G jes|- macierzą diagonalną zawierającą M największych wartości własnych macierzy autokorelacji (M jest liczbą komponentów sinu­soidalnych). Z tego punktu widzenia interesujące jest wyznaczenie jedynie bazy podprzestrzeni sygnału B(n) w każdej chwili n.Oznaczmy przez 5R(n) różnicę pomiędzy estymatorami macierzy auto­korelacji w kolejnych chwilach czasu i załóżmy, że jest ona wystarczająco mała: JR(n) = R(n) - R(n-1) (3.26)gdzie macierz <5R(n) G (^NxN nazywana jest zaburzeniem macierzy autoko­relacji. Należy zauważyć, że ze względu na sposób wyznaczania estymatora macierzy autokorelacji (definicja 3.17) w kolejnych chwilach czasu zostaje zachowana hermitowskość tej macierzy. Z definicji tej wynika również, że zaburzenie JR(n) jest macierzą hermitowską.Załóżmy, że znamy rozkład macierzy autokorelacji względem wartości własnych (zależność 3.22). Zbadajmy wpływ wielkości zaburzenia 5R(n) na wartości własne macierzy zaburzonej. W tym celu rozważmy dowolną parę własną {A;(n), u^n)} macierzy R(n):R(n)uś(n) = Ui(n)Aj(n) = [R(n—1) + 5R(n)]uj(n) (3.27)Wektor u^n) możemy wyrazić w bazie wektorów własnych macierzy R(n—1) następująco:
Nu^n) = U(n—l)z(n—1) = uj(n — l)zj(n— 1) (3.28)

j=igdzie:
Zj(n-l) = u^(n-l)u,(n) ||z(n-l)|| = 1 (3.29)Po podstawieniu (3.28) do (3.27) otrzymujemy zależność:|R(n—1) + 5R(n)]U(n— l)z(n— 1) = U(n— l)z(n— l)Aj(n) (3.30)Dalej, przekształcając otrzymujemy:UH(n—l)|R(n—1) + dR(n)]U(n— l)z(n— 1) = z(n—l)Ai(n) (3.31)

UH(n-l)R(n-l)U(n-l)z(n-l)++ UH(n—l)5R(n)U(n—l)z(n —1) = z(n—l)A,(n) (3.32)
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U^n— l)5R(n)U(n— l)z(n— 1) == [Ai(n)I — ©^(n—l)R(n—l)U(n—l)]z(n—1) (3.33)
[Aj(n)I - A(n— l)]z(n-1) = y(n~ 1) == U(n— l)z(n—1) (3.34)U»(n)Korzystając z zależności (3.28) można zauważyć, że wektor y(n—1) ma skła­dowe:

yj(n— 1) = [Ai(n) — Xj(n— l)]^(n— 1) = u^(n—l)5R(n)ui(n) (3.35) Rozważmy teraz normę wektora y(n—1). Z jednej strony otrzymujemy:||y(n-l)|| < ||<5RWHh("-l)ll = ll«R(n)ll (3-36)Z drugiej zaś:
N||y(n-l)||2 = ^(rc) - A,(n-l)]%2(n-l)

j=i
N

j ’■■■’ j=i= min {lA^n) — A7(n—1)|2} (3.37)
Z zależności (3.36) i (3.37) wynika następujące oszacowanie:min |Ai(n) — Aj(n —1)| ||JR(n)|| (3.38)
Identyczne rozumowanie można przeprowadzić dla wszystkich par własnych macierzy 5R(n), a przy dodatkowym założeniu, że wartości własne macierzy R(n—1) i R(n) są uporządkowane malejąco, tzn.:Ai(n—1) > A2(n—1) > ... > Xn(ti— 1) 0 (3.39)(3.40)Ai(n) > A2(n) > > XN(n) 0otrzymujemy oszacowanie silniejsze: lAiW-A^n-l)! PR(n)|| (3.41)
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Powyższe oszacowanie oznacza, że wartości własne macierzy autokorelacji wyznaczone w chwili n—l dobrze przybliżają wartości własne macierzy auto­korelacji w chwili n, jeżeli tylko zaburzenie jest odpowiednio małe. Uwzględ­niając definicję macierzy autokorelacji R(n) (definicja 3.17) oczywisty jest fakt, że zawsze można tak dobrać współczynnik zapominania // aby zaburze­nie 5R(n) było odpowiednio małe.Obecnie zbadamy wpływ zaburzenia 5R(n) na wektory własne macierzy zaburzonej. Istotą sprawy jest odpowiedź na pytanie: jak bardzo kierunki wektorów u»(n) różnią się od kierunków wektorów w chwili poprzedniej u7(n— 1). Rozważmy iloczyn skalarny pomiędzy wektorami Uj(n — 1) i u^n). W przypadku idealnym:Uj(n-l)±Ui(n) => |u^(n-l)ui(n)| = \zj(n- 1)| = 0 (3.42)wektory bazowe dla i j są prostopadłe. Należy zauważyć, że iloczyn skalar­ny |u^(n—Iju^n)! można traktować jako uogólniony cosinus kąta pomiędzy wektorami w przestrzeni liczb zespolonych.Na podstawie zależności (3.34) można zauważyć, że :VjG{i,...,Ar} (Ai(n) - A^n-l))^^-!) == u^(n— l)5R(n)uj(n— l)zj(n— 1) == u^(n—l)JR(n)ui(n) (3.43)Wybierzmy teraz dowolny wskaźnik j taki, że Zj(n— 1) 0, czyli niech wektorUj(n—1) nie będzie prostopadły do wektora Uj(n), wtedy:|u^(n-l)ÓR(n)ui(n)| |Aź(n) - A,(n-l)|
|u^(n-l)5R(n)u,(n)| < ||uj(n-l)||||£R(n)||||ui(n)||

(3-44)
(3.45)Ponieważ ||uj(n—1)|| = 1 i Hu^n)]! = 1 stąd:

lu^n-l)^^ = M«”l)
PR(n)||

|Ai(n) - Aj(n—1)| (3.46)
Ponadto w sytuacji idealnej odpowiadające sobie wektory bazowe u^n—1) i u^n) są równoległe. Dobrą miarą równoległości jest sinus kąta pomiędzy odpowiednimi wektorami. Korzystając z własności, że sin2 a + cos2 a = 1, a także z faktu, że iloczyn skalarny wektorów można traktować jako cosinus 
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kąta pomiędzy tymi wektorami możemy zapisać:u^n—1) || u^n) =>1 - |uf (n-l)ui(n)|2 = 1 - |^(n-l)|2 =
= S^("-1)l2 = o <3-47)

Korzystając z zależności (3.35):
E m2 = E i3-48)

Wprowadzając oznaczenie:7,(n) = min |Aj(n) — A7(n—1)| > 0 (3.49)
i korzystając z zależności (3.36) możemy zapisać, że:f n|2< lly(n-i)||2 < piW> z/n-l) ----- ———---- tT\— (3.50)7?W 7i»Ostatecznie otrzymujemy nierówność:

............... ...  (3.51)
Podsumowując, zbadano wpływ wielkości zaburzenia macierzy autokore­lacji 5R(n) na wartości i wektory własne macierzy zaburzonej. W wyniku otrzymano trzy użyteczne oszacowania:Vi=i,...,w |Ai(n) - A^n-1)! ||5R(n)|| (3.52)

lu^n-iju^n)! = |^-i)l < (3-53)
ViG{i,..„jv} 1 - |uf (n-lju^n)!2 < (3.54)Zakładając, że zaburzenie JR(n) jest odpowiednio małe, szacowania te można sformułować w postaci następujących wniosków:• Wartości własne Xi(n— 1) są dobrym przybliżeniem wartości własnych
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• Ponieważ prawa strona nierówności (3.53) jest bliska zeru, skąd wnio­sek, że wektory uj(n—1) i u^n) dla różnych i,j są do siebie prawie prostopadłe. Mogą więc służyć do stworzenia bazy ortonormalnej sy­gnału w chwili n.• Przy dodatkowym założeniu, że 7i(n) jest odpowiednio duże, prawa strona nierówności (3.54) jest bliska zeru. Stąd wniosek, że wektory własne u^n—1) i Uj(n) są względem siebie prawie równoległe. Waru­nek dostatecznie dużego 7^(n) jest równoważny wymaganiu, aby war­tości własne Xi(n) oraz Xj(n— 1) dla i j były dostatecznie od siebie oddalone.Oszacowania (3.52), (3.53) i (3.54) nie są konieczne w algorytmie itera­cji na podprzestrzeniach (zależność B.9, dodatek B), gdyż w algorytmie tym iterowana macierz jest stała . Natomiast w przypadku zmiennej w czasie ma­cierzy autokorelacji sygnału niestacjonarnego musimy założyć, że zaburzenie 
<5R(n) w kolejnych chwilach czasu jest odpowiednio małe. Wtedy prawdzi­we są powyższe oszacowania i macierz wektorów własnych B(n) rozpinająca podprzestrzeń sygnału w chwili n może być wyznaczana z rekursywnej za­leżności:

B(n) = R(n)B(n—1) (3.55)gdzie B(n—1) jest bazą podprzestrzeni sygnału w chwili poprzedniej, a R(n) jest macierzą autokorelacji w chwili bieżącej wyznaczoną z zależności (3.17). Od macierzy B(0) oczekuje się jedynie ortonormalności. Najłatwiej jest więc przyjąć, że B(0) jest prostokątna macierzą jednostkową wymiaru MxN.Ponieważ macierz B(n) rozpina podprzestrzeń sygnału, to powinna być kolumnami ortogonalna (najlepiej ortonormalna). Załóżmy więc, że kolum­ny macierzy B(n—1) tworzą bazę ortonormalną. Kolumny macierzy B(n) = 
R(n)B(n—1) na ogół nie tworzą już bazy ortogonalnej. Konieczna jest więc reortonormalizacja bazy B(n). W celu reortogonalizacji bazy można zastoso­wać dowolny algorytm ortogonalizacji. Ze względu na największą dokładność ortonormalizacji wybrano algorytm QR [24],Rozkład QR dla każdej chwili n można zapisać następująco:

QR, = B(n) (3.56)gdzie Q jest macierzą kolumnami ortonormalną, a R/ jest macierzą nieoso- bliwą trójkątną górną [17][21][24]. Następnie zamiast macierzy B(n) wyko­rzystuje się macierz Q:
B(n) = Q (3.57)Powyższe rozważania pozwalają sformułować zmodyfikowany adaptacyj­ny algorytm aESPRIT (wyprowadzenie oryginalnego algorytmu ESPRIT 40



przytoczono w dodatku A). Algorytm aESPRIT wyznacza parametry niesta­cjonarnego sygnału w oparciu o wielokomponentowy model sygnału opisany zależnością 1.11. Estymacja macierzy autokorelacji R(n) na podstawie wektora próbek x(n) = |a;(n), x(n + 1),x(n + N — l)jr:
R(n) = AR(n—1) + —x(n)xT(n) (3.58)

gdzie R(—1) = 02. Utworzenie bazy ortonormalnej B(n):

A(n) = R(n)B(n—1) (3.59)
A(n) = QR, (3.60)

B(n) = Q (3.61)3. Rozwiązanie nadokreślonego układu równań względem Y(n) w sensie LS lub TLS:
B'(n) = B(n)Y(n) (3.62)gdzie macierze B'(n) i B(n) powstają przez wykreślenie odpowiednio pierwszego i ostatniego wiersza macierzy B(n):

_ B'(n)

4. Znalezienie wartości własnych macierzy Y(n):

UH(n)Y(n)U(n) = A(n) (3.64)gdzie A(n) = diag{Ai(n),..., AM(n)} są wielkościami zespolonymi5. Argumenty zespolonych wartości własnych są szukanymi częstotliwo­ściami /m(n):
Xm{n) = (3.65)Można zauważyć, że algorytm aESPRIT różni się od algorytmu opisane­go w podrozdziale 2.4.2 krokiem drugim, w którym wyznaczana jest orto- normalna baza podprzestrzeni sygnału B(n) G CN*M. Kosztowny rozkład macierzy autokorelacji R(n) G CNxN względem wartości własnych, został 

(3.63)
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zastąpiony mnożeniem macierzy i reortonormalizacją bazy. Jak wspomnia­no koszt wyznaczenia N wektorów własnych macierzy o rozmiarze N x N wynosi ~ |7V3 [24][37]. Uwzględnione tu zostały tylko operacje mnożenia jako najkosztowniejsze obliczeniowo, przy założeniu, że koszt pojedyncze­go mnożenia wynosi jeden, niezależnie od tego czy mnożenie odbywa się w arytmetyce rzeczywistej czy w zespolonej. Koszt obliczeniowy tego samego kroku, przy takich samych założeniach, w proponowanym algorytmie wyno­si ~ N^M + NM2 [24]. Pierwszy składnik wynika z mnożenia macierzy o rozmiarach N x N i N x M, a drugi wynika z konieczności wykonania roz­kładu QR macierzy o rozmiarze N x M. Zwykle przyjmuje się, że N 2M. Przyjmując więc N = 2M możemy porównać koszt obliczeniowy wyznaczenia ortonormalnej bazy B(n).• Dla algorytmu ESPRIT (dodatek A, krok 2a):4 4
Koszt = -N3 = -8M 1 IM3 (3.66)3 3• Dla algorytmu aESPRIT:

Koszt = N2M + NM2 = 4M3 + 2M3 = 6M3 (3.67)
Można więc liczyć, że proponowany algorytm aESPRIT jest niemal dwukrot­nie szybszy od oryginalnego algorytmu ESPRIT. W rzeczywistości jednak po uwzględnieniu specyfiki arytmetyki zespolonej, oraz po uwzględnieniu kosztu innych operacji (np. dodawania), algorytm aESPRIT jest szybszy tylko około 30% od oryginalnego algorytmu ESPRIT.Na rysunku 3.5 zaprezentowano estymatory częstotliwości uzyskane za pomocą algorytmu aESPRIT, dla sygnału identycznego jak na rysunku 2.4 (str. 24). Fioletowym kolorem zaznaczono faktyczne częstotliwości kompo­nentów, natomiast kolorem zielonym zaznaczono estymatory częstotliwości komponentów uzyskane algorytmem aESPRIT. Porównując rysunki 2.4 i 3.5 można zauważyć, że estymatory uzyskane oryginalnym algorytmem ESPRIT i proponowanym algorytmem aESPRIT niemal nie różnią się od siebie. Do­kładną analizę jakościową zaprezentowano w podrozdziale 4.4.
3.3 PodsumowanieW rozdziale tym zaproponowano dwa adaptacyjne algorytmy estymacji czę­stotliwości składowych sygnału wielokomponentowego. Pierwszy z propono­wanych algorytmów jest modyfikacją algorytmu Lee-Morf’a. Modyfikacja ta
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Rysunek 3.5: Estymatory częstotliwości uzyskane za pomocą algorytmu aESPRIT 
polega na wprowadzeniu zmiennego w czasie współczynnika zapominania A(n). Jego wartość zmieniana jest adaptacyjnie w zależności od prędkości zmian zachodzących w sygnale. Drugi z proponowanych algorytmów jest mo­dyfikacją zmiennego w czasie algorytmu ESPRIT. Modyfikacja polega na za­stąpieniu kosztownego obliczeniowo rozkładu macierzy autokorelacji sygna­łu, wykonywanego dla każdej chwili czasu n, zwykłym mnożeniem macierzy. Zarówno w algorytmie ESPRIT jak i proponowanym algorytmie aESPRIT wyznaczana jest ortonormalna baza podprzestrzeni sygnału, co w dalszej ko­lejności pozwala wyznaczyć częstotliwości składowe sygnału.W rozdziale zawarto wykresy przykładowych symulacji, na których po­kazano efekty zastosowanych modyfikacji. Szczegółowe badania symulacyjne zawarte są w rozdziale następnym.
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Rozdział 4

Badania symulacyjne

Badania symulacyjne dotyczą estymacji chwilowych częstotliwości kompo­nentów niestacjonarnych sygnałów wielokomponentowych. Model sygnału opisano zależnością 1.1. Autor pragnie wyjaśnić, że zaproponowane w niniej­szej pracy parametryczne transformacje czasowo-częstotliwościowe zaprojek­towane zostały do estymacji zmiennych w czasie częstotliwości składowych występujących w sygnale. W związku z tym, w badaniach symulacyjnych nie badano jakości estymacji mocy poszczególnych składowych. Problem es­tymacji mocy tych składowych został krótko omówiony w rozdziale 2.4.3. Dokładną analizę problemu estymacji mocy sygnałów wielokomponentowych można znaleźć w [l][5][10].
4.1 Procedury estymacji częstotliwości i miary 

jakości estymatorówUzyskanie estymatorów częstotliwości dla różnych algorytmów JTFT nie odbywało się w jednakowy sposób. W przypadku adaptacyjnego modelu ESPRIT (rozdział 3.2), oznaczanego na wykresach jako aESPRIT, często­tliwości komponentów wyznaczane były bezpośrednio przez algorytm. Nato­miast dla adaptacyjnego modelu AR (rozdział 3.1), oznaczanego na wykre­sach jako aAR, estymatory częstotliwości składowych można uzyskać poprzez analizę transformaty czasowo-częstotliwościowej lub poprzez analizę zmien­nych w czasie parametrów modelu AR. Pierwszy sposób polega na wyzna­czeniu M lokalnych maksimów estymatora P(n, f ) dla każdej chwili czasu n; gdzie M jest rzędem modelu. Metoda ta ogranicza jednak rozdzielczość estymacji częstotliwości ponieważ JTFT, wyznaczana na podstawie zależno­ści 2.50c, korzysta z algorytmu FFT. W efekcie otrzymujemy częstotliwości dyskretne z maksymalną dokładnością 1/7V, gdzie N jest długością transfor­
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maty FFT. Drugi sposób estymacji częstotliwości składowych polega na wy­znaczeniu biegunów na podstawie parametrów modelu AR dla każdej chwili czasowej n. Argumenty tych biegunów są szukanymi pulsacjami, które po­zwalają na wyznaczenie częstotliwości unormowanych. Dzięki temu unika się błędu dyskretyzacji częstotliwości. Prezentowane w dalszej części pracy wy­niki zostały uzyskane przy zastosowaniu drugiego sposobu. Do wyznaczenia biegunów modelu AR użyto funkcji roots() dostępnej w Matlabie.W przypadku spektrogramu częstotliwości składowe były określane przez wyznaczenie M lokalnych maksimów funkcji gdzie M jest ilościąkomponentów w sygnale modelowym. Jak już wspomniano metoda ta wpro­wadza błąd dyskretyzacji równy 1/jV, dlatego w eksperymentach długość transformaty FFT wynosiła N = 4096, w efekcie błąd spowodowany dyskre- tyzacją częstotliwości można pominąć.Estymatory częstotliwości komponentów uzyskane za pomocą proponowa­nych algorytmów parametrycznych zostały porównane z estymatorami uzy­skanymi za pomocą spektrogramu. Jakość estymatorów oceniono na podsta­wie dwóch wielkości: wariancji estymatorów częstotliwości i obciążenia tych estymatorów.Niech oznacza chwilową wariancję estymatorów częstotliwości skła­dowych. Wariancja ta jest średnią arytmetyczną wariancji estymatorów czę­stotliwości każdej składowej w danej chwili czasu:
1 M

=M^ - E2{/<("») =

i=l

gdzie K oznacza liczbę przeprowadzonych symulacji, oznacza estyma­tor częstotliwości i-tej składowej w k-tej symulacji. Oczywiście liczba symu­lacji K musi być odpowiednio duża, aby uśrednianie po zbiorze symulacji uznać za dobrej jakości estymator wartości oczekiwanej.Analogicznie zdefiniujmy chwilowe obciążenie estymatorów częstotliwości składowych:
1 M

b2f^ = uE (4.2)
1 i=lgdzie fi^łn) oznacza faktyczną częstotliwość i-tej składowej w k-tej symu­lacji. Estymacja bj^n) bezpośrednio ze wzoru powoduje trudności związane 
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z koniecznością przechowywania wszystkich wyników cząstkowych. Dla sy­gnału o długości T, złożonego z M komponentów konieczne jest pamiętanie 
T * M * K wyników. Ze względu na te trudności w praktyce skorzystano z zależności 4.3 udowodnionej w [3]:e2 = d2 + b2 b2 = e2 - d2 (4.3)gdzie e2,d2,b2 oznaczają odpowiednio błąd średniokwadratowy, wariancję i obciążenie dowolnego estymatora. Zatem, niech e2(n) oznacza uśredniony po wszystkich składowych średniokwadratowy błąd estymacji częstotliwości składowych:

1 M

= m 52w ~ 2 w)2} = 
i=l

- M K

- jyk 52 E(a^) ~ /^w)2 (4-4)
i=l k=lwtedy na podstawie zależności 4.3 możemy wyznaczyć obciążenie estymacji częstotliwości składowych:

b2(n) = e2(n) — d2(n) (4.5)Wszystkie wykresy prezentujące chwilowe obciążenie estymacji częstotliwości składowych zamieszczone w pracy uzyskano więc pośrednio na podstawie zależności 4.5.Ponieważ badane sygnały były niestacjonarne i częstotliwości składowe z próbki na próbkę ulegały zmianie, końcowym etapem obliczeń było uśrednie­nie po czasie wielkości uzyskanych zgodnie z zależnościami 4.1 i 4.5.
d/ = ^E4w (4-6)

n=0

N-l

4 = w E (4-7)
77 = 0

b2 = e2 - d2 (4.8)Uzyskane w ten sposób wartości potraktowane zostały jako mierniki jakości estymacji częstotliwości składowych.
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4.2 Ogólne warunki przeprowadzonych symu­
lacjiJakość estymacji częstotliwości składowych uzyskanych na podstawie para­metrycznych JTFT zbadano przy pomocy symulacji komputerowych. Wyko­rzystano do tego oprogramowanie Matlab ver. 5.x firmy MathWorks. Propo­nowane eksperymenty przeprowadzone zostały w następujący sposób:1. W każdym eksperymencie przeprowadzono K = 1000 symulacji z lo­sowym szumem dodawanym do sygnału z zachowaniem wymaganego stosunku sygnał/szum - SNR, oraz z losowymi częstotliwościami kom­ponentów.2. Przyjęta długość sygnałów modelowych wyniosła T = 60 próbek.3. Do każdego sygnału dodawano losowy szum biały o ustalonym stosunku sygnał-szum SNR.4. Każdy eksperyment przeprowadzono dla następujących wartości SNR 30 dB, 20 dB, 10 dB, 5 dB, 3 dB, 0 dB i -3 dB.5. Wariancję estymacji częstotliwości składowych sygnałów modelowych, a także obciążenie (zależności 4.1 i 4.2) wyznaczono metodą uśredniania po zbiorze symulacji.6. W trakcie wyznaczania uśrednionej wariancji i obciążenia estymacji częstotliwości składowych (zależności 4.6 i 4.8) uwzględniono naturę algorytmów adaptacyjnych, które w początkowej fazie działania wy­znaczają estymatory obarczone bardzo dużymi błędami, rezygnując w uśrednieniu po czasie z wyników uzyskanych dla pierwszych sześciu próbek.7. W celu ograniczenia poszukiwania częstotliwości komponentów do do­datniej części widma sygnał każdorazowo poddawano transformacji Hil- berta (zależność 1.2).8. Sygnały modelowe były sygnałami o wartościach zespolonych.9. Sygnały modelowe zawierały dwa komponenty sinusoidalne o zmien­nych w czasie częstotliwościach i szum.10. Wobec 7,8,9 rząd modelu wyniósł M = 2. Jedynie w ostatnim doświad­czeniu badany sygnał zawierał M = 5 sinusoidalnych komponentów zespolonych. 47



11. W każdym eksperymencie moc obydwu komponentów była taka sama. Wyjątkiem był eksperyment, w którym jedna ze składowych zanikała. Można to rozpatrywać jako zmianę mocy komponentu z jedności na zero.12. Estymatory częstotliwości komponentów wyznaczano za pomocą trzech następujących metod: adaptacyjny algorytm ESPRIT - aESPRIT, ad­aptacyjny model AR - aAR i spektrogram.13. Przyjęto długość transformaty Fourier’a N = 4096. Przyjęta długość wprowadza błąd estymacji częstotliwości spowodowany dyskretyzacją równy 1/7V « 0.00024, natomiast wariancja estymacji częstotliwości składowych jest w najlepszym przypadku (dla SNR=30dB) o około rząd większa. Ponadto, ponieważ częstotliwości składowe w sygnałach modelowych wybierano losowo w każdej symulacji, można przyjąć, że dyskretyzacja nie wprowadziła dodatkowego obciążenia estymatorów.
4.3 Porównanie algorytmu AR ze stałym 

współczynnikiem zapominania i propono­
wanego algorytmu aARW eksperymencie tym porównano jakość estymatorów częstotliwości kom­ponentów uzyskanych na podstawie modelu AR ze stałym współczynnikiem zapominania dla różnych wartości tego współczynnika, z jakością estymato­rów uzyskanych na podstawie modelu AR z adaptacyjnie zmienianym współ­czynnikiem zapominania. Na wykresie 4.1 prezentowane są wartości wariancji (oznaczone znakiem o) i obciążenia (oznaczone znakiem *). Kolorem czarnym oznaczono wariancję i obciążenie estymacji częstotliwości dla algorytmu aAR. Pozostałych kolorów użyto do oznaczenia wyników uzyskanych dla algorytmu ze stałym współczynnikiem zapominania. Zamieszczona legenda przyporząd­kowuje wartości stałego współczynnika A opowiednim kolorom na wykresie.Z wykresu tego wynika, że zastosowanie zmiennego współczynnika po­zwala znacznie zmniejszyć wariancję estymatorów częstotliwości do poziomu osiąganego dla A = const = 0.9, przy jednoczesnym zmniejszeniu obciążenia tych estymatorów.
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Rysunek 4.1: Wariancja i obciążenie estymacji częstotliwości składowych uzy­skanych na podstawie modelu AR
4.4 Porównanie klasycznego algorytmu 

ESPRIT z proponowanym algorytmem 
aESPIRTW rozdziale 3.2 zaproponowano adaptacyjny algorytm - aESPRIT, który jak pokazano teoretycznie, wymaga mniejszej liczby obliczeń niż algorytm do­kładny opisany w rozdziale 2.4.2. Pozostaje pytanie, czy zmniejszenie liczby obliczeń nie pociąga za sobą znacznego pogorszenia jakości estymatorów? W doświadczeniu, użyto sygnału złożonego z dwóch komponentów. Częstotli­wość jednego z nich zmieniała się nieliniowo; częstotliwość drugiego zmie­niała się liniowo, ale w połowie czasu trwania sygnału następowała skokowa zmiana tej częstotliwości. Na wykresie 4.2 zaprezentowano jedną z przykła­dowych symulacji wykonaną dla SNR=30dB. Kolorem fioletowym oznaczo­no faktyczne częstotliwości komponentów, kolorem zielonym oznaczono esty­matory częstotliwości komponentów uzyskane na podstawie proponowanego algorytmu aESPRIT, a kolorem niebieskim na podstawie oryginalnego algo­rytmu ESPRIT. Główne różnice występują przy starcie algorytmu, oraz w momentach skokowej zmiany częstotliwości, co wynika z natury algorytmów adaptacyjnych. Analiza rysunku 4.2 i kolejnego 4.3 wskazuje, że estymatory częstotliwości uzyskane za pomocą obu metod różnią się nieznacznie.Wykres 4.3 prezentuje wartości wariancji (oznaczone znakiem o) i obcią-
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Rysunek 4.2: Częstotliwość sygnału modelowego i estymatory częstotliwo­ści komponentów uzyskane na podstawie klasycznego algorytmu ESPRIT i algorytmu aESPRIT 
żenią (oznaczone znakiem *) estymatorów częstotliwości uzyskanych za po­mocą klasycznego algorytmu ESPRIT (kolor niebieski) i algorytmu aESPRIT (kolor zielony). Można zauważyć, że wzrost zawartości szumu w sygnale po­woduje niemal liniowy wzrost wariancji estymatorów częstotliwości kompo­nentów. Ponadto można zauważyć, że SNR ma niewielki wpływ na obciążenie estymatorów częstotliwości.Na podstawie przeprowadzonych symulacji można stwierdzić, że propo­nowany w rozdziale 3.2 adaptacyjny algorytm ESPRIT można stosować z powodzeniem zamiast algorytmu dokładnego, gdyż nie wnosi on znaczących błędów do estymacji częstotliwości komponentów, a ilość wymaganych obli­czeń jest znacznie mniejsza. Prezentowane w dalszej części tej pracy wyniki uzyskano za pomocą algorytmu aESPRIT.W dalszej kolejności zbadano wpływ współczynnika /z na jakość estymacji częstotliwości komponentów w algorytmie aESPRIT. Na wykresie 4.4 zapre­zentowano jedną z przykładowych symulacji. Z wykresu można wnioskować, że dla współczynnika /z bliskiego jedności, wariancja estymacji częstotliwości komponentów jest mniejsza niż dla małego /z. Ponadto dla dużego /z głównym składnikiem błędu estymacji częstotliwości komponentów staje się obciąże­nie. Jest to spowodowane przez zbyt wolną adaptacją algorytmu - algorytm nie nadąża za zmianami częstotliwości komponentów w sygnale. Znajduje to potwierdzenie w wynikach zaprezentowanych na wykresach 4.5, 4.6, 4.7.
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Rysunek 4.3: Wariancja i obciążenie estymacji częstotliwości składowych uzy­skanych na podstawie klasycznego algorytmu ESPRIT i algorytmu aESPRIT

Rysunek 4.4: Częstotliwość sygnału modelowego i estymatory częstotliwo­ści komponentów uzyskane na podstawie algorytmu aESPRIT, dla różnych współczynników p
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Rysunek 4.5: Zależność wariancji i obciążenia estymacji częstotliwości skła­dowych uzyskanych na podstawie algorytmu aESPRIT od /z, dla różnych rozmiarów macierzy autokorelacji N

Rysunek 4.6: Zależność obciążenia estymacji częstotliwości składowych uzy­skanych na podstawie algorytmu aESPRIT od /z, dla różnych rozmiarów ma­cierzy autokorelacji N
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Rysunek 4.7: Zależność wariancji estymacji częstotliwości składowych uzy­skanych na podstawie algorytmu aESPRIT od dla różnych rozmiarów ma­cierzy autokorelacji N
Szczegółowa analiza tych wyników pozwala stwierdzić, że:• minimum obciążenia estymacji częstotliwości komponentów jest osią­gane dla wartości współczynnika p 6 (0.5,0.7) niezależnie od poziomu szumów zawartych w sygnale,• zwiększanie współczynnika prowadzi do zmniejszenia wariancji esty­macji częstotliwości komponentów,• dla dużych wartości SNR wariancja estymacji częstotliwości jest po­równywalna z obciążeniem i wtedy należy skupić się na minimalizacji wariancji,• zwiększenie rozmiaru N estymowanej macierzy autokorelacji (zależność 2.61) powoduje zmniejszenie wpływu współczynnika n na wariancję estymacji częstotliwości komponentów,• korzystne jest zwiększanie rozmiaru N estymowanej macierzy autoko­relacji ze względu na zmniejszenie obciążenia estymacji częstotliwości, zwiększa to jednak koszty obliczeniowe.
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4.5 Ocena jakości estymatorów częstotliwości 
dla sygnałów niestacjonarnych

4.5.1 Jakość estymacji przy liniowej zmianie częstotli­
wości komponentówW eksperymencie tym sygnał modelowy składał się z dwóch komponentów. Częstotliwość pierwszego komponentu rosła liniowo, a częstotliwość drugiego komponentu malała liniowo. Częstotliwości początkowe i końcowe wybierano losowo z przedziałów (0.05,0.15) i (0.35,0.45). Wykres 4.8 prezentuje wyni­ki estymacji częstotliwości dla jednej z symulacji przy SNR=30dB. Kolorem fioletowym oznaczono zadane częstotliwości komponentów sygnału modelo­wego. Kolorami niebieskim, zielonym i czerwonym oznaczono estymatory czę­stotliwości komponentów uzyskane odpowiednio na podstawie spektrogramu, algorytmu aESPRIT i algorytmu aAR.Z wykresu 4.8 wynika, że dla dużych różnic częstotliwości komponentów wszystkie estymatory prawidłowo odwzorowują charakter zmian częstotli­wości. Jednak w części środkowej wykresu, tam gdzie różnica częstotliwości komponentów jest mała, występują duże błędy. Najlepsze efekty uzyskano dla algorytmu aESPRIT. W przypadku spektrogramu częstotliwości obu kompo­nentów dla małej różnicy częstotliwości zlewały się w jedną częstotliwość, a ponieważ algorytm estymacji częstotliwości na podstawie komponentu wy­szukiwał dwa maksima, więc prążki boczne zostały potraktowane jako dru­gi komponent. Do wyznaczenia spektrogramu użyto okna prostokątnego o długości 15 próbek. Długość okna dobrano doświadczalnie tak, aby zmini­malizować średniokwadratowy błąd estymacji częstotliwości komponentów. Wydłużenie okna powoduje, że estymatory częstotliwości komponentów są uśredniane i stopniowo ze wzrostem długości okna dążą do stałej średniej wartości częstotliwości komponentów. Nie można wtedy określić jak zmie­niają się częstotliwości komponentów. Natomiast skracanie okna powoduje wzrost amplitudy tzw. prążków bocznych. W następstwie interferencji tych prążków dochodzi do sytuacji, w której niektóre prążki boczne mają więk­szą amplitudę niż prążki zasadnicze (prawidłowe). W konsekwencji algorytm wybierający M maksimów z widma dla danej chwili n traktuje taki prążek jako częstotliwość komponentu. Jest to szczególnie widoczne, gdy różnica częstotliwości komponentów jest mała. Potwierdza to wykres 4.8.Na wykresie 4.9 zaprezentowano wpływ szumu na wariancję (oznaczoną znakiem o) i obciążenie (oznaczone znakiem *) estymatorów częstotliwości komponentów. Zgodnie z oczekiwaniami wzrost zawartości szumu w sygnale powoduje pogorszenie jakości estymatorów. Z wykresu wynika, że obciąźe-
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Rysunek 4.8: Przykład estymacji częstotliwości komponentów w przypadku liniowej zmiany tych częstotliwości dla SNR=30dB

Rysunek 4.9: Zależność wariancji i obciążenia estymacji częstotliwości w przy­padku liniowej zmiany tych częstotliwości od zawartości szumu w sygnale
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Rysunek 4.10: Przykład estymacji częstotliwości komponentów w przypadku nieliniowej zmiany tych częstotliwości dla SNR=30dB 
nie estymacji częstotliwości składowych jest niemal o dwa rzędy mniejsze od wariancji i to niezależnie od SNR. Można więc przyjąć, że średniokwadrato- wy błąd estymacji częstotliwości w przypadku liniowej zmiany częstotliwości komponentów jest równy wariancji estymacji częstotliwości komponentów. Jednocześnie należy zauważyć, że obie proponowane metody estymacji czę­stotliwości komponentów wykazują lepszą jakość estymatorów niż klasyczny spektrogram.
4.5.2 Jakość estymacji przy nieliniowej zmianie często­

tliwości komponentówSygnał modelowy składał się z dwóch komponentów, których częstotliwość zmieniała się w sposób sinusoidalny. Częstotliwość minimalną i maksymalną pierwszego komponentu wybierano losowo z przedziału (0.05, 0.25), a drugie­go komponentu z przedziału (0.3, 0.45). Ponadto faza pierwszego komponentu była losowa.Na rysunku 4.10 zaprezentowano jedną z przykładowych symulacji dla SNR=30dB. Kolorem fioletowym oznaczono zadane częstotliwości kompo­nentów. Kolorami niebieskim, zielonym, czerwonym oznaczono odpowiednio estymatory częstotliwości składowych uzyskane na podstawie spektrogramu, algorytmu aESPRIT i algorytmu aAR. W spektrogramie użyte zostało okno prostokątne o długości 15 próbek.
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Rysunek 4.11: Zależność wariancji i obciążenia estymacji częstotliwości w przypadku nieliniowej zmiany tych częstotliwości od zawartości szumu w sy­gnale
W spektrogramie często dochodzi do sytuacji, w której prążki boczne (spowodowane krótkim oknem czasowym) mają większą moc od prążków za­sadniczych i dlatego estymatory częstotliwości komponentów obciążone są dużymi błędami przypadkowymi. Natomiast estymatory częstotliwości uzy­skane za pomocą algorytmu aAR wykazują największe obciążenie, Jest to spowodowane tym, że prędkość zmian częstotliwości obu komponentów jest różna i algorytm adaptacyjnego doboru współczynnika zapominania nie wy­znacza go prawidłowo. Częściowym wyjściem z tej sytuacji jest zwiększenie rzędu modelu. Jednak wtedy ilość parametrów modelu AR jest większa niż rzeczywista ilość składowych i estymatory częstotliwości tych składowych można wyznaczyć tylko w sposób identyczny jak dla spektrogramu.Na rysunku 4.11 zaprezentowano wpływ szumu na wariancję i obciążenie estymatorów częstotliwości komponentów. Zgodnie z oczekiwaniami wzrost zawartości szumu w sygnale spowodował pogorszenie jakości estymatorów. W tym przypadku adaptacyjny algorytm aESPRIT okazał się znacznie lepszy od obu pozostałych algorytmów.
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Rysunek 4.12: Przykład estymacji częstotliwości komponentów w przypadku skokowej zmiany tych częstotliwości dla SNR=30dB
4.5.3 Jakość estymacji przy skokowej zmianie częstotli­

wości komponentówW tym przypadku sygnał modelowy składał się z dwóch komponentów sinu­soidalnych o skokowej zmianie częstotliwości. Pojedynczy komponent można scharakteryzować za pomocą dwóch wielkości: częstotliwości nośnej f0 i de­wiacji częstotliwości △/. Każdy komponent generowano na podstawie losowej sekwencji binarnej. Częstotliwość nośna /o modulowana była w ten sposób, że logicznemu zeru przypisywano częstotliwość /o — l/2Ay, a logicznej jedyn­ce przypisywano częstotliwość f0 + l/2Ay. Częstotliwość nośna pierwszego komponentu wybierana była losowo z przedziału f0 G [0.1, 0.2], zaś często­tliwość nośna drugiego komponentu z przedziału f0 G [0.3,0.4]. Dewiacja częstotliwości dla obu komponentów była jednakowa i wynosiła △/ — 0.1. Czas trwania pojedynczego symbolu logicznego wynosił dziesięć próbek.Przykładową symulację dla SNR=30dB zaprezentowano na rysunku 4.12. Kolorem fioletowym oznaczono zadaną częstotliwość obu komponentów. Ko­lorami niebieskim, zielonym, czerwonym oznaczono estymatory częstotliwości komponentów uzyskane odpowiednio na podstawie spektrogramu, algorytmu aESPRIT i algorytmu aAR. Spektrogram wyznaczano z użyciem okna prosto­kątnego o długości 15 próbek, podobnie jak to miało miejsce w eksperymencie z liniową zmianą częstotliwości komponentów.Na rysunku 4.13 zaprezentowano wpływ szumu na wariancję (oznaczo-
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Rysunek 4.13: Zależność wariancji i obciążenia estymacji częstotliwości w przypadku skokowej zmiany tych częstotliwości od zawartości szumu w sy­gnale 
ną znakiem o) i obciążenie (oznaczone znakiem *) estymatorów częstotli­wości komponentów. Tu również zgodnie z oczekiwaniami zmniejszenie SNR spowodowało pogorszenie jakości estymatorów. W tym przypadku wariancja estymacji częstotliwości komponentów dla algorytmu aAR jest minimalnie większa niż wariancja spektrogramu.Z wykresu 4.13 wynika, że obciążenie estymatorów częstotliwości nie ma dużego wpływu na jakość tych estymatorów. Ponadto można zauważyć, że najlepsze jakościowo estymatory częstotliwości uzyskano dla algorytmu aESPRIT.
4.5.4 Całkowity zanik jednej ze składowychW sygnałach spotykanych w przyrodzie często zachodzi sytuacja, gdy jed­na lub kilka składowych zanika, lub pojawiają się nowe składowe. Jest to sytuacja nieco podobna do sytuacji opisanej w poprzednim podrozdziale do­tyczącym skokowej zmiany częstotliwości komponentów. Jednak przy skoko­wej zmianie częstotliwości nie zmieniała się ilość komponentów. Natomiast w przypadku zaniku jednego lub kilku komponentów zmienia się ich ilość w sygnale, a więc zmianie ulega również rząd modelu. Zaproponowane algoryt­my nie uwzględniają takich zmian i w celu estymacji rzędu modelu należy skorzystać z dodatkowych algorytmów zaproponowanych w [22] [45] [53]. Nie-
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Rysunek 4.14: Przykład estymacji częstotliwości składowych w przypadku całkowitego zaniku jednego z komponentów 
stety wszystkie znane metody estymacji rzędu modelu zawodzą dla małych wartości SNR i dlatego są mało przydatne.Zanik komponentu można traktować również tak, jakby dany komponent miał zerową moc. Z tego punktu widzenia rząd modelu nie ulega zmianie. Ba­zując na takim podejściu przeprowadzono badanie sygnału modelowego zło­żonego z dwóch komponentów. Częstotliwość jednego z nich zmienia się prze­działami liniowo, przy czym zanika ona w przedziale od dwudziestej pierwszej do czterdziestej próbki. Częstotliwość drugiego komponentu zmienia się si­nusoidalnie, przy czym zanika ona od czterdziestej pierwszej próbki do końca sygnału.Przykładową symulację przedstawiono na rysunku 4.14. Kolorem fiole­towym oznaczono zadane częstotliwości komponentów, kolorami niebieskim, zielonym, czerwonym oznaczono odpowiednio estymatory częstotliwości skła­dowych uzyskane na podstawie spektrogramu, algorytmu aESPRIT i algoryt­mu aAR. Wariancję (oznaczoną znakiem o) i obciążenie (oznaczone znakiem *) estymacji częstotliwości komponentów zaprezentowano na rysunku 4.15. Charakterystyczne jest bardzo duże obciążenie estymatorów spowodowane nieuwzględnieniem zmiany rzędu modelu.Przeprowadzono również dodatkowy eksperyment, w którym założono, że dysponujemy idealnym algorytmem estymacji rzędu modelu. Przykładową symulację zaprezentowano na rysunku 4.16, a wariancję (oznaczoną znakiem o) i obciążenie (oznaczone znakiem *) estymacji częstotliwości komponentów
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Rysunek 4.15: Zależność wariancji i obciążenia estymacji częstotliwości w przypadku całkowitego zaniku jednego z komponentów od zawartości szumu w sygnale; wykres przy założeniu stałego rzędu modelu M = 2
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Rysunek 4.16: Przykład estymacji częstotliwości składowych w przypadku całkowitego zaniku jednego z komponentów; wykres uzyskano przy założeniu, że w każdej chwili czasu znany jest rząd modelu M
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Rysunek 4.17: Zależność wariancji i obciążenia estymacji częstotliwości w przypadku całkowitego zaniku jednego z komponentów od zawartości szumu w sygnale; wykres uzyskano przy założeniu, że w każdej chwili czasu znany jest rząd modelu M

Rysunek 4.18: Spektrogram sygnału z rysunku 4.14, długość FFT 1024, okno prostokątne o długości 25, SNR=30dB
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Rysunek 4.19: JTFT uzyskane na podstawie algorytmu aESPRIT sygnału z rysunku 4.14, /z = 0.7, SNR=30dB

Rysunek 4.20: JTFT uzyskane na podstawie algorytmu aAR sygnału z ry­sunku 4.14, długość FFT 1024, SNR=30dB 
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zaprezentowano na rysunku 4.17. Odpowiednie wartości wariancja i obciąże­nia są zbliżone do wartości uzyskanych w poprzednich eksperymentach.Kolejne rysunki 4.18, 4.19 i 4.20 prezentują transformaty czasowo- częstotliwościowe uzyskane odpowiednimi algorytmami. Widać wyraźny, szybki spadek mocy komponentu po jego zaniknięciu i bardzo szybki wzrost mocy komponentu po jego ponownym pojawieniu się. Prezentowane wyni­ki zostały uzyskane dla SNR=30dB. Wraz ze wzrostem zawartości szumu w sygnale zmiany te przestają być tak czytelne.
4.6 Koszt obliczeniowy proponowanych algo­

rytmówW eksperymencie tym porównano koszty obliczeniowe wyznaczenia estyma­torów częstotliwości komponentów na podstawie algorytmu ESPRIT liczone­go dokładnie, tak jak to opisano w rozdziale 2.4.2, oraz na podstawie adap­tacyjnego algorytmu aESPRIT zaproponowanego w rozdziale 3.2. Algorytm aESPRIT, pozwala teoretycznie na dwukrotne zmniejszenie liczby obliczeń w kroku drugim algorytmu. Jednak po uwzględnieniu faktu, że część opera­cji odbywa się w arytmetyce zespolonej, oraz po uwzględnieniu, że na koszt obliczeniowy wpływ mają również operacje dodawania i odejmowania oka­zuje się, że oszczędności są nieco mniejsze. Przykładowo koszt wyznaczenia estymatorów częstotliwości dla M = 2, N = 2 * M, gdzie M oznacza ilość komponentów, N wielkość macierzy autokorelacji R(n) w każdej chwili czasu wynosi:• dla algorytmu ESPRIT - 4089FLOP• dla algorytmu aESPRIT - 2557FLOPLiczby te uzyskano przy pomocy funkcji flops() dostępnej w pakiecie Matlab. Funkcja ta zlicza wszystkie operacje zmiennoprzecinkowe przy następujących założeniach:• operacje dodawania i odejmowanie liczone są jako 1FLOP, jeżeli za­chodzą na liczbach rzeczywistych i jako 2FLOP dla liczb zespolonych,• operacje mnożenia i dzielenia liczone są jako \FLOP, jeżeli wynik jest liczbą rzeczywistą i 6FLOP w przeciwnym przypadku.Porównanie kosztu obliczeniowego dla różnych M i N prezentuje tabela 4.1. Można zauważyć, że dla N = 2* M koszt obliczeniowy algorytmu adap-
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M N = 2 * M N = 3* M2 4089 2557 11525 67653 13491 8731 34702 218354 31486 20413 81225 502695 56652 38597 152746 951976 98017 65405 253233 1625637 145716 103093 390147 2533538 216927 153223 580067 3742499 303547 213309 793216 52563910 408518 289357 1069943 71727711 544255 390345 1416076 95250712 700907 495457 1816619 123216113 868106 637687 2339409 155985314 1081648 781533 2966050 193479515 1312769 957345 3653558 237358116 1604581 1161791 4378750 288316317 1896407 1383465 5247893 344750518 2220197 1633877 6152719 407407319 2596557 1920725 7206877 477521120 3066309 2234391 8504092 5558955Tabela 4.1: Porównanie kosztów obliczeniowych algorytmu ESPRIT dokład­nego (lewe kolumny) i adaptacyjnego (prawe kolumny) 
tacyjnego aESPRIT jest mniejszy średnio o 30%, a dla N = 3 * M średnio o 35% od dokładnego algorytmu ESPRIT.W dalszej kolejności przeanalizowano koszty obliczeniowe pozostałych al­gorytmów przeprowadzając następujący eksperyment. Analizie poddano sy­gnał mowy ludzkiej o długości stu próbek. Był to fragment samogłoski ’a’. Estymatory częstotliwości komponentów wyznaczano w oparciu o spektro- gram (kolor niebieski), adaptacyjny algorytm aAR (kolor czerwony) i adap­tacyjny algorytm aESPRIT (kolor zielony). Za każdym razem wyznaczano estymatory częstotliwości przy założeniu innego rzędu modelu M G [2, 20]. Koszty obliczeniowe wyznaczenia estymatorów częstotliwości dla wszystkich trzech metod zaprezentowano na wykresie 4.21. W spektrogramie zastosowa­no okno Hamminga o długości 121 próbek i algorytm FFT o długości 4096 punktów, gdyż jak wynika z poprzednich eksperymentów dopiero przy tej rozdzielczości błędy estymacji częstotliwości wynikłe z dyskretyzacji często­tliwości są pomijalnie małe w stosunku do pozostałych błędów estymacji. Oczywiście koszt wyznaczenia częstotliwości M komponentów na podstawie

65



Rysunek 4.21: Zależność kosztów obliczeniowych wyznaczenia estymatorów częstotliwości komponentów wyrażone we FLOP-ach od ilości komponentów 
spektrogramu niemal nie zależy od M, gdyż koszt wyznaczenia M maksimów widma dla każdej chwili czasu jest pomijalnie mały w stosunku do kosztu wy­znaczenia samego spektrogramu. Natomiast koszt obliczeniowy pozostałych dwóch algorytmów rośnie bardzo szybko ze wzrostem M. Z wykresu 4.21 można również odczytać wartości graniczne zakładanego rzędu modelu M, poniżej których opłaca się stosować metody parametryczne estymacji czę­stotliwości. Dla adaptacyjnego algorytmu aAR wartość ta wynosi 15, a dla adaptacyjnego algorytmu aESPRIT wartość ta wynosi 10.
4.7 PodsumowanieNa podstawie przeprowadzonych symulacji można stwierdzić, że parame­tryczne transformacje czasowo-częstotliwościowe są bardzo użytecznym na­rzędziem analizy sygnałów złożonych z niestacjonarnych komponentów sinu­soidalnych. Parametryczne JTFT mogą znaleźć zastosowanie szczególnie w zadaniach, w których najistotniejsze jest określenie częstotliwości komponen­tów. Zarówno adaptacyjny model AR, jak i adaptacyjny algorytm ESPRIT pozwalają wyznaczyć dokładniejsze estymatory częstotliwości komponentów niż klasyczny spektrogram. Nadmienić należy, iż większość autorów wskazuje spektrogram z oknem prostokątnym jako najlepszą nieparametryczną metodę estymacji częstotliwości sygnału [22||46].
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Z trzech przebadanych metod estymacji zmiennych w czasie częstotliwości komponentów najlepsze własności wykazuje algorytm aESPRIT. Jednak w takich zastosowaniach gdzie niezwykle istotna jest złożoność obliczeniowa można z powodzeniem stosować algorytm aAR godząc się na nieco gorszą jakość estymacji częstotliwości komponentów.
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Rozdział 5

Badanie rzeczywistych sygnałów

Symulacje komputerowe opisane w rozdziale poprzednim pozwalają ocenić ja­kość estymacji JTFT. Ocena ta jest miarodajna gdyż, wiele obserwowanych w rzeczywistości sygnałów ma naturę harmoniczną. Do takich sygnałów na­leżą sygnały telekomunikacyjne, sygnały radarowe, fragmenty sygnału mowy ludzkiej (fonemy odpowiadające samogłoskom i fonemy dźwięczne) i wiele in­nych. Tak więc proponowany wielokomponentowy model sygnału (zależność 1.1) dobrze opisuje rzeczywistość pomiarową.Poniżej przedstawiono wyniki analizy zmiennych w czasie częstotliwości rzeczywistych sygnałów niestacjonarnych uzyskane przy pomocy dwóch za­proponowanych w niniejszej pracy algorytmów to znaczy: adaptacyjnego al­gorytmu aAR i adaptacyjnego algorytmu aESPRIT, oraz przy pomocy spek- trogramu jako punktu odniesienia.• W badaniach wykorzystano oprogramowanie Matlab ver. 5.x Math- Works.• Zebrane sygnały zawierały tylko wartości rzeczywiste i przed analizą przekonwertowano je na sygnały o wartościach zespolonych za pomocą transformacji Hilberta.• Ponadto w prezentacji wyników jest pewna różnica w stosunku do roz­działu poprzedniego, gdyż poprzedni rozdział dotyczył estymacji czę­stotliwości komponentów. W niniejszym rozdziale estymowano również moc komponentów. Na wykresach na osi poziomej zaznaczono czas, a na osi pionowej częstotliwość, z uwzględnieniem rzeczywistej częstotli­wości próbkowania sygnału. Moc komponentów oznaczono za pomocą palety kolorów oznaczonej w pakiecie Matlab jako ’hot’. Kolor czarny odpowiada maksymalnej mocy, a kolor biały mocy zerowej.
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• Na wszystkich wykresach umieszczono (od góry): wykres czasowy, spek- trogram, JTFT uzyskana algorytmem aESPRIT, JTFT uzyskana algo­rytmem aAR.• Ze względu na ograniczoną rozdzielczość wydruków komputerowych na prezentowanych wykresach ograniczano do 1024 długość stosowa­nej transformaty FFT.• Wszystkie omawiane wykresy umieszczono na końcu rozdziału ze wzglę­du na ich rozmiary.
5.1 Sygnały telekomunikacyjneZwykle obserwowane sygnały telekomunikacyjne zawierają częstotliwość no­śną, która jest zmodulowana amplitudowo, fazowo, częstotliwościowo lub po­przez kombinację tych modulacji. W całym widmie sygnałów telekomuni­kacyjnych może wystąpić wiele takich sygnałów, lecz poprzez filtrację moż­na wydzielić pasmo częstotliwości, w którym mieści się jeden interesujący z punktu widzenia odbiorcy sygnał. Zjawiskiem niedopuszczalnym w tradycyj­nych systemach telekomunikacyjnych jest sytuacja kiedy na jednej często­tliwości nośnej (lub w tym samym paśmie częstotliwości) emitowanych jest kilka sygnałów telekomunikacyjnych. Można więc przyjąć, że sygnał teleko­munikacyjny składa się z pojedynczego komponentu sinusoidalnego o zmien­nych parametrach. W tej sytuacji w odpowiednich zależnościach w propono­wanych adaptacyjnych algorytmach estymacji częstotliwości należy przyjąć rząd modelu M = 1. W przypadku kiedy sygnał zawiera jeden komponent, teoretycznie spektrogram i oba proponowane algorytmy parametryczne po­zwalają uzyskać estymatory częstotliwości tego komponentu o porównywalnej jakości. Jednak jak zostało to pokazane na wykresie 4.21 Spektrogram jest wielokrotnie bardziej kosztowny obliczeniowo od obu proponowanych algo­rytmów. Można zmniejszyć koszt obliczeniowy spektrogramu stosując krótszą transformację FFT, jednak wtedy uzyskane estymatory częstotliwości będą obarczone dużym błędem dyskretyzacji częstotliwości.Przykładowe sygnały telekomunikacyjne i ich różne transformaty czasowo-częstotliwościowe zaprezentowano na rysunkach 5.1, 5.2, 5.3 i 5.4. Sygnały został zarejestrowane w Wojskowej Akademii Technicznej w War­szawie. Pierwszy i drugi sygnał zarejestrowano w odległości kilku kilometrów od anteny nadajnika radiolinii pracującej z modulacją MSK i QPSK. Na ry­sunku 5.1 zaprezentowano zmienne w czasie widmo sygnał po przeniesieniu go na częstotliwość pośrednią. Widoczne sa dokładne zmiany częstotliwości sygnału. Na rysunku 5.2 zaprezentowano zmienne w czasie widmo sygnału po 

69



przeniesieniu go na częstotliwość pośrednią 5 MHz. Zgodnie z oczekiwaniami częstotliwość sygnału nie ulega zmianie a widoczne fluktuacje są spowodowa­ne małym stosunkiem SNR i błędami estymacji. Trzeci sygnał (rysunek 5.3) jest sygnałem emitowanym przez stację bazową systemu systemu GSM. Sze­rokość pasma GSM wynosi 25 MHz (od 890 MHz do 915 MHz). W tym paśmie umieszczonych jest 125 kanałów o szerokości pasma 200 kHz. Czas trwania jednej ramki sygnału GSM wynosi 577/zs, a przerwa pomiędzy ramkami wy­nosi około 3.7/zs. Na rysunku 5.4 wybrano jeden z kanałów (częstotliwość 2.4 MHz) z rysunku 5.3.Choć prezentowane wykresy transformat czasowo-częstotliwościowych sy­gnałów telekomunikacyjnych (rysunki 5.1, 5.2, 5.3 i 5.4) uzyskane różnymi al­gorytmami nie są w zasadniczy sposób różne, to jednak dokładność określenia częstotliwości, oraz efektywność obliczeniowa algorytmów parametrycznych są zdecydowanie lepsze.
5.2 Sygnały radaroweObecnie istnieje bardzo wiele typów radarów emitujących bardzo zróżnico­wane sygnały radiowe. Autor miał dostęp jedynie do sygnałów pochodzących z radarów impulsowych z liniową zmianą częstotliwości. Sygnały te zareje­strowano z niewielkiej odległości od radaru.Na rysunku 5.5 zaprezentowano wyniki analizy jednego z wielu zareje­strowanych impulsów radaru pracującego z liniową zmianą częstotliwości. Na wykresie tym widoczne są dwie fazy generacji impulsu. Pierwsza z nich trwająca od 2ps do około 6^s jest stanem przejściowym (informacja po­twierdzona przez specjalistów z WAT). Druga faza jest stanem ustalonym z widoczną liniową zmianą częstotliwości. Stan przejściowy jest charaktery­styczny dla danego typu radaru, a nawet dla danego egzemplarza radaru. Tak więc precyzyjne określenie zmian częstotliwości w czasie pozwala na ła­twiejszą identyfikację egzemplarza, a to jest zagadnienie bardzo istotne z wojskowego punktu widzenia. Porównanie wyników estymacji transforma­cji czasowo-częstotliwościowej dla sygnałów radarowych wynika, że najlepsze wyniki można uzyskać przy pomocy algorytmu aESPRIT.
5.3 Sygnały sejsmiczneSygnały sejsmiczne są falami propagowanymi w górotworze, powstałymi w wyniku wstrząsów ziemi. Sygnały te rejestrowane są przez sejsmometry. Na­tura tych sygnałów jest skomplikowana, ale można je opisać przy pomocy 
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modelu w którym zakłada się, że krótkotrwałe (a w związku z tym sze­rokopasmowe) pobudzenie propagowane jest przez górotwór o charakterze rezonansowym [29], Fala rozprzestrzenia się od epicentrum we wszystkich kierunkach. Oczywiście te pobudzenia mogą nastąpić w krótkich odstępach czasu i w różnych miejscach. W związku z tym analiza sygnałów sejsmicznych jest trudna, gdyż sejsmometr rejestruje nakładające się drgania harmoniczne występujące losowo na osi czasu i stłumione w różnym stopniu.Szczegółowa analiza zmiennego w czasie widma takich sygnałów dostarcza wielu cennych informacji o budowie górotworu, o stanie naprężeń w górotwo­rze itp.Na rysunkach 5.6, 5.8 i 5.7 przedstawiono kolejno wyniki analizy widmo­wej sygnałów zarejestrowane przez sejsmometry o numerach odpowiednio 25, 13 i 29. Sejsmometry te rozmieszczone są na terenach LGOM w kopalni ZG Rudna. Sejsmometry 13-ty i 29-ty są położone mniej więcej na tym samym kierunku patrząc od epicentrum drgań. Sejsmometr 29-ty znajduje się w od­ległości około 1 km, podczas kiedy sejsmometr 13-ty znajduje się w odległości około 2.5 km od epicentrum drgań. Ponieważ oba sejsmometry leżą na tym samym kierunku rozchodzenia się fali struktura czasowo-częstotliwościowa obu zarejestrowanych sygnałów jest podobna. Można zauważyć, że struktura czasowo-częstotliwościowa sygnału zarejestrowanego przez sejsmometr 13-ty jest opóźnioną w czasie i wytłumioną falą sejsmiczną, która została zareje­strowana przez sejsmometr 29-ty.Natomiast sejsmometr 25-ty położony jest w odległości około 800 m, ale na kierunku innym od pozostałych dwóch sejsmometrów. Z tego powodu struktura czasowo-częstotliwościowa zarejestrowanego sygnału jest odmien­na. Częstotliwości rezonansowe górotworu są niemal stałe.Ponadto wyraźnie widoczne jest, że algorytm aAR nie nadąża za bardzo szybkimi zmianami widma sygnału sejsmicznego. Znacznie lepsze rezulta­ty uzyskano przy zastosowaniu algorytmu aESPRIT. Algorytm ten znacz­nie szybciej reaguje na zmiany widma i pozwala na najdokładniejszą anali­zę struktury czasowo-częstotliwościowej sygnału sejsmicznego. Ponadto moż­na zauważyć, że spektrogram nie pozwala na szczegółową analizę struktury czasowo-częstotliwościowej sygnału.
5.4 Sygnały mowyBardzo ogólnie patrząc w sygnale mowy można wyróżnić fonemy dźwięcz­ne i szumowe. Nie wnikając zbytnio w szczegóły można przyjąć, że fonemy dźwięczne powstają na skutek pobudzenia strun głosowych przepływającym przez krtań powietrzem. Powstająca tam fala dźwiękowa trafia do głośni 
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(jamy ustnej i częściowo do jamy nosowej). Ogólnie przyjęto, że dobrym modelem takiego systemu jest połączenie kilku do kilkunastu komór rezo­nansowych, pobudzanych tonem krtaniowym. W efekcie w sygnale można zaobserwować kilka do kilkunastu częstotliwości rezonansowych i ton krta­niowy. Zupełnie inny jest mechanizm powstawania fonemów szumowych. Po­wietrze swobodnie przepływa przez krtań i dopiero zawirowania powietrza w okolicach zębów i ust powodują powstanie dźwięku. W związku z tym w algorytmach analizy mowy wykorzystuje się więc zwykle dwa różne modele. Wyróżnia się jeszcze kilka innych rodzajów fonemów, lecz do analizy używa się złożenia tych dwóch modeli [2] [23].Na rysunku 5.9 przedstawiono przebieg czasowy sylaby ’stko’, oraz trans­formaty czasowo częstotliwościowe uzyskane na podstawie spektrogramu, al­gorytmu aESPRIT i algorytmu aAR. Wyniki są zgodne z oczekiwaniami. Wyraźnie widoczne są częstotliwości rezonansowe, czyli tzw. formanty fone­mu ’o’ (czas trwania od 0.2s do 0.25s). W przypadku pozostałych fonemów tj. ’s’ (od 0 do 0.8s), ’t’ (od 0.11 do 0.14s) i ’k’ (od 0.18 do 0.2s) częstotliwości komponentów wskazywane przez oba proponowane algorytmy nie są miaro­dajne, aczkolwiek można zauważyć pewne podobieństwo do spektrogramu.Dobre wyniki algorytmu aESPRIT potwierdzają wyniki uzyskane dla na­stępnego sygnału - wyrazu ’auto’. Wyraźnie widoczne są formanty fonemów dźwięcznych ’a’, ’u’ i ’o’. Co więcej możliwa jest analiza stanów przejściowych pomiędzy poszczególnymi fonemami.W przypadku analizy fonemów dźwięcznych zakłada się, stacjonarność sy­gnału w krótkich przedziałach czasu (około 20ms). W najczęściej stosowanych rozwiązaniach, bazując na założeniu lokalnej stacjonarności wyznacza się pa­rametry modelu AR, lub współczynniki cepstralne (dla każdego kolejnego odcinka czasu wyznaczane są nowe parametry). Zaproponowane w niniejszej pracy algorytmy aAR i aESPRIT nie wymagają lokalnej stajonarności sy­gnału. Wobec tego możliwa jest dokładniejsza analiza stanów przejściowych. Znajomość zasad zmiany formantów przy przejściu z jednego fonemu do dru­giego jest obecnie uznawana za jeden z głównych czynników pozwalających poprawić jakość mowy generowanej całkowicie sztucznie przez syntetyzatory mowy [23].
5.5 PodsumowanieZaprezentowane wyniki potwierdzają przydatność opracowanych algorytmów w analizie zmian częstotliwości komponentów w sygnałach telekomunikacyj­nych i radarowych. Ponadto wyniki te potwierdzają, że analiza parametrycz­nych JTFT pozwala na dokładniejszą ocenę zmian częstotliwości dominują­
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cych w sygnale, gdyż parametryczne JTFT wykorzystują informację o har­monicznej naturze tych sygnałów. Nie bez znaczenia jest również fakt, że wyznaczenie częstotliwości komponentów w przypadku małej ich liczby (np. sygnały telekomunikacyjne i radarowe) jest wielokrotnie mniej kosztowne ob­liczeniowo przy zachowaniu jakości porównywalnej do spektrogramu o dużej rozdzielczości w dziedzinie częstotliwości.Pozwala to wyciągnąć wniosek o dobrej jakości parametrycznych metod estymacji transformat czasowo-częstotliwościowych.
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Rysunek 5.1: Sygnał radiolinii pracującej z modulacją MSK. Kolejno od góry: przebieg czasowy, spektrogram - okno Hamming’a-131, FFT-2048; aESPRIT 
- v = 0.9, M = 1; aAR - /i = 0.8, M = 1
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Rysunek 5.2: Sygnał radiolinii pracującej z modulacją QPSK. Kolejno od góry: przebieg czasowy, spektrogram - okno Hamming’a-131, FFT-2048; aESPRIT - = 0.9, M = 1; aAR - n = 0.8, M = 1
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Rysunek 5.4: Sygnał stacji bazowej GSM. Kolejno od góry: przebieg czasowy,spektrogram - okno Hamming’a-131, FFT-2048; aESPRIT - /z = 0.9, M = 1;aAR - 0.8, M = 1
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Rysunek 5.5: Sygnał radarowy. Kolejno od góry: przebieg czasowy, spektro- gram - okno Hamming’a-111, FFT-2048; aESPRIT - /z = 0.9, M = 1; aAR - /z = 0.9, M = 1
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Rysunek 5.6: Sygnał sejsmiczny z sejsmografu nr 25. Kolejno od góry: prze­bieg czasowy, spektrogram - okno Hamming’a-151, FFT-1024; aESPRIT -= 0.98, M = 10; aAR - = 0.9, M = 10
79
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Rysunek 5.8: Sygnał sejsmiczny z sejsmografu nr 13. Kolejno od góry: prze­bieg czasowy, spektrogram - okno Hamming’a-151, FFT-1024; aESPRIT -
H = 0.98, M = 10; aAR - // = 0.9, M = 10
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Rozdział 6

Wnioski

Celem przeprowadzonych badań było opracowanie, ocena własności, wery­fikacja skuteczności i efektywności numerycznej pewnych parametrycznych transformacji czasowo-częstotliwościowych. Można było oczekiwać, że dla sy­gnałów będących sumą sygnałów sinusoidalnych o zmiennych w czasie pa­rametrach i szumu, parametryczne transformacje czasowo-częstotliwościowe okaźą się lepsze pod wieloma względami niż transformacje nieparametryczne. Przewidywania te zostały potwierdzone.W pracy szczególny nacisk położono na estymację zmiennych w czasie częstotliwości poszczególnych komponentów. Problem estymacji zmiennej w czasie amplitudy komponentów jest osobnym, bardzo obszernym zagadnie­niem, który w niniejszej pracy jest jedynie zasygnalizowany.W przekonaniu autora do głównych oryginalnych rezultatów niniejszej pracy można zaliczyć modyfikację i szczegółowe przebadanie dwóch parame­trycznych algorytmów estymacji zmiennych w czasie częstotliwości kompo­nentów.1. Pierwsza modyfikacja dotyczy algorytmu Lee-Morf’a, który pozwala wyznaczyć zmienne w czasie parametry modelu autoregresji. Jedną z niepożądanych własności tego algorytmu jest wzrost obciążenia esty­matorów częstotliwości przy gwałtownych (np. skokowych) zmianach częstotliwości komponentów. Wzrost ten powstaje na skutek zastoso­wania stałego współczynnika zapominania A = const. Zaproponowana modyfikacja polegająca na adaptacyjnym uzależnieniu wartości współ­czynnika zapominania A(n) od chwilowego błędu średniokwadratowego prognozy pozwala na zmniejszenie obciążenia estymatorów częstotliwo­ści.2. Druga modyfikacja dotyczy algorytmu ESPRIT, który wykorzystuje rozkład macierzy autokorelacji sygnału względem wartości własnych.84



W oryginale algorytm ten opracowano dla przypadku stacjonarnego, jednak można go uogólnić na przypadek niestacjonarny przez wprowa­dzenie zmiennej w czasie macierzy autokorelacji. Estymacja częstotli­wości składowych przy pomocy uogólnionego algorytmu ESPRIT jest bardzo kosztowna obliczeniowo. Zaproponowana modyfikacja algoryt­mu ESPRIT pozwala uniknąć kosztownego obliczeniowo rozkładu ma­cierzy autokorelacji względem wartości własnych dla każdej chwili czasu 
n przez zastąpienie tego rozkładu mnożeniem macierzy. Wprowadzona modyfikacja pozwala na zmniejszenie kosztów obliczeniowych o ponad 30% w porównaniu do uogólnionego algorytmu ESPRIT.Przeprowadzono szczegółowe badania symulacyjne proponowanych algo­rytmów parametrycznych z wykorzystaniem modelowych sygnałów wielo- komponentowych. Badania przeprowadzono dla sygnałów o częstotliwościach zmiennych: liniowo, nieliniowo i skokowo. Estymatory częstotliwości uzyskane metodami parametrycznymi zostały porównane z estymatorami częstotliwo­ści uzyskanymi przy pomocy klasycznego spektrogramu, który w opinii wielu autorów jest najdokładniejszą metodą estymacji zmiennych w czasie częstotli­wości składowych sygnału [46][53]. Przeprowadzone eksperymenty pozwalają na sformułowanie następujących wniosków:1. Parametryczne transformacje czasowo-częstotliwościowe pozwalają uzyskać estymatory częstotliwości komponentów dokładniejsze niż es­tymatory uzyskane na podstawie spektrogramu. W nielicznych przy­padkach jakość estymatorów częstotliwości komponentów uzyskana na podstawie spektrogramu zbliżała się do jakości estymatorów uzyska­nych na podstawie modelu AR.2. Statystycznie najdokładniejsze (obarczone najmniejszą wariancją i naj­mniejszym obciążeniem estymatorów) wyniki estymacji częstotliwości komponentów można uzyskać stosując zaproponowany adaptacyjny al­gorytm aESPRIT.3. Złożoność obliczeniowa parametrycznych metod estymacji częstotliwo­ści komponentów jest silnie uzależniona od rzędu modelu M. Dla algo­rytmu wykorzystującego adaptacyjny model aAR przy rzędzie modelu większym niż 16, a dla adaptacyjnego algorytmu aESPRIT już przy rzędzie modelu większym od 10 złożoność obliczeniowa jest większa niż dla klasycznego spektrogramu. Dla wyższych rzędów modelu jedy­nie użycie algorytmu aESPRIT może być uzasadnione, gdyż algorytm aESPRIT pozwala na uzyskanie istotnie lepszych estymatorów często­tliwości komponentów niż spektrogram.
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Proponowane algorytmy opracowano pod kątem zastosowania ich do ana­lizy sygnałów telekomunikacyjnych i radarowych. Sygnały takie są bardzo dobrze opisane przez założony wielokomponentowy model sygnału. Można jednak zauważyć, że wiele sygnałów spotykanych w przyrodzie ma naturę harmoniczną, np.: fragmenty sygnału mowy, niektóre sygnały biomedyczne, sygnały wirujących części maszyn i urządzeń i wiele innych. W związku z tym, zaproponowane w niniejszej pracy algorytmy mogą również znaleźć za­stosowanie w analizie takich sygnałów. Uzyskane wyniki analizy sygnałów rzeczywistych potwierdzają wspomnianą użyteczność zaproponowanych al­gorytmów.Biorąc pod uwagę powyższe wnioski, autor jest przekonany, że teza roz­prawy została wykazana.
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Dodatek A

Algorytm ESPRIT

A.l Dekompozycja macierzy autokorelacji 
względem wartości własnych

(A-l)
(A.2)
(A.3)

Załóżmy, że badany sygnał stacjonarny składa się z sumy jednego kompo­nentu sinusoidalnego i z szumu o wariancji a2. Teoretyczne widmo takiego sygnału pokazano na rysunku A.l. Zależność 1.1 dla sumy jednego kompo­nentu sinusoidalnego i szumu białego, w formie wektorowej można zapisać następująco:
x = Aoso + wgdzie: A = |A|e^°,jest zmienną losową, wektor s0 utworzono następująco:s0 = [1, ejWo, e2M,..., eNj2”fo]T

Rysunek A.l: Widmo sumy sygnału sinusoidalnego i szumu białego
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Ponieważ s0 i w są statystycznie niezależne, więc macierz autokorelacji sy­gnału x będzie wyglądać następująco:R; = E{Aoso(AoSo)h} + E{wwH} = Posos^ + <r2I (A.4)Po obustronnym pomnożeniu tego równania przez s0 otrzymamy:R^So = Poso S^so +<72Is0 = (NP0 + a2) Sq (A.5)
W=||so||2 AoZ zależności A.5 wynika, że wektor s0 jest jednym z wektorów własnych macierz autokorelacji. Macierz ta ma ponadto A — 1 ortogonalnych wektorów własnych, które są ortogonalne względem siebie oraz względem s0. Oznaczmy te wektory przez up Ra-Ui = Poso soui +cr2lui = a2Uj (A.6)

oNa podstawie A.5 i A.6 można zauważyć, że macierz Rx ma jedną wartość własną równą Ao = NPo + er2, oraz N — 1 wartości własnych równych er2.Analogiczne rozumowanie można przeprowadzić dla przypadku wielokom- ponentowego:
Mx = 22 Amsm + W (A.7)

ml

MRx = 22 p™SmSm + o-2I (A.8)
m=lRa,sm = {NPm + cr2)sm (A.9)

AmOtrzymujemy M różnych wartości własnych Am, oraz N — M wartości wła­snych równych er2. Przestrzeń rozpięta na wektorze obserwacji jest dzielona na dwie podprzestrzenie: podprzestrzeń sygnału rozpiętą na wektorach wła­snych sTO, oraz podprzestrzeń szumu rozpiętą na wektorach własnych u;. Na­leży zauważyć, że jest tu pewne uproszczenie, gdyż w rzeczywistości wektor szumu należy do obu podprzestrzeni.
A.2 Algorytm ESPRITW algorytmie ESPRIT wektor obserwacji x dzielony jest na dwa wektory próbek sygnału x = [z(0),... ,x(N — 1)]T, oraz x' = [□?(!), ...,x(N)]T:x ^(0) x' (A.10)
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Niech:
•Ai

Am

(A.ll)

wtedy zależność A.7 można zapisać w formie macierzowej:
gdzie: x = SA + w (A.12)

sm

1
e2j27r/m

ęNjZirfm

(A.13)
Można zauważyć, że:

Sm

1 
gj'27r/m 

g2j27r/m

eNj2irfm

sm 
gWj27r/m

1 (A.14)
Z zależności A. 13 i A. 14 wynika, że:

Ś = S S(°)T 

S'
S(°)T

s$ (A.15)
gdzie macierz $ jest macierzą diagonalną:

gj27T/l 0 00 0$ = 0 0 ęj 2?r f

(A. 16)
Rozważmy dowolną ortonormalną bazę B G sygnałów sm:

t>2 bw (A.17)
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Ponieważ B i S rozpinają tę samą podprzestrzeń, więc są związane pewną nieosobliwą transformacją \P:
IM S (A.18)W konsekwencji możemy zapisać:

B^ =
B^P =

B
B'

=
U’

S
_ S(N)T _

- s^T -

(A.19a)
(A.19b)Z zależności A.19a i A.19b otrzymujemy dwie zależności:B^ = SB'^ = S$ (A.20a)(A.20b)Po podstawieniu zależności A.20a do A.20b otrzymujemy:B^ = B^$ (A.21)B' = = BY (A.22)Macierz Y jest podobna do macierzy $. Oznacza to, że obie macierze mają te same wartości własne, a w konsekwencji macierz Y zawiera informacje o częstotliwościach wszystkich komponentów sinusoidalnych tak jak macierz $. Pozostaje kwestia wyboru ortonormalnej bazy B. Jak pokazano w [46] najlepszą bazę stanowią wektory własne macierzy autokorelacji. Z zależności A.9 wynika, że taki wybór umożliwia dokonanie podziału przestrzeni rozpi­nanej przez wektor x na podprzestrzeń sygnału i podprzestrzeń szumu. Jeżeli szumu w jest szumem białym, wtedy: (A.23) 

(A.24)
Dla szumu kolorowego, jeżeli dysponujemy macierzą kowariancji tego szumu Cw, możemy zapisać [53]: (A.25)
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B = Cw Ul U2 U« (A.26)
Należy zauważyć, że wektory własne macierzy autokorelacji um, dla m = 

M}, tworzą bazę ortonormalną rozpinającą przestrzeń komponentów sm. Pozostałe wektory własne um, dla m = {M,..., N + 1}, można pominąć w dalszych rozważaniach ponieważ nie należą one do podprzestrzeni kompo­nentów, wobec czego nie zawierają one żadnej informacji o częstotliwościach komponentów składowych.Pozostaje kwestia rozwiązania układu równań A.22. Macierze B i B' wy­znaczone są na podstawie estymatora macierzy autokorelacji. Ponadto po­nieważ M < N, (gdzie M ilość komponentów sinusoidalnych, A + 1 długość wektora obserwacji), układ równań A.22 jest układem nadokreślonym i moż­na go rozwiązać w sensie LS lub TLS. W pierwszym przypadku zakłada się, że wszystkie błędy pojawiają się po lewej stronie zależności:
B' - A' = BYls (A.27)W drugim przypadku zakłada się, że błędy pojawiają się zarówno po lewej jak i po prawej stronie:

B -A' = (B - A)YT7q \ ' 1 L/ij (A.28)Rozwiązaniem zależności A.28 jest macierz Ytls minimalizująca normę Fro- beniusa 11 AA'| |^. W [17] pokazano, że należy skonstruować macierz V (roz­miaru 2Mx2M) złożoną z prawych wektorów szczególnych macierzy [BBZ] i podzielić ją na cztery części o rozmiarze MxM:

Rozwiązaniem układu równań A.28 jest macierz:
Ytls = (A.30)Podsumowując, algorytm ESPRIT składa się z następujących kroków:1. Estymacja macierzy autokorelacji R, na podstawie wektora próbek x =

[x(0),x(l), ...,a;(A)]T2. Utworzenie ortonormalnej bazy B przez:
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(a) znalezienie rozkładu macierzy autokorelacji względem wartości własnych(b) wybranie M wektorów własnych skojarzonych z największymi wartościami własnymi - algorytm ESPRIT zakłada, że znana jest liczba komponentów M3. Wyznaczenie macierzy Y(a) w wersji LS YŁj = B+B', gdzie B+oznacza pseudoodwrotność w sensie LS(b) w wersji TLS wyznaczyć macierz Y^s z zależności A.304. Wyznaczenie wartości własnych macierzy Y5. Argumenty tych wartości własnych są szukanymi częstotliwościami komponentów składowych fm.
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Dodatek B

Iteracja na podprzestrzeniach

B.l Iteracja prostaZałóżmy, że wartości własne symetrycznej macierzy A G są uporząd­kowane zgodnie z nierównościami:
IAjy| < |Atv — 1| < < |Ai| (B.l)Jeżeli wybierzemy M największych wartości własnych to wektory własne przynależne do tych wartości własnych stanowią bazę ortonormalną pod- przestrzeni Sm [17] [21] [24]:
Sm = Sm(A) := span{ui,... ,uM} (B.2)Wartości własne Aj,, Am nazwijmy wartościami dominującymi, a Sm pod- przestrzenią dominującą.Rozważmy rozkład macierzy A względem wartości własnych:

M N

A = UAUt = uraAmu^ + umAmu^ (B.3)
oraz rozkład macierzy Ak:

M NA‘ = UA‘Ut = £ + E (B.4)
m=l m=M+lMożna zauważyć, że dla rosnącego k rośnie dominacja M pierwszych skład­ników zależności B.4 nad pozostałymi.
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Pomnóżmy teraz macierz Ak przez dowolny wektor v G Dla dosta­tecznie dużego k otrzymamy [17] [24]:
52 U™A™(UmV) = U "'■M'') (B.5)

pod warunkiem, że nie wszystkie współczynniki (u^v) dla m = 1,..., M są równocześnie zerami. Można zauważyć, że wektor Akv prawie należy do pod- przestrzeni Sm- Otrzymujemy więc następujący iteracyjny algorytm (zwany czasem algorytmem potęgowym) [17][24]:= Av(,:~1) = Afcv^ (B.6)gdzie v(°) jest wektorem w kroku zerowym, a wektor przybliża domi­nujący wektor własny U] przynależny do dominującej wartości własnej Ap Zbieżność ciągu wektorów do uj jest zapewniona [17][24] i można ją oszacować zgodnie z poniższą nierównością:
0 < | tan ipk | < |7 tan | < |7fc tan tp01 = 7*V1 - /z2 (B.7)

gdzie: = ufv(0) > 07 = l-WAi| < 1= <t(ui,v^^) G (-7r/2,7r/2)
(B.8a)(B.8b)(B.8c)Należy zauważyć, że | tan ipk\ jest dobrą miarą odległości pomiędzy wektorami v7D a wektorem u1; ponieważ dla wektorów prostopadłych osiąga oo, a dla wektorów równoległych | tan^| = 0.Jeżeli teraz dobierzemy M odpowiednich liniowo niezależnych wektorów {v15..., vM}, to wektory {AkVi,... ,AkVM} będą rozpinały podprzestrzeń, która dla odpowiednio dużego k dobrze przybliża podprzestrzeń Sm-Wybierzmy początkowo zbiór liniowo niezależnych wektorów {vi,..., vm} takich, że ||vm|| = 1. Wektory te tworzą macierz G w kroku zerowym. Można więc sformułować następujący algorytm iteracyjny:y(fc) = Ay(k-1') = (B.9)gdzie dla odpowiednio dużego k podprzestrzeń Vm — spanjy^,..., v^} przybliża dominującą podprzestrzeń Sm = span{u1;..., uM}- W celu anali­zy zbieżności ciągu B.9 należy określić miarę odległości dwu podprzestrzeni.94



Analogicznie do przypadku wektorowego, można zauważyć, że dobrą miarą tej odległości będzie tangens kąta pomiędzy przestrzeniami. Kąt ten ozna­czony jako <(Vm, Sm) można wyrazić następująco:
<(Vm,Sm) = max{<(v, SM) : v G VM, v ± 0} (B.10)Równość tan <(Vm, Sm) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Vm = Sm- Odległość jest nieskończona, czyli tan <(Vm, Sm) = oo, gdy podprzestrzeń 

Vm zawiera przynajmniej jeden wektor prostopadły do Sm- Można zauważyć, że kąt pomiędzy przestrzeniami należy zawsze do przedziału < 0, tt/2 > gdyż dla dowolnego wektora v G Vm również wektor —v G Vm- Tak więc, analo­gicznie do przypadku iteracji pojedynczego wektora (zależność B.6), możemy oszacować zbieżność ciągu generowanego przez iterację na podprzestrzeniach (zależność B.9) następująco [17][24]:
0 A tanw^ 7tan<pfc-i A 7^ tan <p0 = --------------- (B.ll)

gdzie: dim(SM) = dim^) = M (B.12a)
H = cos <(Vm, Sm) > 0 (B.12b)7 = IAm+i/AmI < 1 (B.12c)

^ = <(VM,SM) (B.12d)Oczekujemy, że dla odpowiednio dużego k wektory macierzy będą przy­bliżały bazę ortonormalną. Jednak jeżeli macierz V(fc~T jest kolumnami or- tonormalna to macierz = AY^”1* na ogół już nie. Konieczna jest więc ortonormalizacja macierzy po każdym kroku iteracji.
1. Wybranie macierzy V(°) G o kolumnach ortonormalnych i przy­jęcie k = 12. Wyznaczenie macierzy3. Wyznaczenie macierzy G RN,M kolumnami ortonormalnej i macie­rzy górnotrójkątnej R^^ G takich, że

Ww = (B.13)
4. Przyjęcie

Kompletny algorytm iteracji na podprzestrzeniach z reortogonalizacją ba­zy można zapisać następująco:
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5. Przyjęcie k = k + 1 i skok do kroku 2Kryterium zakończenia iteracji może być norma macierzy resztowej T zdefiniowanej następująco [17][24]:T = Ay^ - y^A^ (B.14)gdzie y^ iterowana macierz w kroku k przybliżająca dominujące wektory własne, a A^ macierz przybliżająca dominujące wartości własne. Iterację można skończyć jeżeli: l|T|| « e (B.15)
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