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1. Wstep

Rozklad trwania zycia od lat jest przedmiotem badan 0séb zajmujacych si¢ ma-
tematyka aktuarialna. Jednak do tej pory nie stworzono uniwersalnego modelu opi-
sujacego czas trwania zycia czlowieka. Firmy ubezpieczeniowe coraz czgsciej
wprowadzaja do swojej oferty ubezpieczenia z mozliwoscia wyplaty swiadczenia
w momencie zajscia zdarzenia ubezpieczeniowego (po przedstawieniu odpowied-
nich dokumentéw), a nie np. na koniec roku (miesiagca), w ktérym dane zdarzenie
miato miejsce. Operacja taka wymaga okreslenia analitycznej postaci funkcji
intensywnosci wystapienia zdarzenia ubezpieczeniowego. W artykule wybrano naj-
czgsciej ubezpieczane zdarzenie — $mier¢ ubezpieczonego.

Celem pracy jest aproksymacja funkcji intensywnosci zgonéw na podstawie
danych zawartych w polskich tablicach trwania zycia [6] za pomoca wielomianu
trzeciego stopnia i poréwnanie otrzymanych w ten sposéb wynikéw z funkcja
intensywnosci uzyskana za pomocg prawa Gompertza-Makehama. W przypadku
wielomianu uzyskuje si¢ funkcje intensywnosci w postaci uwikianej. Autorki za-
proponowaly wykorzystanie metody punktu srodkowego do wyprowadzenia jaw-
nej postaci aproksymowanej funkcji. Propozycja zostala zilustrowana przyktadem
przeliczonym dla prawdopodobienstwa zgonu dla m¢zczyzn w Polsce w roku 2004.

2. Rozklady intensywnosci zgonéw i prawdopodobienstwa zgonow

W tablicach trwania zycia publikowanych przez GUS podaje si¢ oszacowane
wartosci funkcji prawdopodobienstwa zgonu g, . Funkcja ta okresla prawdopodo-
bienstwo warunkowe zgonu w wieku (x, x +1) pod warunkiem dozycia wieku x.
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Wartosci funkcji szacowane sa metodg najwiekszej wiarygodnosci [1] i liczone
na podstawie zaobserwowanej liczby zgonow i liczebnosci kohorty w kolejnych
latach:

q9x =

A~ dy
Z,
gdzie: d, — liczba zmartych w przedziale wiekowym (x, x +1),
[, —liczba os6b dozywajacych wieku x.

Funkcja, ktérej aproksymacj¢ chcemy przeprowadzic, to funkcja intensywnosci
zgonow, oznaczana u(x), czyli taka, ze wartos¢ u(x)h+o(x) jest warunkowym
prawdopodobiefistwem zgonu w nieskonczenie malym przedziale (x, x + #). Wy-
prowadzenie wzoru na funkcj¢ intensywnosci zgondw mozna znalezé w pracach
[1; 3]

Warunkowe prawdopodobienistwo zgonu osoby w przedziale wiekowym
(x, x + 1), pod warunkiem dozycia wieku x, jest rowne:

x+1
9y =1—expi— fu(S)ds - (N

X

Korzystajac z zaleznosci (1) i danych dostepnych w tablicach trwania zycia, nie
mozna od razu wyznaczy¢ intensywnosci zgonow. W literaturze [1; 5] podaje si¢
pewne rozktady, zwane prawami wymierania, niestety zadne z nich nie opisuja
dok}adnie rozktadu trwania zycia. Sg to m.in.:

1. Prawo Gompertza:

w(t)y=Bc', B,t>0,c>1. (2)
2. Prawo Gompertza-Makehama:
u(t)y=A+Bc',B,t>0, 4>-B,c>1. (3)
3. Prawo Weibulla:
u(t)y=Bt", B,n,t>0. (4)

Zauwazmy, ze prawo Gompertza-Makehama jest uogolnieniem prawa Gompertza.
W pracy [4] autorki niniejszego artykulu wykazaly, ze wyniki uzyskane z wyko-
rzystaniem prawa Weibulla sa najstabsze (tzn. wystapity najwicksze rozbieznosci
migdzy zaobserwowanymi wartosciami prawdopodobienstwa zgonu g, a war-
tosciami aproksymowanymi q,, ktore ksztaltuja si¢ zgodnie z prawem Weibulla).
Dlatego w niniejszym artykule dokonano aproksymacji p(x) za pomoca prawa
Gompertza-Makehama.
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Korzystajac z danych dostgpnych w tablicach trwania zycia, nie mozna od razu
wyznaczy¢ funkeji intensywnosci zgondéw. W niniejszej pracy aproksymacja funk-
cji intensywnosci z(t) sprowadza si¢ do wyznaczenia parametréw 4, B i c. W tym
celu, korzystajac z prawa Gompertza-Makehama i zaleznosci (1), wyznaczono
prawdopodobienstwo zgonu postaci:

x
éSM =1 ‘CXP{M— A} (5)
Inc

Parametry 4, B i ¢ mozna wyznaczy¢, minimalizujac réznice migdzy wartosciami

g, wzigtymi z tablic trwania Zycia, a wartosciami QSM

3. Mierniki réznic mi¢gdzy wartoSciami ¢, a aproksymowanymi
warto$ciami g,

Mierniki rznic M migdzy wartosciami g, a ¢, moga by¢ nastgpujace:
1) suma kwadratow odleglosci (tzw. biad Sredniokwadratowy)

M, = il(q,- -@i), (6)
i=
2) suma odleglosci
M, = illq,- -4il, (N
i=
3) maksimum odlegtosci
M; = maxlg; 4], (8)
4) $redni blad procentowy
19 =i
M4=;i§| - ] )

Mniejsze warto$ci wyzej wymienionych miernikéw oznaczaja mniejsze réznice
migdzy obserwowanymi wartosciami prawdopodobienstwa zgonu g, a wartoscia-
mi aproksymowanymi g,

4. Przyklad

Wykorzystujac dostepne dane o liczbie zgonéw wedlug plci i wieku za rok
2004, podjeto probe aproksymacji wartosci g,, a nastgpnie funkcji intensywnosci
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zgonéw. Rozwazono przypadki, kiedy funkcje g, przybieraja posta¢ (5) lub naste-
pujaca posta¢ wielomianu trzeciego stopnia:

G, =D+Cx+ Bx? + Ax>. (10)

W [4] pokazano, ze wyznaczajac postaé funkcji ¢, dla wszystkich lub prawie
wszystkich danych, otrzymano duze bigdy procentowe M, i proponowano wyzna-
czaé posta¢ funkeji g, w trzech okresach. Dlatego w niniejszej pracy rowniez
wyznaczono oddzielne funkcje ¢, dla trzech nastepujacych segmentdw (przyjetych
juz w pracy [4]):

— okres 1 (segment 1), obejmujacy wiek: 4-19 lat,
— okres 2 (segment 2), obejmujacy wiek: 20-50 lat,
— okres 3 (segment 3), obejmujacy wiek: 51-100 lat.

Dla kazdego segmentu osobno i dla ustalonej postaci funkeji g, wielokrotnie
wyznaczano parametry i ostatecznie wybierano ten zestaw parametrow, dla ktérych
miernik M, przyjat warto$¢ najmniejsza. W przypadku zaréwno funkcji Gomper-
tza-Makehama, jak i wielomianu do wyznaczenia parametréw stosowano metody
numeryczne. Roznica polegala na tym, ze w przypadku wielomianu ,,wstgpne”
wartosci parametrow ustalono, wykorzystujac metod¢ najmniejszych kwadratow
(minimalizujac wartos¢ M;). W kazdym przypadku po wyznaczeniu parametrow
funkcji g, obliczono dodatkowo warto$ci wszystkich pozostatych bledéow M.

Parametry funkcji ¢, oraz wartosci M, i pozostatlych miernikéw M podano
wtab. 112,

Dla wszystkich wyznaczonych segmentéw stwierdzono, ze aproksymacja wie-
lomianem jest ,lepsza” w sensie mniejszego bledu M. Wyraznie mniejszy blad
M, otrzymano dla segmentu pierwszego i drugiego, co sugeruje wstgpnie, aby
w tych okresach do aproksymacji wykorzystywa¢ wielomian, a nie funkcje
Gompertza-Makehama. Jesli g, jest wielomianem trzeciego stopnia, to nie mozna
podaé doktadnej jawnej postaci funkcji intensywnosci. Dlatego funkcje intensyw-
nosci zapisano w postaci uwiktanej jako:

x+1
1-expi— [ u(t)dry =G, = (11)
X
3,93-107° +7,75-107/ = 1,19-107¢2 +543-1077 3, dlar € [4, 20),
—~0,0034787135+0,000565752¢ —2,42153-107¢% +
+3,6177-107743, dlatr €[20, 51),
— 0,563 +0,0296¢ — 0,000522¢2 +3,18-107%¢3, dlatz e [S1, 100].
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5. Wyznaczenie jawnej postaci funkcji intensywnosci

Z roéwnania (11) mozna wyznaczy¢ przyblizona postac¢ funkcji intensywnosci
zgonow p(x), stosujac metode punktu srodkowego.

Opis metody punktu srodkowego mozna znalezé np. w [2]. Stosujac ja do
wzoru (1), otrzymujemy:

x+1 1
~In(1-g4)= Ip(s)ds=J.,u(x+s)d5z,u(x+0,5) (12)
X 0
lub
x+1,5 1
—ln(l - qx+0,5) = J.,u(s)ds = j,u(x +05+8)ds~ u(x+1). (13)
x+0,5 0

Analogicznie do wzoréw (12) i (13) mozna pokazac, ze
p(x)==In(1-g,g5). (14)

Po dokonaniu aproksymacji g, wielomianem i wyznaczeniu paametrow: D, C, B,
A (tab. 2) mozna, wykorzystujac (14), zapisaé u(x) jako:

2(x) ~ —ln(l —D-C(x-0,5) - B(x—-05) - A(x — 0,5)3). (15)

Wartosci funkeji intensywnos$ci dane wzorem (15) sa wartosciami przyblizonymi

z dwoch powodow:

— metoda punktu Srodkowego pozwala wyznaczy¢ p(x) na podstawie g, z pew-
nym przyblizeniem,

— wartosci dx-05 Sa warto$ciami aproksymowanymi, tj. liczonymi przy
zalozeniu, ze parametry D, C, B, A wyznaczono, minimalizujac réznic¢ mi¢dzy

g, a 4, (minimalizujac My).

Aby utwierdzi¢ si¢ w wyborze aproksymacji wielomianem, nalezy jeszcze zbadac,
na ile dobre jest przyblizenie u(x) dane wzorem (15) dla wyréznionych segmen-
tow.

W tym celu, catkujac! u(x) dana wzorem (15), wyznaczono warunkowe praw-
dopodobienstwa zgonu w przedzialach (x, x +1), ktére zostaly oznaczone dalej
jako c}: Nastgpnie poréwnano réznice migdzy g, (};oraz g, liczac bledy M,.
Wyniki przedstawiono w tab. 3.

Z zebranych w tab. 3 danych wynika, ze przyblizenie u(x) okreslone wzorem
(15) jest dla badanych segmentéw wystarczajaco dobre w tym sensie, ze é; rézni

! Wartos¢ catki liczono numerycznie, stosujac metode prostokatow.
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Tabela 3. Réznice migdzy wartodciami g, gy oraz g, w poszczegélnych segmentach

Wyszczegdlnienie Segment 1 Segment 2 Segment 3
M, [%] migdzy gyi g, 0,21 0,04 0,02
M, [%)] miedzy g, i g 1,71 1,58 1,57
M, [%] migdzy ¢, i q, 1,70 1,58 1,57

Zrodto: obliczenia wiasne.

si¢ od g, praktycznie w takim samym stopniu co g, od g,. Dodatkowo widaé, ze
bledy miedzy 4 i g, sa w poszczegélnych segmentach bardzo mate. Ponadto
mozna zauwazyé, ze btedy M, miedzy ¢, i g, sa wyraznie mniejsze od btedow
M4 miedzy g, a prawdopodobienstwem éSM obliczonym na podstawie wzoru
(5). Przemawia to ostatecznie za zastosowaniem wielomianu trzeciego stopnia do
aproksymacji u(x).

Alternatywnie, wykorzystujac metode punktu srodkowego, mozna wyznaczy¢
funkcjg¢ intensywnosci zgonéw, postugujac si¢ prawdopodobiefistwem ,q,, czyli
prawdopodobienstwem zgonu osoby w przedziale wiekowym (x, x +2 pod wa-
runkiem dozycia wieku x. Prawdopodobienstwo g, liczymy z danych zawartych
w tablicach trwania zycia wedtug wzoru:

gy =Lt el (16)
X
Nast¢pnie analogicznie do wzoru (1) mamy:
x+2
2qx =1—-exp J,u(s)ds . a7n

X

Przeksztatcajac wzor (17) i wykorzystujac metode punktu srodkowego, otrzymano
funkcje intensywnosci zgonéw postaci:

x+2 2
~In(1-g,) = j ,u(s)ds=.[,u(x+s)dsz2,u(x+ 1). (18)
x 0
Jest to rownowazne z:
H(x)=-0,5 ln(l— qu) . (19

Po dokonaniu aproksymacji ¢, wielomianem trzeciego stopnia i wyznaczeniu pa-
rametréw wielomianu Dy, Cy, By, A, (tab. 7) funkcja u(x) przyjmuje nastgpujaca
posta¢:
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u(x) ~ —O,Sln(l — Dy +Cy(x—1)+ By(x 1) — Ay (x - 1)3). (20)

Poréwnujac wyniki zawarte w tab. 2 i 4, mozna zauwazy¢, ze dla segmentow 2 i 3
istnieje lepsze dopasowanie wielomianu do prawdopodobienstw ,q, niz do ¢,
(mniejsze wartosci bledow w tabeli 4).

Tabela 4. Wielomian trzeciego stopnia wyznaczany na podstawie g, (wartosci parametrow i blgdy M)

Lata D, G, B, A M, M, M, My [%]
4-19 |3,63-107 [503.107 |-1,26-107(7,56-1077 | 1,15-1078 |0,0003016| 6,58-107° | 2,64
20-50 |-4,96-107(9,32-107% [-4,22-1073(6,70-1077 |4,66-1077 |0,0025159( 0,000328 | 1,38
51-99 | —0,627 [3,49-1072|-6,56-107|4,32-107¢ | 0,000323 |0,0912515| 0,005321 | 1,11

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Nastepnie sprawdzono doktadnosé przyblizenia p(x) wzorem (20). W tym celu,
catkujac u(x) dana wzorem (20), wyznaczono warunkowe prawdopodobienstwa

zgonu w przedziatach (x, x +2), ktére zostaly oznaczone dalej jako 5§ . Nastepnie
poréwnano réznice migdzy 5., 24,0raz 54, liczac bledy M, . Wyniki przedsta-
wiono w tab. 5.

Tabela 5. Réznice migdzy wartosciami ,q,, 24; oraz ,q, w poszczeg6lnych segmentach

Wyszczegoinienie Segment 1 Segment 2 Segment 3
M, [%] miedzy 5gyi 29, 0,66 0,14 0,09
M, [%] migdzy »q, i 2q; 3,01 1,39 1,10
M, [%] migdzy 5q, i 49, 2,64 1,38 1,11

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Dodatkowo dla kazdego segmentu osobno obliczono blad M,; miedzy g,
a wartoscig warunkowego prawdopodobienstwa, oznaczonego (2)c§;, okreslanego

w przedziale (x, x + 1), ale wyznaczanego po scatkowaniu u(x) otrzymanej na pod-

stawie wzoru (20). Wartosci tych bledéw dla kazdego segmentu podano w tab. 6.
Poréwnujac wyniki prezentowane w tab. 3 i €, mozna zauwazy¢, ze dla seg-

mentu pierwszego blad M, jest mniejszy, kiedy x(x) jest obliczane ze wzoru (15),

Tabela 6. Réznice migdzy wartosciami g, i (z)c}; w poszczegoblnych segmentach

Wyszczegdlnienie Segment 1 Segment 2 Segment 3
M, [%] migdzy g, i 5d; 3,85 1,57 1,19

Zrédio: obliczenia wiasne.



127

a dla segmentow drugiego i trzeciego bledy M, sa mniejsze, jesli p(x) jest wyzna-
czone na podstawie (20). Przyjmujac w kazdym segmencie najmniejsze wartosci
bledéw M4, mozna wigc zaproponowac nastepujaca funkcje intensywnosci zgonow:

—ln(1—0,0000393—0,0000775(x—0,5)+0,00001 19(x—0,5)2 -

—5.43.] 0-7(x—0,5)3), dlaxd?2,20),
—0,51n(1+0,00496—0,000932(x—1)+4,22-1 07> (x-1)%-
H(x)=] 6.70-10°7 (x-1)> ) dla x€[20,51),
~0,51n(1+0,627-0,0349(x~1)+0,000656(x—1) -
~432105(x-1)?), dla x[51,100).

Funkcjg te przedstawiono na rys. 1.

0,50 |
045 |
0,40 %
0,35 |
0,30 ‘
0,25 |
0,20
0,15 -
0,10 -
0,05 -

O’(x) ¥ T 0 T T T T N I R |
4 14 24 34 44 54 64 74 84 94 104

Rys. 1. Funkcja intensywnosci dana wzorem (21)

Zrodto: opracowanie wiasne.

6. Whnioski

Obliczenia dokonane na podstawie przykltadowych danych o zgonach mezczyzn
w roku 2004 w Polsce prowadza do nast¢gpujacych spostrzezen:
1. Aproksymacja z uzyciem funkcji Gompertza-Makehama zapewnia stosunkowo
niewielkie bledy M, w drugim segmencie (lata 20-50) i trzecim segmencie
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(lata 51-100), podczas gdy aproksymacja wielomianem charakteryzuje si¢ nie-
wielkimi bledami we wszystkich trzech segmentach.

2. Funkcja intensywnosci w przypadku wielomianu ma posta¢ uwiklana, jednak
uzywajac metody punktu Srodkowego, mozna podac przyblizona posta¢ funkcji
intensywnosci.

3. Przyblizajac u(x), mozna postugiwac si¢ wartosciami prawdopodobienistwa dla
przedzialow zarowno (x, x + 1), jak i (x, x +2).

4. Przyblizenie p(x) dane wzorem (21) jest dos¢ ,,dobre”, ze wzglgdu na niewielki
blad migdzy wartosciami prawdopodobienstwa otrzymanymi na podstawie
aproksymowanej u(x) a warto$ciami empirycznymi.
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THE APPROXIMATION OF THE FORCE OF MORTALITY WITH 3RD
ORDER POLYNOMIAL AND GOMPERTZ-MAKEHAM FORMULA.
A COMPARISON

Summary

Population mortality analysis is being carried out on the basis of the life tables. These tables
include the discreet functions (e.g. death probability function) but their continuous equivalents can be
approximated (e.g. the force of mortality).

In the paper the approximation of the force of mortality on the basis of the data taken from the
Polish life tables for men in 2004 was carried out. To do that ine authors used analytical distribution
of the future lifetime, Gompertz-Makeham formula and 3™ order polynomial. The authors suggested
also using midpoint formula to determine the explicit form of intensity function.
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