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1. Wstęp

Rozkład trwania życia od lat jest przedmiotem badań osób zajmujących się ma­
tematyką aktuarialną. Jednak do tej pory nie stworzono uniwersalnego modelu opi­
sującego czas trwania życia człowieka. Firmy ubezpieczeniowe coraz częściej 
wprowadzają do swojej oferty ubezpieczenia z możliwością wypłaty świadczenia 
w momencie zajścia zdarzenia ubezpieczeniowego (po przedstawieniu odpowied­
nich dokumentów), a nie np. na koniec roku (miesiąca), w którym dane zdarzenie 
miało miejsce. Operacja taka wymaga określenia analitycznej postaci funkcji 
intensywności wystąpienia zdarzenia ubezpieczeniowego. W artykule wybrano naj­
częściej ubezpieczane zdarzenie -  śmierć ubezpieczonego.

Celem pracy jest aproksymacja funkcji intensywności zgonów na podstawie 
danych zawartych w polskich tablicach trwania życia [6] za pomocą wielomianu 
trzeciego stopnia i porównanie otrzymanych w ten sposób wyników z funkcją 
intensywności uzyskaną za pomocą prawa Gompertza-Makehama. W przypadku 
wielomianu uzyskuje się funkcję intensywności w postaci uwikłanej. Autorki za­
proponowały wykorzystanie metody punktu środkowego do wyprowadzenia jaw­
nej postaci aproksymowanej funkcji. Propozycja została zilustrowana przykładem 
przeliczonym dla prawdopodobieństwa zgonu dla mężczyzn w Polsce w roku 2004.

2. Rozkłady intensywności zgonów i prawdopodobieństwa zgonów

W tablicach trwania życia publikowanych przez GUS podaje się oszacowane 
wartości funkcji prawdopodobieństwa zgonu qx . Funkcja ta określa prawdopodo­
bieństwo warunkowe zgonu w wieku (x , x + 1 ) pod warunkiem dożycia wieku x.
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Wartości funkcji szacowane są metodą największej wiarygodności [1] i liczone 
na podstawie zaobserwowanej liczby zgonów i liczebności kohorty w kolejnych 
latach:

9X

gdzie: dx -  liczba zmarłych w przedziale wiekowym (x, x + 1 ), 
lx -  liczba osób dożywających wieku x.

Funkcja, której aproksymację chcemy przeprowadzić, to funkcja intensywności 
zgonów, oznaczana ju(x), czyli taka, że wartość fi{x)h + o(x) jest warunkowym 
prawdopodobieństwem zgonu w nieskończenie małym przedziale {x, x + h ). Wy­
prowadzenie wzoru na funkcję intensywności zgonów można znaleźć w pracach 
[i; 3].

Warunkowe prawdopodobieństwo zgonu osoby w przedziale wiekowym 
(x, x + 1 ), pod warunkiem dożycia wieku x, jest równe:

<Jx =l-exp<
x+\
J fi{s)ds
X

( 1)

Korzystając z zależności (1) i danych dostępnych w tablicach trwania życia, nie 
można od razu wyznaczyć intensywności zgonów. W literaturze [1; 5] podaje się 
pewne rozkłady, zwane prawami wymierania, niestety żadne z nich nie opisują 
dokładnie rozkładu trwania życia. Są to m.in.:
1. Prawo Gompertza:

= Bc , B,t >0, c> l .  (2)

2. Prawo Gompertza-Makehama:

fi(t) = A + Be , B, t > 0, A > -B ,  c > 1. (3)

3. Prawo Weibulla:

fi(t) = Btn, B, n, t > 0. (4)

Zauważmy, że prawo Gompertza-Makehama jest uogólnieniem prawa Gompertza. 
W pracy [4] autorki niniejszego artykułu wykazały, że wyniki uzyskane z wyko­
rzystaniem prawa Weibulla są najsłabsze (tzn. wystąpiły największe rozbieżności 
między zaobserwowanymi wartościami prawdopodobieństwa zgonu qx a war­
tościami aproksymowanymi qx, które kształtują się zgodnie z prawem Weibulla). 
Dlatego w niniejszym artykule dokonano aproksymacji /u(x) za pomocą prawa 
Gompertza-Makehama.
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Korzystając z danych dostępnych w tablicach trwania życia, nie można od razu 
wyznaczyć funkcji intensywności zgonów. W niniejszej pracy aproksymacja funk­
cji intensywności /u(t) sprowadza się do wyznaczenia parametrów A, B i c. W tym 
celu, korzystając z prawa Gompertza-Makehama i zależności (1), wyznaczono 
prawdopodobieństwo zgonu postaci:

-GM = 1 -  exp Bcx{ \-c )  
In c

( 5 )

Parametry A, B i c można wyznaczyć, minimalizując różnice między wartościami 
qx, wziętymi z tablic trwania życia, a wartościami .

3. Mierniki różnic między wartościami qx a aproksymowanymi
wartościami qx

Mierniki różnic A/między wartościami qx a qx mogą być następujące: 
1 ) suma kwadratów odległości (tzw. błąd średniokwadratowy)

2 ) suma odległości

3) maksimum odległości

4) średni błąd procentowy

M \ = Z ( *  >
i=l

m 2 = Z k /  -?«l»
/•=i

M3 = max|^ -  ćji |

(6)

( 7 )

(8)

( 9 )

Mniejsze wartości wyżej wymienionych mierników oznaczają mniejsze różnice 
między obserwowanymi wartościami prawdopodobieństwa zgonu qx a wartościa­
mi aproksymowanymi qx .

4. Przykład

Wykorzystując dostępne dane o liczbie zgonów według płci i wieku za rok 
2004, podjęto próbę aproksymacji wartości qx, a następnie funkcji intensywności



122

zgonów. Rozważono przypadki, kiedy funkcje qx przybierają postać (5) lub nastę­
pującą postać wielomianu trzeciego stopnia:

W [4] pokazano, że wyznaczając postać funkcji qx dla wszystkich lub prawie 
wszystkich danych, otrzymano duże błędy procentowe Mą i proponowano wyzna­
czać postać funkcji qx w trzech okresach. Dlatego w niniejszej pracy również 
wyznaczono oddzielne funkcje qx dla trzech następujących segmentów (przyjętych 
już w pracy [4]):
-  okres 1 (segment 1), obejmujący wiek: 4-19 lat,
-  okres 2 (segment 2), obejmujący wiek: 20-50 lat,
-  okres 3 (segment 3), obejmujący wiek: 51-100 lat.

Dla każdego segmentu osobno i dla ustalonej postaci funkcji qx wielokrotnie 
wyznaczano parametry i ostatecznie wybierano ten zestaw parametrów, dla których 
miernik Mą przyjął wartość najmniejszą. W przypadku zarówno funkcji Gomper­
tza-Makehama, jak i wielomianu do wyznaczenia parametrów stosowano metody 
numeryczne. Różnica polegała na tym, że w przypadku wielomianu „wstępne” 
wartości parametrów ustalono, wykorzystując metodę najmniejszych kwadratów 
(minimalizując wartość M\). W każdym przypadku po wyznaczeniu parametrów 
funkcji qx obliczono dodatkowo wartości wszystkich pozostałych błędów M.

Parametry funkcji qx oraz wartości Mą i pozostałych mierników M  podano 
w tab. 1 i 2 .

Dla wszystkich wyznaczonych segmentów stwierdzono, że aproksymacja wie­
lomianem jest „lepsza” w sensie mniejszego błędu Mą . Wyraźnie mniejszy błąd 
Mą otrzymano dla segmentu pierwszego i drugiego, co sugeruje wstępnie, aby 
w tych okresach do aproksymacji wykorzystywać wielomian, a nie funkcję 
Gompertza-Makehama. Jeśli qx jest wielomianem trzeciego stopnia, to nie można 
podać dokładnej jawnej postaci funkcji intensywności. Dlatego funkcję intensyw­
ności zapisano w postaci uwikłanej jako:

qx = D + Cx + Bx2 + Ax3. ( 10)

(11)
x

3,93■ 10 - 5  +  7 ,7 5 •  10 - 5 /  - 1 , 1 9 •  10 - 5 11 +  5 ,4 3 •  1 0 - 7 / 3 , d la  /  e  [ 4 ,  2 0 ) ,  

-  0 , 0 0 3 4 7 8 7 1 3 5  +  0 , 0 0 0 5 6 5 7 5 2 /  -  2 , 4 2 1 5 3 - 1 0 - 5 / 2 +

+ 3,6177-10-7/3,
-  0,563 + 0,0296/ -  0,000522/2 + 3,18-10-6/3,

dla t e  [20, 51), 

dla / e  [51, 100],
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5. Wyznaczenie jawnej postaci funkcji intensywności

Z równania (11) można wyznaczyć przybliżoną postać funkcji intensywności 
zgonów fd{x), stosując metodę punktu środkowego.

Opis metody punktu środkowego można znaleźć np. w [2]. Stosując ją  do 
wzoru ( 1 ), otrzymujemy:

x+\ 1
— ln(l — qx ) = ^/j.(s)ds = J + s)ds « n(x  + 0,5) (12)

jc 0

lub
x+l,5 1

— ln( 1 — ̂ + 0,5) = = J/*(* + 0,5+ s)ds « /u(x + 1). (13)
jc+0,5 0

Analogicznie do wzorów (12) i (13) można pokazać, że

M(x) ~ In(l -  qx-0,5)- ( 14)

Po dokonaniu aproksymacji qx wielomianem i wyznaczeniu paametrów: D, C, B, 
A (tab. 2) można, wykorzystując (14), zapisać /i(jc) jako:

M(x) * -  ln(l -  D -  C(x -  0,5) - B ( x -  0,5) 2 - A ( x -  0,5)3). (15)

Wartości funkcji intensywności dane wzorem (15) są wartościami przybliżonymi 
z dwóch powodów:
-  metoda punktu środkowego pozwala wyznaczyć /j (x ) na podstawie qx z pew­

nym przybliżeniem,
-  wartości qx_0 5 są wartościami aproksymowanymi, tj. liczonymi przy

założeniu, że parametry D, C, B, A wyznaczono, minimalizując różnicę między 
qx a qx (minimalizując Mą ).

Aby utwierdzić się w wyborze aproksymacji wielomianem, należy jeszcze zbadać, 
na ile dobre jest przybliżenie n{x) dane wzorem (15) dla wyróżnionych segmen­
tów.

W tym celu, całkując1 fi(x) daną wzorem (15), wyznaczono warunkowe praw­
dopodobieństwa zgonu w przedziałach ( jc, x  + 1 ), które zostały oznaczone dalej
jako q*. Następnie porównano różnice między qx, ej*oraz qx licząc błędy Mą . 
Wyniki przedstawiono w tab. 3.

Z zebranych w tab. 3 danych wynika, że przybliżenie fi(x) określone wzorem 
(15) jest dla badanych segmentów wystarczająco dobre w tym sensie, że q* różni

1 Wartość całki liczono numerycznie, stosując metodę prostokątów.
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Tabela 3. Różnice między wartościami qx , qx oraz qx w poszczególnych segmentach

Wyszczególnienie Segment 1 Segment 2 Segment 3
Mą [%] między qx i qx 0,21 0,04 0,02

M4 [%] między qx i qx 1,71 1,58 1,57
Mą [%] między qx i qx 1,70 1,58 1,57

Źródło: obliczenia własne.

się od qx praktycznie w takim samym stopniu co qx od qx . Dodatkowo widać, że 
błędy między qx i qx są w poszczególnych segmentach bardzo małe. Ponadto 
można zauważyć, że błędy Mą między qx i q*x są wyraźnie mniejsze od błędów 
Mą między qx a prawdopodobieństwem obliczonym na podstawie wzoru
(5). Przemawia to ostatecznie za zastosowaniem wielomianu trzeciego stopnia do 
aproksymacji fd(x).

Alternatywnie, wykorzystując metodę punktu środkowego, można wyznaczyć 
funkcję intensywności zgonów, posługując się prawdopodobieństwem 29 x> czyli 
prawdopodobieństwem zgonu osoby w przedziale wiekowym {x, x + 2  pod wa­
runkiem dożycia wieku x. Prawdopodobieństwo 2 9 x liczymy z danych zawartych 
w tablicach trwania życia według wzoru:

29 x ~ dx + ^ J t+ l

U
(16)

Następnie analogicznie do wzoru (1) mamy:

29 x = l - e x p
x+2

J M(s)ds (17)

Przekształcając wzór (17) i wykorzystując metodę punktu środkowego, otrzymano 
funkcję intensywności zgonów postaci:

x+2 2
— l n ( l — 2 9X) = ^/i{s)ds = ^/j.(x + s)dssi2fj.{x + 1 ) .  ( 1 8 )

X 0

Jest to równoważne z:

/ / ( * ) * - 0 , 5  l n ( l - ( 19)

Po dokonaniu aproksymacji 29x wielomianem trzeciego stopnia i wyznaczeniu pa­
rametrów wielomianu D2 , C2, 52, /ł2 (tab. 7) funkcja n(x) przyjmuje następującą 
postać:
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/Ąx) * -0,5 ln(l- D 2 +C2( x - l )  + B 2 (x  - 1) 2 - A 2( x -  l)3) . (20)

Porównując wyniki zawarte w tab. 2 i 4, można zauważyć, że dla segmentów 2 i 3 
istnieje lepsze dopasowanie wielomianu do prawdopodobieństw 2qx niż do qx 
(mniejsze wartości błędów w tabeli 4).

Tabela 4. Wielomian trzeciego stopnia wyznaczany na podstawie 2 q x  (wartości parametrów i błędy M )

Lata D 2 c 2 b 2 a 2 M ] m 2 m 3 M ą [%]
4-19 3,63-10"4 5,03 10-5 -1,26-10“5 7,56-10~7 1,15 10-8 0,0003016 6,58-10“5 2,64

20-50 -4,96 10-3 9,32-10“4 -4,22-10“5 6,70 10-7 4,66-10-7 0,0025159 0,000328 1,38

51-99 -0,627 3,49-10"2 -6,56-10"4 4,32-10"6 0,000323 0,0912515 0,005321 1,11

Źródło: obliczenia własne.

Następnie sprawdzono dokładność przybliżenia /u{x) wzorem (20). W tym celu, 
całkując ju(x) daną wzorem (2 0 ), wyznaczono warunkowe prawdopodobieństwa 
zgonu w przedziałach (x, x + 2 ), które zostały oznaczone dalej jako 2q*x. Następnie 
porównano różnice między 2qx, 2 ^*oraz 2qx, licząc błędy Mą . Wyniki przedsta­
wiono w tab. 5.

Tabela 5. Różnice między wartościami 2qx > 29* oraz 29* w poszczególnych segmentach

Wyszczególnienie Segment 1 Segment 2 Segment 3
M ą [%] między 2 q*  i 2q x 0,66 0,14 0,09

M ą [%] między 2 q x i 29* 3,01 1,39 1,10
M ą [%] między 2 q x i 2q x 2,64 1,38 1,11

Źródło: obliczenia własne.

Dodatkowo dla każdego segmentu osobno obliczono błąd Mą między qx 
a wartością warunkowego prawdopodobieństwa, oznaczonego (2)q*, określanego
w przedziale {x, x + 1 ), ale wyznaczanego po scałkowaniu /u(x) otrzymanej na pod­
stawie wzoru (20). Wartości tych błędów dla każdego segmentu podano w tab. 6 .

Porównując wyniki prezentowane w tab. 3 i €, można zauważyć, że dla seg­
mentu pierwszego błąd Mą jest mniejszy, kiedy /y(jc) jest obliczane ze wzoru (15),

Tabela 6. Różnice między wartościami q x  i (2)9* w poszczególnych segmentach

Wyszczególnienie Segment 1 Segment 2 Segment 3
M ą [%] między q x i (2)<?‘ 3,85 1,57 1,19

Źródło: obliczenia własne.



127

a dla segmentów drugiego i trzeciego błędy Mą są mniejsze, jeśli ju(x) jest wyzna­
czone na podstawie (20). Przyjmując w każdym segmencie najmniejsze wartości 
błędów Mą , można więc zaproponować następującą funkcję intensywności zgonów:

M(x)=-

ln(l-0,0000393-0,0000775(^-0,5)+0,00001 19(jc-0,5)2 

-5,43 • 10- 7  ( jc-0,5) 3 ),

0,51n(l+0,00496-0,000932(jc- 1)+4,2210-5(* -l)2-  

-6,70-10_7(jc-1)3),

0,51n(l+0,627-0,0349(jc-l)+0,000656(jc-l)2-  

—4,32 ■ 10—6(jc—l)3),

dla* ̂ 2 ,2 0 ),

dlaxe[20,51),

dla xe[51,100).

Funkcję tę przedstawiono na rys. 1.

0,50

Rys. 1. Funkcja intensywności dana wzorem (21) 

Źródło: opracowanie własne.

6. Wnioski

Obliczenia dokonane na podstawie przykładowych danych o zgonach mężczyzn 
w roku 2004 w Polsce prowadzą do następujących spostrzeżeń:
1. Aproksymacja z użyciem funkcji Gompertza-Makehama zapewnia stosunkowo 

niewielkie błędy Mą w drugim segmencie (lata 20-50) i trzecim segmencie
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(lata 51-100), podczas gdy aproksymacja wielomianem charakteryzuje się nie­
wielkimi błędami we wszystkich trzech segmentach.

2. Funkcja intensywności w przypadku wielomianu ma postać uwikłaną, jednak 
używając metody punktu środkowego, można podać przybliżoną postać funkcji 
intensywności.

3. Przybliżając jt(x), można posługiwać się wartościami prawdopodobieństwa dla 
przedziałów zarówno (x , x + 1 ), jak i (x, x + 2 ).

4. Przybliżenie //(*) dane wzorem (21) jest dość „dobre”, ze względu na niewielki 
błąd między wartościami prawdopodobieństwa otrzymanymi na podstawie 
aproksymowanej /j (x ) a wartościami empirycznymi.
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THE APPROXIMATION OF THE FORCE OF MORTALITY WITH 3RD
ORDER POLYNOMIAL AND GOMPERTZ-MAKEHAM FORMULA.

A COMPARISON

Summary

Population mortality analysis is being carried out on the basis of the life tables. These tables 
include the discreet functions (e.g. death probability function) but their continuous equivalents can be 
approximated (e.g. the force of mortality).

In the paper the approximation of the force of mortality on the basis of the data taken from the 
Polish life tables for men in 2004 was carried out. To do that tne authors used analytical distribution 
of the future lifetime, Gompertz-Makeham formula and 3rd order polynomial. The authors suggested 
also using midpoint formula to determine the explicit form of intensity function.
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