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1. Wstep

W artykule opisane zostanie zagadnienie wyboru modelu regresji jednej zmien-
nej, opisujacej zalezno$¢ pomi¢dzy zmienna objasniana ¥ a zmienna objasniajaca
X, w sytuacji gdy funkcja regresji jest wielomianem dowolnego stopnia. Zatézmy
zatem, ze model regresji mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacej funkcji:

k
Y(x)=) 6;x' + &(x), (N
i=0

gdzie: k — stopien wielomianu,
6, — parametry funkcji regresji,
Y(x)— zmienna losowa Y obserwowana dla ustalonej na poziomie x wartosci
zmiennej objasniajacej X,
&x) — zmienna losowa o zerowej wartosci oczekiwanej i precyzji w.

Wektor parametréw modelu (1) oznaczony zostanie przez 6 = [90 0, ... 0, ]T.

Do estymacji parametrow modelu regresji (1) wykorzystane zostanie podejscie
bayesowskie. Przyj¢to zalozenie, ze parametry &, i =0,1,..., k modelu s3 zmien-
nymi losowymi. Zmienna losowa jest réwniez stopien wielomianu .

Wyboér modelu regresji polega¢ bgdzie na znalezieniu rozktadu prawdopodo-
bienstwa dla parametru k. Wybierany bedzie model, dla ktérego prawdopodobieri-
stwo bedzie najwigksze.

Wyznaczenie rozkladu a posteriori dla stopnia wielomianu wymaga dla nie-
sprzgzonych rozktadéw a priori zastosowania metod numerycznych. W tym celu
wykorzystany zostanie algorytm RIMCMC (Reversible Jump Markov Chain Monte
Carlo). Algorytm ten stanowi uogélnienie algorytmu Metropolisa-Hastingsa na
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sytuacje, w ktérych przestrzen parametréw modelu moze mie¢ zmienng liczbe
wymiarow (por. np. [4; 5]).

2. Aproksymacja wielomianu

Algorytm RIMCMC wymaga zdefiniowania pewnej deterministycznej funkcji,
ktora umozliwi modyfikacj¢ wartosci parametréw dla modeli o réznej liczbie wy-
miarow. Przede wszystkim niezbg¢dna bgdzie funkcja odwzorowujaca wektor para-
metréw modelu stopnia k£ + 1 na model stopnia & oraz funkcja dokonujaca transfor-
macji odwrotnej. Jedna z mozliwosci zdefiniowania takiej funkcji jest aproksyma-
cja wielomianéw metoda najmniejszych kwadratow.

k+1 .
Zadanie aproksymacji wielomianu stopnia k +1 o postaci f(x)= Ze;x' za
i=0
k .
pomoca wielomianu stopnia k o postaci f(x)=Z€l-x', przy zalozeniu, ze x
i=0

nalezy do przedziatu (ay, a2), mozna rozwiazaé przez znalezienie takich wartosci
parametréw 6;, dla ktorych wyrazenie

A k+l .k ) 2
J[ZB;x' —Zﬁix’) dx 2)
a,\i=0 i=0

osiaga minimum. Aby wyznaczyé wartosci parametréow 6y, 6y, .., 6,
spetniajacych kryterium (2), nalezy obliczyé pochodne czastkowe z wyrazenia

D k+l1 .k ] 2
J Zﬁl'-x' - Zﬁix’ dx po 8, 0y, ..., 0y, przyrébwnac je do zera oraz rozwigzac
i=0 i=0

uktad k£ +1 rownan.
Uzyskane rozwiazanie przybiera nastgpujaca postac:

0; =0; + O iWiksyis dlai=0,1,.., k, (3)
gdzie
T
Wy - (—1)"—”‘(’.‘) =0~ . 4)

- 2004
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Na przykiad w przypadku aproksymacji funkcji kwadratowej funkcja liniowa
wzor (3) mozna rozpisa¢ nastepujaco:

2 2
ai +4aya, +a
8y =0 - 0y ———2+—2,

01 20'1 +¢9’2(al +a2),

w przypadku za$ aproksymacji wielomianu 3 stopnia funkcjg kwadratowa mamy:

a13 + 9al2a2 + 9a1a% + ag

6y =6 + 65 o ,
a12 +3aja; +a%

R

0, =0 +30; 1792

2

Na przyklad zastosowanie kryterium (2) do aproksymacji wielomianu 2 stopnia
postaci f(x)= 0,1x2 +2x+2 za pomoca funkcji liniowej, przy zalozeniu, ze
x €(1,30), pozwala uzyska¢ nastgpujace rozwiazanie:

g(x)=5,Ix-15,0167.

[lustracj¢ powyzszej aproksymacji przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Aproksymacja funkcji kwadratowej funkc)g liniowa
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Ukfad réwnan zapisanych wzorem (3) pozwala na przejscie z modelu o wigk-
szej liczbie parametréw do modelu o mniejszej ich liczbie. Aby dokonaé transfor-
macji odwrotnej, uktad rownan (3) nalezaloby rozwiaza¢ ze wzgledu na parametry
g; (i=0,1,...,k+1). Mamy wtedy jednak k +2 niewiadome oraz £ +1 réwnan.
Problem ten mozna rozwiazaé poprzez dopisanie dodatkowego réownania, ktore
wigzaé bedzie parametry & przez pewna liczbg losowa u. Przyjete zostanie, ze
liczba ta pochodzi¢ bedzie z rozktadu N(0, x) i spetnia¢ bedzie warunek

u=0;€+]. (5)

Parametr x mozna ustali¢ arbitralnie tak, aby losowane dla parametru &},
wartosci byly wystarczajaco duze.
Znalezienie transformacji odwrotnej polega¢ bedzie na rozwigzaniu ukiadu

rownan zapisanych wzorami (3) i (5) ze wzgledu na parametry 6, 61, ..., 0),.

Rozwiazanie przyjmuje wowczas nastgpujaca postaé:
9;-=¢9,-~uW(k+l),-,dlai:0,1,...,k, (6)
Os1 = u.

3. Algorytm Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo

Algorytm RIMCMC stanowi uogélnienie algorytmu Metropolisa-Hastingsa.
Gdy nie jest zmieniany wymiar przestrzeni parametrow modelu, odpowiada on
dokiadnie algorytmowi Metropolisa-Hastingsa (z kolei szczegdlnym przypadkiem
algorytmu Metropolisa-Hastingsa jest algorytm Gibbsa). W sytuacji gdy wystgpuje
zmiana wymiaru przestrzeni parametréw, algorytm RIMCMC skiada si¢ z nastgpu-
jacych etapow (por. [5]):

1. Niech ( j,8 j) oznacza aktualne wartosci wektora parametrow 6; modelu o nu-

merze j, ktorego wymiar wektora parametréw wynosi ;.
2. Wykonanie przejscia do stanu (j',Gj:) ze stanu (j,ej) z prawdopodobien-
stwem A(J, j').

3. Wylosowanie wektora u z zadanego rozktadu q(u|9j s s j’).

4. Podstawienie (Gjl ,u'):gj,jr (Oj,u), gdzie g; » oznacza wzajemnie jedno-
znaczng, deterministyczng funkcje. Podstawienie to ma na celu dopasowanie
wymiaréw modelu aktualnego do modelu docelowego (k; +dim(u) =
_ .o, -
= kj: +dim(u")). Ponadto 8, =8

5. Akceptacja zmiany modelu z prawdopodobienistwem min(1, 4), gdzie:
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_p{viey 5 )eley [ )pnnG aluley . g)| g, (0, )
P(¥8 1, )p(8; 1)k a(ule . s, 7) | A0 u)

(D

gdzie p(y|-) oznacza funkcj¢ wiarygodnosci, p(e’j: Ij') i p(9j|j) — rozklady
a priori parametrow, a p(j) i p(j') —rozktady a priori modeli.

Jezeli wymiar modelu ;' jest wyzszy niz wymiar modelu j, woéwczas
dim(u’) =0 i funkcja g;  wykonuje odwzorowanie 6’ = g; (Gj, u). Jezeli wy-

miar modelu ;' jest nizszy niz wymiar modelu j, to dim(u) = 0 i odwzorowanie ma
j' 3
Jezeli nie nastgpuje zmiana modelu, czyli wymiar modelu j jest réwny wy-
miarowi modelu j', to nowe wartosci wektora parametrow mogg by¢ generowane
przy wykorzystaniu algorytmu Gibbsa.
W praktyce najczesciej iteracje algorytmu RIMCMC sg wykonywane na prze-
mian z iteracjami algorytmu Gibbsa.

postac (9 u’) = gj,j,(ej), przy czym wartos¢ zmiennej u’ jest ignorowana.

4. Zastosowanie algorytmu RJMCMC do estymacji parametrow
w regresji wielomianowej

4.1. Rozklady a priori parametréw

Przyjete zostana nastepujace rozktady a priori dla parametréw modelu (1):
T
(9:[00 6, ---‘9k] ~N(m,V), (8)
w ~ Gamma(a, ), (9)

gdzie: N(m, V) — oznacza rozkfad normalny o wektorze wartosci oczekiwanych m
i macierzy kowariancji V, G(«a, ff) — rozkiad gamma z parametrami a i 5.

Przyjmowane w konkretnych zastosowaniach rozklady a priori nie moga by¢
nieinformacyjne, jak moze to mie¢ miejsce w przypadku estymacji bayesowskiej
parametréw konkretnego modelu (por. [1; 2; 7; 8]). Istnieje wiele propozycji
rozwiazania tego problemu. Czgs$¢ z nich polega na wykorzystaniu cz¢sci danych
do sformutowania informacyjnego rozktadu a priori, a pozostatej cz¢sci do wyboru
modelu (por. [2; 7]).

Inna propozycja, ktéra wykorzystana zostanie w niniejszym artykule, polega na
przyjeciu jako rozktadéw a priori dla parametréw modeli oszacowanych oddziel-
nie dla kazdego z nich rozktadéw a posteriori wyznaczonych na podstawie wszyst-
kich dostepnych danych (por. [1]). Propozycja ta, mimo ze spotkata si¢ z pewna
krytyka (por. [1] — dyskusja), daje zblizone wyniki do innych poprawniejszych teo-
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retycznie rozwiazan zgloszonych w artykutach [2; 7], a ponadto jest najlatwiejsza
do implementacji numeryczne;.

4.2. Rozklady warunkowe parametrow

Warunkowe rozktady a posteriori parametréw modelu maja nastgpujaca postac
(wykorzystywane sa one w sytuacji, gdy stosowany jest algorytm Gibbsa — czyli
iteracja nie zmienia wymiaru modelu):

-1 -1
9|w~N[(wFTF+V_1) (wETy+V™'m), (wFF+ V) ] (10)
(y-F6)" (y-F8)
Wp~Tla+l, p+ , (1n
2 2
gdzie
1 x ... xlk
1 x k
F= : .2 x'2
1 x xk

n e
oznacza macierz obserwacji zmiennej niezaleznej X oraz
N1
y=|"?2
Yn
wektor obserwacji zmiennej zaleznej Y.
4.3. Wyprowadzenie wzoru na prawdopodobienstwo akceptacji

Wyprowadzony zostanie najpierw wzér na prawdopodobiefistwo akceptaciji
przy przejsciu z wielomianu stopnia & na wielomian stopnia &' =k +1.
Jakobian  transformacji  wektora [90 6y ...0, u w] na  wektor

8y 67 ... 0., u'| wyznaczany na podstawie funkcji opisanych wzorem (6) oraz
0 Y1 k+1 p J10p
poprzez transformacje w' = w, wyznaczany zgodnie z formuta



56

a6,  do, 6y do,  db)
d6, do, d6, du  dw
de,  de a6,  do,  de;
do, db, d6,  du  dw
J=| : : : Do
A6t k1 A0 G4y dGkn
do, db, do, du  aw
aw’  aw’ aw’ aw’ aw’
do,  de, do, du  aw
przybiera posta¢:
“Wksno O
I : :
J= “Wa+nk =1, (12)
0...0 1 0
0...0 0 1

gdzie I oznacza macierz jednostkowa.
Sktadnik 4 prawdopodobienstwa akceptacji jest z kolei rowny (por. wzor (7)):

:P(k')P(Y|9',W')P(e',W'|k')xh(k',k)x I .y
p(k)p(y|9,w)p(9,w|k) h(k, k'Y q(ul®,w, k, k")

Przyj¢te zostanie, ze wszystkie modele maja jednakowe prawdopodobienstwa
a priori:

pk) = (13)

kmax ’
pE) _ 1
p(k)

=10.
max
Jezeli nastgpuje przejscie z wielomianu stopnia & na wielomian stopnia
k'=k-1,to
_ p(k")p(ye', w)p(8', w'|k") Ok k)
p(k)p(y|8, w)p(0,wlk)  h(k, k")

a zatem . Przyjgto arbitralnie, ze maksymalny stopien wielomianu

k

0,w,k, k'yxJ .

xq(y

Dokonywany jest losowy wybor pomiedzy zwigkszeniem badZ zmniejszeniem
stopnia wielomianu o jeden z prawdopodobienstwem b, (dla zwigkszenia) oraz
d, =1-b, (dla zmniejszenia). Prawdopodobienstwa te zaleza od parametru k.
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Przyjete zostanie, ze d) =0, bkmax =0oraz by, =d; =05dla k=2,3,..., kpay — 1.
Oznacza to, ze h(k', k) =d, | oraz h(k, k") = b; . Funkcja gestosci q(u|0, w, k, k'),

z ktérej losuje si¢ wartos¢ u, jest typu N(0, x).
Funkcje wiarygodnosci rowne sa:

k+1

-w'| yi— Zeljxij
J=0

p(ye' W)= HJ_ > , dlak'=k+1,

PR
) -w' y,.—ZB'jx,!
p(yle',w’)=HJgexP = , dla k' =k -

(14)

k .
| 7= 20
J=0
2

Rozkiady a priori p(e’,w'|k') i p(8,wlk) zgodne sa ze wzorami podanymi
w punkcie 4.1.

5. Przyklady symulacyjne

5.1. Przyklad 1 — model kwadratowy

W przyktadzie wygenerowanych zostato 30 obserwacji zgodnie z zaleznoscia

Y(x)= X2+ 0,5x + 2 + &(x), gdzie zmienna losowa £(x) ma rozktad N (0, 1). Warto-
$ci zmiennej X sa roztozone réwnomiernie co 0,05 na odcinku od 0 do 1,45. Ze
wzgledu na niewielkg liczbe obserwacji trudno jest jednoznacznie rozstrzygnaé
(nawet wzrokowo), czy bardziej adekwatny jest tutaj model liniowy czy kwadra-
towy. Wykres korelacyjny zmiennych X i Y przedstawia rys. 2.

Rozklady a posteriori, ktore zostana wykorzystane jako rozktady a priori dla
poszczegdlnych modeli, wyznaczone zostaly za pomocg programu WINBUGS.
Ich parametry przedstawia tab. 1 (zgodnie z oznaczeniami ze wzorow (8) i (9)).
Zapisane zostaty rozktady tylko dla wielomianow stopnia nie wigkszego niz 4, gdyz



58

8 -
7 A .
6 | ¢
5 A4 ¢
J L 2
4 . L . . LR N
3 ¢ o0
4
¢ . o *
24 ¢ o
L 2
1o e .
0 e TTTTTTTY T T T — y
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6
Rys. 2. Wykres korelacyjny dla przyktadu 1
Tabela 1. Rozktady a priori dla przykfadu 1
Stopien
wielomianu Wektor m Macierz V a yij
k
023 0
1 (113 2,477 [0 0 32] 12,25 | 19,44
037 0 0
2 2,46 -324 394 0 357 0 12,54 | 14,76
0 0 1,56
0,58 0 0
T 0 2153 0 O
3 [2,42 -2,77 3,13 0,36} 0 0 561 0 13,221 16,52
0 0 0 1142
0,64 0O 0o 0 0
0 6084 0 0 O
4 [142 1313 -479 5561 -19,04]"||0 0 493 0 0 12 12,37
0 0 0 53 0
0 0 0 0 6241

Zrédlo: opracowanie wiasne.

dla wielomianéw wyzszych stopni obliczone prawdopodobienstwa a posteriori
modeli sa bliskie zeru.

Przeprowadzono tacznie 200 000 iteracji algorytmu RIMCMC, przy czym
prawdopodobiefistva modelu obliczane zostaly tylko dla ostatnich 100 000 iteracji.
Otrzymane wyniki przedstawia tab. 2.
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Tabela 2. Prawdopodobienstwa a posteriori rozpatrywanych modeli

Stopien wielomianu & 1 2 3 4
Obliczone prawdopodobienstwo|0,27619(0,60179)0,12120{0,00082

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Modelem najbardziej prawdopodobnym okazat si¢ zatem wielomian stopnia 2,
czyli kwadratowa funkcja regresji. Stosunkowo wysokie prawdopodobiefistwo
a posteriori otrzymano réwniez dla modelu liniowego.

5.2. Przyklad 2 — wielomian 3 stopnia

W przykladzie wygenerowanych zostalo 101 obserwacji zgodnie z zaleznoscia
Y(x)= 0,5x3 —2x% —x 42+ &(x), gdzie zmienna losowa £(x) ma rozklad N (0, 1).
Warto$ci zmiennej X sa roztozone réwnomiernie co 0,05 na odcinku od 0 do S.
Wykres korelacyjny zmiennych X i Y przedstawia rys. 3.

Rozklady a posteriori, ktore zostang wykorzystane jako rozklady a priori dla
poszczegdlnych modeli, wyznaczone zostaty podobnie jak w poprzednim przykla-
dzie za pomoca programu WINBUGS. Ich parametry przedstawia tab. 3. Zapisane
zostaty rozkfady tylko dla wielomianow stopnia nie wigkszego niz 4, gdyz dla
wielomianéw wyzszych stopni obliczone prawdopodobienstwa a posteriori sa
bliskie zeru.

Przeprowadzono tacznie 200 000 iteracji algorytmu RIMCMC, przy czym
prawdopodobienstwa modelu obliczane zostaly tylko dla ostatnich 100 000 iteracji.
Otrzymane wyniki przedstawia tab. 4.

o
*
o
o

Rys. 3. Wykres korelacyjny dla przyktadu 2
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Tabela 3. Rozkiady a priori dla przykiadu 2

. Stop en Wektor m Macierz V a | f
wielomianu &
048 0
T bl
1 [-2,36 0,34] [0 0,06] 64 | 800
0,21 0 0
2 (4,68 -819 1,71]7 0 0190 4 11
0 0 0,006
0180 0 0
] T 0 053 0 O
[1,85 -1,23 -1,79 0,47)] 0 0 011 0 49 | 58
0 0 0 0,002
027 0 0 0 0
0 1,96 0 0 0
4 [134 -035 -2,6 0,72 -0,02]" | |0 0 1280 O 49 | 58
0 0 0 011 0
0 0 0 0 0,001

Zrédto: opracowanie whasne.

Tabela 4. Prawdopodobienstwa a posteriori rozpatrywanych modeli

Stopiert wiclomianu & 1 2 3 4
Obliczone prawdopodobienstwo| 0 0 [0,96934]0,03066

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Modelem zdecydowanie najbardziej prawdopodobnym okazat si¢ zatem wielo-
mian stopnia 3 (co jest zgodne z modelem, na podstawie ktérego wygenerowano
obserwacje).

5.3. Przyklad 3 — wplyw liczby danych na obliczane prawdopodobienstwa

W przykiadzie zastosowano dane z punktu 5.2 po usunig¢ciu z nich co drugiej
obserwacji. Odpowiedni wykres przedstawia rys. 4.

Parametry rozkladéw a priori przedstawia tab. 5. Zapisane zostaly rozktady
tylko dla wielomianéw stopnia nie wigkszego niz 4, gdyz dla wielomiandéw wyz-
szych stopni obliczone prawdopodobienstwa a posteriori s bliskie zera.

Przeprowadzono tacznie 200000 iteracji algorytmu RIMCMC, przy czym
prawdopodobienstwa modelu obliczane zostaly tylko dla ostatnich 100 000 iteracji.
Otrzymane wyniki przedstawia tab. 6.

Jak mozna zauwazy¢, zmniejszenie liczby obserwacji wprowadza znaczna nie-
pewnos¢ co do poprawnosci wybieranego modelu. Najbardziej prawdopodobny
okazuje si¢ w dalszym ciggu wielomian 3 stopnia, jednak jego prawdopodobien-
stwo jest znacznie nizsze niz w przykltadzie poprzednim, w ktérym liczba danych
byta dwukrotnie wieksza.
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g
Rys. 4. Wykres korelacyjny dla przyktadu 3
Tabela 5. Rozktady a priori dla przykiadu 3
Stopien .
 vielomianu & Wektor m Macierz V a Yij
0,96 0
1 [-2,36 0,32]" [o’ 012] 25 | 3125
0320 o
2 [432 -7.85 163] 0 0280 28 | 59
0 0 0,01
036 0 0 0
0 1,06 0 0
3 [23 -2,75 0,94 034]" 0 0 024 0 25 | 33
0 0 0 0,004
052 0 O 0 0
0 416 0 0 0
4 [259 —4,01 022 —0,02 0,04]T | |0 0 276 0 0 25 33
0 0 o0 0,24 0
0 0 0 0 0,003

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 6. Prawdopodobienstwa a posteriori rozpatrywanych modeli

Stopien wielomianu £

2

3

4

Obliczone prawdopodobienstwo

0,23531

0,76248

0,00221

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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6. Zakonczenie

Bayesowskie podejscie do zagadnienia wyboru modelu w odrdznieniu od

podejscia klasycznego umozliwia obliczenie prawdopodobienstw konkurujacych
modeli. Dzigki temu dalsza analiza statystyczna pozwala uwzgledni¢ niepewnosc¢
zwigzang z ostatecznym wyborem modelu. Mozliwe jest réwniez wykorzystanie
wszystkich modeli, dla ktorych otrzymano niezerowe prawdopodobienstwa (tzw.
model averaging).

Wada opisanej metody jest niewatpliwie jej duza zlozonosé. W przypadku

duzej liczby obserwacji pewnym ograniczeniem moze by¢ diugi czas przeprowa-
dzanych obliczen.
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BAYESIAN MODEL CHOICE IN MULTINOMIAL REGRESSION

Summary

The paper presents the problem of model choice in multinomial regression. The Bayesian
solution to this problem has been presented in which the optimal model choice is equivalent to finding
the model that is the most probable one. Computation of the model probabilities has been performed
using the general algorithm of Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo, which has been adapted
to the specific problem of multinomial regression.
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