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1. Wstep

Przy badaniu relacji zachodzacych migdzy obiektami czgsto korzysta sie z opi-
nii wielu respondentéw. Poniewaz podstawa przeprowadzenia skalowania wielo-

wymiarowego jest macierz 4= [§U]nxn, ktorej elementy &;; przedstawiajg niepo-
dobienstwa migdzy obiektami i oraz j (i, j=1,2,...,n, gdzie n jest liczba obiek-
tow), mamy do czynienia z sytuacja, kiedy danych jest m macierzy A, =[5 i, k]
(k=1,2,...,m), przy czym kazda macierz 4, przedstawia réznice migedzy obiekta-
mi postrzegane przez k-tego respondenta. Na podstawie m macierzy 4, okreéla si¢
wspélna dla wszystkich respondentdw konfiguracj¢ punktow X = [xl-a], gdzie
a=1,2,...,r, reprezentujaca badane obiekty w r-wymiarowej przestrzeni, ktora
nazywana jest grupowa przestrzenia zmiennych (group stimulus space).

Poniewaz kazdy z respondentdw zazwyczaj rdzni si¢ w ocenie waznosci wply-

wu okreslonych zmiennych na podobienstwa migdzy obiektami, w modelach réz-
nic indywidualnych wprowadza si¢ wagi wy, zmiennej a dla indywiduum £, two-
rzace przestrzen wag W = [Wka]- Geometrycznie punkty w przestrzeni wag przed-
stawiaja respondentdw, a wspotrzedne tych punktéw to wagi przypisywane po-
szczegbInym wymiarom preez dang osobg.

Dla ustalonej konfiguracji X indywidualne konfiguracje punktéw dla k-tego
respondenta X, otrzymuje si¢, mnozac wspotrzedne punktow z grupowej prze-
strzeni przez odpowiednie wagi. Elementy macierzy X, wynosza:

Xika = Wka " Xia
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lub w zapisie macierzowym

X, = XW,,

gdzie W jest diagonalng macierza wag o wymiarach r x r k-tego respondenta.

Odlegtosci migdzy punktami X, sa réwne:

1

) 2

djj i :|:,sza(xia 'xja)2] :lii(xika ‘xjkﬂ)z} '
a=1 a=]

Modele réznic indywidualnych pozwalaja na badanie interesujacych nas zja-

N [—

wisk w roznych aspektach. W wyniku ich stosowania otrzymujemy (zob. [6, s. 67]):

wspolng dla wszystkich respondentéw konfiguracje punktéw przedstawiajaca
w przestrzeni r-wymiarowej relacje zachodzace migdzy badanymi obiektami,
przy uwzglednieniu preferencji respondentow;

przestrzen wag, ktorej punktami sa badane osoby; w przestrzeni tej mozna po-
réwnywac osoby pod wzgledem wag przypisywanych wymiarom;

konfiguracje indywidualne umozliwiajace badanie relacji migdzy obiektami
w ramach kryteriéw ocen stosowanych przez okreslonego respondenta.

W artykule zaprezentowano trzy modele, ktorych podstawowe réznice wynika-

ja z tego, co jest punktem wyjscia do wyznaczenia konfiguracji wspolnej oraz
przestrzeni wag. Modelami tymi sa:

a)
b)

c)

wazony model euklidesowy — punktem wyjscia identyfikacji réznic indywidu-
alnych sa macierze niepodobienstw;

model INDSCAL - konfiguracja wspdlna oraz przestrzen wag wyznaczane sa
na podstawie macierzy produktéw skalarnych;

model PINDIS — punktem wyjscia sa tu konfiguracje indywidualne poszcze-
gdlnych respondentow.

2. Wazony model euklidesowy

W wazonym modelu euklidesowym poszukuje si¢ takich konfiguracji X, aby

wartos¢ funkcji dopasowania STRESDG:

m 2
o2 (X1, Xgse o Xp) = D (8 —dy(X4) (1)

k=li<j

osiagata warto$¢ najmniejsza, przy zatozeniu, ze X, = XW,.

Proces minimalizacji wartosci STRESS-u obejmuje dwa etapy (zob. [1, s. 283-284]),

na ktore skladaja sie:
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1) wyznaczenie macierzy konfiguracji indywidualnych X = [Xl X5 .. Xm]
na podstawie macierzy niepodobienstw A, (k=1,2,...,m);
2) wyznaczenie konfiguracji X oraz macierzy wag W, minimalizujacych wartos¢
wyrazenia:

itr n(XW; - X, )T(xwk - Xy ). Q)
k=1

Macierze ik (k=1,2,...,m) szacowane s3 za pomocg transformacji Guttmana.
Po u-tym cyklu iteracyjnym ik przyjmuje wartos$c (por. [1,s. 150-155; 6, s. 70-74]):

X = ViB(Yi) Y, )
IRV
I qlai jidy ()70,
dii (Yy)
gdzie: B(Y, ) — macierz o elementach by =10 dlai#jid;(Y,)=0,
n
Dby dlai=j,
j=1
i£]

Y, —macierz wspotrzgdnych punktéw reprezentujacych obiekty otrzyma-
nych w poprzednim cyklu iteracyjnym,
V,’: = (Vk + llT) —n211" — macierz odwrotna Moore’a-Penrose’a (1 — wek-
tor kolumnowy zlozony z jedynek),

n
Zwijk dlai=j,
V, —macierz o elementach v;; =4 j=1
i#j
-wy  dlai#j,
Wi =1 jezeli 5,-j-k Jest dane (w przeciwnym wypadku w,, = 0).

Dla ustalonych X, minimalizacja wyrazenia (2) ze wzgledu na X oraz wagi
y k Jja wy gle g
W, jest rownoznaczna z minimalizacja:

S r{xgw! - X,) (xaw! - X,), @
a=1
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gdzie: x,; —a-ta kolumna macierzy X,
w, —wektor wag w,; a-tego wymiaru dla k-tego respondenta o wymiarach

mxl,

o —Mmacierz o wymiarach nxm, w ktdrej elementy poszczegdlnych ko-
lumn przedstawiaja a-te wspdtrzgdne obiektow k-tego respondenta.

W kolejnych cyklach iteracyjnych, wyrazenie (4) jest minimalizowane
oddzielnie dla kazdego wymiaru a, ze wzgledu na x, przy zatozeniu, ze w, jest
ustalone, a nastgpnie ze wzgledu na w, przy zatozeniu, ze wyznaczone wczesniej
X, jest dane.

X

3. Model INDSCAL

W modelu INDSCAL (INdividual Differences SCALing), zaproponowanym
przez J.D. Carolla i J.J. Changa [2], punktem wyjscia do stworzenia grupowe;j
przestrzeni zmiennych oraz przestrzeni wag sa macierze produktéw skalarnych
B, . Wyznaczane sa one, w odniesieniu do kazdego respondenta, na podstawie

macierzy niepodobienstw lub macierzy odlegtosci, a jej elementy sa rowne (por.
[3,s.207]):

l_] k _Zwkaxla X ja :__ z/ kK~

n 1 n n 2
Z 72 2y |=Ho AL oH,
j=1 i=1 j=1

1
n

gdzie A, jest macierza o elementach A | = ——;—d,-jz- waH= 1lis lT, przy czym I
' n

oznacza macierz jednostkowa, 1= [1 1.. 1] za$ jest wektorem » jedynek.

Jezeli macierze B, nie s3 wyznaczane na podstawie macierzy odlegtosci, ale
na podstawie macierzy niepodobienstw A, czgsto nie sa one nieujemnie okreslo-
ne. Dzieje si¢ tak wtedy, gdy wartosci niepodobienstw &;; ; nie spetniaja postulatu
metryki (wlasno$¢ nierownosci trojkata). Najprostszym przeksztatceniem monoto-

nicznym transformujacym niemetryczne niepodobienstwa w metryczne odleglosci
jest procedura dodawania do kazdego 6 , (z wyjatkiem i=j) mozliwie naj-

mniejszej statej ¢; = m?’l(({(5z)‘,k —§jl,k —5,-1,/(), 0}-
i, ],

Na podstawie $redniej macierzy produktéw skalarnych B o elementach
m

2 bk

b,-j = k=lm wyznacza si¢, przy uzyciu metody gtéwnych sktadowych, konfigura-

cje wyjsciowa punktéw X w przestrzeni F-wymiarowe;.
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W algorytmie zaproponowanym przez Carrolla i Changa zaréwno wagi, jak i
wspdlrzedne punktéw sa wyznaczane z wykorzystaniem metody najmniejszych
kwadratow tak, aby minimalizowaly wartos¢ funkeji dopasowania (por. [3, s. 207]):

2
)
GzzZZZ[bg,k—Zwkaxmx,aj - (5)
i j k a=1

W celu odréznienia dwéch estymatorow wspoétrzednych punktéw konfiguracji
wspolnej oznaczmy x;; 1 X, indeksami P i L (prawy i lewy). Funkcja
dopasowania bedzie miala wtedy postaé:

2
)
02=ZZZ(bu,k—Zwkax£xfa] - 6)
i j k a=1

Wartos¢ o w pierwszej kolejnosci jest minimalizowana ze wzgledu na wagi
Wy, Przy x,-i,) i xL wyznaczonych z macierzy produktow skalarnych. Jezeli

Jja
P L . . G-= dzi l _ P L
Xjq *Xj, zapiszemy w macierzy —[gaa]nzxr, gdzie elementy gg, =x, X,
przy czym a=n(i-1)+j, a wielkosci b; , w macierzy F:[fka]mxn’ gdzie
elementy fi, =bj 4, to wtedy estymatory najmniejszych kwadratow wag
w Z[Wka] . beda rowne:

nmx

WzFoGo(GToG)—l. 7

Nastepnie dla wyznaczonych wag w,, oraz wspotrzgdnych x,-i szacuje si¢ esty-

matory najmniejszych kwadratow wspotrzednych le-“a . Niech P bedzie teraz macie-
rza 0 wymiarach mn x r, ktérej elementy p,, =wy, -x,—‘z, gdzie y=n(k-1)+j,Q
za$ macierzg 0 wymiarach n xnm, ktérej elementy gq,, =b;,, przy czym y =i,
y=nlk-1)+J. Jezeli xt bedzie macierza o wymiarach n xr o elementach ija,

to estymatory najmniejszych kwadratow Xt dla wyznaczonych wczesniej wag

wy, oraz wspotrzednych x,-g beda réwne:

x* =PoQo(QToQ)_l. (8)

Podobnie jak w ostatnim kroku najpierw wyznacza si¢ estymatory najmniej-

szych kwadratow XP, wykorzystujac w tym celu oszacowane wczesniej wagi wy,
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oraz wspdirzedne xk

ja» @ nastgpnie przechodzi si¢ do kolejnego cyklu iteracyjnego.

Szacowanie parametréw odbywa si¢ tak dlugo, az nastapi zbieznos¢ pomigdzy

A

xtix? ()A(L =x%o C, C jest niezerowa macierza diagonalng o wymiarach r x r
[3, s. 208]). Wtedy przyjmuje sig, ze xt=x*i po raz ostatni wyznacza sig w.

4. Model PINDIS

Jezeli danych jest m macierzy A, (k=1,2,...,m) przedstawiajacych niepodo-
bienstwa migdzy tymi samymi obiektami postrzegane przez réznych respondentdw,
mozna na ich podstawie wyznaczy¢ k konfiguracji punktéw X, reprezentujacych
obiekty. Otrzymujemy w ten sposob trojwymiarowa kostke zmiennych o wspot-
rzednych x;,,
gdzie: i=1,2,...,n — liczba badanych obiektow,

a=1,2,...,r —wymiar przestrzeni, w ktorej prezentowane sa wyniki skalo-
wania wielowymiarowego,
k=1,2,...,m— liczba konfiguracji punktow.

Wzrokowe pordwnanie X, moze by¢ utrudnione, poniewaz nie zawsze réznice
w uktadach konfiguracji punktéw na mapach percepcyjnych wynikaja z roznic
w postrzeganiu obiektéw przez poszczegoélnych respondentdw (zob. [5]). W zwiazku
z tym poroéwnanie wynikéw skalowania wielowymiarowego poprzedzone jest ana-
liza Procrustesa.

Dla dwoch wynikéw skalowania wielowymiarowego Xz[xl Xy ... xn] i

Y=[y1 Yy ... yn]T (punkty obydwu konfiguracji reprezentuja te same obiekty
lub zmienne co oznacza, ze punkt x; odpowiada punktowi y; dla kazdego
i=1,2,...,n) analiza Procrustesa polega na takim wzajemnym ich dopasowaniu,
aby zostaly zachowane proporcje odleglosci migdzy punktami. W celu dopasowa-
nia do konfiguracji Y, zbior punktow X poddaje si¢ przeksztalceniom, ktérymi sa
translacja, rotacja i jednoktadnosé.

Dopasowanie obydwu konfiguracji jest najlepsze, jezeli suma kwadratéw
odlegtosci migdzy odpowiadajacymi sobie punktami X i Y jest najmniejsza, czyli
gdy funkcja dopasowania przyjmujaca posta¢:

R*=ur(X-Y)'(X-Y) ©)

osiaga warto$¢ najmniejsza.

W niewazonej analizie Procrustesa dopasowanie konfiguracji X do konfiguracji
Y, przy minimalizacji funkcji dopasowania (9), przebiega w nastgpujacych etapach
(zob. [3, s. 128; 5]):
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. Translacja X i Y tak, aby ich Srodki ciezkosci znajdowaly si¢ w poczatku
uktadu wspotrzednych.

1 -1
2. Wymnozenie macierzy X przez macierz rotacji A = (XTYYTX)2 (YTX)

1
. r{XTyy'x)2
3. Znalezienie obrazu X przy jednoktadnosci o stosunku ¢ = T
(X' X)

[tr(XTYYTX)El Jz

Obliczenie miary dopasowania R*=1- T T
(X X)er(Y 1Y)

>

W analizie Procrustesa etap pierwszy jest pomijany, gdy srodki ciezkosci X 1Y
sa w poczatku uktadu wspotrzednych, etap trzeci zas — gdy suma kwadratéow odleg-
fosci punktéw od poczatku ukfadu wspdtrzednych jest dla obydwu konfiguracji
taka sama.

Dla wielu wynikow skalowania wielowymiarowego dokonuje sie transformacji
indywidualnych konfiguracji X, tak, aby kazda z nich zostata jak najlepiej do-
pasowana do pozostatych. Podobnie jak w analizie dla dwoch wynikow skalowania
wielowymiarowego, dopuszczalnymi przeksztalceniami sa translacja, rotacja i jed-
noktadnos¢. Prowadzi to do wyznaczenia takich X %> dla ktérych funkcja dopaso-
wania (por. [1, s. 362]):

2 (% s\ (% _%
RY =Y (X, - X)) (X - X)), (10)
k<l

przyjmuje wartos¢ najmniejsza, gdzie )N(k = qokaAZ + lb',f (k,1=1,2,...,m).

Algorytm minimalizujacy wartos¢ funkeji R? ma charakter iteracyjny i polega
na cyklicznym dopasowywaniu kolejnych konfiguracji punktéw (tak jak w przy-
padku analizy Procrustesa dla dwdch wynikow skalowania) przy zalozeniu, ze po-
zostale sg ustalone (zob. [4]).

W pierwszym etapie dokonuje si¢ translacji i wyskalowania X, (k=1,2,...,m),
aby ich srodki cigzkosci znajdowaly sie¢ w poczatku uktadu wspoétrzgdnych, a sred-
ni kwadrat odleglosci punktow od poczatku ukladu wspotrzednych byt rowny je-

den, tzn. tr(XZXk) =1.

Nastepnie szacowana jest konfiguracja wspdlna X. W tym celu dopasowuje si¢

X, do X, a nastgpnie wyznacza macierz X=%(X1 + )N(z). Po dopasowaniu X3
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do oszacowanej wczesniej X obliczana jest nowa wartos¢ X = %(X] + f(z + i3)
Proces ten powtarzany jest tak dtugo, az wykorzystane zostana wszystkie konfi-
guracje X, .
W kolejnym etapie, po ponownym dopasowaniu wszystkich konfiguracji X k
do oszacowanej X, oblicza si¢ miar¢ dopasowania:
1

h:n%i(l—R,%(f(k,x))E, (1)

k=1

o(RIXXTR])?

et
gdzie Rz(ik , X) = (~T~ ) ( T ) Jjest miara dopasowania )N(k do X.
tr Xk Xk X' X

Po wyznaczemu noweJ wartosci X, jako sredniej z otrzymanych w poprzednim
etapie Xk, wszystkie Xk znowu sg dopasowywane kolejno do X, a nastgpnie
obliczana jest miara dopasowania h. Proces iteracyjny powtarzany jest tak diugo,
az roznica pomigedzy s wyznaczonymi w kolejnych cyklach przestanie ulegaé
zmianie lub bedzie mniejsza od ustalone;j stale;j.

Poniewaz respondenci roznia si¢ w ocenie waznosci wplywu okres$lonych
zmiennych na podobienstwa miedzy obiektami, przez co przypisuja rézne zna-
czenie poszczegdlnym wymiarom konfiguracji wspdlinej, istniejq takie macierze
W, dla ktérych )~(zXWk (W, jest diagonalng macierza o wymiarach » xr
niezerowych wag poszczegédlnych wymiaréow, XW, za§ — wazona konfiguracjq
wspolng k-tego respondenta). Dla ustalonych konfiguracji X i X, nalezy zalez¢
takaq macierz W, aby funkcja dopasowania:

=(xwk—)~(k)T(xwk—>~(k) (12)

przyjmowata warto§¢ najmniejsza.

Jezeli x, 1 x,; sg odpowiednio kolumnami macierzy X i X, natomiast x;, i
X;qr I-tymi elementami tych wektorow, wtedy znalezienie w,, ktory jest a-tym
elementem diagonalnym W, , sprowadza si¢ do minimalizacji wyrazenia:

n
2
Z Xig — 1ak . (13)

Po zrdézniczkowaniu (13) i przyrownaniu do zera otrzymujemy:
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n
Z XiakXia

w, =1 : (14)

= 2
ina
i=1

Wyznaczone w ten sam sposob dla kazdego a=1,2,...,» i dla kazdego
k=1,2,...,m wagi tworza przestrzen wag Wz[wka]. Punkty przestrzeni wag

(wiersze) przedstawiaja respondentow, a wspotrzedne tych punktow — wagi przypi-
sywane przez nich poszczegbélnym wymiarom.

5. Podsumowanie

Zaprezentowane modele skalowania wielowymiarowego sa waznym narzg-
dziem w badaniach zaleznosci migdzy obiektami, ktore opieraja si¢ na opinii wielu
respondentéw. Geometryczna prezentacja w postaci mapy percepcyjnej zaleznosci
przeprowadzona na podstawie usrednionej macierzy niepodobiefistw nie zawsze
w pelni odzwierciedla rézniace sig¢ czgsto oceny respondentow. W zaleznosci od
tego, czy dysponujemy macierzami niepodobienstw, macierzami odleglosci, czy
tez indywidualnymi konfiguracjami poszczegdlnych respondentow, przez wyko-
rzystanie odpowiedniego modelu mozemy otrzymac zarowno grupowa konfigura-
cje, jak i ,,porownywalne” konfiguracje indywidualne oraz przestrzen wag, co
umozliwia badanie relacji miedzy obiektami w ramach réznych (indywidualnych)
kryteriow ocen.
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REVIEW OF SELECTED INDIVIDUAL DIFFERENCES MODELS
IN MULTIDIMENSIONAL SCALING

Summary

The paper presents three individual differences models that make possible to obtain a group
stimulus space, individual configurations and subject space (space of weights). Especially the paper
refers to:
¢ the weighted Euclidean model in which stimulus space, individual configurations and subject
space can be found directly from the set of m proximity matrices,

* model INDSCAL based on the scalar-product matrix,

e model PINDIS in which individual differences of respondents are found by comparing individual
configurations using the Procrustes analysis.

Dr Artur Zaborski jest adiunktem w Katedrze Ekonometrii i Informatyki Akademii Ekono-
micznej we Wroclawiu.
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