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ESTYMACJA PARAMETROW ROZKLAD(’)W
W MIESZANCE DWOCH ROZKEADOW POISSONA

1. Wstep

Rozklad skonczonej mieszanki jednowymiarowych rozkladow jest okreslony
za pomoca funkcji gestosci wyrazajacej si¢ nastgpujacym wzorem:

,
FG =Y a,f;0), (1)
Jj=1
przy czym
,
;=1 2)
j=1
gdzie: r — liczba rozktadéw w mieszance,
a;  — parametr udziatu j-tego rozkladu w mieszance zwany parametrem

mieszajacym,
J(x) — gestosc j-tego rozkiadu.
W przypadku mieszanki dwéch rozkltadow Piossona funkcja rozkladu (1) jest
liniowa kombinacja funkcji rozktadu Poissna z parametrem 4| i 45, tj.

2 P -1 ph -1
f(xlk):Zajfj(xMj):alx—]'e l+a2x—fe 2, 3)
= ! !
gdzie A jest wektorem [ll /12], a wagi spetniaja warunek a; + o, =1.
W artykule przedstawione zostana estymatory parametrow rozkladow Poissona
oraz estymatory parametrow mieszajacych przy uzyciu metody najwigkszej wiary-
godnosci 1 metody momentow.
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2. Metoda najwigkszej wiarygodnosci

Estymujac wektor nieznanych parametréw A metoda najwigkszej wiarygodno-
sci, nalezy znalez¢ takie wartosci oceny szacowanych parametrow, aby wiarygod-
nos¢ proby byta najwieksza. Funkcja wiarygodnosci dla n-elementowej proby
(x1, X2, ..., X, ) jest réwna

L(xy, X, ..., %,8) = [ [ f(x:16), 4
i=1

przy czym f(x;|8) jest wartoscia funkcji gestosci dla obserwacji x;.
Rozwazajac mieszanke skladajaca sie z dwoch rozktadéw Poissona, otrzymuje
si¢ funkcje wiarygodnosci postaci

Ay A3 _a,
L(.\'I,x'z,.. X Hf |l H a]—]e /1'+a7 x2 '], (5)
i=1 i b

gdzie logarytm naturalny funkeji (5) jest rowny

l ¥
In L(x;, X9, ..., X,|A) = Zlnf x;|A) Zln al—e ’1‘+a2 2 '1]. (6)

=1 i=1 "

Warunki konieczne istnienia maksimum logarytmu funkcji wiarygodnosci sg
nastepujace:

a; :iZﬁ(jlx,-), Q)
i=1
n ainf(x14;)
5(j1x; ) ———L = 0, (8)
EP(]P‘) %

gdzie a , ij jest estymatorem @ ;, 4 ;, a prawdopodobiefistwo P(J]x;), interpre-
towane jako prawdopodobiefistwo a posteriori, ze obserwacja x; pochodzi z j-tego
rozkfadu mieszanki, wyraza si¢ za pomoca wzoru Bayesa
N2 )
P(]|x,‘)=2——A—- )
Y afi(xild)

=1
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Z warunku (8) wynika, ze ocena parametru mieszajacego & j Jest srednia aryt-

metyczng prawdopodobienstw a posteriori dla j-tego rozktadu. We wzorze (9) zas
do okreslenia prawdopodobienstw a posteriori potrzebna jest znajomos¢ ocen para-
metréw rozkladéw mieszanki. Oceny tych parametrow zaleza z kolei od prawdopo-
dobienstw a posteriori. Ten problem rozwiazywany jest za pomoca algorytmu ite-
racyjnego wyznaczania prawdopodobienstw a posteriori, ktory zostanie przedsta-
wiony w dalszej czgsci artykutu.

2.1. Algorytm iteracyjny wyznaczania prawdopodobienstw «a posteriori

Algorytm rozpoczyna si¢ od wyznaczenia wartoéci poczatkowych prawdopo-
dobienstw a posteriori ;30( Jjlx;). Kazda r-ta iteracja algorytmu polega na wyzna-
czeniu kolejno:

1. Ocen parametrow rozktadu przy wykorzystaniu prawdopodobienstwa a poste-
riori otrzymanego w poprzedniej iteracji.

2. Nowych wartosci prawdopodobienstw a posteriori, liczonych wedlug wzoru
(9) oraz oceny parametrow rozktadéw mieszanki obliczone w tej iteracji. Prawdo-

podobieiistwa te oznacza si¢ p’ (j|x;), gdzie r oznacza numer iteracji, a p’ (j|x;)
to prawdopodobienstwo a posteriori, ze obserwacja x; pochodzi z j-tego rozktadu
mieszanki, wyznaczone w r-tej iteracji.

Procedurg iteracyjng zatrzymuje si¢, gdy prawdopodobienstwa a posteriori

otrzymane w dwoch kolejnych iteracjach réznia si¢ nieznacznie. Mozna przyjac
nastepujacy warunek

ary Y

max‘pr(/lx,)—pr (J1x; )’<£, (10)
i
po speinieniu ktorego procedurg zatrzymuje si¢. W warunku (10) ¢ jest niewielka
liczba dodatnia, rowna np. 0,005.

W algorytmie problem wyznaczania wartosci poczatkowych prawdopodobiefistw
a posteriori f?o(jlx,-) mozna rozwigzac, stosujac m.in. nastgpujace sposoby:

1) ustalenie prawdopodobiefistwa a posteriori na podstawie wiedzy meryto-
rycznej badacza,

2) losowe okreslenie prawdopodobiefistw a posteriori na podstawie nK liczb
losowych o rozkiadzie jednostajnym na odcinku [0; 1) wedlug wzoru

. los;;
POUIx) =L, (11)

Zlos,-/
=1

gdzie los;; jest liczba losowa o numerze (i — 1)K +j .
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Opisany algorytm wyznaczania prawdopodobienstw a posteriori jest zbiezny
w skonczone;j liczbie iteracji.

Przyklad 1
Do badania pobrana zostala proba losowa o liczebnosci 10, pochodzaca
z dwoch rozktadéw Poissona z parametrami A, i 4, . Udziat (parametr mieszajacy)

obserwacji w probie pochodzacych z rozkladu pierwszego oznaczony zostanie
przez «; i odpowiednio — pochodzacy z rozkladu drugiego przez a,. Parametry te

sa jednoczesnie parametrami udziatu obu rozkltadéw w mieszance.
Obserwacje podane sa w tab. 1.

Tabela 1. Wartosci obserwacji w prébie

Numer obserwacji 11213|14[5[6]7]|8]91]10
X; 4133|122 (2]116(14]13

Zrédlo: opracowanie wiasne.

W tabeli 2 przedstawione sa warto$ci poczatkowe prawdopodobienstw a poste-
riori, wyznaczone zgodnie z opisanym wczesniej sposobem II.

Tabela 2. Wartosci poczatkowe prawdopodobienstw a posteriori

A posteriori dla rozktadu 1 A posteriori dla rozktadu 2
0,459880577 0,540119423
0,568164066 0,431835934
0,346013488 0,653986512
0,401588297 0,598411703
0,759941576 0,240058424
0,238314711 0,761685289
0,370712149 0,629287851
0,412762457 0,587237543
0,587779509 0,412220491
0,108949226 0,891050774
0,425410605 0,574589395

Zrodlo: opracowanie wtlasne.

Wartosci poczatkowe estymatorow parametrow mieszajacych wynosza
&? =0,42, &8 =0,58. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla rozpatrywanych
rozkiadéw Poissona przybieraja postac:

AY _a X3 _a
filxild) ==e™, fo(xildy) = e 2.
X; X;
Logarytmy naturalne z tych funkcji oraz pierwsze pochodne liczone po para-
metrach 4 ; wynosza:
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Infi(x;| A1) =x; In Ay +Inx; = A1, In f5(x;|A3) =x; In A5 + Inx; — 1,

5Inf1(x,-|/11)_i 1 5lnf2(xi|’12)_ X

S B P A e 3 A
oA AT o A,

Wykorzystujac powyzsze obliczenia oraz warunek (8), otrzymamy réwnania

3 x| == -1]=0, y A2, {f‘—f—1]=o.
; (11 } ; ) A2

Przeksztatcajac powyzsze réwnania, uzyskuje sie estymatory A}, A5 parametrow
rozkiadéw Poissona z mieszanki obliczonej w r-tej iteracji na podstawie prawdo-
podobieristw a posteriori p""(1|x;), p"1(2|x;) z poprzedniej iteracji. Estymatory
te wynosza:

n n
Zi’r—l(”"i)xi Z p~ 1 (21x;)x

l" — i=1 , /1" — i=1
] n 2 n
1) > 57 (2%)

i=1 i=1

(12)

Iteracja I

Wykorzystujac wartosci prawdopodobiefistw a posteriori z tab. 2, wartosci
obserwacji z tab. 1 oraz wzory (12), oblicza si¢ oceng parametrow dla obu rozkta-
dow mieszanki, Warto$ci ocen w pierwszej iteracji wynosza /11 5,63, A =5 ,27.

Uwzgledniajac powyzsze wartosci estymatoréow parametréw, srednie arytme-
tyczne poczatkowych prawdopodobienstw a posteriori z tab. | &? =0,42, &8 =0,58
oraz wzdr (9), oblicza si¢ wartosci prawdopodobienstw a posteriori dla tej iteracji.
Wyniki przedstawia tab. 3.

Przybliione wartosci estymatoréw parametréw mieszajacych iteracji I wynosza
odpowiednio al 0,43, az =0,57. W kolejnych iteracjach schemat postgpowania
jest analogiczny. Ponizej prezentowane sa wyniki dla kolejnych iteracji.

Iteracja I1
Wartosci estymatorow parametrow rozktaddw mieszanki obliczone w iteracji Il

wynosza odpowiednio /11 =429 i /12 =7,3. Wartosci prawdopodobienstw a poste-

riori obliczone w tej iteracji z uwzglednieniem powyzszych wartosci estymatoréw
parametrow przedstawia tab. 4.

Estymatory parametrow mieszajacych w tej iteracji wynosza Ez%=0,62,
=0,38.
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Tabela 3. Wartosci prawdopodobienstw a posteriori uzyskane w iteracji I

A posteriori dla rozkladu 1 A posteriori dla rozkladu 2
0,476886497 0,523113503
0,503589022 0,496410978
0,503589022 0,496410978
0,556781230 0,443218770
0,530271090 0,469728910
0,530271090 0,469728910
0,530271090 0,469728910
0,201807517 0,798192483
0,238434264 0,761565736
0,258379820 0,741620180
0,433028064 0,566971936

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 4. Wartosci prawdopodobienstw a posteriori uzyskane w iteracji I1

A posteriori dla rozkiadu 1 A posteriori dla rozkladu 2
0,649146180 0,350853820
0,758855056 0,241144944
0,758855056 0,241144944
0,901024608 0,098975392
0,842578109 0,157421891
0,842578109 0,157421891
0,842578109 0,157421891
0,003146842 0,996853158
0,009049498 0,990950502
0,015294777 0,984705223
0,623090174 0,376909826

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Iteracja III
Wartos$ci estymatordéw parametréw rozkladéw mieszanki obliczone w iteraciji 111

wynosza odpowiednio ;131 =24, ;132 =10,6. Wartosci prawdopodobiefistw a poste-
riori uzyskane w iteracji lll prezentuje tab. 5.

Estymatory parametrow mieszajacych w tej iteracji wynosza &f =0,69,
a3 =031.

Iteracja IV

Wartosci estymatorow parametréw rozktadéw mieszanki obliczone w iteracji IV
wynosza odpowiednio/ﬁ =241, /1‘; =14. Wartoéci prawdopodobienstw a poste-
riori uzyskane w iteracji [V prezentuje tab. 6.



81

Tabela 5. Wartosci prawdopodobienstw a posteriori uzyskane w iteracji [11

A posteriori dla rozkfadu | A posteriori dla rozkladu 2
0,941422770 0,058577230
0,986157427 0,013842573
0.986157427 0,013842573
0,999286140 0,000713860
0,996843368 0,003156632
0,996843368 0,003156632
0,996843368 0,003156632
2,79237E-07 0,999999721
5,48678E-06 0,999994513
2,43211E-05 0,999975679
0,690358396 0,309641604

Zrddlo: opracowanie wiasne.

Tabela 6. Wartosci prawdopodobienistw a posteriori uzyskane w iteracji IV

A posteriori dla rozkladu | A posteriori dla rozkladu 2
0,995290639 0,004709361
0,999184638 0,000815362
0,999184638 0,000815362
0,999975729 2,42706E-05
0,999859286 0,000140714
0,999859286 0,000140714
0,999859286 0,000140714
1,46319E-07 0,999999854
4,91941E-06 0,999995081
2,8524L-05 0,999971476
0,699324709 0,300675291

Zrédlo: opracowanic wlasne.

Estymatory parametrow mieszajacych w tej iteracji wynosza &‘l‘ =0,699,
a3 =030l

Iteracja V

Wartosci estymatorow parametrow rozkladéw mieszanki obliczone w iteracji V
wynosza odpowiednio }3, =2,43, /132 =143.

Estymatory parametrow mieszajacych w tej iteracji wynoszg &f =0,6995,
&3 =0,3005.

Wartosci prawdopodobiefistw a posteriori z V1 i V iteracji spefniaja warunek

(10), dlatego procedur¢ iteracyjng zatrzymuje si¢, stad wartosci estymatorow
parametrow mieszajacych wynosza
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Tabela 7. Wartosci prawdopodobienstw a posteriori uzyskane w iteracji V

A posteriori dla rozkiadu 1 A posteriori dla rozktadu 2
0,996422758 0,003577242
0,999391335 0,000608663
0,999391335 0,000608665
0,999982473 1,75271E-05
0,999896692 0,000103308
0,999896692 0,000103308
0,999896692 0,000103308
1,58252E-07 0,999999842
5,49885E-06 0,999994501
3,24132E-05 0,999967587
0,699491605 0,300508395

Zrédlo: opracowanic wlasne.

a; =0,6995, a, = 0,3005,
natomiast wartosci estymatorow parametrow rozktadow mieszanki réwnaja si¢

A,=243, 1, =143,
3. Metoda momentow

W metodzie momentow za estymator nieznanego parametru bedacego k-tym
momentem rozktadu populacji przyjmuje si¢ k-ty moment z proby. Dla skonczone;j
mieszanki rozktadow dyskretnych o rozkladzie okreslonym w (1) i przy warunku
(2), k-ty moment rozkiadu mieszanki wyraza si¢ jako liniowa kombinacja A-tych
momentow j-tych rozktadow wchodzacych w skiad tej mieszanki, tzn.

0 L) r r 0 r
k k
E(Xk)z K fe=3x5a f;0=Ya; > x"f(x)= ZajE(Xj ) (13)
x=0 x=0 j=I j=l  x=0 Jj=1
-
gdzie Za j =1. W przypadku mieszanki dwoch rozkiadow Poissona z parametra-
j=1
mi A} i 15, pierwszy, drugi oraz trzeci moment wynosza odpowiednio:
— 2)_ 42 3\ _ 3 2
E(Xj)—/lj,E(Xj)—/lj+/1j,E(Xj)_/lj+3lj+/lj. (14)

Zakladajac, ze o) =a i a) =1-a, estymatory a, Ay, A, parametréw a, 1,
A, metoda momentow uzyskuje si¢, rozwiazujac ukltad rownan
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x=al+(1-a)d,,
x? = a B+ Ag)+ (1-a)( 45 + 2,), (15)

x* = a4+ 3254+ (1- )2} + 3454,

(V%]

lub réwnoznacznie
a/ll +(1 —a)/lz =X,

al +(1-a)A3 =x? - %, (16)

ald +(1-a)d) = x* -3x% + 2%,

W celu poréwnania metody momentdw z metoda najwigkszej wiarygodnosci
w przyktadzie 2 zostana znalezione estymatory parametru mieszajacego oraz para-
metrow rozktadow Poissona pierwsza metoda do danych z przyktadu 1.

Przyklad 2
Na podstawie wylosowanej proby w przykladzie 1 srednia, drugi oraz trzeci

moment z préby wynosza odpowiednio x =6, x? = 66,8, x3=918. Rozwiazujac
uktad rownan z trzema niewiadomymi

al,+(1-a)dy =6,
a3+ A1)+ (1-a)( 43 + 22 ) = 668,

a2+ 3234, )+ (1- @) 23 + 3434, ) = 918,

otrzymuje si¢ wartosci oceny szacowanych parametréw, tj. a=0,6313,
/1| = 2,1939, /12 = ]2,5158

4, Podsumowanie

Do podsumowania wynikéw uzyskanych dwiema opisywanymi w tej pracy
metodami potrzebna bedzie informacja dotyczaca pochodzenia danych zawartych
w tab. . Obserwacje od 1-7 pochodzg z populacji o rozktadzie Poissonaz 1| =2,
natomiast obserwacje od 8-10 z populacji o rozkladzie Poissona z A, =15. Z tej
informacji wywnioskowa¢ mozna rowniez, ze parametry udziatu (parametry mie-
szajace) dla danych w badanej probie pochodzacych z pierwszego rozkiadu i dla
danych z drugiego rozkladu wynosza odpowiednio | =0,7 i &, =0,3.

Poréwnujac wyniki uzyskane metoda najwigkszej wiarogodnosci oraz metoda
momentow, mozna stwierdzié, ze oszacowanie wartosci parametrow mieszajacych
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uzyskane przy uzyciu metody najwigkszej wiarogodnosci jest bardziej doktadne
anizeli w metodzie momentow. Wartosci estymatorow parametrdw mieszajacych
uzyskane metoda najwigkszej wiarogodnosci sg blizsze rzeczywistym wartosciom
parametrow udziatu dla badanej préby.

Jezeli chodzi o oszacowanie wartosci parametréw A dla obu rozktadow
Poissona w mieszance, to wyniki uzyskane obiema metodami wyraznie réznig si¢
od rzeczywistych wartosci parametréw. Na uwage zastuguje jednak to, iz wartosci

estymatorow A, i A, uzyskane za pomoca metody najwigkszej wiarogodnosci sa
blizsze rzeczywistym wartosciom parametrow A, i A,, anizeli te uzyskane za
pomocg metody momentdw, ktéra daje mato efektywne estymatory.

Ostatecznie mozna powiedzie¢, ze metoda najwigkszej wiarogodnosci z algo-
rytmem iteracyjnym jest dobrym narzg¢dziem do estymacji parametrow udziatu
rozkfadéw w mieszance rozktadéw.
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PARAMETER ESTIMATION FOR A MIXTURE OF TWO POISSON
DISTRIBUTION

Summary

For a heterogeneous port{olio we assume that the number of claims has the Poisson distribution
with a variable parameter A. The claim intensity A is the outcome of a mixing variable A. Then the
claim number distribution is the mixed Poisson distribution with a mixing parameter A.

Two estimation methods for the case of the mixture of two Poisson distributions will be
compared in this paper: the maximum likelihood and the method of moments.
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