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Wstep

Analiza funkcjonalna jest jedna z czolowych dziedzin matematyki wspolczesnej
powstala na poczatku XX wieku jako wyraz potrzeby stworzenia jednolitej teorii réz-
nych przestrzeni funkcyjnych z uwzglednieniem ich struktury liniowej i topologicznej.
Jednym z najwazniejszych pojec tej dziedziny sa przestrzenie unormowane i zupetne
zwane przestrzeniami Banacha. Badane sa tez inne klasy przestrzeni — najogoélniejsza
z nich to przestrzenie liniowo—topologiczne. Inna wazna klasa to kraty liniowe wraz
ze szczegblnie waznymi kratami Banacha. Interesujaca i intensywnie badana podkla-
sa krat Banacha jest klasa przestrzeni Orlicza — te przestrzenie beda nas w pracy
szczegdlnie interesowaly.

W poczatkowym okresie rozwoju analizy funkcjonalnej skupiono sie gtéwnie na
wlasno$ciach liniowo-topologicznych, czyli tych cechach rozpatrywanych przestrzeni,
ktére nie zmieniaja sie przy homeomorfizmach liniowych. W nowszych czasach bar-
dziej rozwinely sie réwniez badania geometrycznych wilasnosci przestrzeni, zwlasz-
cza przestrzeni Banacha. Wlasnoéci te moga sie zmieni¢ po zmianie danej normy
na inna norme réwnowazna, mimo to zastuguja na badanie, gdyz wzbogacaja nasza
wiedze o strukturze przestrzeni unormowanej. Do najwazniejszych poje¢ geometrycz-
nych uzywanych w analizie funkcjonalnej naleza pojecia zbioru wypuklego i punktu
ekstremalnego. Cho¢ sa to pojecia afiniczne i dla zbioréw definiowanych w terminach
liniowo—topologicznych cechy tych zbioréw wyrazone w tych terminach nie zmieniaja
sie przy homeomorfizmach liniowych, to geometryczny charakter tych pojec nie ulega
watpliwosci, co wida¢ w przypadku zbioréw definiowanych w terminach metrycznych.
Na przyktad wlasnosci zbioru punktéw ekstremalnych kuli jednostkowej w przestrzeni

Banacha silnie zaleza od wybranej normy. Widac to juz w przestrzeni 2—wymiarowe;j



— w metryce euklidesowej kazdy punkt sfery jednostkowej jest ekstremaly, a jesli
jako réwnowazna norme przyjmiemy funkcjonal Minkowskiego 4n—kata foremnego
symetrycznego wzgledem obu osi, to tych punktéw ekstremalnych bedzie 4n.

Szczegolnie interesujace sa badania geometrycznych wtasnosci kul w przestrze-
niach Orlicza — wida¢ w tych badaniach zaleznosci miedzy wlasno$ciami funkcji
Orlicza (ogodlniej: Younga) ¢ a wlasnosciami kuli, przy czym wlasnosci te zaleza zwy-
kle tez od wybranej normy — Orlicza lub Luxemburga. Na temat tych wlasnoéci
powstalo juz wiele prac, jak na przyklad [3], [6], [7], [10], [18], [19].

W naszej pracy bedziemy bada¢ wylacznie norme Luxemburga. Interesowaé nas
beda dwie wlasnosci geometryczne — stabilnos¢ i (w wiekszym stopniu) lokalna nie-
stozkowosc. Pojecie stabilnosci zbiorow wypuklych znane jest juz dos¢ dawno i na-
pisano juz na jej temat niemalto prac. Wymienimy cho¢by na przyklad [4], [6], [7],
[8], [9], [10], [13], [18], [19]. Mniej znana i badana dopiero w ostatnich czasach
jest wlasnos¢ lokalnej niestozkowosci zbioréw wypuklych. Jest to wlasnosé znacznie
mocniejsza od wilasnosci stabilnosci 1 gléwnie na niej jest skoncentrowana tematyka
niniejszej pracy. Ciekawsze prace na jej temat to [1], [2], [16].

Rozdzial pierwszy pracy to obszerne preliminaria i nie zawiera on istotnie nowych
wynikéw. Ustalamy w nim oznaczenia, przypominamy wazniejsze definicje i twier-
dzenia (z wyjatkiem bardziej podstawowych) uzywane w pracy, wyjasniamy pewne
problemy zwiazane z definiowaniem przestrzeni Orlicza, a przede wszystkim omawia-
my teorie wlasnosci A,(p). Teoria ta pochodzi z prac [17], [19]. Jest ona natural-
nym uogélnieniem wlasnosci A,. Poniewaz jest ona mniej znana, a w naszej pracy
intensywnie wykorzystana, wiec przedstawiliSmy jej najwazniejsze rezultaty wraz z
dowodami w postaci jednego wielopodpunktowego lematu.

Rozdzial drugi podaje pelna charakteryzacje przestrzeni Orlicza z norma Lu-
ksemburga, w ktérych dodatnia czes¢ kuli jednostkowej jest stabilna. Wynik ten
jest Scisle zwiazany z praca [19], w ktorej jest podana charakteryzacja przestrzeni
Orlicza z norma Luksemburga, w ktérych kula jednostkowa jest stabilna. W rozdziale
tym powolujemy sie nie tylko na wyniki cytowanej pracy, ale rowniez na obszerne

fragmenty zawartych w niej dowodéw. W rozdziale tym sa zawarte tez pewne uwagi



dotyczace stabilnosci w kratach liniowych $cisle zwiazane z praca [9].

W rozdziale trzecim zajmujemy sie zbiorami lokalnie niestozkowymi w lokalnie
wypuklych przestrzeniach liniowo—topologicznych. Dowodzimy w niej pewnej geo-
metrycznej charakteryzacji takich zbioréw. W przypadku przestrzeni Hilberta chara-
kteryzacja ta byla znana i jest ona zawarta w pracy [16]. Zatem wynik niniejszego
rozdzialu jest wzmocnieniem wyniku cytowanej pracy.

Rozdzial czwarty zawiera najwazniejszy wynik niniejszej pracy. Jest to pelna cha-
rakteryzacja przestrzeni Orlicza z norma Luksemburga, w ktérych kula jednostkowa
jest zbiorem lokalnie niestozkowym. Wykorzystywane sa w niej wyniki pracy [19].
Skonczenie wymiarowy przypadek gtownego twierdzenia tego rozdzialu w polaczeniu
z wynikiem z pracy [16] jest wzmocnieniem wyniku z pracy [10]

W tym miejscu chcialbym zlozy¢ seredeczne podziekowania wszystkim tym, kto-
rzy przyczynili sie do powstania tej pracy. Szczegdlne podziekowanie chciatbym zlozy¢
promotorowi, Profesorowi Ryszardowi Grzaslewiczowi, za jego zachete i wydatna po-
moc merytoryczna. Dziekuje réwniez za pomoc w kwestiach technicznych Doktorowi
Przemyslawowi Scherwentke. Dziekuje réwniez Moim Bliskim za wsparcie i stworzenie

bardzo dobrych warunkéw pracy.



Rozdziat 1

Preliminaria

W rozdziale tym ustalimy oznaczenia i podamy szereg lematéw i twierdzen, ktére
beda wykorzystane w nastepnych rozdzialach. Wiekszos¢ tresci niniejszego rozdzialu
jest znana, totez przytoczymy tylko niektore dowody.

Przez IN bedziemy oznaczaé liczby naturalne bez zera: IN = {1,2,3,...}. IR be-
dzie oznacza¢ zbior liczb rzeczywistych. Przyjmiemy wygodna w teoriomiarowych
rozwazaniach umowe: 0 - co = 0. Réznice mnogosciowa zbioréw A i B bedziemy ozna-
cza¢ A\ B. Pare uporzadkowana bedziemy oznaczaé (x,y). Pozostale oznaczenia
teoriomnogosciowe beda standartowe.

Jesli X jest zbiorem oraz A C X, to przez x4 bedziemy oznacza¢ funkcje charak-

terystyczna (indykator) zbioru A, czyli :

1, dlazeA

xa(z) =
0, dlaze X\A

Jesli X jest przestrzenia topologiczna, to otoczeniami punktu x € X bedziemy
nazywac zbiory otwarte zawierajace x. Domkniecie zbioru A w przestrzeni X bedzie-
my oznaczaé przez clxy A, wnetrze przez intyx A, a brzeg przez bdy A, przy czym w
sytuacjach nie budzacych watpliwosci indeks X bedziemy pomijac.

Zbiorem skierowanym nazywamy zbiér I' czeSciowo uporzadkowany przez relacje
<7 taki, ze dla a, 3 € I" istnieje v € I' takie, ze a <, B < 7. Jesli X jest prze-

strzenia topologiczna, to netem nazywamy odwzorowanie zbioru skierowanego I' w



X oznaczane przez (¥, )aer. Podnetem netu (z,)aer nazywamy net (2, )aer,, gdzie
I'y C I spetnia:
Vaoel' dpel; a<p.

Méwimy, ze net (z,)aer spelnia ,z, € A dla duzych o”, jesli istnieje 8 € T takie, ze
dla kazdego o > 3 zachodzi z, € A. Zauwazmy, ze jest to rownowazne twierdzeniu, ze
dla kazdego podnetu (24 )aer, zachodzi {z, : @ € I'1 } N A # (. Definiujemy granice:
Eérrl o =z, gdy dla kazdego otoczenia U punktu z zachodzi x, € U dla duzych «.
Net posiadajacy granice nazywamy zbieznym. W przestrzeniach Hausdorffa granica

jest wyznaczona jednoznacznie. Ponadto:
r€cA <& Istnieje net (z,)qer taki, ze lirrlg Ty = .
ag

Jesdli X jest przestrzenia liniowa, z, y € X, to przez [z, y] bedziemy oznaczaé zbiér
(odcinek) { Az 4+ (1 — A)y : 0 < X < 1}. Podobnie definiujemy przedzialy [z, y), (z,y],
(2,y). Na przyklad [z,y) ={ Az + (1 = Ay : 0 < A < 1}, itd. Jesli z # y, to [z, y] na-
zywamy przedziatem domknigtym, a (z,y) otwartym. Jesli = y, to [z,y] = {2 } nie
uwazamy za przedzial. Pozostale oznaczenia bedziemy stosowac jedynie w przypadku
x # y. Zamiast przedzial bedziemy tez uzywac nazwy odcinek; (uwaga: pojedyncze
punkty i zbiér pusty nie uwazamy za odcinki). Konwencje te bedziemy stosowaé réw-
niez dla X = IR, czyli na przyklad [3,2] = [2, 3]. Zatem uzycie oznaczenia np. [z,y]
dla z, y € IR nie zaklada * < y. W przypadku IR dopuszczamy tez kofice réwne +oo.

W przestrzeni liniowej X odcinki [z,y] oraz [u,v] dla  # y, v # v uwazamy za
rownolegle, jesli wektory y — x oraz v — u s réwnolegle, czyli gdy istnieje o € IR\ {0}
taka, ze y — 2 = a(v — u). Definicja ta pozostaje bez zmian dla pozostalych rodzajéw
odcinkéw, przy czym odcinki rownolegle nie musza by¢ tego samego rodzaju.

Jesli A C X, to przez lin A bedziemy oznacza¢ podprzestrzen przestrzeni X ge-
nerowana przez zbiér A. Jeéli ponadto B C X, z € X, a € IR, to oznaczamy
A+z:={z+z:2€ A}, AxB:={cty:2€ A,ye B},aA:={az:2€ A}.

Zbior Q C X nazywamy wypuklym, jesli zawiera kazdy odcinek o koncach naleza-

cych do ). Jezeli zbidr int ) zawiera wnetrze kazdego odcinka o koncach nalezacych



do @, to zbidér () nazywamy scisle wypuktym. Przez conv A bedziemy oznaczaé uwy-
puklenie zbioru A, czyli najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy A.

Wszystkie przestrzenie liniowe w pracy sa przestrzeniami nad ciatem liczb rzeczy-
wistych. Liczb zespolonych nie bedziemy uzywac.

Jesli ) C X jest zbiorem wypuklym, to € ) nazywamy punktem ekstremalnym,
jesli nie nalezy do zadnego odcinka otwartego zawartego w @, lub réwnowaznie, jesli

zachodzi implikacja:

A 9,2€0 = y=z=gz

Zbiér punktéw ekstremalnych w ) oznaczamy przez ext Q.

Bedziemy w pracy rozwazali tez przestrzenie liniowo-topologiczne, czyli przestrze-
nie liniowe z zadana topologia taka, ze dodawanie i mnozenie przez skalar sa funkcjami
ciaglymi. Przestrzen liniowo-topologiczna nazywamy lokalnie wypuktq, jesli istnieje
baza otoczen zera zlozona ze zbioréw wypuktych. Wiadomo, ze w lokalnie wypuktych
przestrzeniach topologicznych Hausdorffa istnieje baza otoczen zera zlozona ze zbio-
row wypuklych i pochlaniajacych, tzn. zbioréw U majacych te wlasnos¢, ze dla x € X
istnieje A > 0 taka, ze Az € U.

Uporzqdkowang przestrzeniq liniowq (X, <) nazywamy przestrzen liniowa X wraz
z czeSciowym porzadkiem spelniajacym warunki:

T < T2 AN Sy = 1ty Sa2ty
x <y AN A20 = A<y

Jesli dla kazdej pary elementéw z X istnieje kres dolny i kres gérny w X, to (X, <)

nazywamy kratq liniowq. Oznaczamy:
ehyg: = w8}k ¢V y = sup{ a4 }s
zt: = zVvO0, 7 = —(z A 0), lz| ;=2 + 2.
W kratach liniowych prawdziwe sa nastepujace wzory:

r = 2t -2, z+y=zVy+zAy, |z—yl=zVy—=zAy.

2| 0=>2=0; [Xe|=Nz|, |z+y|<]|z|+ |yl

N

lzVy—x1Vuyl le — x|+ ly—ml, lzAy—zi Ay <z -2+ |y — uil.
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Stozkiem dodatnim przestrzeni liniowej uporzadkowanej X nazywamy zbior:
Xt:={zeX:22>0}.

Oczywiscie jest to zbior wypukty.

Jesli X jest uporzadkowana przestrzenia liniowa (krata liniowa) i zarazem prze-
strzenia liniowo-topologiczna, to X nazywamy przestrzeniq uporzqdkowang (kratq)
liniowo—topologiczng, jesli istnieje baza otoczen zera U taka, ze dla U € U zachodzi
implikacja:

(zeU AN yeX AN Jyl<|z]) = yel.
Wiadomo, ze w uporzadkowanych przestrzeniach liniowo-topologicznych Hausdorffa
stozek dodatni jest domkniety, a jesli przestrzen jest krata, to dziatania ,A” oraz ,V”
sa ciagle.

Waznym przykltadem przestrzeni liniowo-topologicznych sa przestrzenie unormo-
wane, w szczegdlnosci przestrzenie Banacha, ktérych podstawowych wlasnosci nie
przypominamy, gdyz sa powszechnie znane. Jesli X jest przestrzenia unormowa-
na, to B(X) := {z € X : ||z]| < 1} bedziemy nazywa¢ kulg jednostkowq, a
S(X) :={x € X :||z|]| =1} bedziemy nazywac sferq jednostkowq. Jesli przestrzen
unormowana jest tez przestrzenia uporzadkowana, to oznaczamy: BY(X) := {z €
B(X):z >0} = B(X)N X", Zbiér ten bedziemy nazywac dodatnig czgscig kuli
jednostkowej. Jest on oczywiscie domkniety i wypukly.

Przestrzenie unormowane X i Y bedziemy nazywac izometrycznie izomorficzny-
mi 1 oznacza¢ X = Y, jesli sa izomorficzne jako przestrzenie liniowe i odpowiedni
izomorfizm zachowuje norme, tzn. jest izometria.

Kratg unormowang bedziemy nazywac przestrzen unormowana z porzadkiem kra-
towym spelniajacym:

[z <yl = llell < llyll-

Wiadomo, ze krata unormowana jest krata liniowo-topologiczna, w szczegélnosci
dzialania ,A” i1 ,V” sa ciagle. Zachodzi tez ||z|| = || |z] |-
Funkcje rozpatrywane w pracy beda zwykle okreslone na pewnej przestrzeni mia-

rowej. Przestrzen miarowa bedziemy oznaczac przez (2, X, i), gdzie (2 jest zbiorem, ¥
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jest o—cialem jego podzbioréw, a u jest nieujemna miara na o—ciele ¥. W pracy ogra-
niczymy sie do miar o—skonczonych, czyli takich, dla ktérych istnieje przedstawienie
Q= U Q,,gdzie u(2,) < +o00. W szczegélnosci kazdy zbiér miary dodatniej zawie-
ra pggé\ljoiér miary dodatniej skonczonej. Atomem miary p nazywamy zbior A € X
taki, ze u(A) > 0 oraz dla B € ¥, B C A zachodzi pu(B) = 0 lub u(B) = u(A).
Oczywiscie dla miary o—skonczonej kazdy atom ma miare skonczona, atomy sa para-
mi prawie rozlaczne lub prawie réwne (tzn. dla atoméw A, B zachodzi u(AN B) =0
lub (A + B) =0, gdzie A +~ B oznacza réznice symetryczna zbioréow A i B). Jesli
utozsamimy atomy prawie réwne, miara o—skonczona moze mieé¢ co najwyzej prze-
liczalnie wiele atoméw. Jezeli u nie ma atomoéw, to miare p nazywamy bezatomowq.
Jezeli natomiast €2 jest suma atomow, to miare p nazywamy atomowg. Dla dowolne;j
miary u istnieje taki rozkltad = Q,UQ; na zbiory rozlaczne, ze u | 2, jest bezato-
mowa, natomiast u | £, jest atomowa. Niech N oznacza IV gdy p ma nieskoniczenie
wiele atoméw, lub {1,2,..., N } gdy ¢ ma N atoméw. W pracy zbiér atoméw miary
i bedziemy zawsze oznaczaé przez {e, : n € N }.

Funkcje f: I — [—o0, +00] nazywamy wypuklq na przedziale I C IR, jesli dla
kazdego t, s € [ oraz 0 < A < 1 zachodzi:

SO+ (1 =A)s) <AS(E) + (1= A)f(s).
Jeslidlat,se [,t+# s,0< X <1 zachodzi:
FAt+ (L =X)s) < Af(t)+ (L= X)f(s),

to f nazywamy scisle wypukfq na I. Wiadomo, ze jesli f: I — IR oraz [ jest otwarty,
a funkcja f jest wypuktla, to f jest ciagla. Jezeli jednak dopuscimy wartosci o0, to
jak pozniej zobaczymy, w niektérych punktach wnetrza swojej dziedziny funkcja f
moze by¢ nieciagta. Przytoczymy teraz dwie proste, ale uzyteczne wlasnosci funkc;ji

wypuktych.

Lemat 1.1 Jezeli funkcja f jest wypukta na przedziale I, xy, x5, 23 € I, 1 < x5 < T3,
to f(x2) < max{ f(z1), f(z3) }, a jesli f(x1) # f(x3), to nierownosé jest ostra. O

7 ponizszego lematu bedziemy korzysta¢ w rozdziale czwartym:
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Lemat 1.2 Jesli funkcja f jest wypukta na pewnym przedziale oraz ¢ > 0, to funkcja
g(t) := f(t + ¢) — f(t) jest niemalejgca w swojej dziedzinie.

Dowod:

Niech s < t. Poniewaz zachodza tozsamosci:

i b8 b f (150 / € o4tT° 4y
e S = S A
sl t—sde t—s+c ) oraz t—s+c t—g+e ),

wiec na mocy wypuklosci funkeji f zachodza nieréwnosci:

t—s c

flote < s/t o,
c t—s
f(t) < zf——s:—cf(s)+t——s——§—cf(t+c)

Po dodaniu powyzszych nieréwnosci stronami i przeksztalceniu otrzymamy

f(s+¢) = f(s) < f(t+¢)— f(t) cayli g(s) < g(?). O

Podamy teraz wazna definicje:

Definicja 1.1 Funkcje p: IR — [0, 4+00] nazywamy funkcjg Younga, jesli spelnione

sq nastepujgce warunki:
i) @ jest wypukta na IR,
i) 9(0) =0,
iii) @ jest parzysta, tzn. o(—t) = @(t) dla z € IR,
) i, o) = 420,
v) ¢ jest niemalejgca na (0,400),
vi) Istnieje x > 0 takie, Ze 0 < p(x) < +o0,
vit) ¢ jest lewostronnie ciggla na [0, 400).

Jesli ¢ spelnia warunki i)—uvi), to nazywac jq bedziemy stabo Younga.
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Czasem w literaturze nie podaje sie w definicji funkcji Younga wszystkich wy-
mienionych wyzej wlasnosci. Na przyklad w [14] podaje sie tylko wlasnoéci 7)—iv).
Wiasno$¢ v) bowiem jest konsekwencja poprzednich, podajemy ja jednak dla jasno-
éci w definicji. Wlasnoé¢ vi) wyklucza trywialny, ale niewygodny przypadek funkcji
réwnej +o0o poza zerem. Jedynie warunek vii) zaweza nieco definicje z [14], ale jak
zobaczymy nizej, ze nie jest to zawezenie zbyt istotne, a przy tym jest uzyteczne.

Dla ustalonej funkcji Younga ¢ wprowadzimy teraz na stale nastepujace ozna-

czenia:

a(p): = sup{t:p(t)=0};
c(p): = sup{t>20:p(t) < 400}

Oczywiscie 0 < a(¢) < ¢(p) < 400, 0 < ¢(p) oraz a(y) < +o0o. Ponadto:
e(t)=0 <& te€[-a(p) a(y)]

Powyzsza réwnowazno$¢ zachodzi rowniez w przypadku funkcji stabo Younga przy za-
lozeniu a(p) < ¢(p). Ponadto funkcja stabo Younga jest rosnaca na [a(y), ¢(¢)) i ma-
lejaca na (—c(p), a(p)], oraz ciagla na (—c(p), ¢(¢)). Zauwazmy, ze jedynymi punkta-
mi ewentualnej nieciaglosci funkcji (stabo) Younga sa punkty —c(¢) oraz ¢(p). Zatem
w przypadku, gdy ¢(¢) = 400 funkcja Younga jest ciagla na IR i warunek vii) jest nie-
istotny. Jesli 0 < ¢(p) < 400 oraz ¢ spelnia warunki ¢i)-iii) definicji 1.1 oraz jest wy-
pukla na przedziale (—c(p), ¢(¢)) i réwna +oo na zbiorze (—oo, —c(¢))U(c(p), +00),
to zeby byla wypukla na IR (i tym samym slabo Younga) powinien by¢ spelniony
warunek:

lim _o(t) < (c(p)) < Fo0

t—=c(p)~
Jedli o jest ograniczona na (—c(p), ¢(¢)), to funkcja ¢ nie bedzie wtedy ciagta na IR.
A jesli pierwsza nieréwnos¢ w powyzszym warunku zastapimy rownoscia, to ¢ bedzie
funkcja Younga.
Ustalmy jeszcze nastepujace oznaczenie — przez ¢’_(z) bedziemy oznaczac lewo-,

a przez ¢, (x) prawostronna pochodna funkcji ¢ w punkcie .

11



Ustalmy przestrzen miarowa (£, ¥, 1) i niech M oznacza zbiér wszystkich funkcji
mierzalnych Q@ — IR. Jeéli p({w : fi(w) # f2(w)}) = 0, to piszemy fi =" f, i funkcje
fi oraz f, nazywamy prawie rownymi i utozsamiamy je. W podobny sposéb be-
dziemy utozsamiac funkcje prawie réwne w dowolnych przestrzeniach funkcyjnych
okreélonych na przestrzeni miarowej. W analogiczny sposéb bedziemy traktowac nie-
réwnoéci miedzy funkcjami i przewaznie bedziemy opuszczac oznaczenie ,a.e.”.

Niech ¢ bedzie ustalona funkcja (stabo) Younga. Definiujemy odwzorowanaie

I, M — [0, +00] wzorem:

I(2) = [ ¢ (2()) du.

Q

Funkcje te nazywamy modularem odpowiadajacym funkcji (stabo) Younga ¢ (oraz

mierze p). Zdefiniujemy teraz dwie wazne przestrzenie:
Lf(p):={zeM:IX>0 I[,(Iz) < +oo};

E?(p) :={zeM:VA>0 I[,(Iz)<+o0}.

Latwo sprawdzié, ze sa to przestrzenie (a nawet kraty) liniowe. Przestrzen L¥(u)
nazywamy przestrzenig Orlicza odpowiadajaca mierze p i funkcji (stabo) Younga
©. Znane sa dwa rézne (ale réwnowazne) sposoby unormowania przestrzeni L¥(u).
Bedziemy rozpatrywaé w pracy tylko jeden z nich. Zdefiniujemy norme Luremburga
dla x € L?(u):
Izl ::inf{/\ >0:1, (;) < 1}.

Mozna wykazad, ze jest to norma zupelna, a zatem (L¥(u), || - ||,) jest przestrzenia (a
takze krata) Banacha. Dowdd tej i innych wlasnoéci przestrzeni Orlicza, ktére zaraz
wymienimy pomijamy, gdyz mozna je znalezé na przyklad w [14]. Wiadomo tez,
ze E¢(u) jest domknieta podprzestrzenia L¥(p), wiec tez jest przestrzenia (i krata)
Banacha. Dla ustalonego @ € L?(u) funkcja ¢,: [0, +00) — [0, +00] okreslona wzorem
l-(A) = I,(\z) jest niemalejaca oraz dla A, :=sup{ A > 0:/(,(X) < 400} jest ciagla
na [0, A;) (p. [14]). Wykazemy teraz wazny lemat:
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Lemat 1.3 Jesli ¢ jest funkcjq Younga i miara p jest o—skoriczona, to dla x € L¥(u)

zachodzi:
lzll, <1 & I (z)<1
Dowod:
=) Jesli ||z]|, < 1 lub infimum w definicji || - ||, jest realizowane, to teza jest oczy-
@ @ y

wista. Niech ||z||, = 1 i niech infimum nie bedzie realizowane. Wtedy dla o = 1 < 1

zachodzi I,(az) < 1. Z zalozenia liI‘{l plaz(w)) =p(z(w)) dlaw € Q. Gdyby I,(z) = +o
a—

to przyjmujac A, ={w € Q: p(z(w)) < n},dlapewnegon € IN zachodziloby f o(z) dp

. Poniewaz p jest o—skonczona, zatem istnialby A C A, miary skonczonej takl ze

fgo(:c) du > 2. Poniewaz ¢ jest ciagla i ograniczona na x(A), wiec istnieje o < 1 takie,
A

ze |p(t) — e(at)] < (4) dla t € 2(A). Zatem:
/@(fv)dﬂ < /'99(3") — p(az)|dp +/¢(aw)du <14+1=2,
4 A A

co daje sprzecznos$é. Zatem [,(x) < +o00. Na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbiez-
nosci ograniczonej mamy [l (z) = lim [ (azx) < 1.
a—s1
(«) Jedli I,(x) < 1, to 1 nalezy do zbioru z prawej strony definicji || - ||,. Stad

l|z|l, < 1, co konczy dowdd. d

Uwaga: Lemat powyzszy jako Twierdzenie 3 ze str. 54 ksiazki [14] jest podany
bez zalozenia lewostronnej ciagtosci funkeji ¢ (w naszej terminologii dla funkcji sta-
bo Younga), ale jak zauwazyl M. Burnecki nie jest wtedy prawdziwy. Rzeczywiscie,

wystarczy wziac trywialna miare liczaca z jednym atomem oraz:

0, dlat e (—1,1)

p(t) =
®) +oo, dlate R\ (—1,1)

Wtedy L¢(p) = R, I,(z) = ¢(z), ||z||, = |z|- Zatem ||1]|, = 1, ale [,(1) = +o0.
Poniewaz Lemat 1.3 w niektorych sytuacjach jest przydatny, powstaje naturalne
pytanie, czy ograniczenie sie¢ do funkcji Younga zamiast stabo Younga nie ogranicza

klasy badanych przestrzeni Orlicza. OdpowiedZ na to pytanie daje nastepny lemat.
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Lemat 1.4 Funkcja stabo Younga w punktach +c(¢) dla c(p) < 400 moze przyjmo-

li(m) ©(t), +00], ale wartosé ta nie ma wptywu na
t—c(e)™
wartosé normy Luzemburga. Ograniczenie sie zatem do funkeji lewostronnie cigglych

waé dowolng wartosé z przedziatu |

w ¢(p) nie ogranicza klasy rozpatrywanych przestrzen:.

Dowod

O warunku dotyczacym wartosci ¢(c(p)) powiedzielismy juz wczesniej. Niech
o [ R\ {xc(e)} =1 [ R\ {xc(p)}, gdzie ¢ i1 ¢; sa funkcjami stabo Younga. Wy-
kazemy, ze || - |lo = I| - [l -

Zalézmy nie wprost, ze || - ||, # || - ||, - Niech na przyktad ||z||, < ||z]|e,. Rozpa-
trzmy ||z]|, < A < A1 < ||2||, - Zachodzi wéwczas:

/cp (T(:J)> dp <1 oraz /991 (:_v_(;_)) dp > 1.

Q Q

Zauwazmy, ze u({w : # > ¢(p) }) = 0, w przeciwnym bowiem razie pierwsza caltka
bylaby réwna +o0o. Ponadto pu({w : L{“) = ¢(¢) }) > 0, w przeciwnym bowiem razie

obie calki bylyby réwne. Analogicznie:

(o2l =0 o w({r 2] 50

{w : T/(\Lj) = c(ap)} C {w: :c()\w) > c(c,o)},
z(w)

a wiec p({w : =57 > (@) }) > 0, co daje sprzecznosc. a

Ale

Od tej pory mozemy nie zajmowac sie funkcjami stabo Younga i zawsze zaktadac,
ze ¢ jest lewostronnie ciagla w ¢(¢p) o ile ¢(p) < +00. Motywuje to nasza definicje —
umozliwia bowiem stosowanie Lematu 1.3, a nie ogranicza ogélnosci rozwazan.

Jedna z wlasnoéci przestrzeni Orlicza, z ktorej czesto bedziemy korzystal bez

specjalnego powolywania sie jest nastepujacy fakt:

Fakt 1.1 Jesli ||z||, = 1, to
albo I,(z) =1, albo:
I,(z) <1 oraz I,(Az) = +oo dla A > 1. a
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Prosty dowéd pomijamy. Z faktu tego wynika, ze w przestrzeni E¥(u) warunki
llz|l, = 1 oraz I,(z) = 1 sa rownowazne.
Przytoczymy jeszcze jedna wlasnos¢ modularu, ktéra wykorzystamy w rozdziale

czwartym:

Lemat 1.5 Jesli xz, v € L¢(u) , to funkcja g: IR — [0,400] okreslona wzorem
g(A) := L(z + Mv) jest wypukta. Ponadto jesli g(0),g(1) < 1 oraz istnieje 0 < Ao < 1
takie, ze g(Ao) =1, to g(A) =1 dla kazdego 0 < A < 1.

Dowdéd:
Niech A\, A2 € IR, 0 < a < 1. Wtedy:

glah +(1—=a)ky) = L(z+ahv+(1—a)lw)=
= [lala+Xv)+ (1= a)z + X)) du <
Q

< o fpletno)du+ (1-a) [pe+rov)du =
Q Q
= ag(M) + (1 —a)g(X2),

co konczy dowod pierwszej czesci naszego lematu. Czes¢ druga jest konsekwencja Le-

matu 1.1. O

Przypomnijmy, ze kula jednostkowa B(X) w przestrzeni unormowanej X jest
écisle wypukla, jeslidlaz, y € B(X),0 < a < 1,z # y zachodzi ||az + (1 — a)y|| < 1.
Wykazemy:

Lemat 1.6 Jesli X C L¥(u) jest podprzestrzeniq LY (p) o tej wlasnosci, ze dla kaz-

dego * € X zachodzi rownowaznosé:
lzll, =1 & IL(z)=1,
oraz jesli ¢ jest scisle wypukta, to B(X) jest scisle wypukta.
Dowad:
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Przypus$émy nie wprost, ze istnieja z, y € X, * # v, ||z|ls |lyllo £1,0<a < 1

takie, ze ||az + (1 — a)y|| = 1. Ale z zalozenia:
1= Loz +(1—a)y) = [elaz+ (1= ay)du<
Q
< [(ap(@)+ (1 - ap(w)) dn = aly(@) + (1 - )yly) Sa+ (1) =1
Q

skad sprzecznos¢. Nieréwnos¢ jest ostra, gdyz dla funkcji podcatkowych zachodzi nie-
réwnoé¢ nieostra, a na zbiorze miary dodatniej: {w : z(w) # y(w) } na mocy Scislej

wypuklosci o zachodzi p(az + (1 — a)y) <ap(z) + (1 — a)e(y). O
Przy badaniu przestrzeni Orlicza bedziemy czesto korzystac z nastepujacego, do-
brze znanego kryterium, ktérego prosty dowod pomijamy:

Fakt 1.2 Jesli x € L¢(u) (odp. x € E¥(pn)) oraz x, € L¥(u) (odp. x,, € E¢(p)) dla

n € IN, to nastepujgce warunki sq rownowazne:
1) lim |z, — x|, =0

W) YA>0 limI,(Mz.—2))=0  (odp. lim [ (2, —2)=0).

Podamy teraz najwazniejsze przyktady przestrzeni Orlicza.

Jedli 1 < p < +oo, to ¢(t) := lip!f jest funkcja Younga. Mozna wykazaé, ze wtedy

s |-

el = llzll, = (f el du ) oraz
L#(u) = E¥(u) = LP(p).
Jedli p > 1 to ¢ jest funkcja Scisle wypukla i taka jest tez kula jednostkowa w

przestrzeni LP.

o 0, dlat € [-1,1]
Jesli o(t) := ; to
+oo, dlate R\ [-1,1]

lzll, =||z]|e := supess{|z(w)| :w € Q} :=sup{c: p({w:|r(w)|>c} >0} oraz
L9(u) = L ().
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Jesli p jest miara liczaca na IV (tzn. u({n}) :=1 dla n € IN), to przyjmuje sie
oznaczenie [¥ := L¥(u). Latwo sprawdzié, ze dla ostatnio rozpatrywanego ¢ i miary
liczacej na IN zachodzi L¥(u) = [*°, gdzie [*° jest przestrzenia ciagéw ograniczonych z
norma supremum. Zauwazmy, ze przestrzen L¥(u) jest skonczenie wymiarowa jedynie
gdy p jest miara atomowa o skonczonej liczbie atomow. Warto tez wiedzieé, ze L¥(u)
jest izometryczna z L™ (u) jedynie w sytuacji 0 < a(p) = ¢(¢) < +oo.

Wprowadzmy jeszcze jedno pojecie i oznaczenie. Jesli ¢ jest miara na Q, 2, C Q
oraz X jest jaka$ przestrzenia funkcyjna (np. L¥(u) lub E¥(u)) ktorej elementami
sa funkcje okreslone na {2, natomiast Y jest jej podprzestrzenia zlozona z funkcji
okreslonych na €2y, to rzutem punktu x € X na podprzestrzen Y nazywamy funkcje
x [ 4, o ile ona nalezy do Y — co zawsze bedzie miato miejsce w konkretnych sytu-

acjach. Rzut ten bedziemy oznaczaé przez Pry x.

W teorii przestrzeni Orlicza wazna role odgrywa tzw. warunek A, dla funkcji
Younga . Klasycznie sie go rozpatrywalo przy zalozeniu ¢(¢) = +o0, czyli ¢: — [0, +00).
(Jesli dodatkowo a(p) = 0, to takie funkcje nazywaja sie funkcjami Orlicza). Jest to
zadanie postaci ¢(2t) < Kp(t) dla pewnej stalej K > 0, przy czym jesli nieréwnosé
zachodzi dla wszystkich dodatnich ¢, to warunek nazywa sie globalnym warunkiem
Ay, a jesli dla t wiekszych od pewnego to > 0, to wtedy nazywa sie warunkiem A,
dla duzych t, jesli natomiast dla ¢ > 0 mniejszych od pewnego to > 0, to nazywamy go
warunkiem Ay dla matych t, lub krocej warunkiem é,. Nie bedziemy w tym miejscu
opisywac roli tych warunkéw w teorii przestrzeni Orlicza, gdyz wynikna one z teorii
znacznie ogdlniejszej. Teoria ta jest stosowana w pracy [19] i bedzie wykorzystywana
réwniez w niniejszej pracy, zatem przedstawimy ja teraz szczegolowiej. Podstawa jej
beda definicje uogdlniajace warunek A, tak, aby mogly by¢ stosowane w ogolnej sy-
tuacji badanej przez nas. Warunki te beda zaleze¢ nie tylko od funkcji ¢, ale takze od
miary p. Po definicji zgromadzimy najwazniejsze wyniki wyjasniajae jej role w jed-
nym, wielopunktowym lemacie. Chociaz sa to wyniki znane (cytowane przez M.Wisle
w [19]) przedstawimy réwniez ich dowdd. Najtrudniejszy fragment dowodu bedzie

wzorowany na Lemacie 4 z pracy [19] ze str. 510.
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Podamy teraz definicje. W obydwu ponizszych definicjach ¢ jest funkcja Younga,

i jest miara o—skonczona, natomiast r > 1 jest ustalona liczba rzeczywista.
Definicja 1.2 ¢ € A, (u) wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z trzech wa-
runkow:

a) u jest bezatomowa oraz istniejg ¢ > 1 oraz ag > 0 takie, ze p(ag) < +oo, a w

przypadku p(Q) = +oo rowniez ag = 0 takie, zZe dlat > ag zachodzi p(rt) < cp(t).

b) u jest atomowa i istniejg b > 0, ¢ > 1 oraz cigg liczb niewjemnych (dy)nen
spetniajgey S d, < +oo takie, Ze dla kazdego n € N oraz dla t spetniajgcego
neN
p(t)u(en) < b zachodzi p(rt)u(en) < co(t)p(en) + dp.

¢) u ma czesci bezatomowe ¢ atomowe dodatniej miary rowne odpowiednio 0y oraz

Oy, przy czym @ € A (pu [ Q1) oraz ¢ € A (p [ Q2).

Definicja 1.3 ¢ € A%u) wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z dwoch wa-

runkow:

a) Bezatomowa czes¢ ;1 ma dodatniq miare oraz istniejq ap > 0 oraz ¢ > 1 takie,

ze 0 < p(ag) < +00, oraz p(rt) < cp(t) dla |t| < ap.

b) u jest atomowa t istniejq ap >0, b>0, ¢ > 1, 0 < p(ag) < +oo oraz cigg nie-
ujemnych liczb (d,)nen spetniajgcy Y d, < +00, oraz dla kazdegon € N i dla
neN
t spetniajgcego o(t)u(e,) < b, |t| < ap zachodzi o(rt)u(e,) < co(t)u(en) + d,,.

Najwazniejsze wlasnosci wprowadzonych pojec¢ zgromadzimy w nastepujacym le-

macie:
Lemat 1.7 Pojecia A.(p) oraz A(n) majq nastepujqce wltasnosci:

1. Jeslil <r' <rorazp € A(u), to p € Ap(p). Analogiczng ceche ma wtasnosé
A(p).

2. Jesli ¢(p) = 400, to nastepujgce warunki sq rownowazne:
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8.

10.

i1,

12,

13.

(a) istnieje r > 1 takie, Ze ¢ € A, (1)

(b) dla kazdego r > 1 zachodzi ¢ € A,()

(c) € Mo(w)
Jesli p jest bezatomowa 1 istnieje v > 1 takie, Ze ¢ € A, (), to c(p) = +o0.

Jesli p jest bezatomowa, to warunki (a), (b), (¢) z punktu 2 sq rownowazne.

Jesli p jest atomowa, ZN p(en) = +oo oraz ¢ € A (n) lub A%(p) dla pewnego
ne
r>1, toa(p) =0.

Jesli p jest atomowa z nieskonczong liczbg atomow oraz
0 <inf{u(e,) :n € IN} <sup{u(e,):n € IN} < +oo, to warunki (a), (b), (c)

z punktu 2 sq rownowazne i sq zarazem rownowazne warunkowi ds.
Jesli 0 < a(p) < e(p) < o0, to o € A (1) dla T > ZJ(%)).
Jesli dim L?(p) < 400, to nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) istnieje r > 1 takie, ze o € A, (u),
(b) L#(p) Z L= (n) (lub inaczej a(yp) < c(p)).

Jesli o & A (u) dla kaidego r > 1, to istnieje x € L¥(u) takie, zZe ||z||, = 1

oraz I,(z) < 1.
Jesli ¢(p) = 400, to nastepujgce warunki sq rownowazne:
(a) Vo€ () Tofe) =1 Jlzllo =1,
(b) ¢ € Aa(p)
Jesli bezatomowa cz¢sé 0y miary p jest dodatnia oraz p € A%(u), to p € A%(u).

Jesli miara bezatomowej czesci p jest nieskonczona lub zerowa oraz dla pewnego
p g

r > 1 zachodzi ¢ € A, (1), to p € A%(u).

Jesli dim L?(u) < 400 oraz L?(u) ¥ L™=(n), to ¢ € A2(u) dla pewnego r > 1.
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14. Jesli ¢(p) = 400, to nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(a) istnieje r > 1 takie, ze ¢ € A2(p)
(b) dla kazdego r > 1 zachodzi ¢ € A%(p)

(c) ¢ € AY(p).

15. Jesli o € A%(p) dla pewnego r > 1 oraz x € L¥(u) spetnia ||z||eo < c(p), to:
lelo=1 & Io)=1.

16. E*(p) = L?(p) &  (c(p) =40 A p € Dy(n)).

Dowod:

1. Bezposrednio z definicji.

2. (a)=(b) Zaldézmy, ze istnieje r > 1 takie, ze ¢ € A, (u). Zalézmy najpierw,
ze u jest bezatomowa. Wtedy istnieje ¢ > 1 takie, ze ¢(rt) < cp(t) dla t > ao, przy
czym ag =0 gdy p(Q) = +oo. Dla ¢t > % > ag zachodzi ¢(r’t) < cp(rt) < 2o(t),
czyli ¢ € A2(p). Zalézmy teraz, ze p jest atomowa. Wtedy istnieja ¢ > 1, b > 0,
d, > 0 dlan € N takie, ze ZN d, < 400, oraz dla kazdego n € N it spelniajacego
o(t)p(en) < bzachodzi L,o(rt)rjue(en) Lep(t)u(en) + dn. Niech by := 2, ¢y := ¢, ng € IN

bedzie takie, ze dla n > ng, n € N zachodzi d, < % oraz niech:

7 . ) TP {o(r*t)u(e,) : t >0 A p(t)u(e,) < b}, dlan <ng
' (c+ 1)d,, dla n > ng

Poniewaz ¢(¢) = 400, wiec ZN d;, < 4o0.
ne
Niech p(t)u(e,) < by. Jesli n < ng, to:

p(r*t)u(en) < d, < ap(t)ulen) +d;,.

Jeslin > no, to wobec by < bzachodzi p(rt)u(e,) <cp(t)u(en) +dn < cby +d, < 242
czyli:

PP )p(en) < cp(rt)(en) + dn < e(cp(t)p(en) + dn) + dn = crp()pen) + d,,
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czyli p € Ap2().
Kompilacja tych faktéw pokazuje, ze dla ¢ oraz p spetiajacych ¢(¢) = +oo oraz
@ € Ay(u) zachodzi ¢ € A,2(p). Na mocy indukcji wynika stad, ze ¢ € A k() dla

kazdego k € IN. Poniewaz lilgn rt = +o00, wiec z powyzszego oraz z punktu I wynika

(b).

Implikacje (b)=(c) oraz (c)=>(a) sa trywialne.

3. Jesli ¢ € A,(u) oraz ¢(¢) < +oo, to niech ap <t < +oo bedzie takie, ze
rt > c(p). Wtedy 400 = ¢(rt) < cp(t) < +00, co daje sprzecznosc.

4. Wynika natychmiast z punktéw 21z 2.

5. Zalézmy, ze a(p) > 0. Wtedy ¢(a(p)) =0, ale p(ra(p)) > 0. Z zalozenia
wynika, ze N' = IN oraz dla n € IN zachodzi p(a(yp))u(e,) < b, wiec

p(ra(e))u(en) < cplalp))plen) + dn = dn,

zatem po zsumowaniu +o0o = p(ra(y)) ¥ plen) < X d, < 400, co daje sprzecz-
neN neN

nosc.

6. (a)=(b) Niech k := inf{u(e,) : n € IN}, s:=sup{pu(e,) :n € IN }. Niech
dla pewnego r > 1 zachodzi ¢ € A,(u), przy czym b, ¢, d, niech beda odpowiednimi
stalymi. Wtedy dla ¢(t) < % zachodzi ¢(t)u(en) < L.s=b, czyli

ko(rt) < @(rt)ulen) < cp(t)plen) + dn <csp(t) + dn,

a wiec ¢(rt) < L¢(t) + % dla kazdego n € IN. Poniewaz atoméw jest nieskoficzenie

wiele oraz lirrln d, = 0, wiec dla b, := S, c1 := 5 zachodzi:
p(t) Kb = ort) < ap(t).
W przypadku r = 2 jest to warunek d;. Niech b; > b, > 0 beda takie, ze:
o(t) Kby = (rt) < by
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Zatem dla ¢(t) < by zachodzi ¢(r?t) < aip(rt) < cfo(t). Niech b := bk, ¢ := 2.
Niech n € IN oraz niech t spelia ¢(t)u(e,) < b, czyli ¢(t) -k < p(t)u(e,) <V,
czyli o(t) <% = b1, a wige (r’t) < (1), czyli o(r’t)p(en) < do(t)p(en) + dn, a
wiec ¢ € A,2. Tak jak w punkcie 2 wynika z tego, ze dla kazdego r > 1 zachodzi
© € A(p)-

Pozostale implikacje sa oczywiste.

7. Jesli r > 2%";) to dla kazdego a(¢) < t < ¢(p) zachodzi rt > ¢(p), czy-
li o(rt) = +oo. Gdy w definicji wlasnosci A,(p) wstawimy t = max{ a(p), ao } lub

t = a(p), w zaleznosci od przypadku, latwo otrzymujemy sprzecznosc.

8. (a)=(b) Jesli L¥(n) = L*(p), to 0 < a(yp) = ¢(p) oraz na mocy punktu 7
zachodzi p & A, (p) dla r > a(( 5 =1

(b)=(a) Jesli L#(p) % L=(u), to a(p) < c(p). Niech 1 <r < &2 (< 400 gdy
a(p) = 0). Niech k oraz s beda takie, jak w dowodzie punktu 6. Niech b > 0 bedzie

takie, ze dla ¢ > 0 spelniajacych ¢(t) < ¢ zachodzl rt < ¢(¢) — € dla pewnego usta-
lonego ¢ > 0. Niech d, = ¢(c(p) —€)s dla n < dim L¥(p). Wtedy dla o(t)u(e,) < b
zachodzi kp(t) < @(t)u(en) < b, a wiec ¢(t) < 2, czyli rt < ¢(p) — &, wiec

p(rt)p(en) < @(rt)s <p(c(p) —€)s =dn < cp(a)p(en) + dn,

przy czym c > 0 jest dowolne, czyli ¢ € A.(p).

9. Jesdli u ma niezerowa cze$é¢ bezatomowa 2y, to na tej czesci ¢ € Ay(p). Za-
tem mozna skonstruowaé¢ x € L¥(u [ Q) taki, ze ||z||, =1 oraz [,(z) < 1. Wtedy
bowiem ¢ € Ay w klasycznym sensie — globalnie lub dla duzych ¢ — i mozna za-
stosowaé¢ odpowiednie twierdzenie z ksiazki [14] . Jezeli przyjmiemy z [ '\ ; := 0,
to tak przedluzony = réwniez spelia zadany warunek. Nalezy rozwazy¢ przypadek
miary atomowej. Dowéd jest bardzo podobny do dowodu Lematu z pracy Wisly [19].
Gdyby dim L?(u) < oo, to na mocy punktu 8 zachodziloby L¥(u) = L*(u) i mozna

wtedy przyja¢ = ¢(¢) = a(yp). Przyklad ten rozwiazuje problem réwniez w przy-
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padku nieskoriczonego wymiaru i a(¢) = ¢(¢). Zatem mozna zalozyé, ze atoméw jest
nieskonczenie wiele i a(p) < ¢(yp).

Polézmy dla k € IV:

an(k) = sup {0 (14 2) 1) len) s olnten) < g no (14 7) 6) > 200},

przy czym jesli rozpatrywany zbidr jest pusty, to przyjmujemy o, (k) = 0.
Oczywiscie 0 < an(k) < 4oo oraz dla k, n € IN i dla t € IR spehiajacych
@(t)p(en) < g7t zachodazi:

o ((147) 1) alen) <2 o(Ou(en) + an(h).

Poniewaz ¢ ¢ AH%(,u), wiec ngw o, (k) = +oo dla kazdego £ € IN. Mozna znalezé
nieskonczony zbiér K C IN oraz rodzine parami rozlacznych zbioréw { Ny C IV : k € K }
takich, ze a,(k) > 0 dlan € Ny oraz > a,(k) > 2 dla kazdego k € K. Konstruk-
cje tych zbioréw przeprowadzamy inch:kec]\)ffgnie wzgledem k € IV, przy czym dla tych
k, dla ktorych istnieje n takie, ze o, (k) = 400 przyjmujemy k € K oraz wybieramy
Ny := {n} w przypadku, gdy liczba n nie wystapila we wczesniej skonstruowanych
zbiorach postaci N;, natomiast jesli n zostalo juz uzyte, to przyjmujemy k ¢ K.
Konstrukcja mogtaby sie nie uda¢ jedynie w przypadku, gdyby dla pewnego n i dla
nieskonczenie wielu k zachodziloby a, (k) = 400, co jest mozliwe jedynie w przypad-
ku, gdy a(¢) = ¢(p), ktéry wykluczylismy.

Na mocy definicji a,(k) dla kazdego k € K oraz n € N mozemy znalezé taka

liczbe 3,(k), ze:

B Nu(en) < s @ (14 7) Bulk)) > 2 (5u(8))

oraz

1 an(k) —27", gdy a,(k) < +o0
- 'R n k n
@ ((1 + k)ﬂ ( )) p(en) > { . ady a(k) = oo

Wtedy:
> ((1 + %) ﬁn(k)> o) 21 dykbdao ke K

n€Ny



Dla k& € K poldézmy:

Ty = max{pe Ne: Y, c,o((l —|—%> ﬂn(k)>,u(en) <1},

przy czym kladziemy ny := 0, jesli rozpatrywany zbior jest pusty. Przyjmiemy:

my:=min{n € Ny :n >n;} oraz zj:= Z Bu(k)Xe,-
ne€NLN{1,2,...my }
Wtedy:
I(zx) = > @(Ba(k))ulen) + @ (Bmi(k)) pt (emy) <

n€ENE ,nng

1 1 1 1 1 1

s ENZ< oRH1? <(1 + E> ﬁn(k)) Hien) + Z2h+1 < 2k+1 + ok+1 — 9k
n kNN E

Ponadto zachodzi:

L((rp)e)= ¥ o((1+7)m®) ) =1

nENk,ngmk

Polézmy x:= 3 . Wtedy Iy(z)< X 2% <1 oraz

keK kEK

I ((1 + %) 1) > > 1 =400 dlakazdego k € K, czyli ||z||, = 1.
neN

10. (a)=(b) Zalézmy, ze ¢ & As(p). Zatem na mocy punktu 2 dla kazdego r > 1

zachodzi ¢ € A,(i). Zatem na mocy punktu 9 istnieje z € L¥(u) taki, ze ||z|l, = 1

oraz I,(x) < 1, co konczy dowéd implikacji (=).

(b)=(a) Zalozmy, ze ¢ € Ay(p). Jesli u jest bezatomowa, to istnieje ¢ > 1 oraz

ap > 0 takie, ze p(2t) < cp(t) dla t > ag, przy czym jesli pu(Q) = 400, to ag = 0.

Jedli I,(z) = 1, to oczywiscie ||z||, = 1. Jesli |||, = 1 1 I,(x) # 1, to musialoby by¢

I,(z) < 1 oraz dla kazdego A > 1 zachodziloby I,(Ax) = +o0, zatem:
+oo = [,(2z) = /99(2;17)([/1 — / o(2z) dp + / ¢(22) du <
Q {w:z(w)<ao } {w:z(w)>ao }

< p()p(2a0) + c/tp(l’) dp < p(2)(2a0) + ¢ < +oo,
Q

gdyz w przypadku p(£2) = 400 zachodzi u(Q2)p(2a0) = 0. Stad sprzecznosc.

24



Jesli p jest atomowa, to dlan € AN i dla ¢ spelniajacego warunek o(¢)u(e,) < b za-
chodzi ¢(2t)u(e,) < cp(t)u(en) + dn, gdzie odpowiednie state spelniaja warunki defi-
nicji 1.2. Jedli ||z||, = 1, ale [,(z) < 1 oraz [,(2z) = +o0, to przyjmujac x = neZAf TnXen
otrzymamy [,(z) = n;j\/ap(:z:n)/u(en) < 1, czyli istnieje ng € IN takie, ze dla n > ny,
n € N zachodzi ¢(x,)u(e,) < b, czyli p(2z,)u(e,) < cp(zn)p(en) + dn, zatem:

too = I,(2e)= Y @2z )plen) + Do ¢(2za)u(en) <

n<ng,nEN nz2ng nNEN

<Y e te X gleaulen)+ Y dn < oo,

n<ng,nEN n>ng,n€N n>no nEN
Sprzeczno$¢ dowodzi (a) w przypadku atomowym. W przypadku ogdélnym nalezy
rozbié Q na czes¢ atomowa 1 bezatomowa i zauwazy¢, ze ewentualny kontrprzyklad

musialby by¢ kontrprzykladem na jednej z tych czesci.
11. Oczywiste.

12.  Jesli u jest atomowa, p € A,(u), to ap spehiajace 0 < p(ag) < +0o moz-
na wybraé dowolnie. Jest to mozliwe, gdyz na mocy 8 musi zachodzi¢ a(¢) < ¢(¢).
Zatem ¢ € A%u). Jesli miara ¢ ma nieskonczona czes¢ bezatomowa, to istnieje
c > 1 takie, ze p(rt) < cp(t) dla kazdego t i mozna wybra¢ dowolne ao spelniajace

0 < p(ag) < +oo.

13.  Niech dim L?(p) < oo oraz L¥(n) ¥ L*(u), ale ¢ ¢ A%(u) dla kazdego
r > 1. Na mocy punktu 12 zachodzi ¢ & A, (i) dla r > 1, a to przeczy 8.

14. Dowdd jest podobny do dowodu punktu 2, nietrywialna jest tylko impli-
kacja (a)=(b). Jesli p ma dodatnia czes¢ bezatomowa, to ¢(rt) < ¢(p) dla |t < ao,
czylidla [t] < 2 < ap zachodzi p(r*t) < cp(rt) < cp(t). W przypadku miary atomo-
wej postepujemy identycznie jak w punkcie 2, przyjmujac dodatkowo ag = 2¢. W obu

przypadkach otrzymamy ¢ € A% (p). Zakonczenie dowodu jest takie, jak w punkcie 2.

15. Zalézmy, ze teza jest falszywa, czyliistniejar > 1, p € A%(u) oraz x € L¥(u)
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takie, ze ||z]|c < ¢(¥), [||lo = 1, ale I,(z) < 1. Niech max{ ||z||c, a(¢) } < d < c(ip).
Zatem 0 < ¢’ (d) < +o00. Definiujemy:

(1), dla0 <t <d
p1(t) ==
¢ (d)(t—d)+ ¢(d), dlat>d

i przedtuzamy ja do funkcji parzystej. Na mocy wypuklosci funkcji ¢ zachodzi ¢ (¢) <
@' (d)t. Oczywiscie ¢; jest wypukla, ¢(¢1) = 400 oraz ¢; € A2(u), bo mozna przy-
jaé ap < d. Zatem na mocy 14. zachodzi ¢; € A%(u) dla kazdego r > 1. Ponie-

waz o modularze i normie & decyduja wartosci < d, wiec ||z||,, = ||z]l, = 1 oraz
I,,(z) = I,(z) < 1. Niech r > 1 bedzie takie, ze ||rz||o < d oraz niech ag bedzie do-

brane wedlug definicji A%(u) dla tego wlasnie r oraz dla funkcji ¢;. Zauwazmy, ze
jedli ap < £, to na przedziale [ao, ¢] zachodzi ¢1(t) > ¢/, (ao)t, oraz ¢/, (ao) > 0. Niech

D oznacza Y. d, w przypadku miary atomowe] oraz 0 w pozostalych przypadkach.
N

ne
Zatem:
too = I,(0) = [er)ydu= [ wGa)dut [ eire)du<
Q2 {wile(w)|<ao } {wilz(w)|>a0 }
< cor(z)dp + D + / ¢ (d)ra(w)dp <
{wilz(w)I<ao } {wile(w)[Za0 }
" (d
< el (z)+ D+ Lp/_( ) r e1(z(w))dp <
¢’y (ao)

{wilz(w)[Za0 }

¢“”)umw+0<+w,

¢’ (ao)

< (c—l—r

co daje sprzecznosc.

16. (a)=(b) Zalézmy, ze 0 < ¢(¢) < +oo lub ¢ € Ay(p). W pierwszym przypad-
ku niech 0 < p(A) < 400 oraz ¥ = 3¢(p) - xa. Wtedy [,(z) < +oo, czyli € L¥(u),
ale I,(2z) = 400, czyliz & E¥(p). W drugim przypadku przy wykluczeniu pierwsze-
go mamy ¢(¢) = +0o i na mocy punktéw 2 oraz 9 wynika istnienie ¢ € L¥(u) takiego,
ze ||z||l, = 1, ale I,(z) < 1, czyli @ ¢ E¥(p). W obu przypadkach L¥(u) # E¥(u).

(b)=(a) Zalézmy (b). Na mocy 10 zachodzi I,(z)=1<¢ |z||,=1. Gdyby
E?(p) # L¥(p), to istnialyby @ € L¥(u) oraz r > 1 takie, ze [,(z) < 400 oraz

26



I,(rz) = +o00. Na mocy punktu 2 zachodzi ¢ € A2(u) i otrzymaliby$my sprzeczno$é
w podobny sposob jak w dowodzie punktu 10. Konczy to dowéd naszej implikacji i

tym samym calego lematu. O
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Rozdziat 2

Stabilnosc¢

Pojecie zbioru wypuklego stabilnego bylo wprowadzone w pracy [13]i badane w

[4].

Definicja 2.1 Zbior wypukly Q zawarty w liniowo—topologicznej lokalnie wypuktej
przestrzeni Hausdorffa nazywamy stabilnym, jesli odwzorowanie ®: Q) x Q — Q) okre-
slone wzorem ®(z,y) := % jest otwarte w topologii przestrzani X zrelatywizowanej
do Q.

Punkt z € Q nazywa si¢ punktem stabilnosci w Q) (inaczej: z jest stabilny w @),
jesli dla dowolnych z, y € Q, v # y spelniajgcych 5%31 = z oraz dla dowolnych
zbiorow otwartych U, V takich, ze x € U, y € V istnieje zbior otwarty W taki, ze
WneCi((UNQ)+(VNQ)).

Jesli X jest przestrzeniq unormowang, to ostatni warunek mozna zapisaé w po-
staci:

Ve > 0 Wyé@g=£§y35>Ww€Q“w—ﬂ<5i

1
éiweQ|m—ﬂ<aW—w<aw:§w+w)

Latwo zauwazyd, ze jesli z € int @), to z jest stabilny w (). Ponadto @ jest stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabilny wkazdym swoim punkcie. W [13] wykazano, ze
jesli dim X < 2, to kazdy wypukly @ C X jest stabilny, a takze: ze stabilnosci zbioru

wypuklego domknietego ) wynika domknietos¢ zbioru ext (). Odwrotna implikacja
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nie zachodzi, aczkolwiek jest prawdziwa dla dim X < 3. Stabilne sa tez zbiory Scisle

wypukte.

Klasycznym przykladem zbioru niestabilnego w IR? jest:
Przyklad 2.1
A := conv ({ (z,y,2) : 2 +y* <1} U{(1,0,+1 })

Nie jest on stabilny, gdyz (1,0,0) € clext A \ ext A. Jest on natomiast przekrojem
dwéch zbioréw stabilnych A, As:

A; == conv ({(1,0,(=1)) }U { (2,5, (1)) : (e + 1)’ + y* = 4}) .
Zatem rodzina zbioréow stabilnych nie jest zamknieta na przekroje. Niech:
B := conv ({ (,9,0): 2> +y* < 1} U {(£1,0,+£1) }) , (p- [13]).

Mozna wykazaé, ze || - ||g: IR®> — [0, +00] okreslona wzorem Minkowskiego ||z||g :=
inf{\ > 0:% € B} jest norma w IR® i ze jesli X := (IR%,|| - ||), to B(X) = B. Jest
to przyklad niestabilnej kuli tréjwymiarowej. Na mocy wyniku z [10] (/R?, || -||g) nie

jest przestrzenia Orlicza z norma Luxemburga. Ponadto
B*(X) = conv ({(2,5,0) 12 > 0,y > 0,2 + y* < 1}U{(1,0,1)})

jest, jak tatwo sprawdzié, stabilny. Zatem ze stabilnosci B¥(X) nie wynika stabilnosé
B(X). Wiadomo jednak (p. [9]), ze w kratach unormowanych ze stabilnoéci B(X)
wynika stabilno$¢ BT (X). O

W rozdziale niniejszym odpowiemy na pytanie, czy w przestrzeni Orlicza ze stabil-
nosci BT (X) wynika stabilnos¢ B(X). Gléwne idee tego wyniku zawarte sa w pracy
M.Wislty [19] dotyczacej pelnej charakteryzacji kul stabilnych w przestrzeniach Or-
licza z norma Luxemburga, a wiec pewne partie dowodu pominiemy, odwolujac sie
do wymienionej pracy.

Warto zwrdci¢ uwage, ze pojecie ,dany zbior @) jest stabilny” jest pojeciem czysto
topologicznym, ale pojecie ,kula jednostkowa jest stabilna” ma juz charakter geome-

tryczny, gdyz zmiana normy nawet na rownowazna moze zmieni¢ ksztalt kuli na tyle,
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ze stabilnos¢ sie nie zachowa. Rzeczywiscie, w podanym wyzej przykladzie B(X) nie
jest stabilna, cho¢ klasyczna kula w (IR, || - ||2) jest stabilna, a jak wiadomo normy
|- ll2i |l ||z sa rtéwnowazne.

Odnotujmy kilka prostych faktow dotyczacych stabilnosei.
Stwierdzenie 2.1 W kracie liniowej X stozek dodatni X jest stabilny.

Dowad:

Niech U, V beda otwarte. Nalezy wykaza¢, ze $((UNXT)+(VNXT)) jest otwarty
w X*. Zalézmy, ze nie. Istnieje zatem z € L((UNX*) 4+ (VN XY)) oraz net (2, )acr,
Llérl; zo = z taki, ze dla kazdego a € T zachodzi zo & J((UNXT)+(VNXT)), 2z, > 0.7
zalozenia istniejaxz > 0,y > 0,2 € U,y € V takie, ze z = % Niech z, := (224) Az,
Yo := 224 — Xo. Oczywiscie z, > 0, a poniewaz z, < 2za, wiec tez y, > 0. Z ciaglosci
»N\” wynika, ze Llérl; T, = , a takze lylélll’l o« = 2z —x = y. Zatem dla duzych a zachodzi

T € U, yo € V. Czylidla duzych a zachodzi zo = 3(za+ya) € 2(UNXF)+(VNXT))

wbrew wyborowi (z,). d

Wprowadzimy teraz definicje, ktéra bedzie uzyta w kolejnym lemacie. Definicja
zostala zaczerpnieta z ksiazki [15], przy czym przytoczymy ja w formie réwnowaznej

zredagowanej jako Corollary 2 na stronie 64 tej ksiazki.

Definicja 2.2 Mowimy, zZe krata liniowa X ma wlasnosé PPP, jesli dla kazdych
z,y € Xt istnieje sup{z Any:n € IN}

Oczywiscie przestrzenie Orlicza posiadaja wlasnos¢ PPP.

Lemat 2.1 Niech X bedzie unormowang kratqg o wlasnosct PPP. Wtedy jesli z €
B(X) jest takim punktem, Ze |z| jest stabilny w B(X), to rowniez z jest stabilny w
B(X).

Dowod:
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Ustalmy z € B(X) takie, ze |z| jest stabilny w B(X) i zdefiniujemy odwzorowanie

¢: X — X wzorem:

@(z); = sup(nz” Aat) — sup(nz” Az7).
nelN nelN

Poprawnos¢ powyzszej definicji wynika z wlasnosci PPP. Wiadomo, ze ¢ jest rzuto-
waniem kratowym (tzn. jest odwzorowaniem liniowym zachowujacym dzialania kra-
towe oraz spelniajacym ¢ o ¢ = ¢). Dla 2~ > 0 wynika to z Proposition 2.11 z [15],
str. 63, gdzie nalezy przyja¢ A ={z7}, a dla z= = 0 jest to oczywiste.

Zdefiniujemy teraz odwzorowanie ~: X — X nastepujaco:

=& — 2¢(x)

&)

odwzorowanie to jest oczywiscie liniowe. Wykazemy, ze spelnia ono wzory:
==z, |3 =]z

Rzeczywiscie:

T —2p(7) =z — 2p(x) — 2p(z — 2¢(z)) =

= v —2p(z) — 2¢(z) + 4p(p(z)) = = — dp(z) + 4p(z) = 2

8
I

Poniewaz dla z > 0 zachodzi

0 < ¢(z) =sup(nz” Az) < z,
n€N

wiec —r =z —2x < * —2¢p(z) = T < z, a stad |Z] < 2 dla z > 0. Zatem dla

dowolnego = € X zachodzi:
2| = Je—2¢(2)] = (" = 2p(a")) — (27 = 20(27))| <
< let = 20(h)| + o — 2(e7)| = |7 + 57| < 2t 42 = Jal,

czyli || < |z|. Z pokazanych wlasnoéci wynika |z| = |Z| < |2| < |z].

Wykazali$my zatem, ze |Z| = |z|. Zatem takze ||Z|| = HT“

Niech z, y € B(X) beda takie, ze z = ZX¥ oraz niech ¢ > 0. Poniewaz
2

@(z) = sup(nz” Azt) —sup(nz” Az7) = —27,
ne€N nelN

wiecZ2=2—-2p(z) =2zt —z7 + 227 =2t + 27 = |z], cayli|z| = 2 = %(5"‘@) Na

mocy definicji stabilnosci w punkcie zachodzi:
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35 > 0¥@ € B(x) (n@ _ o[ < 6= 38,5 € B(z)

@ — 2| <e, |5 -7 <sﬁ):%(fi+5)). (2.1)
Niech w € B(X) spelnia ||w—z|| < 8. Wtedy ||&—|z| || = ||w — z|| = lw—2z]| < 6,

a zatem istnieja u, v spelniajace 2.1 dla w := w.
Niech u := @, v := v. Wtedy @ = @, a wiec |lu—z|| = |[u—z|| = || — 2|| =
i — Z|| < ¢ i analogicznie ||v — y|| < ¢. Ponadto u, v € B(X) oraz w = w =
%@) = %(fi +7) = “tv Poniewaz ¢ > 0 bylo dowolne, wiec 2z jest stabilny w
B(X). O

Teraz przytoczymy elementarny lemat, ktérego dowod (przedstawiony w pracy

[9]) wynika z podstawowych wlasnosci krat unormowanych.

Lemat 2.2 W kracie unormowanej X zachodzq zwigzki:
1. Jesliz, y€ X, to ||zt —yT|| < ||z —y|| oraz ||z~ —y~|| < ||z — y]|
2. Jesli x, y € X spetniajgz+y >0, toyt —x~ >0 orazat —y~ > 0.

|

Ponizszy lemat jest lokalnym wariantem Twierdzenia z [9], a przytoczone przez
nas rozumowanie jest analogiczne do tego przedstawionego w [9].

Nastepujacy po nim wniosek pokrywa sie z trescia cytowanego Twierdzenia:

Lemat 2.3 Niech X bedzie kratq unormowang. Jesli z € BT(X) jest stabilny w
B(X), to z jest stabilny w BY(X).

Dowod:

Zalézmy, ze z € BT(X) jest stabilny w B(X). Niech ¢ > 0 oraz niech z, y €
B*(X) spelniaja z = 1,42-y 7, definicji stabilno$ci w punkcie istnieje 6 > 0 taka, ze dla
kazdego w € B*(X) (a nawet B(X)) spelniajacego ||z —w|| < ¢ istnieja @, o € B(X)
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takie, ze w = 1(& + 0), oraz ||z — ul| < fe, |ly — 8|| < fe. Wtedy na mocy punktu I
Lematu 2.2 zachodzi ||at — z|| < Le, ||o% — y|| < e, oraz:
- -+ - ot 2
lalf = la” =z + e —al < fla” -zl +lz —all < e

. F * W 9 i@ . o~ i ~+ R
1 analogicznie ||o7]| < ze. Polézmy u := v := 9T — 4~. Na mocy punktu

-

5
2 Lematu 2.2 zachodzi 0 < u < @t oraz 0 < v < 0%, a stad natychmiast wynika wu,

v € BY(X). Oczywiscie tez w = ¥+ oraz:

N . . o o . 2 2 1
o = all = lla= + (=57) + @ — ol <l + 57 + 1§ = 2ll < Ze+ Ze + e =,

i analogicznie ||[v — y|| < ||o7|| + ||2”|| + ||? — y|| < . Poniewaz € > 0 bylo dowolne,

wiec dowiedziona zostala stabilnos¢ punktu z w B (X) O

Whiosek 2.1 ( [9]) Jesli w kracie unormowanej B(X) jest stabilna, to BY(X) jest
stabilna. d

Jak pokazaliémy na poczatku rozdzialu implikacja powyzsza nie da sie odwrécic.
Okazuje sie jednak, ze w przypadku przestrzeni Orlicza z norma Luxemburga implika-
cje te mozna odwrdcic. Potrzebny jest lemat, ktory rozni sie od Proposition 1 z pracy
M. Wisly [19] ze str. 504 jedynie zastapieniem B(L¥(u)) przez Bt (L¥#(u)). Pominie-
my dowdd, ktéry jest identyczny jak w cytowane] pracy, nalezy tylko zwréci¢ uwage
na to, ze wszystkie konstruowane w tym dowodzie obiekty naleza do B*(L¥(u)) oraz
poprawic literéwke na stronie 505 w 14 wierszu od dolu, w definicji liczby ¢. Powinno

byé ¢ := max{n > p—1:h(m) < 1}; (w pracy jest min). Oto lemat:

Lemat 2.4 Zaloimy, ze LY () nie jest skonczenie wymiarowa i nie jest izometryczna

z L*(n). Niech z € BY(L¢(pn)) i dlan € IN, n > 2 definiujemy:

A, ::{wEQ:|a¢(w)|< (1—%)0(@)}

jesli c(p) < +oo i p(c(p)) < 400 oraz A, = Q w pozostatych przypadkach. Jesli dla

pewnego n > 2 zachodzi ||zxa,ll, = 1, to nastgpujgce warunki sq rownowazne:

(1) L,(z) <1
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(ii) Istnieje E C A, miary dodatniej i funkcje x, y € BY(L?(u)) takie, ze z =
3@ +y), llexell, <1 oraz 2¢(2(w)) < p(z(w)) +¢(y(w)) dlaw € E.

Zmodyfikujemy tez Twierdzenie 3 ze str. 506 z [19]:

Lemat 2.5 Punkt z € BY(L?(u)) jest punktem stabilnosci w BY(L¥(p)) wtedy i
tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z nastepujgcych warunkow jest spetniony:

(i) L?(p) jest skonczenie wymiarowa,
(11) L¢(u) jest izometryczna z L™ (u),
(wit) ||z[le <1,

(iv) 1,(z) =1

(v) c(p) < o0, (c(p)) < 400, ||zxXanlle <1 dlan=2,3,..., gdzie

A, = {wEQ:|z(w)| < (1—l>c(ap)}.

n

Dowad:

(<) Niech z € BY(L?(u)) i przynajmniej jeden z warunkéw (i) — (v) jest spel-
niony. Na mocy Twierdzenia 3 z [19] wynika, ze z jest stabilny w B(L?(u)), a wiec
z naszego Lematu 2.3 wynika, zZe jest tez stabilny w BT (L¢(u)).

(=) Dowod jest w zasadzie identyczny jak dowéd implikacji (=) Twierdzenia 3 z
[19]. Jedynie zamiast korzysta¢ z Proposition 2 z cytowanej pracy, nalezy skorzystad
z ostatniego Lematu 2.1, co pozwala zalozy¢, ze x, y € BT (L?(u)). Wtedy réwniez
w zdefiniowane w cytowanej pracy bedzie nalezalo do BY(L¥(u)), a takze u, v €
B*(L?(u)). Nalezy tylko poprawi¢ literéwke na stronie 509 wiersz 7 od géry — w

trzecim skladniku powinno by¢ I ([w + v — w]x1\g) (dwie litery w). O

Whniosek 2.2 W przestrzeni Orlicza L¥(p) dla z € BY(L¢(p)) nastepujgce warunki

5q rownowazne:
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(i) z jest stabilny w B(L¥(p))
(ii) z jest stabilny w BT (L¢(u)). O
Kolejny wniosek polaczymy z trescia Twierdzenia 5 z pracy [19]:

Whniosek 2.3 Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(a) B(L¥(p)) jest stabilna,
(b) BY(L?(un)) jest stabilna,
(¢) Zachodzi jeden z szesciu warunkdw:

(i) dim L#(1) < +o0,
(i) Lo(n) = L2(s),
(iii) o € A () dla pewnego r > 1,

(iv) ¢ € A%u) dla pewnego r > 1 oraz c(¢) < 400 i p(c(p)) < +oo.

(v) ¢ € A%u) dla pewnego r > 1 na atomowej czesci 2, c(p) < +oo,

e(c(p)) < 400 i miara bezatomowej czesci Q jest skonczona.

(i) () < +00, p(c(p)) < +00 oraz u(Q) < +oo.

Dowod:

Réwnowaznosé (a)& (c) jest trescia Twierdzenia 5 z pracy [19]. W prawie iden-
tyczny sposéb — sprawdzajac szczegdly dowodu Lematu 4 oraz Twierdzenia 5 z [19]
mozna wykazac (b)< (¢), mozna jednak postapi¢ nieco prosciej:

(a)=(b) Implikacja ta wynika z Wniosku 2.1.

(b)=(a) Niech BT(L¥(p)) bedzie stabilne. Niech z € B(L¥(u)). Zatem |z| €
B*(L?(n)) oraz na mocy zalozenia jest on stabilny w BY(L?(u)), a wiec na mocy
Whiosku 2.1 jest on tez stabilny w B(L?(i)). Na mocy Lematu 2.1 wynika, ze z tez
jest stabilny w B(L?(u)). Poniewaz z bylo dowolne, wiec B(L¥(u)) jest stabilna. O
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A. Suarez Granero w [7] udowodnil, ze B(E¥(u)) jest stabilna bez wzgledu na
zalozenia.

Stad i na mocy Wniosku 2.1 otrzymamy:

Whniosek 2.4 BT (E?(u)) jest stabilna. O
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Rozdziat 3

Zbiory lokalnie niestozkowe —

wlasnosci ogoélne

W tym rozdziale X bedzie lokalnie wypukta liniowo-topologiczna przestrzenia

Hausdorffa, a Q bedzie jej domknietym, niepustym i wypuklym podzbiorem.

Definicja 3.1 Pare uporzqdkowang (z,y) € Q X Q nazywamy lokalnie niestozkowq
(LNC ) w Q jesli istnieje otwarte otoczenie U punktu x takie, ze (UNQ)+2(y—=z) C
Q.

Definicja 3.2 Zbior Q nazywamy LNC' jesli kazda para (z,y) € Q x Q jest LNC
w Q.

Definicja 3.3 Pare¢ uporzqdkowang (x,y) nazywamy lokalnie cylindryczng w @ (LC')
jesli x = y lub dla kazdego z € (x,y) istnieje otwarte otoczenie U punktu z takie, Ze

UnNQ jest sumq otwartych odcinkéw rownoleglych do [z,y].
Definicja 3.4 Zbior Q nazywamy LC jesli kazda para (z,y) € Q X Q jest LC w Q.

Pojecie LNC jest badane w pracy [16]. W tym rozdziale udowodnimy uogdlnienie
Twierdzenia 2.2 z [16], ktore byto udowodnione dla podzbioréw przestrzeni Hilberta.

W naszej pracy przedstawiamy dowdd w pelnej ogélnosci.



Definicja 3.2 zostala przedstawiona w [16]. Pojecie LC' wystepuje réwniez w tej
pracy, chociaz nie zostalo nazwane. Nazwa ,lokalnie cylindryczne” zostala przez nas
przyjeta jedynie na uzytek niniejszego rozdzialu. Definicje 3.1 i 3.3 wprowadziliSmy
ze wzgledéw technicznych.

Ponizsze stwierdzenie jest uzytecznym przeformulowaniem definicji 3.2. Zostalo

ono zaczerpniete z pracy [16], z tym, ze my podajemy je w wersji lokalne;j:

Stwierdzenie 3.1 Para uporzqdkowana (z,y) jest LNC w Q, wtedy i tylko wtedy,
gdy x, y € Q 1 dla kazdego netu (x,)aer zawartego w @, jesli ligl}:ca =z, to T, +

Hy —z) € Q dla prawie wszystkich o € T a

W kolejnym stwierdzeniu wymieniamy najwazniejsze wtasnosci pojecia LNC, wy-

kazane w [16]:

Stwierdzenie 3.2 a) Jesli dim X < 2, to kazdy zbior wypukty Q@ jest LNC.

b) Jesli zbiory Q1, Q2 C X sq LNC, to zbior Q1 N Qy jest rowniez LNC.

c) Jesli zbiory Q1 C X1, Q2 C Xy sq LNC, to zbior Q; x Q2 C X; x X, jest
rowniez LNC'.

d) Zbiory LNC' sq stabilne.

e) Jesli odcinek [z,y] nie lezy na brzegu Q, to para (z,y) jest LNC w Q. W
szezegolnosci zbiory scisle wypukte sq LNC'.

f)Kula jednostkowa w ¢y jest LNC', ale kula jednostkowa w I* nie jest LNC'. O

Udowodnimy teraz kluczowy lemat:

Lemat 3.1 Niech z, y € Q, * # y bedq ustalone, i niech z := %ﬂ Rozwazmy

2 € (x,2), i y = 2z — a'. Jesli para (2',y") jest LNC w @, to para (zx,y) jest
rowniez LNC w Q.

Dowad:
Niech (24 )aer bedzie netem zawartym w ) takim, ze ligrl zs = . Chcemy dowiesé,
(84

ze o+ %(y—”r) € (@ zachodzi dla prawie wszystkich o € I'. Bez zmniejszenia ogélnosci
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mozemy zalozyé, ze z, # v dla kazdego a € T'. Niech 0 < ¢ < 1 bedzie takie, ze
g =z+4+¢e(ly—=z),y =y —¢e(y— ). Dla a € I' potézmy:
8 =sup{d>0:0z,+(1—-8)z+e(ly—2a)€Q},

oraz:

ds s=mind 9,,2 }-
Zauwazmy, ze:
(1 —28)xy +2ex+e(y—a) = (1 —2e)z, + 2c2 € Q,

awiecd >1—2¢>0.
Poniewaz 0 < 4, < 2, wiec hé? da(zq — ) = 0. Dla a € T potézmy:

Tl = 000 + (1 — )z + ey — ).

Poniewaz (Q jest domkniety, zatem z definicji é, wynika, ze 2/, € @ dla a € T.
Ponadto:

Llyig;ré =z+4e(ly—z)=2"

Poniewaz para (z',y') jest LNC, wiec otrzymujemy:
/ 1 / 4 / 1
et @) =zt (5-¢) (y-2) €Q
dla prawie wszystkich o € I'. Na mocy wypuktosci @) zachodzi:

(1—26)%4—25(:10&-!—(%—6) (y—:c)) €Q

dla prawie wszystkich o € I'. Zauwazmy, ze:

(1 —2e)xs + 2¢ (:c’a+ <%_5) (y—:v)) —

1
= (1—25):ca-l—2a<:z:+5a(:ca—a:)+5(y—m)):
= (2660 +1—2e)xs + (26 — 2ed0)x + £(y — ).

Dla § := 2¢d, + 1 — 2¢, otrzymujemy ¢ > 1 — 2 > 0 oraz:
b+ (1—-08)x+e(y—z) € Q.
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Dlatego ¢!, > 4. Jesli 6, = 6!, to: 0, > 260, + 1 — 2¢; zatem J, > 1. Jesli §, # 4/, to
do = 2 a wiec réwniez 6, > 1.

Powyzsze rozwazania dowodza, ze:
tat oy — @) € [0+ e(y — 2), baa + (1 — ba)a + oly — )] C Q,

dla prawie wszystkich a € I'. Polézmy:

n

zh i =z4+e(y — ).

Zachodzi 2 € @ dla prawie wszystkich o € I' i lirg zl) = z'. Poniewaz para (z',y’)
a€

jest LNC, wiec dla prawie wszystkich a € ' zachodzi 2, + 1(y' — 2) € Q. Ale:

1 1 1
S @) =aately—o)+ (3-¢) (y-2) =vat 5 (4= o).

Dlatego prawie wszystkie a € I' spelniaja =, + 1 (y — z) € Q; wiec (z,y) jest LNC,

co konczy dowdd lematu. O

Wykazemy teraz gléwne twierdzenie rozdziatu:
Twierdzenie 3.1 Wtasnosci LNC i@ LC sq rownowazne.

Dowad:

(=) Ta implikacja zostala udowodniona w [16], jako Twierdzenie 2.1. (<) W
pracy [16] implikacja ta zostala udowodniona jedynie dla przestrzeni Hilberta jako
Twierdzenie 2.2. Przedstawiony nizej dowdd jest inny 1 w pelni ogdlny.

Niech z, y € Q, = # y. Wystarczy pokazad, ze jesli para (z,y) jest LC w Q, to
jest LNC w Q. Zatem niech (z,y) be LC, z := fgg Pokazemy teraz, ze istnieje takie
7' € (x,2),zedlay’ :=2z—2' para (2’,y’) is LNC w (). Na mocy Lematu 3.1 bedzie
to koniec dowodu.

Niech U bedzie wypuklym otoczeniem punktu z takim, ze U N jest suma otwar-
tych odcinkéw réwnoleglych do [z, y]. Niech 2/, y' € UN[z,y], 2’ € [z, 2),y" :=2z—2'.

Niech (24 )aer bedzie takim netem, ze ligll o =22, € UNQ dla a € I'. Polézmy:

Eoi=sup{e:a,+e(y —2)elUNQ}
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dla a €T.

Udowodnimy teraz, ze x, + %(y’ —a') € @) dla prawie wszystkich o € T'. Zalézmya
contrario, ze tak nie jest. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze z, + %(y' —
2') ¢ @ dla kazdego o € I'. Ale wtedy 0 < &, < —;— dla kazdego a € I'. Zastepujac net
(za)a € I' przez pewien jego podnet mozemy zalozy¢, ze liélll o =€ 2 0, przy czym

0<eg % Zauwazmy, ze:
Wy i=az,tea(y —2)ecdU)NQ = (bd(U)NQ)U(UNQ).

Jesli W, nalezy do UN @, to albo dla pewnego ¢ > ¢, zachodzi z,+e(y’'—2') € UNQ
co przeczy definicji €4, albo x4 4 £4(y’ — ) nie nalezy do zadnego otwartego odcinka
zawartego w U N @Q réwnoleglego do [z,y], co jest sprzeczne z zalozeniem. Dlatego

Totea(y —2') €bd(U)NQ dla a € I'. Zatem:
liemr(:zra +ea(y —2")) =2 +e(y —2') e bd(U) N Q.

Dlatego z' + e(y’ — ') € bd(U) N [2,y']. Ale [2",y'] C U, UNbdU = 0, wiec
bd(U) N [2',y'] = 0.

Sprzeczno$¢ konczy dowod. O

Na zakonczenie odnotujmy proste:

Stwierdzenie 3.3 Stozek dodatni w skonczenie wymiarowej przestrzent

liniowo—topologicznej jest LNC'.

Dowod:
Stozek taki jest iloczynem kartezjanskim polprostych dodatnich w skonczonej licz-
bie, a kazda taka polprosta jest oczywiscie LNC'. Teza wynika zatem ze

Stwierdzenia 3.2. O
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Rozdzial 4

Zbiory lokalnie niestozkowe w

przestrzeniach Orlicza

W rozdziale tym podamy pelna charakteryzacje przestrzeni L¥(u) oraz E¥(u), dla
ktérych kula jednostkowa jest LNC. Najpierw udowodnimy pie¢ lematéw. Pierwszy

z nich ma techniczny charakter:

Lemat 4.1 Niech p: IR — [0, 400] bedzie dowolng funkcjq Younga. Niech N := IN
b N := {1,2,...,N}. Niech (z;)ien, (Yi)ien, (€i)ien, (¢i)ien bedq ciggami liczb

rzeczywistych spelniajgcymi nastepujgce warunki:
1. inf{¢;:i e N} >0,

2. Dla kazdego 0 < XA < 1 zachodzi Y p(Ax; + (1 — Nyi)ei =1,
ieN

3. Zbior J :={i€ IN : z; # yi N (Jzi| > a—(f—) Vyi| > @)} jest skonczony oraz
dla 1 € J zachodzq warunk::
(a) jesli x; # 0, to |&;| < |xi| oraz jesli y; # 0, to |&i| < |yl
1) lei < bug=d
(¢) |ei| < min{ |24 a(@) — |23}, o ile prawa strona jest dodatnia.

(d) |ei| < ﬂzﬂ, o ile a(p) > 0.



Niech

F(t): an(:z:,—H 5 Z.-I-si)cz

ieN
Wtedy F jest funkcjq nierosnqcq na przedziale [0,1].

Dowad:
Zauwazmy, ze dla A = 0 1 A = 1 otrzymamy na mocy zalozenia 2: ) o(z;)c; =
=
S (y:)e; = 1. Ponadto dla 0 < A < 1:
ieN

=Y e+ (1 =Ny e <A pzi)a+(1-3) 3 ely)a =1,

ieN ieN iEN
co oznacza, ze dla x; # y; funkcja ¢ jest afiniczna na [z;,y;]. Zatem liczby z;, y;
moga mieé przeciwne znaki jedynie w przypadku o¢(z;) = ¢(y;) = 0, czyli gdy |z,
lyil < a(p). Nie jest mozliwa sytuacja |z;| < a(p) i réwnoczesnie |y;| > a(y), ani
tez sytuacja symetryczna. Jesli ;, y; < —a(y) to zmienmy jednoczesnie znaki trzech
liczb: z;, yi, ;. Wtedy wszystkie zalozenia nadal beda spetnione, a funkcja F' sie nie

zmieni. Zatem mozna zalozy¢, ze dla wszystkich ¢ € A zachodzi alternatywa:

T,y = a(p) =0 lub 2,y € [—a(y),a(e)].

Niech k; bedzie wspdlczynnikiem kierunkowym funkcji ¢ na przedziale [z;, y;] dla

1 € J. Wtedy:

@(m:w+@>:¢(“;%)+h& dla i€ J.

4

Niech k;(t) dla ¢ € J, 0 < t < 1 bedzie takie, ze:

® (-Tz +tyi ; - +5i) = (ah +tyi ; Tl) + ki(t)e;

Zauwazmy, ze jesli |z;|, |yi| < “—?, to ki(t) = 0 i obie strony powyzszej réwnosci

sa réwne zero. Jesli €; = 0, to przyjmijmy k;(¢) = 0. Jesli lewa strona powyzszej
réwnoéci jest réwna +oo, co jest mozliwe tylko w przypadku €; > 0, to przyjmujemy

ki(t) = +00. W pozostalych przypadkach zachodzi:

@ (TL fe = +5,~) — (551' + t%)

ki(t) = -
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Rozwazmy dwa przypadki:

A) T, <Y; .

Jedli g; > 0, to: @; < & +145% 4+ ¢; < %-I—ei < %—l—z";—r‘ = y;, czyli
ki(t) = k‘,’.

Jesli g; < 0, to:
o (20 + 1855 — o (27 + 1855 — (—&y))

k(1) = =

Na mocy Lematu 1.2

funkcja k;(¢) niemaleje wraz z t.

B) yi<ua

Jesli g; < 0, to: y; = x‘;y" — SR r‘;y‘ +& € p+I8E L g < 4 HHESE L 3y,
czyli ki(t) = k;.

Jesli g; > 0, to:

o (@i — 1258 + ;) — o (s — 125581)

&

ki(t) =

Na mocy Lematu 1.2 funkcja k;(t) nierosnie wraz z t.

We wszystkich przypadkach funkcje:
gi(t) := ki(t)eic;

sa nierosnace. Niech:

a(p)
5

I={itai=yi}, K:={i:zi#yiN|zl |yl <

Oczywiscie N = IUJUK. Niech A := A(t) = 1 — L. Zauwazmy, ze:

Zcp(;zri+tyi;$i+5i)ci:Zgo(:ﬂi-f-tyi;xi)ci:()a

€K €K

gdyz argumenty funkcji ¢ zawieraja sie w [—a(yp), a(¢)]. Zatem:

F(t) = Zap(xi—{—ei)ci+Z§9(l'z‘+tyi;mi +5z‘) ¢ =

€] 1€J

-+



= Y p(zite)+d ¢ (:Ez i ; %) ¢+ ki(t)eie; =

iel ieJ ieJ
= Y o(zite)a+ D, oA+ (1—Ny)e+
€1 1EN

—th(/\iﬂi-l-(l—/\)yi)ci—zﬂp<$i+t'yi;xi> e+

i€l i€k
+2_6i(t) = D (plai +ei) — (@) i + 1+ 3 gi(t),
1=y i€l 1€J
wiec F'(t) jest nierosnaca na [0, 1]. O

Lemat 4.2 Jesli funkcja Younga ¢ nie jest scisle wypukta w dowolnym otoczeniu 0,
a(p) = 0 oraz (cp)new jest ciggiem liczb rzeczywistych spelniajgcym inf{c, : n €
IN} > 0, to istniejqg dwa ciggi liczb rzeczywistych (x,,), (yn) takie, Ze yi < zy dla
nieskonczenie wielu k € IN, livlln Ty = lign Yn =0, @ [ [Tn,yn] Jest afiniczna dla kazdego
ne€IN oraz Y p(zn)en = 2 @(yn)en = 1.
nelN neN
Jesli zatozenie inf{ c, : n € IN } > 0 zastqpimy zalozeniem c(p) = 400, to w tezie

mozemy dodatkowo zazqdaé:

(VA >0) (Z ©(AT,)en < +oo oraz Y. @(Ays) < —I—oo)
neN n€N

Dowod:

Najpierw udowodnimy lemat przy dodatkowym zalozeniu.

Niech U bedzie suma odcinkéw otwartych zawartych w (0,+o00) takich, ze na
kazdym z nich funkcja ¢ jest afiniczna. Z zalozenia U # () oraz inf U = 0. Zdefiniujemy

teraz dwa ciagi (Zn)nem\{1}> (Yn)nen\{1} takie, ze dla naturalnego n > 2 zachodzi:
1

cn2m)?

Ty Yn € U, @ [ [Tn, yn] jest afiniczna oraz p(nz,) < Cn#, T < Lip(ny,) <

Yn < % oraz takie, ze:
Z @(Tn)en = Z ©(Yn)cn-
n=2 n=2

Konstrukcja bedzie indukcyjna. Zalézmy, ze skonstruowalismy juz ciagi (;)2gic2k-1,

(yi)2gig2k—1 dla pewnego k € IN spelniajace odpowiednie zalozenia, ys; < x; dla

1 < k oraz:
2k—1 2k—1
Z o(Tn)en = Z ‘P(yn)cn-
n=2 n=2
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Oczywiscie dla k = 1 dany ciag jest pusty. Dla 7 € {2k,2k + 1 } wybieramy z; € U

T < % a nastepnie wybieramy yor < x2; na tyle bliskie

spelniajace p(iz;) < —L,

Tak, ze spelnia odpowiednie zalozenia oraz, ze ysr41 zdefiniowane wzorem:

Cok

Yot = ! ((99(5621«) — olym) 2 4 socvml))

Cok+1

rowniez spelnia odpowiednie zalozenia. Jest to mozliwe, gdyz ¢ jest ciagla 1 rosnaca

na [0,+00) oraz U jest otwarte. Z konstrukcji wynika, ze

o(2ak)cak + @(T2k41)C2k41 = ©(Y2r)C2k + ©(Y2k+1)C2k+1,

n=2k+1 n=2k+1
Zatem Y. @(zn)en = Y @(yn)en 1 krok indukeyjny zostal wykonany. Z kon-
n=2 n=2
strukcji wynika, ze:
o0 oo o0 oo 1
Y p(xa)en = D> o(yn)en < D @(nyn)en < D o =
n=2 n=2 n=2 n=2 “

Poniewaz ¢(p) = +oo wiec istnieje x; taki, ze ¢(z,)ey = 1 — ioj ¢(x;)c;. Niech
n=2

Yy := x,. Zatem:
Y p(an)en =3 @(yn) =1
nelN nelN
Teraz niech bedzie A > 0. Ustalmy n € IN, n > 2 takie, ze A < n. Wtedy:

— [o'e) n—1
Z o(Az;) Z (Az;)e + Zcp(i:ci)ci & Z o(Az;)e; + Z — < 400
1€IN =1 i=n =1 i=n

co konczy dowod.

Pozostalo wykazaé lemat bez dodatkowego zatozenia. Metoda z poprzednio udo-
wodnionego przypadku konstruujemy ciagi (z2x—1)kenv, (Y2x—1)kev zawarte w U takie,
ze:

0<l—c:= Z (T2h-1)C2k-1 = Z ©(Yar—1)car-1 < 1
keN keN

oraz Ysp—1 < Tzk—1 dla nieskonczenie wielu k € IN. Aby zakonczy¢ dowéd wystarczy
skonstruowac ciag (xqx) zbiezny do zera taki, ze Y. @(xak)car = ciprzyjac yor := Tox.
keIN

Ciag ten konstrujemy indukcyjnie w nastepujacy sposob:
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Niech z; € U bedzie dowolna liczba spelniajaca ¢(z3)ex < ¢ oraz:

Lkl
Bk jesli 21 ©(T2)eai < ¢
1=

To(kt1) = dowolny x € U taki, ze
k o« 71 k+1
'—21 ©(22i)c2i + @(T)Cak1) < ¢, Jjesli ; Y(x2i)c2 = ¢

Zauwazmy, ze:
1

0 iV . i)C2i .
< T olen) < rrarra Ty O Hlenlen < 4o

czyli limz,, = 0, zatem istnieje nieskonczenie wiele k € IN takich, ze xy(k41) < @2k 1
n
zachodzi dla nich:

k
> > p(xai)ea > ¢ — p(Tar)cak
=1

Po przejsciu do granicy otrzymamy Y. (z2k)c2r = ¢, co konczy dowdd lematu. O
keIN

W kolejnych lematach zaktadamy, ze przestrzen miarowa (£, ¥, 1) jest o—skonczona.

Lemat 4.3 Jesli 0 < ¢(¢) < 400, p(c(p)) < +oo oraz jesli istnieje nieskoriczony
cigg (A,) zbiorow parami roztgcznych o miarach dodatnich skonczonych takich, ze:

oo

p(c(p)) - D m(An) <1,

n=1
to B(L?(p)) nie jest LNC'. W szczegolnosci B(L™(p)) nie jest LNC, o ile dim L™ (u) =

Q.

Dowod:
Niech ng € IN, no > - . Niech:

[s] 1 =
T = E <C(LP) — ;) XA, oraz Yy = E C(LIO)XAn
n=ng n=tng

7 zalozenia I,(y) = ftp( Ydp = i tp(c(np))u(An) < 11 tym bardziej I,(z) < 1.

Ponadto dla A > 1 oraz m > ma\{ "0, o 1 =] } zachodzi:

th?( ( ¢)—l>>u(“4n)>¢<(/\— 4 )C(@))M(Am)=+oo

n=ng mc(c,o)

47



i tym bardziej I,(A\y) = +oo. Zatem ||z||, = ||y|l, = 1. Niech

Tn =T+ x4, dlan > no. Wtedy I (z,) < I(y) <1, czyli ||2,]|, < 1. Ponadto
dla A > 0 zachodzi lim I,(A(zn — g)) = lirgnap(%),u(An) = 0, zatem lim ||z, — z|, = 0.
Ale:

1 ;
[(p(:cn—i—g(y—m)) — Lp<l‘n—l‘+ -

- /99 (C(‘P) + 7%) dp = ¢ (c@o) + ;1;) #(A,) = +oo.

An

Zatem z, + 3(y — x) & B(L¥(u)), co oznacza, ze B(L¥(u)) nie jest LNC. a

Zauwazmy, ze zalozenia powyzszego lematu sa spelione, jesli ¢(¢) < +o0, p(c(p)) <
+o00 oraz i ma dodatnia cze$é¢ bezatomowa lub inf{ y(e,):n € IN} =0

W ponizszym lemacie zakladamy, ze ;1 ma nieskonczenie wiele atoméw {e, : n €
IN } i przyjmijmy oznaczenie:

cn := pi(en)

Lemat 4.4 Niech (z,), (y,) beda ciggami niewjemnych liczb rzeczywistych takimi, Ze
dla k € IN zachodzi x, = yi lub o jest afiniczna i rosngca na [xy,yi] oraz niech
> oz = ¥ o(yi)ei = 1. Niech
€N €N
L= ) BiXen¥ 1= D YiXe
€N €N

OTHE U, +='T — 2T} X e,

dla k € IN. Wtedy I,(ux) = 1 oraz dla n € IN spetniajgcych y, < x, zachodzi
I(un + 3(y — 2)) > 1.

Dowod:
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Zauwazmy, ze:

I(u) = D i)+ p(—zn)en = Y p(ai)e = 1,

ieN\{n} €N
co dowodzi pierwszej czesci. Oznaczmy d; := “5*. Niech n € IV bedzie takie, ze
Yn < Tp, czyli o(zn + 6,) < @(2,, — p), a wiec:

1 1
L (un+5(0=2)) = L (2 = 2000 + 5l = 0)) =

2
= > (it &)+ o(—an+ 6n)en =

1€IN\{n}

= > o(xi+ &) — (xn + 8)en + (T — 6a)en >
iEN

> Zap(xi—}—&)ci: Z(p(-’bi_*—yi)cz.:
€N €N 2

= > (lgo(:c,-)ci + %@(yi)cz') =1,
€N 2 =

co konczy dowod lematu. O

Miara, o ktorej mowa w kolejnym lemacie p nie musi zawiera¢ atomow.

Lemat 4.5 Zalozmy, Ze dany jest ciqg parami roztgcznych zbiorow miary dodatniej
skonczonej (An)nen taki, Ze li7{n,Lt(An) = 0 oraz liczby rzeczywiste 0 < a < b takie, ze
@ jest funkcjq afiniczng i rosngeq na [a,b]. Niech A := U, ey An @ zatozmy u(A) <
1/p(E2) oraz niech B C Q\ A bedzie zbiorem miary dodatniej skoriczonej. niech d > 0
bedzie takq liczbg, Ze p(d)u(B) =1 — ;u(A)c,o(%b), Niech:

b—a pu(A\A) b—ua o ou(Ay)
5 (A 5 oraz 1

0<5<min{ .—m

, a+b a+b a+b
Niech z:= 5 X4 + dxa, y3:< 5 —U)XA\A1+< 5 +5)XA1+dXB>

p

zp,:=a(1—2x4,) dla nelN.
y—

<

Wtedy : I,(z) = I,(y) = I,(zn) =1 oraz I, (a:n + a:> >1 dla n>2.
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Dowdd:

Zauwazmy, ze 0 < &, n < =% Wynika z tego, ze z(A) Uy(A) C [a,b]. Niech k > 0

bedzie wspélczynnikiem kierunkowym funkcji ¢ na [a, b]. Obliczmy:

i) = o (S5 ) + o dul3) = 1,

oraz:

Iso(y) = @
®

= ¢

L) uAN A o (524 6) ) + ol B) =

+

(N]

b

+

a

(
.
(
( : )u(A) 1O+ p(du(B) =1,

o(Tn) = / e(x) dp +/<P(—fv)du = /so(af)dﬂ = 1.
A Q

Q\A

wreszcie:

Ponadto dla n > 2:

T+ +
so(rn—fer 2y) du=/so<—(a+b)xAn+x9y
J 2

(o0 S it [ 520 s [
<

A\Ap,
) g fo(5) - [ (22
a+b 5 (l,u+4ap du — /

Q\A n
1 1
+5 [ el du+ 5 [oly)du =
Q Q

(“;b)_kn) WA\ A + (( )Ha) D+l B =
a+b

) (AN A + 1(A0)) + k (Gu(Ar) — mis( A\ A0) + o)

(B) =

)d,u:

(z)dp =

) s



co konczy dowdd lematu. O

Teraz sformulujemy i udowodnimy dwa gléwne twierdzenia podajace pelna cha-
rakteryzacje wlasnosci LNC kul jednostkowych w przestrzeniach Orlicza z norma
Luxemburg w L?(pn) i w E¥(u) odpowiednio przy generalnym zalozeniu, ze ¢ jest
funkcja Younga oraz miara p jest o—skonczona. W przypadkach w ktérych miara p
jest atomowa ustalmy podzial 2 na rozlaczne atomy { e, : n € N}, gdzie N oznacza
IN gdy atomé6w jest nieskonczenie wiele (czyli dim L?(u) = co) oraz jest réwne ilosci

atoméw, gdy jest ich skonczenie wiele (czyli dim L¥(p) < o0).

Twierdzenie 4.1 Kula B(L¥¢(p)) jest LNC wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest

jeden z warunkow:
i) dim L¥(p) < oo

ii) w jest atomowa, inf{ p(e,) :n € IN} >0, p € A%(u) dla pewnego r > 1 oraz ¢
jest scisle wypukla na przedziale [0,b] dla pewnego b > 0.

i) c(p) = +o0, ¢ € Ay(p) oraz ¢ jest scisle wypukta na IR.

Dowod

(=) Zalézmy, ze B(L¥(u)) jest LNC oraz L¥(p) jest nieskoficzenie wymiarowa.
Nalezy udowodnic, ze zachodzi ii) lub i) . Rozwazmy dwa przypadki:

A) u jest atomowa oraz inf{ p(e,) : » € IN } > 0 (z zalozenia zbiér atoméw jest
nieskonczony).

Poniewaz B(L¥(u)) jest LNC', wiec zgodnie ze Stwierdzeniem 3.2 jest stabilna.

Na mocy Twierdzenia Wisty (p. [19], Twierdzenie 5) zachodzi jeden z szeSciu warun-

kéw Wniosku 2.3 ¢) , przy czym i) jest wykluczony z zalozenia, i) jest wykluczony



na mocy Lematu 4.3 | vi) jest wykluczony na mocy zalozenia A). Zatem na mo-
cy punktéw iii)—v) Wniosku 2.3 ¢) zachodzi ¢ € A?(u) dla pewnego r > 1 jeéli
c(p) < 400 i p(c(p)) < 400, lub ¢ € A, (1) bez tych zalozen. Z Lematu 1.7 punkt
12 w obu przypadkach ¢ € A%(u) dla pewnego r > 1. Z Lematu 1.7 punkt 5 wynika,
ze a(p) = 0.

Zalézmy teraz, ze ii) naszego twierdzenia nie jest spelnione. Zatem sa spelnione
zalozenia Lematu 4.2. Niech ciagi (z,) oraz (y,) spelniaja jego teze (oczywiscie w
slabszej wersji). Niech x, y oraz u, dla n € IN beda takie, jak w Lemacie 4.4. Zatem
spelnione sa jego zalozenia. Z jego tezy wynika, ze do wykazania ze para (z,y) nie
jest LNC' w B(L#(n)) wystarczy udowodnié, ze lim ||lu, — z|| = 0.

Niech A > 0. Zatem:

I, Mz —un)) = L, (2A2nXe,) = ©(2AT5)cn.

Wykazemy, ze wyrazenie to dazy do zera; (jest to oczywiste jedynie w wypadku
sup{c, : n € IN } < +00). Wystarczy wykaza¢ to dla A € {12’i tke INU{0}}, gdyz
jest to zbior nieograniczony i jesli zbieznos¢ jest prawdziwa dla A = %, to jest tez
prawdziwa dla A < % Dowéd bedzie indukcyjny. Dla & = 0 mamy liTILn I(z—uy,)) =
lign ¢(zn)e, = 0 na mocy warunku koniecznego zbieznosci szeregéw. Niech wiec dla
pewnego k € IVU{0} zachodzi lim Igp('ﬁ;(a: —un)) =0, czylilim o(rfz,)e, = 0. Niech
no € IN bedzie tak duze, ze dla n > ng zachodzi r*z, < ay oraz ¢(rfz,)c, < b,

k

gdzie ag 1 b sa stalymi z definicji 1.3. Podstawiajac t := r*z, warunek definicji 1.3

przyjmuje postac:
e < cplrtaentdi  dla 0>,

gdzie ¢ > 0, d, > 0 sa stalymi z definicji 1.3, . dp < +oo.

7 zalozenia indukcyjnego prawa strona d@gilwdo zera, gdy n dazy do +o0, a wiec
lewa tez. Konczy to dowdd indukcyjny i zarazem dowdd faktu, ze lirrln lwn — 2|, = 0.
Zatem para (z,y) nie jest LNC' w B(L¥(u)), wbrew zalozeniu. Konczy to dowdd

przypadku A).



B) Pozostala do rozwazenia sytuacja, gdy miara p nie jest atomowa lub inf{ p(e,) :
n € IN } = 0. Innymi slowy mozemy zalozy¢, ze istnieje ciag parami rozlacznych zbio-
réw miary dodatniej skorniczonej (A,) taki, ze ligny(An) = 0. Wykazemy, ze zachodzi
warunek 7i¢) naszego twierdzenia.

Poniewaz B(L¢(u)) jest LNC a zatem stabilna, wiec spelniony jest ktérys z wa-
vi Wniosku 2.3 ¢). Warunki ¢) oraz ii) sa wykluczone tak jak w przypad-

runkow 1)
ku A). Wykluczymy teraz przypadek c(¢) < 400 i ¢(c(p)) < +o00, a wiec warunki
w)—ui). Jedli ¢(p) < 400 oraz ¢(c(p)) < +oo, to istnialby taki rosnacy ciag liczb
naturalnych (ny), ze:

o(c(@)) - > u(An,) <1,
keIN

a wiec na mocy Lematu 4.3 kula B(L¥(x)) nie bylaby LNC'. Zatem spelniony jest
warunek ii7) Wniosku 2.3, czyli ¢ € A, (i) dla pewnego r > 1.

Wykazemy teraz, ze ¢(¢) = +oo. Jesli miara p ma czes¢ bezatomowa dodatnia
O, to o € Ap(p [ 1), czyli z Lematu 1.7 punkt 3 wynika ¢(¢) = +o00.

Jesli 1 jest atomowa, to poniewaz inf{ u(e,) : n € IN } = 0, wiec istnieje n € IN

plen) < b/@ (C—(f’o—)>

dzie 1l < r’ < r jest dowolne, natomiast b jest stalta z Definicji 1.2. Zatem Ledyy(e,) <
g P )k X

takie, ze:

b, czyli na mocy definicji 1.2 zachodzi:
+oo = (rc(—fz) < cp (EEL'IQ—)) plen) + d, < +o0, co daje sprzecznosc.
r T

Zatem c(p) = 4+o00. Z Lematu 1.7 punkt 2 wynika, ze ¢ € A,(y) dla kazdego r > 1,
w szczegdlnosci ¢ € Aq(p).

Wykazemy teraz, ze a(p) = 0.

Zalozmy, ze a(p) > 0. Jesli u zawiera dodatnia czes¢ bezatomowa, to 0 < ¢(2a(p)) <

cp(a(p)) = 0, co daje sprzecznosé. Zatem p jest atomowa. Jesli Zwlu(en) = +o00, to

ne
a(¢) = 0 na mocy Lematu 1.7 punkt 5. Zatem Y p(e,) < 4oo. Niech z; bedzie
nelN
taka dodatnia liczba rzeczywista, ze ¢(z1)u(e,) = 1. Polézmy:
+o00
T = T1Xer Y = T1Xe +a(‘P)'ZX6i-
1=2
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Niech ponadto:
Up = T + a(®)Xe, dla n=23,... .

Wtedy:
L(x) = L,(y) = (x1)p(er) = 1, Io(un) = 1.
Zatem z, y, u, € B(L¢(n)). Niech A > 0. Wtedy:

L, (Mun — 2)) = I, (Aa(p)Xe,) = p(Aal(p))p(en).

7 warunku koniecznego zbieznosci szeregéw wynika, ze lignlu(en) =0, a wiec li7rln I, (Mw,—

z)) = 0. Wobec dowolnosci A > 0 oznacza to, ze lim |lu, — z|| = 0. Ponadto:

1 1 ol
I (b 50-0) = L (=t et 9) = o (s + o + 359
4 =2

3 a
= Lp (leel + 5“(99)Xen + Z (;P)Xe,-) —

i€N\{in} <
= (z1)p(er) + ¢ (;a(¢)> plen) =14 (ga(tp)) pulen) > 1,

czyliun+3(y—z) ¢ B(L?()). Przeczy to zalozeniu, ze B(L¥(p)) jest LNC'. Zalozenie
a(p) > 0 doprowadzilo do sprzecznosci, a zatem a(p) = 0.

Do wykazania punktu #ii) naszego twierdzenia pozostalo udowodnienie, ze ¢ jest
scisle wypukla na IR. Zalézmy, ze nie jest to prawda. Zatem mozemy przyjac, ze sa
spelnione zalozenia Lematu 4.5. Niech z, y oraz z,, dla n € INbeda takie, jak w tresci
tego lematu. Z jego tezy wynika, ze x, y, z, € B(L¥(u)) oraz z, + 5% € B(L*(u))
dla n > 2. Ponadto dla A > 0 zachodzi:

LMz — ) = [ w(2A2)dn = [ @(Ma+5))du = @(Aa+B))p(An).
An

An
Poniewaz c(p) = 400, wiec ¢(A(a + b)) < 400, liTILfH,U(An) = 0, czyli liﬁn](p(/\(:c —
z)) = 0, co wobec dowolnosci A > 0 oznacza, ze lim ||z — z,|| = 0. Wymienio-
ne wlasnosci dowodza, ze para (z,y) nie jest LNC w B(L¥(p)), co jest sprzeczne
z zalozeniem, ze B(L¥(u)) jest zbiorem LNC. Zatem w rozpatrywanym przypadku

spelniony jest warunek i) naszego twierdzenia. Konczy to dowéd implikacji (=).
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(<) Dowéd w naturalny sposéb rozbija sie na trzy czesci, w zaleznoéci od tego,

ktéry z warunkow naszego twierdzenia jest spelniony.

a) Zalézmy, ze spelniony jest warunek i), czyli L¥(u) jest skonczenie wymiarowa.
Mozna zalozyé, ze u jest atomowa i ma skonczona ilosé¢ atoméw {e; : 1 < 7 <
N}, gdzie N := dim L¥(g). Oznaczmy ¢; = p(e;) dla ¢ = 1,2,..., N. Niech «,
y € B(L?(p)), un € B(L#(p)) dla n € IV, lim ||u,, — z||, = 0.

Nalezy wykazaé, ze u, + 3(y — ) € B(L#(u)) dla dostatecznie duzych n € IV.
Na mocy Stwierdzenia 3.2 e) wystarczy to zrobi¢ przy dodatkowym zalozeniu || Az +

(1 =My, =1 dla kazdego 0 < A < 1. Mozna przyjac, ze:

N N N
— . 1 — . / —_— n
T = Z%Xsn Yy = Zyz/\en Up = Zuz Xen
i=1 =1 =1

dlai =1,2,...,N, n € IN, gdzie z;, y;, u’, sa liczbami rzeczywistymi. Rozpatrzmy
dwa przypadki:

1. Istnieje Mg € [0, 1] takie, ze [,(Az + (1 —A)y) < 1. Z Lematu 1.5 wynika, ze dla
N

kazdego A € (0,1) zachodzi I,(Az + (1 — N)y) < 1, czyli 3 p(Az; + (1 — Nyi)e; < 1.
=1

N
W szczegolnosci Z (Zt¥)e; < 1. Poniewaz ||*£¥||, = 1, wiec dla o > 1 zachodzi

I (QM) to0, czyli Z ok +y1) ; = +00. Jest to mozliwe jedynie w przypadku,

Ik-l-yk

gdy istnieje 1 <k < N talue ze | | = c(p) < +00. Gdyby xk # yi, to wyrazenie
JAzp + (1 — Nye| dla XA € [0,1] osnggaloby kres gérny jedynie na ktéryms koncu
przedziatu, a wiec byloby |zx| > ¢(¢) lub |yx| > ¢(¢), ale wtedy [,(z) = +oo lub
I,(y) = +o0o whrew zalozeniu z, y € B(L¥(y)). Zatem z = yx = £c(p) dla pewnego
ustalonego 1 < k < N. Z wyboru ciagu (u,),en wynika, ze dla a > 0 zachodzi
lign[ (a(z — un)) = 0, czyli lim ]ZV: o(a(z; —ul))e; = 0, skad wynika, ze dla kazdego
1 <17 < N zachodzi hmu = ;1 Rzeczywiscie, gdyby nie, to istnialoby naturalne

X
1 < ¢ < N, rosnacy ciag liczb naturalnych ny oraz ¢ > 0 takie, ze |u* — z;| > ¢ i

N
przyjmujac a := max{ a(¢),1} oraz o := 2 otrzymalibyémy Y. ¢(a(z; — uj*))c; >
J=1
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¢(2a)c; > 0 dla k € IN, czyli sprzecznoéc. Polézmy:
I:=J1:3 =y = Le(y) }, F =412 ..., N} L

Dla dostatecznie duzych n i dla kazdego ¢ € J zachodzi:

n T + Y i + Y 1 T4y
“’0<“i_x"+ 2 )‘*"( 2 >“”<N(1_I’*’( > ))

gdyz |24 | < c(yp) oraz ¢ jest ciagla na (—c(p), ¢(p)). Zatem:
1 i T Y
I, (un+—(y—fv)) =Z¢(U?)Ci+2w(tt?—$i+x +y>ci<
2 i€l ieJ 2
T+ Y " Ty + Y T+ Y
< Se(t)ar S le(w - =52) - (351)) +
1€l 1eJ 2
T + Yi
+Z<P( .y)ci<
1eJ 2
< L(FH) gl (w-ne 252) e (5]

eJ

1
< L(FH)+vp(-n(5Y) =

czyli dla dostatecznie duzych n zachodzi u, + 3(y — z) € B(L?(u)).
Zatem para (z,y) jest LNC' w B(L¥(p)).
2. Dla kazdego 0 < A < 1 zachodzi [,(Az + (1 — N)y) = 1.

Niech ng bedzie tak duze, ze dla n > ng oraz ¢; := u?! — x; spelnione sa zalozenia

(a)—(d) z punktu 3 Lematu 4.1. Wtedy spelnione sa wszystkie zalozenia tego lematu,

a wiec 1 jego teza. Zatem dla ustalonego n > ng zachodzi:

. (un—l—}i(y—x)) = é@(&i—k mi;yi>ci = F(1) gF(O)zgtp(xi—l-e,-)ci:

N
= Y e(l)e = Liu) <1,

czyli u, + 2y — z) € B(L¥?(p)) dla n > ng. Zatem para (z,y) jest LNC w B(L#(u)).

Poniewaz z,y € B(L¥(u)) byly dowolne, wiec oba przypadki razem daja: B(L¥(u))

jest LNC'. Konczy to dowdd czesci a).
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b) Zalézmy, ze jest spelniony warunek i) naszego twierdzenia.

Ustalmy z, y € B(L¢(p)), * # y, up, € B(L?(p)) dlan € IV, liTILnHun —z||, = 0.
Podobnie jak w cze$ci a) mozna zaltozy¢, ze ||[Az+(1—N)yl|, = 1 dla kazdego A € [0,1]
inalezy wykazaé, ze u, + 3(y — z) € B(L#(u)) dla dostatecznie duzych n € IN. Przyj-

mijmy oznaczenia analogiczne jak w czesSci a), a wiec & = Y TiXe,, Y = O YiXes,
eV €N
U, = Y uly., dlan € IN. Poniewaz z zalozenia inf{c; : 2 € IN} > 01 w szcze-
€N

gélnosci . u(e;) = +oo, wiec na mocy Lematu 1.7 punkt 5 zachodzi a(¢) = 0.
€N

Analogicznie jak w czeSci a) rozwazymy dwa przypadki:

1. Istnieje Ao € [0, 1] takie, ze I,(Aoz + (1 — Ao)y) < 1.

Analogicznie jak w a) wynika z tego, ze dla kazdego A € (0,1) zachodzi I,(Az +
(1 —ANy) < 1. W szczegdlnosci %o: (&t )e; < 1. Jeszcze proSciej niz w a) (gdyz
a(p) = 0) otrzymujemy limu = i’;ldla 1€ IN.

Poniewaz zachodzi nieréwnosc¢:

I T + Y
0 < (i) < - . : ( ) )
(i) inf{c;:j€ N} 4 2 ¢

L

wiec na mocy warunku koniecznego zbieznosci szeregéw zachodzi lim; (%) = 0, a

wiec lim; z; = 0 1 analogicznie lim; y; = 0 oraz lim; u? = 0 dla n € IN. Polézmy:
= {k € IN:|zi| = c(p) V |yx| = c(9) }-

7 powyzszego wynika, ze J jest skoniczony. Zdefiniujemy dwie dopetniajace sie pod-

przestrzenie przestrzeni L¥(u):

Xy :=lin{x., : k& J} Xo:=lin{x : ke J}

Polézmy:

&' = Py, &, 2" 1= Prx. 8, y 1= Prx; v, y" = Prx, y
oraz:

), 1= Pry, uz, up = Prx, u, dla n € IN.

Oczywisciex = o'+ 2", y = ¢y + 9", u, = v, +u!l, wszystkie nowo zdefiniowane rzuty

naleza do B(L(n)) oraz o'l < (), ¥/l < clp) a wice i |24l < c(p). Z
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Lematu 1.7 punkt 75 wynika, ze ||—L|[¢ <1, bo I ( ') < 1. Ponadto dla A > 0:
L, (A@ —up)) = D o (Mak —up)) e < Ip(Mz — un))
kgJ
Prawa strona powyzszego wyrazenia dazy do zera, a wiec lewa réowniez, co wobec

dowolnosci A > 0 oznacza, ze lim ||z’ — u,,||, = 0. Poniewaz:
n

1 L /
dyt o =2 = oo T <+ | TR

2 ; 2 v 2

@ @
czyli:
1
de > 0 Ing € IN Vn > ng u’n—}—ﬁ(y'—:c') <l-—e¢
@

i tym bardziej I,(ul, + 3(y' — 2)) <1 —e.
Niech n, > ng bedzie takie, ze dla kazdego n > ny zachodzi:
I u”—i—l(z” > ol up + —xp) )k < e
v \Un T 5\¥ AEJLP k (yk k)| Ck :

Jest to mozliwe, gdyz limy, u* = z, dla k € J oraz J jest skoniczony. Zatem dla n > n,
zachodzi:

]cp(ltn_}‘%(y_x)) = Y I <Uk+;,jk—1'k>+zl< + 3 k—xk)):

kgJ keJ

1
I, <u —|—2(J —r)>+l¢<uz+§(y"—;t")> <l—-e+e=

czyli up + 3(y — ) € B(L#(u)), zatem para (z,y) jest LNC w B(L?(u)), co koinczy
dowo6d w tym przypadku.

2. Dla kazdego 0 < A < 1 zachodzi [,(Az + (1 — A)y) = 1. Oczywiscie istnieje
no € IN takie, ze dla i > ng zachodzi z;, y; € [—b,b]. Oznaczmy:
I={aeclVNig=y0yk J={te N:a %}
Poniewaz:

1:299(/\lz+(1—/\)Jz C; )‘Z(Prz cz+(1_ )th(yl)c'z:l’

€N €N 1€IN
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wiec ¢ jest afiniczna na kazdym przedziale [z;,y;] dla 7 € J. Poniewaz ¢ jest écisle
wypukla na [—b,b],wiec jesli 1 > ng, to 1 € J. Zatem J jest zbiorem skonczonym
zawartym w {1,2,...,n9 }. W szczegdlnoéci dla ¢ > ng zachodzi z; = y;. Zatem jesli
n jest dostatecznie duze oraz ; = u' — x;, to sa spelnione zalozenia Lematu 4.1 w

wersji N = +oo. Zatem na jego mocy:

Iy (w4 50y = 2)) = F(1) < F(0) = Ly(un) < 1

czyli para (z,y) jest LNC w B(L?(u)).
Poniewaz z, y € B(L¥(r)) byly dowolne, wiec obydwa przypadki daja teze:
B(L¥(p)) jest LNC.

c) Zalézmy, ze zachodzi iii) naszego twierdzenia. Z Lematu 1.7 punkt 70 wynika,
ze przestrzen L¥(u) spelnia warunek:
l2ll, =18 Liz)=1 dla kazdego = € L¥(u).

Z Lematu 1.6 wynika, ze B(L¥(p)) jest $cisle wypukla, a wiec na mocy Stwierdzenia
3.2 punkt e) kula B(L¥(u)) jest LNC.

Konczy to dowdd twierdzenia. O

Zauwazmy, ze wniosek z naszego twierdzenia:
B(L?(u)) jest LNC jesli dim L¥(p) < oo
w éwietle Stwierdzenia 3.2 jest wzmocnieniem wyniku R. Grzaslewicza z [10].

Odnotujmy dwa wnioski z naszego twierdzenia:
Whniosek 4.1 Jesli u jest miarg bezatomowq, to nastepujgce warunki sq rownowazne:
i) B(L¥(p)) jest LNC'.

i) @ jest scisle wypukta, c(¢) = +o00 oraz ¢ spetnia Ay globalnie gdy u(Q) = +oo,
lub dla dostatecznie duzych t gdy p(Q) < +oo.

iii) B(L¥(u)) jest scisle wypukta.

59



Dowod:

i) = ii) Skoro p jest bezatomowa, wiec warunki ¢) oraz ii) z Twierdzenia 4.1
nie moga by¢ spelione. Zatem zachodzi warunek i) tego twierdzenia i wystarczy
zauwazy¢, ze dla miar bezatomowych warunek A(u) jest rownowazny klasycznemu
warunkowi A, w wersji zaleznej od u().

it) = iii) Wynika to z ostatniego punktu ¢) dowodu Twierdzenia 4.1.

i) = 1) Wynika ze Stwierdzenia 3.2. O

Whniosek 4.2 Jesli p jest atomowa z nieskonczong ilosciq atomow oraz
0 < inf{u(e,):n e N} <sup{pu(e,):n €N} < +oo,

to nastepujqce warunki sq rownowazne:
i) B(L¥(p)) jest LNC'.
it) o spelnia &y 1 jest Scisle wypukta na [0,b] dla pewnego b > 0.

Dowad:
i) = ii) Poniewaz warunki ¢) oraz iii) Twierdzenia 4.1 nie sa spelnione, wiec
spelniony jest warunek ). Z Lematu 1.7 punkt 6 wynika, ze ¢ spelnia d,.

ii) = 1) Wynika réwniez z Lematu 1.7 punkt 6 oraz Twierdzenia 4.1. a

7Z ostatniego wniosku wynika, ze B({¥) jest LNC wtedy i tylko wtedy, gdy spel-
niony jest warunek i) Wniosku 4.2. Jesli 1 < p < 400, to B(I?) jest LNC wtedy i
tylko wtedy, gdy 1 < p < +o00. Zatem B({') oraz B(Il*°) sa stabilne, ale nie LNC.

Przyklad 4.1 Kula B(I¥) spetniajgca LNC' nie must byc scisle wypukta.
Na przyklad dla:

t2,  dla |t
o(t) = |

[t — 3, dla |t

W= =

<
2

B(1¥) jest LNC na mocy Wniosku 4.2, ale dla = (1, %,0,0, )y Y= (%, %,0,0, o)
oraz dla A € [0, 1] zachodzi:

3 1.3 1 11
Lp(/\:c—|-(1-/\)y):I¢(<-+1/\,Z——)\,O,O,...>>:§+Z>\+§——)\: ,



czyli dla kazdego z € [z,y] zachodzi ||z||, = 1, wiec B({?) nie jest $cisle wypukla. O

Podamy teraz pelna charakteryzacje wlasnosci LNC dla kul B(E¥(p)). Poniewaz
dla ¢(p) < +o00 zachodzi E¥(u) = {0}, wiec naturalnym jest zalozenie ¢(p) = +oo.

Twierdzenie 4.2 Jezeli ¢(p) = +oo, to B(E?(n)) jest LNC wtedy i tylko wtedy,

gdy spelniony jest jeden z trzech warunkow:

i) p jest atomowa ze skoriczong iloscig atomow (inaczej dim E¥(p) < oo).

i) u jest atomowa z nieskoniczong iloscig atomow, inf{ p(e,) :n € IN} > 0 oraz
zachodzi alternatywa: albo a(e) > 0, albo ¢ jest scisle wypukta na [0,b] dla

pewnego b > 0.

iti) u ma dodatniq czesé bezatomowq lub inf{ u(e,) :m € IN } =0, oraz ¢ jest scisle
wypukta na IR.

Dowoad:
(=) Zalézmy, ze B(L?(u)) jest LNC. Zalézmy, ze dim E¥(u) = co. Rozpatrzmy
dwa przypadki:

1. u jest atomowa z nieskorniczona ilo$cia atoméw, taka, ze inf{ u(e,) :n € IV} >

Wykazemy, ze wtedy zachodzi ii) Jesli a(p) > 0, to teza ii) jest spelniona. Niech
wiec a(p) = 0. Zalézmy, ze ¢ nie jest Scisle wypukla na zadnym przedziale postaci
[0,b], b > 0. Zatem sa spelnione zalozenia Lematu 4.2 w drugiej wersji. Niech z, y
beda takie jak w tresci Lematu 4.4. Z Lematu 4.2 oraz z definicji przestrzeni E¥(u)
wynika, ze z, y, u, € B(E¥¢(u)) dla n € IN oraz spelnione sa zalozenia Lematu 4.4,

a wiec tez jego teza. Ponadto dla n > 2 zachodzi:

1
I(z — un) = ¢(2z,)en < p(nay)e, < o

czyli lim [,(z — u,) = 0, a wige lim ||w, — || = 0 w przestrzeni E¥(p). Zatem para

(z,y) nie jest LNC' w B(E*(u)).
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2. 1 ma dodatnia cze$é¢ bezatomowa lub inf{ u(e,) :n € IN } = 0.
Wykazemy najpierw, ze a(¢) = 0. Z zalozenia istnieje nieskonczony ciag zbioréw
parami rozlacznych o miarach dodatnich (A,) taki, ze Y, p(A,) < +oo. Zalézmy,
neN
ze a := a(yp) > 0. Polézmy:
z:=dxa +axe , y:=dxa —axe ,

Ap An
=2 =2

gdzie d jest tak dobrana liczba dodatnia, ze ¢(d)u(A;) = 1.
Niech u, := x — 2ax4,.Wtedy dla A > 0 zachodzi:

I,(Az) = o(Ad)p(A1) + e(Aa)p (U A ) < +o0,
czyli € E¢(p)i podobnie y, u, € E¥(u). Ponadto:
lim Iy(z — up) = lim ©(2a)p(An) =0, czyli lim|u, —z|| = 0
Takze:

Iawzwwmmo+w@u< &):

LC 8

analogicznie I,(y) = 1 oraz [ ,(u,) =1 dlan € IN, czyli z, y, u, € B(E¥(u)). Ale:

1 T+
un+5(y——at):un—:c—|— Qy:—ZaXAn—I—dxAl,

oraz

I, (n + 3y = 2)) = 920 A42) + o(dp(4) = 1+ pau(An) > 1.

Zatem u, + 1(y — ) € B(E¥(u)), co oznacza, ze B(E¥(u)) nie jest LNC wbrew
zalozeniu. Wykazalismy wiec, ze a(¢) = 0.

Wykazemy teraz, ze funkcja ¢ jest Scisle wypukla na IR.

Zalézmy, ze nie. Zatem sa spelnione zalozenia Lematu 4.5. Zauwazmy, ze zdefi-
niowane w jego tresci z, y, ¥, dla n € IN naleza do E¥(u), gdyz sa to kombinacje
liniowe funkcji charakterystycznych zbioréow skonczonej miary, ktére oczywiscie na-

leza do E¥(u). Z tezy cytowanego lematu wynika, ze para (z,y) nie jest LNC w
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B(E*¢(p)). Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze zachodzi punkt i) naszego twierdze-

nia i konczy dowéd implikacji (=).

(<) Dowdd sklada sie z trzech czesci w zaleznosci od tego, ktéry z warunkéw i),

ii), iii) jest spelniony.

a) Zalézmy, ze jest spelniony warunek 7). Ale wtedy oczywiscie (p. np. Lemat 1.7
punkty 8, 2, 16) E¥(u) = L¥(u) jest skonczonego wymiaru i teza wynika z Twier-

dzenia 4.1.

b) Zalézmy, ze jest spelniony warunek 4i). Niech z, y € B(E¥(u)), un € B(E¥(p))
dla n € IN. Niech lim |[u, — z|l, = 1 dla kazdego 0 < A < 1 i nalezy wykazad, ze
U, + 3(y — ) € B(E¥(n)) dla dostatecznie duzych n € IN. Mozemy przyjac:

=) TiXey Y= ) YiXew  Un = ) UTXe
ieN ieN €N
dla n € IN, przy czym z;, y;, u; sa liczbami rzeczywistymi. Poniewaz z, y € E¥(u),
wiec dla kazdego 0 < A < 1 zachodzi I,(Az + (1 — A)y) = 1. Wykazemy, ze zachodzi
li7£n By = lirrln y, = 0. Gdyby na przyklad nieprawda byloby liT{n x, = 0, to istnialoby
¢ > 0 oraz podciag (z,,) taki, ze dla kazdego k € IN zachodziloby |z, | > €. Niech
A > 0 bedzie takie, ze p(eA) = 1. Wtedy:

Lide) = Y, ¢(dan)en 2 Y, @lhan e, = Y, elXe)e,, 2

neN keEN keN
> Y inf{e,:n €N} =+oo0,
keN

co przeczy zaleznosci ¢ € E¥(u). Zatem Iign By = lign Yy, = 0, a wiec istnieje ng € IV
takie, ze dla 1 > ng zachodzi albo z;, y; € [_@’%@)] jesli a(p) > 0, albo z;,

y; € [—b,b] gdy a(e) = 01 ¢ jest Scisle wypukla na [0, ]. Oznaczmy:

I'={ieN:z;=vy}, J::{iEW:l‘i#yi 4 (IT?I>@ ¥ |yl|>a_(2(’9—))

Tak jak w dowodzie Twierdzenia 4.1 zauwazamy, ze funkcja ¢ jest afiniczna na kazdym

przedziale [z;,y;] dla i € I. Ponadto dla ¢ > ng zachodzi i ¢ J, gdyz wtedy 1 & I jesli
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a(¢) = 0 na mocy Scistej wypuklosci ¢ na [—b,b], albo |z;], |yi| < %ﬂ jesli a(p) > 0.
Zatem J jest skonczone i dla ¢; := u! — z; gdzie n jest ustalona dostatecznie duza

liczba naturalna spelnione sa zalozenia Lematu 4.1, a wiec 1 jego teza, czyli:
1
I (u 5y - :z:)) — F(1) < F(0) = I(uy) < 1

dla dostatecznie duzych n € IN, a zatem B(E¥(u)) jest LNC.

c¢) Zalézmy, ze spelniony jest warunek éii) naszego twierdzenia. Zauwazmy, ze
E“(u) spelnia zalozenia Lematu 1.6, a wiec B(E%(u)) jest Scisle wypukla, a wiec
LNC, co konczy dowdd twierdzenia. O

Zbadamy teraz sytuacje kiedy dodatnia cze$é kuli B*(L¥(u)) oraz BT (E¥(u))
jest LNC. W tym wypadku odpowiedZ jest znacznie prostsza:

Twierdzenie 4.3 Nastepujgce warunki sq rownowazne:

i) BY(L¥(n)) jest LNC.

i) dim L¥(p) < oo
Analogiczne warunki sq rownowazne, gdy L¥(p) zastqpimy przez E¥(u).
Dowad:

(=) Zalézmy, ze dim L¥(u) = oo (odpowiednio: dim E¥(u) = oo). Niech z :=

;N TnXA,, gdzie , > 0 sa tak dobrane, ze p(nz,)u(A,) < 3. Zatem:

L) = ¥ plei(A) < X olnzu(A) < T oo =1,

nelN ne€N n€IN
W przypadku, gdy dim E¢(u) = oo, a wiec tez ¢(¢) = 400, dla A > 0 przy ustalonym

n > max{ A, 1} zachodzi nier6wnos¢:

n—1 o]
L,(Az) <Y oQae)u(Ar) + Y p(nea)u(Ax) < +oo,
k=1 k=n

a wiec x € E¥(u). Niech y = 0. Polézmy tez u, := x — x4, -z, dlan € IN. Jedli z €

E?(u) to oczywiscie u, € E¥(p) dlan € IN. Ponadto I,(u,) = (zr)pu(Ar) <

> P
keIN\{n}
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1. Zatem z, y, u, € BY(L¥(n)) (odpowiednio BT (E¥(u))). Ponadto dla A > 0 zacho-
dzi:

1

Iy (M@ —un)) = Iy (Aznxa,) = ¢(Azn)1(An) < p(nan)pu(An) < on

dla n > A. Zatem lim |lw, — ||, = 0. Ale dla w € A, zachodzi:
(w0t 500 -2) @) = (5 ) @) = 52 <0
un+ 5y -2 )= 2:1: TaXB, | (W) = 2$n<,
czyli u, + 3(y — x) & BY(L?(1)) (odpowiednio BY(E¥(u))). Zatem Bt (L?(u)) (od-
powiednio B(E¥(u))) nie jest LNC.

(<) Niech dim L?(i) < oo (odpowiednio dim E¥(y) < oo). Wtedy na mocy
Stwierdzenia 2.1 L¥(u)* jest LNC, a na mocy Twierdzenia 4.1 lub 4.2 kula jednost-
kowa B w L?(u) lub w E?(u) jest LNC, a wiec Bt = BN X% jest LNC na mocy

Stwierdzenia 3.2, co konczy dowdd. O

Z dowodu powyzszego twierdzenia wynika réwniez:

Whiosek 4.3 Jesli Xt jest stozkiem dodatnim w L?(u) (lub w E¥(u)), to Xt jest
LNC wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen jest skonczonego wymiaru. ]
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