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1. Wprowadzenie

Z zagadnieniami promieniowania fal elektromagnetycznych mamy do czynienia
w technice antenowej. Antena, czyli urzadzenie stuzace zamianie formy energii elek-
trycznej sygnatu z prowadzonej na promieniowang badz odwrotnie — promieniowane;j
na prowadzonag, stanowi zasadniczy element toru radiokomunikacyjnego. Umiejgtnosé
analizy parametréw anteny lub uktadu antenowego jest zatem niezwykle istotna
w projektowaniu systemoéw radiokomunikacyjnych. W wielu przypadkach promienio-
wanie moze mie¢ charakter niezamierzony — analiza takich niepozadanych emisji jest
poddziedzing tzw. kompatybilnosci elektromagnetyczne;.

Problem rozpraszania fal elektromagnetycznych dotyczy zmiany pola elektroma-
gnetycznego pod wplywem umieszczenia w nim obiektu, a w wielu przypadkach takze
wyznaczenia pola wnikajacego do jego wnetrza i wyindukowanego w obiekcie pradu.
Typowymi przyktadami sg tu technika radarowa oraz zagadnienia z szeroko poj¢tej,
wspominanej wczesniej kompatybilnosci elektromagnetycznej, tym razem dotyczace
np. wplywu zewngtrznego pola elektromagnetycznego na prace urzadzen elektronicz-
nych czy tez na zywe organizmy.

W analizie zagadnien promieniowania i rozpraszania fal elektromagnetycznych
punktem wyjscia do dalszych rozwazan sa rdwnania Maxwella, ktore rozwigzuje si¢
dla zadanej konfiguracji elementow badanego obiektu/anteny oraz dla zadanego oto-
czenia. W ujeciu matematycznym oznacza to, ze analizujac np. antene, rozwigzuje si¢
pewien uktad réwnan rozniczkowych dla zadanych warunkow poczatkowych 1 brze-
gowych (pobudzenie, geometryczna konfiguracja anteny i jej otoczenia, materiaty
uzyte w konstrukcji lub wystepujace w otaczajacym antene srodowisku). Znalezienie
rozwigzania w postaci zamknietych formut jest mozliwe jedynie dla stosunkowo wa-
skiej klasy bardzo prostych geometrycznie przyktadéw. W typowych zagadnieniach,
spotykanych w codziennej praktyce inzynierskiej, jest konieczne skorzystanie z roz-
wigzan przyblizonych, ktére uzyskuje sig, wykorzystujac odpowiednie algorytmy
numeryczne.

Warto podkresli¢, ze rozwiazania analityczne — jesli tylko sg mozliwe do uzyskania —
dajg wiedze znacznie bardziej doglebna niz rozwigzania numeryczne. Takie rozwigzania
opisuja bowiem zwykle calg klas¢ pokrewnych probleméw, podczas gdy rozwigzanie
numeryczne daje informacje wylacznie o konkretnym analizowanym przyktadzie.
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Typowy prezentowany w niniejszej pracy algorytm analizy sktada si¢ z dwoch
zasadniczych etapow. W pierwszej kolejnosci sg opracowywane w sposob analityczny
rownania dotyczace rozwazanej klasy zagadnien, a nastgpnie te rownania sg rozwia-
zywane numerycznie. Mozna tu dokona¢ pewnego uogolnienia: im ,,wczesniej” za-
koniczy si¢ opracowywanie analitycznej porcji algorytmu, tym szersze bedg jego po-
tencjalne zastosowania, ale tez tym wicksza bedzie wymagana moc obliczeniowa
komputera. Z kolei rozwijanie czg¢$ci analitycznej skutkuje zwykle algorytmem duzo
bardziej efektywnym, ale dotyczacym we¢zszej klasy zagadnien.

Opis metod obliczeniowych zawarty w niniejszej pracy moze by¢ przydatny
w opracowywaniu przez Czytelnikoéw wilasnych algorytmow, moze tez postuzy¢ do
poznania teoretycznych postaw dziatania licznych, dost¢pnych komercyjnie, progra-
méw komputerowych z dziedziny elektromagnetyzmu obliczeniowego.

1.1. Metody numeryczne w elektromagnetyzmie

Za prekursora metod numerycznych w elektromagnetyzmie przyjeto si¢ uwazaé
J.H. Richmonda [1.1], ktérego prace z polowy lat szes¢dziesigtych dwudziestego wie-
ku rozpoczely erg stosowania komputerow do rozwiazywania zagadnien tej dziedziny
nauki. Od tego czasu rozwdj coraz doskonalszych metod i algorytméw zaowocowat
powstaniem olbrzymiej liczby prac badawczych i stworzeniem wielu kodow kompute-
rowych przydatnych w réznych konkretnych zastosowaniach.

Tworcy wezesnych programéw, dysponujacy sprzetem o niewielkiej mocy oblicze-
niowej, poswigcali wigcej energii analitycznemu etapowi przygotowawczemu, stosu-
jac metody numeryczne w ostatniej fazie poszukiwania rozwigzania problemu. Spo-
$rod technik stosowanych w opisie zagadnien promieniowania i rozpraszania fal
elektromagnetycznych znaczgce miejsce nalezy si¢ tak zwanej metodzie momentow
(MoM — ang. Method of Moments) wprowadzonej przez R.F. Harringtona [1.2]. Ta
metoda rozwigzywania réwnan catkowych 1 catkowo-rozniczkowych zostata
z sukcesem zastosowana zaréwno w dziedzinie czasu, jak i czgstotliwosci do analizy
zagadnien dotyczacych idealnych przewodnikow (przewodow, cienkich powierzchni,
bryt metalowych), przewodnikow stratnych, a takze jednorodnych, obszarami jedno-
rodnych i niejednorodnych dielektrykow. Metoda momentow jest zwykle uzywana
w potaczeniu z technika réwnan calkowych, ktorych ,,globalny” charakter umozliwia
naturalne uwzglednienie tzw. warunkow wypromieniowania — to jest analizowanie
probleméw, w ktérych dziedzina przestrzenna jest nieograniczona. Pojecie ,,metoda
momentow” w sensie uogdlnionym jest stosowane do okreslenia szerokiej klasy algo-
rytmow, ktore ze wzgledow historycznych sg znane pod innymi nazwami. Mozna tu
wymieni¢ zar6wno metode¢ elementow brzegowych (BEM — ang. Boundary Element
Method), technike¢ dopasowania rodzajow (MM — ang. Mode Matching), uvogdlniona
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metode multipolowa (GMP — ang. Generalized Multipole Method), metod¢ dopasowa-
nia reakcji Rumseya, jak i techniki iteracyjne [1.3, 1.4].

Inng grupe technik modelowania, zwang metodami wariacyjnymi, zaadaptowano
do zagadnien elektromagnetyzmu z nauk mechanicznych. Wséréd tych metod na
szczegblng uwage zasluguje metoda elementdéw skonczonych (FEM — ang. Finite Ele-
ment Method) [1.5, 1.6]. W metodzie FEM procedura polega na znalezieniu i minima-
lizowaniu, z zastosowaniem odpowiednich aproksymacji, pewnego funkcjonatu opisu-
jacego np. energic zmagazynowang w polu elektromagnetycznym”. Wazng cechg
metody jest to, ze wynikowe uktady rownan liniowych sg opisane macierzami rzadki-
mi, co m.in. pozwala zastosowac bardzo efektywne algorytmy ich rozwigzywania.

Wzrost mocy obliczeniowej wspdlczesnych komputerow spowodowat rozwdj me-
tod, w ktorych etap ,,analityczny” zasadniczej czesci algorytmu zredukowany jest do
minimum. W tych metodach punktem wyjsciowym do obliczen numerycznych sa
wprost rownania Maxwella. Do tej klasy metod nalezg metoda réznic skonczonych
w dziedzinie czasu (FDTD — ang. Finite Difference Time Domain) [1.7, 1.8], metoda
catkowan skonczonych (FIT — ang. Finite Integration Technique) [1.9] czy tez metoda
macierzy linii transmisyjnych (TLM — ang. Transmission Line Matrix) [1.10].

Wazna cecha wszystkich technik, gdzie aproksymacji podlega bezposrednio pole
elektryczne i/lub magnetyczne we fragmentach przestrzeni, a nie obszary zrodtowe, jest
lokalny charakter stosowanych operatorow. To sprawia, ze metody te sa szczegolnie
przydatne do analizy struktur silnie niejednorodnych z dobrze zdefiniowanymi warun-
kami brzegowymi, takich jak obwody mikrofalowe, czy urzadzenia testowe stosowane
w badaniach kompatybilnosci elektromagnetycznej. W przypadku struktur otwartych
konieczne jest uzupehienie modelu o dodatkowe lokalne warunki absorpcji (ABC —
ang. Absorbing Boundary Condition) [1.6, 1.11, 1.12], gwarantujace, ze fale osiagajace
umowng granic¢ obszaru analizy zostajg ,,wypromieniowane” poza ten obszar.

Szczegdlowy opis wymienionych w tym rozdziale metod obliczeniowych mozna
znalez¢ w wielu pozycjach literatury [1.13, 1.14, 1.15]. Interesujagcym komentarzem,
wskazujagcym na powigzania pomigdzy réznymi algorytmami, jest przegladowy arty-
kut Chena i Neya opublikowany na tamach IEEE Antennas and Propagation Magazi-
ne [1.16].

1.2. Zakres pracy

W niniejszej pracy skoncentrowano si¢ na omowieniu metod i zagadnien przydat-
nych szczegolnie w technice antenowej, ktora rozumie si¢ jako pewien podzbior ogol-
nych zagadnien metod numerycznych w analizie zjawisk elektromagnetycznych. Takie

") Inng metoda wyprowadzenia réwnan FEM jest zastosowanie metody momentéw do odpowiednio
sformutowanych rownan rézniczkowych.
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zalozenie pozwala ograniczy¢ obszar zainteresowania do metody réwnan catkowych,
rozwigzywanych za pomocg metody momentow, przy czym obliczenia sg prowadzone
w dziedzinie cze¢stotliwosci. Opisywane zagadnienia dotycza obiektow tréjwymiaro-
wych, cho¢ istnieje obszerna literatura, odnoszaca si¢ np. do zagadnien rozpraszania
fal elektromagnetycznych, gdzie obliczenia prowadzi si¢ w dwoch wymiarach, zakta-
dajac niezmienno$¢ geometrii obiektu wzdhuz wybranej osi kartezjanskiego uktadu
wspotrzednych. W niektorych przypadkach analizowane — trojwymiarowe — obiekty
charakteryzujg si¢ tzw. symetriag obrotowa. Uwzglednienie istnienia takiej symetrii
w konstruowanym algorytmie prowadzi do zastgpienia rozwiazywania ogélnego pro-
blemu szeregiem pomocniczych probleméw dwuwymiarowych, z ktorych kazdy jest
opisany znacznie mniejsza, niz w przypadku algorytmu ogodlnego, liczba niewiado-
mych wspotczynnikow. Choé, jak podkreslono, bryty obrotowe to obiekty tréjwymia-
rowe, w oznaczeniach zawartych na rysunkach w dalszej cze¢sci pracy przyjeto, ze
skrotem 3D (ang. three dimensional) bgdziemy oznaczaé algorytmy ogolnego prze-
znaczenia, natomiast algorytmy dla bryt obrotowych beda oznaczone skrétem BoR
(ang. Body of Revolution).

Tabela 1.1. Typy probleméw w przyktadach obliczeniowych zawartych w pracy

Obiekt promieniujgcy/zaburzajacy Typ geometrii Rozdzial
pole elektromagnetyczne
Przewod prostoliniowy Cienkie przewody 44,45,11.3,114
Bryta/powierzchnia idealnie 3D, BoR 55,114
przewodzaca
Dielektryk jednorodny 3D, BoR 6.4
Dielektryk fragmentami jednorodny BoR, 3D 7.2.1,7.3
Dielektryk Jednorodny + idealny BoR, 3D 722.73
przewodnik
Dielektryk niejednorodny BoR 8.5
Dielektryk czgsciowo niejednorodny BoR 10.1, 11.1,
Szczelina w nieskonczonym ekranie 3D, BoR 92,93
Szczelina w nieskonczonym ekranie
+ jednorodny dielektryk 3D 10.2,11.1,11.2
Szczelina w nieskonczonym ekranie
+ jednorodny dielektryk + metalowa 3D 11.2
wneka

Podstawowe pojecia niezbedne w dalszej czgsci ksiazki wprowadzono w rozdziale
drugim. Krotko opisano najwazniejsze aspekty metody momentéw w rozdziale trze-
cim. Rozdzial czwarty dotyczy waznego dziatlu techniki antenowej, jakim sa struktury
zbudowane z tak zwanych cienkich przewodow. Algorytmy przydatne w analizie
struktur metalowych podano w rozdziale pigtym, natomiast w rozdziale szo6stym algo-
rytmy dotyczace jednorodnych obiektow dielektrycznych. W rozdziale si6ddmym opi-
sano analize¢ obiektow zlozonych, w 6smym — silnie niejednorodnych obiektow die-
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lektrycznych. Zagadnienia transmisji fal elektromagnetycznych przez otwory w meta-
lowych powierzchniach przedstawiono w rozdziale dziewigtym. W rozdziale dziesia-
tym zawarto przyktady budowy algorytméw mieszanych, taczacych — w postaci od-
powiedniego zestawu réwnan — elementy sformutowan przedstawionych we
wcezesniejszych rozdziatach. W rozdziale jedenastym pokazano wybrane metody
umozliwiajagce efektywna analize zagadnien opisanych duza liczba niewiadomych
wspotczynnikow. W rozdziale dwunastym wskazano zagadnienia, ktérych omowienie
wykracza poza zakres niniejszej pracy. Aby przyblizy¢ Czytelnikowi zakres porusza-
nych zagadnien, w tabeli 1.1 przedstawiono zestawianie problemow analizowanych
w zamieszczonych w pracy przyktadach obliczeniowych.

Nalezy zwrdci¢ uwage na wybrang przez autora konwencj¢ prezentacji poszcze-
gblnych metod numerycznych. Konwencja ta polega na wyprowadzeniu dla kazdego
z opisywanych probleméw odpowiedniego roéwnania catkowego, a nastepnie na wska-
zaniu, w jaki sposob to rownanie moze by¢ rozwigzane numerycznie. W kontekscie
uzywanej w ksigzce metody momentow oznacza to przede wszystkim zdefiniowanie
tzw. funkcji bazowych i wagowych®. Nastgpnie podano ogélne formuly catkowe,
umozliwiajace obliczenie elementdow macierzy impedancyjnej oraz wektora pobudze-
nia. Cho¢ wzory te w sposob jednoznaczny definiuja algorytm obliczeniowy, ich im-
plementacja w postaci programu komputerowego wymaga jeszcze odpowiedniej nu-
merycznej aproksymacji wystepujacych w tych formutach operatorow, a takze
okreslenia sposobow postgpowania, gdy funkcje podcatkowe sg osobliwe. Typowe
stosowane w takich przypadkach metody pokazano w rozdziatach 4 i 5.1, dotyczacych
najbardziej chyba popularnych analiz struktur metalowych oraz w rozdziale 8, gdzie
wykorzystuje si¢ objetosciowe funkcje bazowe. W pozostatych przypadkach autor
ograniczyt si¢ do podania ogo6lnych wskazowek.

Krotkiego komentarza wymaga dobor zrodet literatury. Biorac pod uwagge, ze lite-
ratura dotyczaca zagadnien poruszanych w pracy jest niezwykle obszerna i obejmuje
zarowno artykuty w czasopismach naukowych, doniesienia konferencyjne, jak i liczne
pozycje ksigzkowe odnosniki zawarte w pracy maja czesto charakter przyktadowy,
stanowiacy — zdaniem autora — punkt wyjscia do dalszych studiow literaturowych.

We wszystkich zamieszczonych w ksiazce przyktadach obliczeniowych wykorzy-
stano wiasne programy komputerowe autora, bedace implementacja opisywanych
algorytmow.
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2. Zagadnienia wstepne

2.1. Rownania Maxwella i potencjaly mieszane

W dalszych rozwazaniach zatozono, ze wszystkie analizowane wielkosci (prad,
fadunki, natezenia pol itp.) sa wielko§ciami zmiennymi w czasie w sposob harmonicz-
ny, scharakteryzowany przez pulsacj¢ w. Przyjmuje si¢ tez konwencje, ze zalezno$¢ od
czasu wielkosci zespolonych jest opisana funkcjg e/, j = J-1. Wielkosci wektorowe
sa oznaczane literami pogrubionymi. Zawarte informacje maja charakter podstawowy
i sg zawarte w wielu ksigzkach opisujacych zagadnienia promieniowania fal elektro-
magnetycznych. Szczegodlnie godna polecenia jest, zdaniem autora, blisko czterdzie-
stoletnia pozycja autorstwa R.F. Harringtona, Time-Harmonic Electromagnetic Fields
[2.1]. Bardzo zwigzly wyklad omawianych zagadnien mozna znalez¢ w rozdziale
1.5.5 obszernej pracy Scattering, napisanym przez D.R. Wiltona [2.2]. Stosowana tu
notacja bazuje wilasnie na uzywanej w tej ostatniej pozycji.

Dla pdl harmonicznych prawa Faradaya i Ampére’a mozna zapisa¢ w postaci r6z-
niczkowej jako:

VXE=—jouH , 2.1
VxH=jowsE+J, (2.2)

gdzie E 1 H — odpowiednio nat¢zenie pola elektrycznego i magnetycznego, J — objeto-
Sciowa gestos¢ pradu elektrycznego, natomiast u =, 4, 1 € =¢€,6, — odpowiednio
przenikalno$¢ magnetyczna i elektryczna osrodka.

Zatozono, ze obie te wielkosci sg wielkosciami skalarnymi, co implikuje, ze zaj-
mowa¢ si¢ begdziemy os$rodkami izotropowymi, cho¢ niekoniecznie jednorodnymi.
Przenikalno$¢ magnetyczna prozni wynosi 4, =4nx10~ H/m, a przenikalno$¢ elek-
tryczna prozni &, =8,85419x10™"> F/m. Pozostale dwa réwnania Maxwella (prawa
Gaussa) opisujg zaleznoSci:

V-D=gq, (2.3)
V-B=0. (2.4)
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W podanych wzorach ¢ oznacza objgtosciowa gestos¢ tadunku elektrycznego,
zwigzang z gestoscia pradu J, rownaniem cigglosci:

V-J=—joq. (2.5)

Wielkosci D oraz B oznaczaja odpowiednio indukcje elektryczng i magnetyczna,
ktore w osrodkach liniowych sa zwigzane z nat¢zeniem pola elektrycznego i magne-
tycznego zaleznos$ciami D = ¢F oraz B = uH.

Analizujac rownania Maxwella (2.1)—(2.4), mozna zauwazy¢, ze sg one ,,niesyme-
tryczne”. Wystepuja w nich mianowicie zrodta elektryczne (prad i tadunki), natomiast
brak jest zrédel magnetycznych, co wynika z braku ,,Jadunkéw magnetycznych”. Oka-
zuje si¢ jednak, ze w pewnych przypadkach, dla wygody obliczen, jest pozadane
wprowadzenie do rozwazan takze pradu i tadunkow magnetycznych. Oczywiscie takie
zrodla sa ,,niefizyczne” — reprezentuja zwykle pewne wielkosSci zastepcze, o czym jest
mowa w rozdziatach dotyczacych analizy obiektow dielektrycznych oraz otworow
w obiektach metalowych (apertur). Uzupetniono zatem rownania Maxwella o zrodla
magnetyczne, co prowadzi do zapisu:

VxE=—jouH-M, (2.6)
VxH=jwcE +J , (2.7)
V-D=gq, (2.8)
V-B=m, (2.9)
V-J=—joq, (2.10)
V-M=—jom. (2.11)

W podanych réwnaniach M oznacza ggstos¢ pradu magnetycznego, natomiast m
— gestos¢ tadunku magnetycznego. Wielkosci te sg oczywiscie powigzane rownaniem
ciaglosci, co wyraza wzor (2.11).

Jednym z typowych zadan napotykanych w analizie zagadnien promieniowania
i rozpraszania fal elektromagnetycznych jest wyznaczanie natezenia pola elektryczne-
go 1 magnetycznego w dowolnym punkcie przestrzeni dla zadanego rozktadu zrodet.
W wielu przypadkach, w celu znalezienia rozwigzania, wygodnie jest postuzy¢ si¢
wielko$ciami pomocniczymi, tzw. potencjatami. W szczeg6lnosci mozemy wyrazié
poprzez potencjaty natgzenia pol jako:

E-—jod-vo-1vxF, (2.12)
&
H=—joF -V¥+ivxd. (2.13)

Y7
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Wielkosci wektorowe A i F oznaczajg tzw. magnetyczny i elektryczny potencjat
wektorowy, natomiast @ 1 ¥ odpowiednio elektryczny i magnetyczny potencjat ska-
larny. Poniewaz w podanym sformulowaniu wystepuja dwa typy potencjatow (wekto-
rowe i skalarne), metod¢ wykorzystujaca formuly typu (2.12)—(2.13) w literaturze
okresla si¢ czasem metoda potencjaléw mieszanych (ang. mixed potentials).

W przypadku gdy analizowany obiekt jest umieszczony w nieskonczenie rozle-
glym, jednorodnym i izotropowym o$rodku, mozna poda¢ stosunkowo proste zwigzki
pomiedzy rozktadem zrodet a potencjatem:

A(r)=ﬁIDJ(r')G(r,r')dD', (2.14)
F(r)=iIDM(r')G(r, ¥)dD', (2.15)
(D(r)=$ a)G(r,r")dD", (2.16)
% (r) =471[—8  m()G(r,r')dD'". (2.17)

We wzorach (2.14)—(2.17) dziedzing catkowania D jest obszar zawierajacy zrodta
pola. W zaleznos$ci od rozktadu zrdédet catki mogg by¢ catkami liniowymi, powierzch-
niowymi lub tez objetosciowymi. Wektory r 1 #' opisuja odpowiednio potozenie punk-
tow obserwacji i punktéw zrodtowych. Skalarna funkcja G (tzw. funkcja Greena) defi-
niuje elementarny zwiazek miedzy zrodtem punktowym a potencjatem w punkcie ob-
serwacji i wyraza si¢ wzorem:

—jkR
e J!

G(r,r')= (2.18)

We wzorze (2.18) R=|r—r'| oznacza odlegtos¢ pomiedzy punktem zrédtowym
wskazywanym przez wektor ' a punktem obserwacji wskazywanym przez wektor r,
k = w+/gu oznacza tzw. liczbe falowg charakteryzujaca osrodek.

W przypadku bardziej ztozonych os$rodkéw wzory okreslajace potencjal, a w kon-
sekwencji natezenie pola, przyjmuja bardziej skomplikowang postaé. Przykladem
takiej sytuacji mogg by¢ tzw. o$rodki uwarstwione [2.3].

Jesli w danym zagadnieniu nie wystepuje (zastgpczy) prad i fadunki magnetyczne,
to pole elektryczne i magnetyczne mozna wyrazi¢ za pomoca jednej pary potencjalow
mieszanych:

E=—joA-V©, (2.19)

H=1vxa. (2.20)
7
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2.2. Pole dalekie

W wielu praktycznych przypadkach, np. w okreslaniu charakterystyk promienio-
wania anten, interesujace jest okreslenie pola w tzw. strefie dalekiej. Dla r — oo,
(r=Irl), w zaleznosciach (2.14)—(2.15), mozna przyjac, ze zmiany amplitudy elemen-
tarnych sktadowych potencjatow pochodzacych od poszczegolnych fragmentow dzie-
dziny catkowania D sg pomijalne, co prowadzi do aproksymacji:

—k
e

Al =2 [ 7 apr, (2.21)
4 r JD
& e_jkr ik

F(r)== j M () e ap’ (2.22)
4t r 9D

gdzie r — wektor jednostkowy wskazujacy rozwazany kierunek propagaciji.

We wzorach (2.21)—(2.22) nat¢zenie pola maleje w strefie dalekiej odwrotnie pro-
porcjonalnie do odlegtos$ci. Mozna tez wykazac¢, ze wtedy sktadowe radialne wektora
pola, wynikajace z potencjatow skalarnych, kompensuja si¢ z odpowiednimi sktado-
wymi wynikajacymi z potencjatow wektorowych. W rezultacie do okreslenia nateze-
nia pola elektrycznego i magnetycznego wystarcza znajomos¢ prostopadlych do kie-
runku propagacji sktadowych potencjalow wektorowych. Jednoczesnie:

H(r):lfxE(r), (2.23)

n

gdzienn = \/y_/g — impedancja falowa osrodka.

Zaleznos¢ (2.23) oznacza, ze w strefie dalekiej wektory natezenia pola elektrycz-
nego i magnetycznego sg do siebie prostopadle, a jednoczesnie prostopadie do kierun-
ku rozprzestrzeniania si¢ fali elektromagnetyczne;j.

Ostatecznie mozna zapisa¢, ze w strefie dalekiej:

E = jorx(FxA)+ jonixF , (2.24)
H=joix(ixF)-2%ix 4. (2.25)
n

2.3. Skuteczna powierzchnia odbijajaca

Na rysunku 2.1 przedstawiono obiekt (samolot) o$wietlany przez plaska falg elek-
tromagnetyczng scharakteryzowang przez wzajemnie prostopadte wektory E', H'
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Rys. 2.1. Rozpraszanie ptaskiej fali elektromagnetycznej przez dowolny obiekt

(indeks gorny i zwykle stosowany do okreslenia wielkosci zwiazanych z falg padajaca
pochodzi od angielskiego incident), spetniajace warunek
o =LixE (2.26)
n

gdzie kierunek padania fali jest opisany wektorem jednostkowym k.

Zaleznos¢ (2.26) nieprzypadkowo przypomina wzor (2.23) — padajaca fala ptaska
moze by¢ interpretowana jako pole elektromagnetyczne pochodzace od odlegtych
zrodel.

W wyniku rozpraszania fal elektromagnetycznych przez obiekt we wszystkich
kierunkach rozchodzg si¢ fale wtorne (rozproszone). Wezmy pod uwage te, ktora roz-
chodzi si¢ w wybranym kierunku okre$lonym wektorem jednostkowym r. Zatozono,
ze fale rozproszone w strefie dalekiej pola sa scharakteryzowane przez wzajemnie
prostopadte wektory E*, H® (indeks gorny s pochodzi od angielskiego scattered).

Poniewaz pola elektryczne i magnetyczne fali odbitej sg w strefie dalekiej rowniez
powiazane zalezno$cig (2.23), do scharakteryzowania zjawiska rozpraszania wystar-
czy uzycie pola elektrycznego. Za miarg rozproszenia przyjmuje si¢ wielkosc¢:

e[
o(#.k)=timam> L
r—© | Ez|
zwang skuteczng powierzchniq odbijajgcg lub przekrojem radarowym (ang. RCS — Ra-
dar Cross Section). Skuteczna powierzchnia odbijajaca jest podawana w metrach kwa-
dratowych. W literaturze anglojezycznej, gdzie operuje si¢ pojeciem przekroju radaro-
wego, tak zdefiniowang wielko$¢ nazywa si¢ przekrojem radarowym bistatycznym.

Skuteczna powierzchnia odbijajaca mierzona w kierunku skad pada fala pobudza-

jaca, czyli 0'(—12, IQ), w literaturze angloj¢zycznej nazywa si¢ przekrojem radarowym

(2.27)

monostatycznym.
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W niektorych przypadkach wygodnie jest uwzgledni¢ w definicji polaryzacje fali
padajacej i odbitej. Takie podejscie prowadzi do definicji [2.4]:

s 2
£,

20

o, (F, k)= 1im 4n? (2.28)

r—»® i
£
gdzie indeksy p i g oznaczaja odpowiednio polaryzacje fali odbitej 1 padajacej.
W sferycznym uktadzie wspotrzednych mozna na przyktad zdefiniowaé wielkosci oy,

G 40> O o O gy

2.4. Warunki brzegowe

W punktach przestrzeni, gdzie pola elektryczne i magnetyczne sg nieciagte, rowna-
nia Maxwella zapisane w postaci rézniczkowej musza by¢ uzupelione o warunki
brzegowe. W ramach niniejszej pracy oméwiono zagadnienia, gdzie nieciaglo$é wy-
stepuje na powierzchniach rozdzielajacych obszary o roznym charakterze, np. dosko-
naty przewodnik od dielektryka, dwa jednorodne obszary dielektryczne o roznych
parametrach, niejednorodny obiekt dielektryczny od otaczajacego go osrodka.

Na rysunku 2.2 przedstawiono powierzchnie S oddzielajaca dwa obszary o réznych
parametrach. Zatozono, ze ewentualne przewodnictwo w tych obszarach jest uwzgled-
nione w postaci zespolonej przenikalnosci elektrycznej [2.1]. W obu obszarach do-
puszczono wystepowanie objgtosciowych rozktadéow pradu elektrycznego i magne-
tycznego, oznaczonych na rysunku symbolami J* i M™.

(e, u1)

J+

(E,H)

Rys. 2.2. Powierzchnia rozdzielajaca dwa obszary oraz prady powierzchniowe

") Warunki brzegowe wyprowadza si¢ z catkowej postaci rownan Maxwella.
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Na powierzchni S moga wystepowac prady powierzchniowe: elektryczny i magne-
tyczny, ktorych gestosci oznaczono odpowiednio jako J¢ 1 M, oraz elektryczne i ma-
gnetyczne tadunki powierzchniowe o gestosciach g 1 m,. Warunki brzegowe definiuja-
ce zwigzek pomiedzy polami tuz przy powierzchni z obu stron S sg nastepujace [2.5]:

ax(H*—H ) =J,, (2.29)
ax(E*—-E")=-Mj,, (2.30)
a- (D -D ) =g, (2.31)
a-(B* B )=ms, (2.32)

gdzie n oznacza wektor jednostkowy, normalny do powierzchni S, skierowany od
osrodka oznaczonego indeksem ,,— do o$rodka oznaczonego indeksem ,,+.

Prady i tadunki wystepujace we wzorach (2.29)-(2.32) sa powigzane réwnaniami
ciggltosci o postaci [2.5]:

a- (I =T7)+Vg-Jg =—jays, (2.33)
a-(M*-M")+Vy Mg =—jon,, (2.34)

gdzie operator V¢ oddziatujacy na prad powierzchniowy oznacza dywergencje po-
wierzchniowg [2.6].

Ze wzorow (2.33), (2.34) wynika, ze w przypadku braku zrodet objetosciowych,
wykazujacych na powierzchni S nieciaglos¢ sktadowej normalnej, prady i fadunki
powierzchniowe sg powigzane przez powierzchniowe odpowiedniki (2.10), (2.11):

Vo Jg=—jogs, (2.35)
Ve Mg =—jomg, (2.36)

Zwiazki (2.35), (2.36) sa wykorzystywane np. w analizie obiektow przewodzacych,
jednorodnych dielektrykow lub apertur (por. rozdziaty 3, 6, 7, 9).

Nawet gdy nie wystepuja prady powierzchniowe, w opisujacych zagadnienie row-
naniach mogg si¢ pojawi¢ tadunki powierzchniowe:

(I =0 )=—joq;, (2.37)
a-(M" =M )=—jom,. (2.38)

Z taka sytuacja mozna spotykac si¢ np. podczas analizy silnie niejednorodnych
obiektow dielektrycznych (rozdz. 8), gdzie wystepuja nieciggtosci sktadowej normal-
nej zastgpczego objgtosciowego pradu elektrycznego.
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Czgsto rozpatrywany jest przypadek, gdy powierzchnia S jest powierzchnig dosko-
natego przewodnika elektrycznego (PEC — ang. Perfect Electric Conductor). Zaldézmy,
ze na rysunku 2.2 doskonale przewodzacy jest obszar oznaczony indeksem ,,—”. Wew-
natrz tego obszaru nie wystepuja pola elektryczne i magnetyczne, natomiast na po-
wierzchni S sktadowa styczna pola elektrycznego jest zerowa”:

AxE*=0. (2.39)

Biorac pod uwage (2.30), oznacza to, ze My =0, a w razie braku magnetycznego
pradu objetosciowego takze mg = 0. Na podstawie (2.29) mamy:

nxH" =J,, (2.40)

a na podstawie (2.30), (2.31)
n-D" =g, (2.41)
n-B"=0. (2.42)

Nalezy przy tym pamigtac, ze gestos¢ pradu powierzchniowego J i tadunku po-
wierzchniowego pg tylko po zatozeniu in-J* =0 sg powigzane rownaniem (2.35). Gdy
n-J* #0z(2.33), otrzymuje sie:

AJ 4V T =—joqs. (2.43)

Warunek (2.43) wystepuje, wtedy gdy np. metode z rozdziatu 8 uogolni si¢ na
przypadek, gdy obiekt dielektryczny przylega bezposrednio do powierzchni idealnego
przewodnika [2.7].

Innym typowym przyktadem jest sytuacja, gdy powierzchnia S oddziela od siebie
dwa obszary jednorodnego diclektryka, a w rownaniach (2.29)—(2.32) nie wystgpuja
prady i tadunki. Otrzymuje si¢ wtedy:

nxH" =nxH", (2.44)
AxE*=hAxE" (2.45)
A-D =h-D (2.46)
A-B =h-B . (2.47)

Szersze omowienie roznych warunkéw brzegowych mozna znalezé np. w pracy

Kolundziji i Djordjevica [2.5].

") Poniewaz takze A x E_ = 0, w (2.39), mozna pomina¢ indeks ,,+”.
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2.5. Metoda obrazow i zasady rownowaznosci

W analizie wielu zagadnien elektromagnetyzmu obliczeniowego czgsto jest wyko-
rzystywany fakt, ze rozne konfiguracje zrodet i obiektow materialnych moga wytwa-
rza¢ w wybranych obszarach przestrzeni taki sam rozklad pola elektrycznego
i magnetycznego. Pozwala to zastgpowaé oryginalng konfiguracje wygodniejsza, ze
wzgledow obliczeniowych, konfiguracja rownowazna.

Czesto stosowana metoda tego typu jest tzw. metoda obrazéw, pozwalajaca w pro-
sty sposob uwzgledni¢ w analizie obecno$¢ plaszczyzny wykonanej z doskonatego
przewodnika elektrycznego. Na powierzchni takiego przewodnika znika sktadowa
styczna pola elektrycznego. Jesli rozpatruje si¢ dowolny uktad Zzroédet powyzej ptasz-
czyzny (rys. 2.3a 1 2.4a), mozna stwierdzi¢, ze identyczny warunek brzegowy uzyska
si¢ w konfiguracjach zastepczych, w ktorych usuwa si¢ plaszczyzne przewodnika,
natomiast w drugiej polprzestrzeni, symetrycznie umiesci si¢ lustrzane odbicia lub
obrazy zrédet oryginalnych. Kierunek i zwrot wektorow pradu elektrycznego i magne-
tycznego dla réznych potozen wzgledem oryginalnej ptaszczyzny, gwarantujace zero-
we styczne pole elektryczne w ptaszczyznie symetrii, pokazano na rysunkach 2.3b
12.4b. Biorac pod uwagg jednoznacznos$¢ rozwigzania rownan Maxwella dla zadanych
warunkow brzegowych, mozna stwierdzi¢, ze pola w gornej potprzestrzeni w zagad-
nieniach oryginalnych i zastgpczych sg identyczne. Konfiguracj¢ obiektow (zrodet)

(@) (b)
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Rys. 2.3. Tlustracja metody obrazéw dla zrodet pradu elektrycznego w obecnosci
idealnie przewodzgcej ptaszczyzny: (a) konfiguracja oryginalna; (b) konfiguracja rownowazna

(a) (b)
M M, M, M, M M, M, M,

'/ > N\ Y/ > N\
! N — 7

M M, M, M,
Rys. 2.4. Tlustracja metody obrazéw dla Zrodet pradu magnetycznego w obecnosci
idealnie przewodzacej ptaszczyzny: (a) konfiguracja oryginalna; (b) konfiguracja rownowazna
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w obecnosci przewodzace] ptaszczyzny mozna zatem zastgpi¢ rownowazng konfigu-
racja bez tej plaszczyzny, natomiast z umieszczonymi symetrycznie obrazami. W $ro-
dowisku zastepczym zaréwno zrodta pierwotne, jak i odbite promieniujg w nieskon-
czonej jednorodnej przestrzeni, dla ktorej funkcja Greena jest opisana formutg (2.18).

Rozpatrzmy zamknigtg powierzchni¢ S rozdzielajaca przestrzen na dwa obszary,
zewnetrzny i wewnetrzny, oznaczone odpowiednio jako " i F~. W obu obszarach
moga wystepowaé zrodta oznaczone jako J*, M " oraz J~, M. Powierzchnia S moze
rozgranicza¢ osrodki o roznych parametrach elektrycznych (jak to pokazano na
rys. 2.5a), moze tez by¢ powierzchnig wybrang catkowicie dowolnie na potrzeby ana-
lizy jakiego$ zagadnienia. Oznaczmy przez (E L H +) oraz (E L H ’) pola wystepuja-
ce odpowiednio w obrebie ViV ™.

Na podstawie powierzchniowej zasady rownowaznosci [1.1, 1.2, 1.8], stwierdza
si¢, ze do jednoznacznego okreslenia pola w obszarze zewnetrznym wystarczy znajo-
mos$¢ sktadowych stycznych pola (E L H +) na powierzchni S oraz ewentualnych zro-

del w obrebie V. Mozna zatem np. zalozy¢, ze wewnatrz S, czyli w obrebie V™, pola
sa zerowe (rys. 2.5b). Skladowe styczne pola elektrycznego i magnetycznego na po-
wierzchni S sg teraz nieciagle, spelnienie warunkéw brzegowych wymaga zatem
wprowadzenia zastepczych prgdow powierzchniowych, elektrycznego i magnetyczne-
go, zdefiniowanych:

Ji=hxH", (2.48)
M!=E*xh, (2.49)

gdzie n — wektor jednostkowy, normalny do powierzchni, skierowany na zewnatrz
powierzchni S, a E* oraz H" sg brane ,,tuz na zewnatrz S”.

Poniewaz, jak zatozono, w stworzonym modelu pola wewnatrz S sg zerowe, nie
wchodza one w interakcje o$rodkiem wypelniajacym wnetrze powierzchni S — para-
metry tego osrodka mozemy zatem dowolnie zmienia¢. W szczegdlnosci mozna zasta-
pic¢ te parametry parametrami osrodka znajdujacego si¢ na zewnatrz S. Pole elektrycz-
ne i magnetyczne w obszarze zewne¢trznym mozna teraz potraktowac jako wytwarzane
przez oryginalne prady J ¥, M oraz prady (2.48) i (2.49), promieniujgce w przestrzeni
o parametrach o$rodka zewngtrznego. Te same prady musza wytwarza¢ zerowe pole
wewnatrz powierzchni S. Podany schemat postgpowania stosuje si¢ zwykle w sytuacji,
w ktorej dla skonstruowanego osrodka, tzn. przestrzeni o parametrach o$rodka ze-
wnetrznego, sg znane funkcje Greena. Pozwala to stosunkowo latwo obliczy¢ pole
zewnetrzne dla znanego rozktadu zastgpczych zrddet powierzchniowych. Zagadnienie
rownowazne pokazane na rysunku 2.5b, gdzie pole na zewnatrz S jest takie samo jak
w zagadnieniu oryginalnym, nazywa si¢ zagadnieniem rownowaznym dla obszaru
zewnetrznego lub krocej zagadnieniem rownowaznym zewnetrznym.
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Rys. 2.5. Powierzchnia S rozgraniczajaca obszary: (a) konfiguracja oryginalna;
(b) konfiguracja rownowazna dla obszaru zewngtrznego; (c) konfiguracja rownowazna
dla obszaru wewnetrznego
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W podobny sposéb mozna skonstruowaé zagadnienie rownowazne wewnetrzne,
(rys. 2.5¢), w ktorym pozostawia si¢ oryginalne pola (i zrodta) oraz osrodek w obrebie
S, natomiast postuluje si¢ zerowe pole na zewnatrz. W uzyskanym modelu nalezy
wtedy wprowadzi¢ prady powierzchniowe:

J;=—haxH" (2.50)
M;=-E xh, (2.51)

gdzie E” oraz H™ — pola brane ,,tuz wewnatrz S”.

Poniewaz w zagadnieniu rownowaznym z rysunku 2.5¢ w obszarze zewngtrznym
pola sa zerowe, mozna znowu dowolnie zmienia¢ parametry srodowiska zewnetrznego
—np. ,,rozszerzy¢” na obszar zewnetrzny srodowisko z wnetrza S.

Konfiguracje rownowazne pokazane na rysunkach 2.5b i 2.5c, w ktorych odpo-
wiednio dobrany rozktad pradéw powierzchniowych wytwarza wlasciwe pole w jed-
nym z regionow, a zerowe w drugim regionie, nie sg jedynymi z mozliwych. Stosujac
zasad¢ superpozycji, mozna bowiem np. do zrédet pokazanych na rysunku 2.5b dodaé
dowolny inny rozktad pradéw, ktory wytwarza zerowe pole na zewnatrz. Uzyskuje sig
wtedy nieskonczenie wiele mozliwych zagadnien zastepczych, w ktorych pola na ze-
wnatrz sg tozsame z polami w problemie oryginalnym, a wewnatrz S przyjmuja pewne
postulowane (spetniajace rownania Maxwella) warto$ci. Dualne rozumowanie mozna
zastosowa¢ do zagadnienia wewnetrznego. Przyklady zastosowan takiego rozumowa-
nia zostang podane w rozdziale 6, dotyczacym analizy rozpraszania fal elektromagne-
tycznych przez jednorodne obiekty dielektryczne.

Osobno rozwazany jest przypadek, w ktorym powierzchnia S jest powierzchnig
idealnego przewodnika. Wtedy sktadowa styczna pola elektrycznego ,,tuz na zewnatrz
S” znika, a pole w rownowaznym zagadnieniu zewngtrznym jest wytwarzane wylacz-
nie przez powierzchniowy prad elektryczny. Przypadek ten omowiono szczegdtowo
w rozdziatach 3-5.

Innym przykladem zastosowania powierzchniowej zasady réwnowaznosci jest
analiza sytuacji, gdy w metalowym, doskonale przewodzacym obiekcie znajduje si¢
otwor (apertura). Mozna wtedy ,,zewrze¢” otwor (czyli wypehi¢ jego powierzchni¢
przewodnikiem), a po obu jego stronach wprowadzi¢ magnetyczne prady zastepcze
(rys. 2.6). Prady zastepcze sg zdefiniowane jako:

M'=E*xn,, (2.52)
M, =—E xi,, (2.53)

gdzie n, — wektor jednostkowy, normalny do powierzchni apertury, skierowany na
zewnatrz. Biorac pod uwage ciaglos¢ sktadowej stycznej pola elektrycznego w otwo-
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Idealny przewodnik

Idealny przewodnik

Rys. 2.6. Metalowy obiekt z apertura (a) oraz konfiguracja rOwnowazna
z zastgpczymi pradami magnetycznymi (b)

rze widzimy, ze M =—M, co pokazano na rysunku, zaznaczajac przeciwne zwroty
wektorow symbolizujacych prady magnetyczne w aperturze.

Zauwazmy, ze w sytuacji rownowaznej nie promieniuje zast¢pczy prad elektrycz-
ny, poniewaz prad elektryczny umieszczony tuz przy powierzchni idealnego przewod-
nika nie wytwarza pola [2.1], natomiast zastepczy prad magnetyczny promieniuje
w obecnosci przewodzacego obiektu.

Powierzchniowa zasada rownowazno$ci jest przydatna wtedy, gdy w zagadnie-
niach zastgpczych jest mozliwe obliczanie pola wytwarzanego przez zadany rozktad
zrédet, gdy dla srodowiska, w ktérym promieniujg zrodta w odpowiedniej konfiguracji
zastegpczej, znane sg funkcje Greena.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym zatozenie to nie jest spelnione — przypadek
rozpraszania fal elektromagnetycznych przez obiekt niejednorodny, dla ktérego para-
metry materialowe ¢ i u sg zalezne od potozenia w obrgbie objetosci V (rys. 2.7a).
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Rys. 2.7. Niejednorodny obiekt w polu elektromagnetycznym (a) oraz konfiguracja
roéwnowazna z zastgpczym objetosciowym pradem magnetycznym i elektrycznym (b)

Cho¢ oczywiscie mozna wprowadzi¢ powierzchniowe prady zastepcze na powierzchni
obiektu, dla rownowaznego problemu wewngtrznego (por. rys. 2.5¢) nie sg znane
funkcje Greena. Mozna w takim przypadku skorzysta¢ z objetosciowej zasady rowno-
waznosci [2.1].

W dowolnym punkcie przestrzeni, wlgczajac w to obszar niejednorodnej bryly, sa
spetnione rdwnania (2.6), (2.7), ktore mozna przeksztatci¢ do postaci:

VXE=—jouH - jo(pu—u)H-M, (2.54)
VxH:ja)goE—ja)(e—go)E+J, (2.55)
gdzie g,, y, — parametry osrodka zewnetrznego.
Po wprowadzeniu oznaczenia:
M, = jo(u-1)H (2.56)
J, =jo(e-¢)E, (2.57)
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otrzymuje si¢:
VxE=-jou,H-M, -M, (2.58)

Gesto$¢ pradu magnetycznego i elektrycznego M, i J, jest r6zna od zera tylko
w obszarach, gdzie y i € przyjmuja wartosci inne niz, odpowiednio, g, oraz &,, czyli
w obrebie V. Rownania (2.58) i (2.59) opisuja zatem zagadnienie rOwnowazne, gdzie
oryginalne zroédta wraz ze zrdédtami (2.56) i (2.57) promieniuja w przestrzeni catkowi-
cie wypetnionej osrodkiem zewngetrznym (rys. 2.7b).

Zasady rownowaznos$ci uzasadniaja uzupehlienie rownan Maxwella o prady i la-
dunki magnetyczne. Warto tez podkresli¢, ze analiza wielu zlozonych problemow
wymaga rownoczesnego i wielokrotnego zastosowania réznych wariantéw zasad row-
nowaznosci oraz metody obrazoéw. Kilka przyktadéw podano w dalszej czgsci pracy.

2.6. Pole rozproszone oraz twierdzenie o indukcji

W rozdziale 2.3 uzyto terminu ,,fale rozproszone”. W dalszych rozdziatach uzywa
si¢ bardziej ogdlnego pojecia pole rozproszone. Rozpatrzmy problem pokazany na
rysunku 2.8a. Widoczne na rysunku zrodta, zaznaczone jako prad J i M, promieniuja
w obecnosci obiektu materialnego, wytwarzajac w calej przestrzeni pole elektryczne E
i magnetyczne H. Zdefiniowano pola padajace (ang. incident) E' oraz H' jako pola
wytworzone przez ten sam uktad zrédel, ale po usunigciu obiektu. Pole rozproszone
(ang. scattered) definiujemy jako [2.1]:

E'=E-E', (2.60)
H'=H-H'. (2.61)

Pola opisane przez (2.60) i (2.61) mozna traktowac jako pola wtérne wytworzone
przez prad przewodzenia i polaryzacji ptynace w obiekcie [2.1]. Rozpatrzmy teraz
konfiguracje, pokazane na rysunku 2.8b, w ktérym na zewnatrz powierzchni S ograni-
czajacej umiescimy wylacznie pole rozproszone E* i H®, a wewnatrz, w obrebie
obiektu, pole oryginalne E i H. Na podstawie warunkow (2.29) i (2.30) mozna stwier-
dzié, ze na powierzchni S musza wtedy istnie¢ prady powierzchniowe:

Jo=ax(H -H), (2.62)
M, =-ax(E’'-E). (2.63)

Uwzgledniwszy definicje (2.60), (2.61) mozna przeksztatci¢ (2.62), (2.63) do po-
staci:
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(a)
(E=E+E,
H=H+H")
Obiekt materialny S
J
y
(b)

Obiekt materialny

Rys. 2.8. Twierdzenie o indukcji: zagadnienie oryginalne (a) oraz zagadnienie,
w ktorym pola rozproszone sg wytwarzane przez zrodta zastepcze (b)

Jo=—nxH', (2.64)

Mg =haxE'. (2.65)

Prady powierzchniowe (2.64), (2.65) wytwarzaja pole rozproszone na zewnatrz
powierzchni S oraz oryginalne pole w obrgbie S. Jest to tzw. twierdzenie o indukcji
[2.1]. W zagadnieniach analizy rozpraszania fal elektromagnetycznych pole padajace
jest znane, sg znane zatem takze prady zastgpcze (2.64), (2.65). Te prady promieniujg
jednak w obecnosci obiektu, a nie w jednorodnej przestrzeni — nie maja tu zatem za-
stosowania formuty (2.12)—(2.17), w ktorych jest uzyta funkcja Greena (2.18). Nie
mozna wigc w prosty sposob wykorzysta¢ pradow (2.64), (2.65) do obliczenia pola
rozproszonego.

Gdy obiekt materialny jest zbudowany z idealnego przewodnika elektrycznego,
twierdzenie o indukcji ulega uproszczeniu. Do okre$lenia pola rozproszonego wystar-
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czy wtedy prad magnetyczny (2.65), poniewaz — przypomnijmy — prad elektryczny
(2.64) umieszczony na powierzchni idealnego przewodnika nie wytwarza pola elek-
tromagnetycznego [2.1].
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3. Metoda momentow

3.1. Rownania calkowe i calkowo-rozniczkowe

Formuty przedstawione w poprzednim rozdziale pozwalaja na wyznaczenie nate-
zenia pola elektrycznego i magnetycznego w dowolnym punkcie jednorodnej prze-
strzeni dla zadanego rozktadu zrodetl, tj. pradu elektrycznego i/lub magnetycznego.
W praktyce sytuacje, dla ktorych znamy lub postulujemy a priori rozktad pradu, nale-
za do rzadkosci. Najcze$ciej zagadnienie stawiane jest w sposob podobny do pokaza-
nego na rysunku 3.1.

n

(E'H)

Rys. 3.1. Rozpraszanie fal elektromagnetycznych przez metalowy obiekt

Obiekt (w tym przypadku metalowa, doskonale przewodzaca bryta; przypomnijmy,
ze skrot PEC oznacza Perfect Electric Conductor) jest umieszczony w jednorodnym
nieograniczonym o$rodku scharakteryzowanym przez parametry ¢ i 4. Na obiekt od-
dzialuje znane, pobudzajace, pole elektromagnetyczne, ktorego sktadowa elektryczna
oznaczona jest symbolem E’. Pole pobudzajace, zdefiniowane jako pole istniejace
w razie braku obiektu rozpraszajacego, moze wypetiaé calg przestrzen (np. fala pta-
ska), moze tez np. przybiera¢ okreslong warto$¢ w pewnym zadanym obszarze, a by¢
zerowe poza nim (taki rodzaj pobudzenia jest np. wykorzystany w analizie dipola pot-
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falowego w rozdziale czwartym). Zgodnie z zasada rownowaznos$ci, doskonale prze-
wodzacy obiekt mozna zastapi¢ rozktadem powierzchniowego pradu elektrycznego J,
zdefiniowanego przez (2.48) — dla uproszczenia notacji opuszcza si¢ tu indeks S. Prad
ten wytwarza w przestrzeni pole wtorne E*, H*. Gdyby znany byt rozktad pradu J na
powierzchni S, zagadnienie mozna by uzna¢ za rozwiazane, gdyz, jak juz wspomnia-
no, dla zadanego rozktadu pradu obliczenie pola wytwarzanego przez ten rozktad nie
jest zadaniem skomplikowanym. Problem polega na tym, ze w podanym przyktadzie
rozktad pradu jest nieznany. Nalezy zatem sformulowac rownanie, ktore pozwoliloby
wyznaczy¢ ten nieznany rozktad pradu.

Jezeli powierzchnia S jest idealnie przewodzaca, w kazdym jej punkcie sktadowa
styczna wypadkowego pola elektrycznego znika — por. warunek brzegowy (2.39).
Wypadkowe pole elektryczne jest suma dwoch skladnikéw: pola padajacego ipola
wtornego. Wspomniany warunek brzegowy przyjmuje wigc postaé:

(E'(r)+E*(r),. =0, resS, 3.1)

tan

gdzie symbol tan oznacza sktadowa styczna do powierzchni S w punkcie r . Po pod-

stawieniu za E® wzoru (2.19), a nastepnie zastosowaniu (2.14) i (2.16) oraz warunku

ciaglosci (2.10) otrzymuje si¢ rownanie [3.1]:
(Ei (r)— joA(r)-Vo(r))

tan

:(Ei(r)— jo e[ 16 r.r)ds’ (3.2)
4nds
vf . !
A J s f'(')G(r,r')dS' =0, res,
dne )¢ Jjo n

gdzie operator V), oznacza powierzchniowa dywergencje, a umieszczony przy nim
symbol (") wskazuje, ze rézniczkowanie odbywa si¢ wzgledem wspolrzgdnych Zrodta
wskazywanych przez wektor r'.
Roéwnania skonstruowane na podobnych zasadach, jak rownanie (3.2), okresla sig
zwykle mianem réwnan catkowych, cho¢ ze wzgledu na wystgpujace tu operatory
rozniczkowania (gradient, dywergencja) wlasciwsza bytaby nazwa ,,ro6wnania catko-
wo-rozniczkowe”. Na podstawie rdwnania (3.2) mozna poczyni¢ pewne spostrzezenia:
(1) dane o geometrii analizowanej struktury sa zawarte w informacji o po-
wierzchni calkowania S oraz w operacji wyodrebniania sktadowej pola elek-
trycznego stycznej do tej powierzchni (sktadowa styczna mozna opisa¢ z wy-
korzystaniem wektora jednostkowego n normalnego do powierzchni S),

(2) dzigki obecnosci operatorow catkowania, prowadzone obliczenia dotycza wy-
Tacznie punktéw nalezacych do powierzchni S,

(3) jedyna wielko$cig nieznang jest rozktad (powierzchniowej) gestosci pradu J,
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(4) poniewaz zarowno punkt zrodlowy, opisany wektorem 7/, jak i punkt obserwa-
cji (punkt, w ktorym obliczane jest pole), opisany wektorem r, naleza do po-
wierzchni S, podczas obliczania catek moze wystgpi¢ sytuacja, gdy r =r'; ze
wzoru (2.18) wynika, ze nastapi wtedy dzielenie przez zero, a zatem funkcje
podcatkowe we wzorze (3.2) majg charakter osobliwy.

Jezeli mozliwe bytoby rozwigzanie rownania (3.2) ze wzgledu na nieznany rozktad
gestosci pradu J, mozna by uzna¢ problem za rozwigzany — czyli okresli¢ pola w do-
wolnym punkcie przestrzeni. Jakkolwiek na ogo6t nie mozna podaé analitycznego roz-
wigzania w formie zamknigtej, mozliwe jest numeryczne uzyskanie rozwigzania przy-
blizonego, wedtug algorytmu streszczonego w kolejnym podrozdziale.

3.2. Funkcje bazowe i wagowe, macierz impedancyjna

Znalezienie $cistego rozwigzania réwnania (3.2) oznacza okreslenie wektora gesto-
sci pradu J dla dowolnego punktu na powierzchni S. Jak wspomniano wcze$niej,
w wigkszosci praktycznych przypadkow jest to niemozliwe i trzeba zadowoli¢ si¢
rozwigzaniem przyblizonym [3.1, 3.2]. Dokonajmy zatem aproksymacji poszukiwanej
wielko$ci w postaci kombinacji liniowej:

N
T = 1Li, (). (3.3)
n=l1

Wystepujace w aproksymacji (3.3) funkcje i, (r) sa to zdefiniowane a priori tzw.
funkcje bazowe. Funkcje te definiuje si¢ tak, aby byly liniowo niezalezne oraz aby za
pomocg skonczonego ich zbioru bylo mozliwe dobre przyblizenie poszukiwanego
rozktadu pradu. Wspoétczynniki /, definiuja wagi przypisane poszczeg6lnym funkcjom
bazowym. Przez zastosowanie przyblizenia (3.3) zagadnienie poszukiwania gestosci
pradu w nieskonczenie wielu punktach dziedziny rownania catkowego sprowadza si¢
do poszukiwania skonczonej liczby N wspotczynnikow rozwiniecia. Zwiekszenie licz-
by N prowadzi do wzrostu doktadnosci aproksymacji (3.3). Funkcje bazowe mozna
zdefiniowa¢ w catej dziedzinie r € S, mozna tez podzieli¢ S na mniejsze elementy
i zdefiniowac tzw. segmentowe funkcje bazowe, niezerowe wylacznie w pewnej pod-
dziedzinie S. Drugie rozwigzanie jest zwykle preferowane, ze wzgledu na elastycznosé
w opisie rozktadu zrodet na obiektach o skomplikowanych ksztattach. W wielu prak-
tycznych przypadkach funkcje bazowe wygodnie jest definiowaé, przyjmujac za seg-
menty proste geometryczne ksztalty, np. odcinki dla tzw. cienkich przewodow, trojkaty
dla powierzchni. Oznacza to, ze czgsto aproksymacja dotyczy nie tylko rozktadu Zzré-
det, ale tez geometrii analizowanego obiektu — krzywoliniowy przewod zastepuje si¢
ciggiem prostoliniowych segmentdéw, zakrzywiong powierzchni¢ — zestawem ptaskich
»tatek”. Poniewaz takie postepowanie jest oczywiscie zroédlem dodatkowych niedo-
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ktadnos$ci w obliczeniach, istnieja prace wykorzystujace bardziej wyrafinowane mode-
le geometryczne.
Dla uproszczenia dalszego zapisu przepiszmy teraz rownanie (3.2) w postaci:

L(J(M)=E(r), res, (3.4)

gdzie liniowy operator £ jest zdefiniowany jako:

. u N o 1
£(*)=£]@EJ‘S(*)G(r,r )dS —VEJS

\%

'f(*)G(r,r')dS'J . (35)
Ja) tan

a prawa strona (3.4) reprezentuje sktadowg styczna do S pola padajacego:
E(r)=(E'(r)),,. (3.6)

Po podstawieniu do wzoru (3.4) aproksymacji (3.3) oraz wykorzystaniu faktu, ze
operator L jest operatorem liniowym, otrzymuje si¢ rOwnanie:

£[§:Inin (r')j = ZN:IHL(in (r)=&(r), res, (3.7)

Rownanie (3.7) ma niezwykle istotng ceche¢. Liniowy operator £, wyrazajacy si¢
dos¢ skomplikowang formulg (3.5), oddziatuje tu na znane funkcje bazowe i, (r)
(w rownaniu 3.2) tenze operator dziatal na nieznany rozktad gestosci pradu J). Nume-
ryczne obliczenie wielkosci L(in (r')) dla zadanego punktu obserwacji nie nastrgcza
na ogo6t trudnosci — szczegdtowo omoéwiono to zagadnienie w kolejnych rozdziatach.

W wyniku zastosowanej aproksymacji, zamiast wyjsciowego rownania catkowego
zawierajgcego nieznang funkcje, mamy teraz rownanie ze skonczong liczba niewia-
domych wspotczynnikéw /,. Réwnanie (3.2) ma by¢ spetnione dla kazdego punktu
obserwacji lezacego na powierzchni S. Podobnie zapis (3.7) oznacza przyblizone spet-
nienie oryginalnego roéwnania w nieskonczonej liczbie punktow r €S, co generuje
nieskonczenie wiele przyblizonych rownan liniowych. Tak duza liczba réwnan jest
oczywiscie niepotrzebna. Standardowe techniki poszukiwania N niewiadomych wy-
magajg znajomosci N niezaleznych rownan liniowych. Poszukiwany uktad réwnan
liniowych mozna uzyskac z rownania (3.7) przez zastosowanie do obu jego stron ope-
racji testowania:

<u; wm>=ISu(r)‘wm (r)dS, m=12,..,N. (3.8)

We wzorze (3.8) wielkos$é u(r) oznacza jedng ze stron rownania (3.7), a w,, (r) jest
tzw. funkcjq wagowq (testujgcq) wybrana z odpowiedniego zbioru N funkcji, zdefi-
niowanych na powierzchni S. W niektorych przypadkach wygodnie jest uzy¢ alterna-
tywnej operacji [3.3, 3.4]:
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(u; wm>=ISu(r)-w:; (r)dS, m=12,..,N. (3.9)

gdzie symbol * oznacza warto$¢ sprzezona.
Po zastosowaniu (3.8) lub (3.9) do obu stron (3.7) otrzymuje sig:

21< i, (") w, (1) =(E@)w, (), m=12,..,N. (3.10)

We wzorze (3.7) uzyto symbolu = (w przyblizeniu rowne), podczas gdy w (3.10)
jest znak réwnos$ci. Wynika to z faktu, ze zastosowanie do obu stron (3.7) operacji
(3.8) lub (3.9) prowadzi samo w sobie do wymuszenia spelnienia oryginalnego row-
nania w sensie przyblizonym, usrednionym w sposdb wazony z uzyciem funkcji wa-
gowych w,, (r). W istocie wigc, zamiast rownania (3.4), ktore ma by¢ spetnione $cisle
dla wszystkich punktow S, stosuje si¢ jego tzw. stabg forme (ang. weak form).

Zapis (3.10) oznacza w istocie N rownan liniowych z N nieznanymi wspotczynni-
kami. Na ogét wygodnie jest zapisaé (3.10) w postaci rOwnania macierzowego:

[Z,.]12.]=[7,.] 3.11)

gdzie [In] — macierz kolumnowa nieznanych wspoétczynnikoéw rozwiniecia (3.3), na-
tomiast elementy tzw. macierzy impedancyjnej [ Z,,, | oraz wektora pobudzenia [V,, | sa
dane przez:

z, :<£(in (r’));wm(r)>, mn=1,2,...N, (3.12)
=<8(r);wm(r)>, m=1,2,...,N. (3.13)

Uktad réwnan (3.11) rozwigzuje si¢ typowymi metodami algebry liniowe;.

Kilka stow komentarza wymaga sprawa wyboru zbioru funkcji wagowych. Od
poprawnego wyboru zalezy numeryczne uwarunkowanie uktadu (3.11) oraz doktad-
no$¢ uzyskanej aproksymacji poszukiwanej wielkosci. Typowym wyborem jest zasto-
sowanie zbioru funkcji typu delta Diraca [3.2] albo zbioru funkcji wagowych takich
samych jak funkcje bazowe uzyte w rozwini¢ciu (3.3). Pierwszy z przykladow ozna-
cza de facto, ze postuluje si¢, aby rownanie (3.7) bylo spelnione w N odpowiednio
wybranych punktach na powierzchni bryly. Metoda momentdéw z zastosowaniem dru-
giego wyboru, powszechnie uwazanego za prowadzacy do dobrze uwarunkowanych
uktadéw réwnan liniowych, znana jest pod nazwa metody Galerkina [3.3-3.5].
W wyborze (wektorowych) funkcji wagowych nalezy tez zwrdci¢ uwage, aby operacja
(3.8) lub (3.9) nie usuwala z rdwnania wyjsciowego istotnej (dominujacej) informacji,
tj. aby w naszym przyktadzie £(i, (r')) i w, (r) opisujace oddziatywanie wiasne frag-
mentu struktury nie byly prostopadte. W omawianym przypadku (réwnanie opisujace
styczne pole elektryczne wytwarzane przez prad elektryczny) schemat Galerkina spet-
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nia ten warunek. W przypadku réwnania dla pola magnetycznego (por. punkt 5.2) domi-
nujaca skladowa stycznego pola magnetycznego jest prostopadta (na powierzchni S) do
wytwarzajacego ja rozktadu pradu powierzchniowego, nalezy zatem testowaniu pod-
da¢ te sktadowa. W zapisie powierzchniowych réwnan catkowych uwypukla si¢ ten
fakt, oznaczajac skladowg styczng pola w rownaniu (3.1) indeksem tan, natomiast we
wspomnianym réwnaniu dla pola magnetycznego (5.21) — uzywajac wektorowego
mnozenia przez wektor jednostkowy normalny do powierzchni.

Omawiane rownanie nalezy traktowaé za przyktadowe, stuzace ilustracji samej
procedury rozwigzywania rownan podobnego rodzaju. W kolejnych rozdziatach omo-
wiono rownania znajdujgce zastosowanie w analizie réznych zagadnien rozpraszania
1 promieniowania, w konkretnych sytuacjach. Skoncentrujemy si¢ tu na wprowadzo-
nych w rozdziale drugim rownaniach z potencjalami mieszanymi. Wybor ten determi-
nuje do pewnego stopnia takze wspomniane tu zbiory funkcji bazowych i wagowych —
w szczegolnosci funkcje te powinny by¢ rézniczkowalne. Zaproponowane algorytmy
nalezy zatem traktowac jako wybrane z wielu mozliwych, ktérych bogaty przekroj
mozna znalez¢ w §wiatowej literaturze.

3.3. Czestotliwosci i rodzaje rezonansowe

W bezstratnych wnekach, wykonanych z doskonatego przewodnika elektrycznego,
jest mozliwa hipotetyczna sytuacja, w ktorej niezerowy rozktad pol elektromagne-
tycznych moze w zadanej konfiguracji istnie¢ w razie braku zrodet pobudzajacych
[3.6]. W przypadku analizy z wykorzystaniem metody momentdw oznacza to istnienie
niezerowego rozwiazania rownania (3.11) przy zerowej prawej stronie, czyli:

[Z,.,][1,]=[0]. (3.14)

co moze zajs¢ tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy impedancyjne;j det([Zmn]) be-
dzie réwny zeru. Taka sytuacja moze wystgpi¢ dla pewnych dyskretnych warto$ci
czestotliwosci, zwanych czestotliwosciami rezonansowymi. Poniewaz rzeczywiste
struktury promieniujace lub rozpraszajace fale elektromagnetyczne sa zawsze stratne ,
oscylacje zwigzane ze zjawiskiem rezonansu majg charakter gasnacy — oznacza to, ze

pierwiastkow rownania [3.7, 3.8]:
det([Z,,])=0. (3.15)

nalezy poszukiwa¢ w plaszczyznie zespolonej. Dokonuje si¢ tego, zastgpujac w wyj-
sciowych réwnaniach typu (3.2) parametr jw zespolonym parametrem s. Kazdy pier-

") Nawet jezeli rozpatrzymy obiekty wykonane z materialéw bezstratnych, w ukfadach otwartych ener-
gia jest tracona na skutek promieniowania fal elektromagnetycznych [3.7].
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wiastek (3.14) odpowiada tzw. rodzajowi rezonansowemu pola. Czgs¢ rzeczywista
tego pierwiastka niesie informacj¢ o szybko$ci wygasania drgan, natomiast cz¢$¢ uro-
jona — o ich pulsacji [3.7].

Jezeli znany jest z dostateczng doktadnoscig pierwiastek rownania (3.14), mozna
wyznaczy¢ odpowiadajacy mu rozklad zrodet. Przyjmuje si¢ arbitralng warto$¢ dla
jednego z elementoéw wektora [I n] i rozwiazuje (dla znanej teraz wartosci s) stworzony
na podstawie (3.14) uktad N — 1 réwnan liniowych ze wzglgdu na pozostate elementy
[I,1 ] Poniewaz uzyskany w ten sposob rozktad zrodet ma charakter wzgledny (zalezy
od wyboru wartosci jednego ze wspotczynnikéw), zwykle dla celow ilustracyjnych
stosuje si¢ odpowiednie unormowanie catego rozktadu. Zwré¢my uwage, ze element
rozwigzania, ktorego warto$¢ przyjmuje si¢ w celu wyznaczenia rezonansowego roz-
ktadu zrodet nie moze odpowiadac lokalizacji, w ktdrej ten rozktad przyjmuje wartosé
ZeTOWQ.

Znajomos¢ czgstotliwosci rezonansowych danej struktury pozwala np. projektowac
anteny wykorzystujace dany rodzaj rezonansowy, a takze analizowa¢ odpowiedz tej
struktury na pole pobudzajace o charakterze impulsowym [3.8].
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4. Analiza struktur zbudowanych
z cienkich przewodow

Prezentacje¢ konkretnych algorytmow obliczeniowych rozpoczniemy od zagadnie-
nia rozpraszania pola elektromagnetycznego przez struktury zbudowane z cienkich
przewodow.

Przez okreslenie ,,cienki” rozumie si¢ przewdd, ktorego srednica jest duzo mniej-
sza od jego dhugosci, a jednoczesnie duzo mniejsza od dlugosci fali elektromagne-
tycznej [4.1]. Zwykle w analizie przyjmuje si¢, ze straty cieplne w metalu, z ktorego
jest wykonany przewod, zwigzane ze skonczong przewodnoscia, sa pomijalne. Obiekt
moze by¢ wiec traktowany jak wykonany z idealnego przewodnika.

4.1. Rownanie Pocklingtona

W migjsce blizej niezdefiniowanego metalowego obiektu z rysunku 3.1 wstawiamy
prostoliniowy przewod cylindryczny o dlugosci L i1 promieniu a. Dla wygody, bez
ograniczania ogo6lnos$ci analizy, zal6zmy, ze jest on umieszczony wzdtuz osi z uktadu
wspolrzednych, tak ze wspohrzedne koficow przyjmuja wartosci —L/2 oraz L/2.
Wstepne zatozenie, ze przewod jest ,,cienki” pozwala przyjac¢ nastgpujace uproszcze-
nia [4.1, 4.2]:

(1) prad elektryczny ptynacy po pobocznicy przewodu ma tylko sktadowa skie-

rowang wzdtuz osi przewodu;

(2) warto$¢ gestosci pradu elektrycznego zalezy wylacznie od zmiennej z;

(3) przy zapisie warunkow brzegowych bedacych podstawa sformutowania row-
nania catkowego istotna jest tylko skladowa natezenia pola skierowana row-
nolegle do osi przewodu — bez straty ogolnosci zaktada si¢, ze punktowi ob-
serwacji jest przypisana wspotrzedna katowa ¢ = 0.

Uwzgledniajac te zalozenia w réwnaniu (3.2) oraz zapisujac odlegto$¢ pomiedzy

punktem zrodtowym a punktem obserwacji jako:

R=|r—r'|=\/(z—z')2 +4a’ sinzg, 4.1)
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Rys. 4.1. Cienki prostoliniowy przewodd cylindryczny poddany dziataniu
pobudzajacego pola elektromagnetycznego

otrzymuje si¢:

F(2)— jod. (z) - 5@52)
=E(z)- ]a)—j J. J. (z)G(z 4 ¢)ad¢dz (4.2)

1 dJ (Z (,z',¢')ad¢’d2’ :0’ ze __L,£
62 4ne LJjo dZ 2 2

7/k (z— z')2+4azsin2¢;

\/(z z) +4a’*sin q;

gdzie:

(Z z' ¢ 4.3)

Wprowadzmy oznaczenie:

K(z.2) =2i "Gz 4)df . (4.4)

TeYy—"=
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Po uwzglednieniu (4.4) w rownaniu (4.2) i zastgpujac gestos¢ powierzchniowa
pradu elektrycznego pradem catkowitym /(z') = 2naJ_ (z'), otrzymuje sig:

0D (z)

oz

E(z)- jod (z)-

L
=E§(z)—jwﬁj2§1(z’)1<(z, Z)dz (4.5)

+_

L
of_1 Jz ! dl(z)K(z,z')dz' =0.
oz| 4ne

Ljo dZ
2

Po zatozeniu, ze do rozwigzania zagadnienia rozpraszania wystarczajace jest po-
traktowanie pradu catkowitego, tak jakby byl on skoncentrowany na osi przewodu
(punkt obserwacji znajduje si¢ dalej na pobocznicy walca), mozna przyjaé, ze [4.3—4.5]:

e—jk\/(z—z')2 +a?

\(z- 2V +ad

Aproksymacja (4.6) stanowi istot¢ uzywanego w analizie elektromagnetycznej tzw.
przyblizenia cienkoprzewodowego, a funkcj¢ po prawej stronie (4.6) nazywa si¢ jg-
drem uproszczonym réwnania catkowego, w odrdznieniu od jgdra doktadnego opisa-
nego wyrazeniem (4.3). Okreslenie doktadny ma tu charakter wzgledny — podane for-
muly sa doktadne tak dtugo, jak dtugo sg sluszne zatozenia przedstawione na poczatku
tego podrozdziatu.

Drugg calkg rownania (4.5) mozna dalej przeksztalcic, stosujgc catkowanie przez
czescel, z jednoczesnym wprowadzeniem zewngtrznego operatora rozniczkowania pod
znak calki:

K(z,z')= (4.6)

L , L , ,
0 Jz dI(Z)K(z,z')dz' :jz d[(Z)aK(Z’Z)dz'

S ,% dz' L dZ Oz
2
L 2 4.7)
oK A 2 0°K !
{,mﬂ} (2T,
0z L)L 0z'0z
2 2

Na koncach nieobcigzonego impedancyjnie przewodu prad przyjmuje warto$¢ ze-
ro, pierwszy zatem sktadnik prawej strony rownania (4.7) znika. Biorac pod uwagg, ze
funkcja K spehia zaleznosci:

OK(Z, z') OK(Z, z')

= 4.8
0z oz' 48
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oraz
OZK(Z, z') _ azK(z, Z')
oz* e

, (4.9)

otrzymuje si¢ ostatecznie alternatywna wersje rownania (4.5)

1 2 Kkz _,_a_zjK(z z')}l(z')dz'——E" (z) (4.10)
jodns | L oz’ ’ - .
2

znang jako roéwnanie Pocklingtona.

Pomimo stosunkowo prostego zapisu (4.10), w dalszych rozwazaniach pozosta-
niemy przy wersji dwupotencjatowej rownania Pocklingtona (4.5).

Znane sg uogo6lnienia rownania Pocklingtona przewodu z wtragconymi obcigzenia-
mi impedancyjnymi, dla przewodu krzywoliniowego, czy wreszcie pary przewodow
dowolnie wzgledem siebie ulozonych.

4.2. Funkcje bazowe

Wielko$cia, ktorg nalezy aproksymowac jest nieznany rozktad pradu /(z). Postuluje
si¢ zatem przyblizenie:

1= 1, (). @.11)

n=1

Podstawowa kwestia wymagajaca rozwazenia jest wybor funkcji bazowych i, (z).
Czynnikiem, ktory naktada tu pewne ograniczenie, jest wybdr rownania wyjsciowego
w postaci (4.5), gdzie na funkcje opisujaca rozktad pradu oddziatuje operator r6znicz-
kowania. Funkcje uzyte w aproksymacji musza by¢ wiec przynajmniej odcinkami
roézniczkowalne. Ograniczmy rozwazania do segmentowych funkcji bazowych. Takie
podejscie wymaga podzialu przewodu na kilka krotszych odcinkéw (segmentow).
Powszechnie przyjmowang reguta segmentacji jest zapewnienie dtugosci segmentow
na poziomie jednej dziesigtej dtugosci fali. Zatozono, ze elementarnych segmentow
jest N +1 (por. rys. 4.2). Segmenty mogg by¢ rdznej dtugosci — sa one definiowane
jednoznacznie przez wspotrzedne poczatku i konca, liczone wzdluz osi przewodu
(w naszym przypadku wzdtuz osi z).

Funkcje bazowe rozpina si¢ na parach sasiadujacych ze soba segmentoéw. Sa to
tzw. funkcje trojkatne (odcinkami liniowe, a zatem rozniczkowalne), ktére mozna
zapisac jako:
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' +
z2'—z
270 _ P . z2'e(z,.2,)
_ h+ n n
Zy T Zp n
. ’ —
i,(z')= z,—2z P, , ) (4.12)
—_— =, z E(Zn,ZnJrl)
Zpsl T2y hn
!
0’ z e(Zn—l’ZVH—l)

gdzie p, oznacza lokalng wspotrzedna, liczong od punktu z, , do punktu zrodtowego
z', dla punktéw nalezacych do odcinka (Z,h1 s 2, ), p, oznacza lokalna wspotrzedng od
punktu z' do z,,, dla punktéw nalezacych do odcinka (z,,z,, ), & =z, -2z,

n+l

h, =z,,,—z, W celu graficznego uwypuklenia trojkatnego charakteru funkcji (4.12)

gdzie indeks W oznacza (cienki) przewdd (ang. wire).

A (2

oznacza si¢ j3 czesto jako A

(] Zy=L/2
-7 Zy

) ZN—]

B z,

> Zl
& z,=—L/2

Rys. 4.2. Podzial przewodu na elementarne segmenty,
trojkatne funkcje bazowe (—..—..—. ), przeskalowane funkcje bazowe (-------- )
oraz wypadkowa aproksymacja (. ) rozktadu pradu
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Funkcje bazowe sa skojarzone indeksem z punktem oddzielajacym dwa sasiaduja-
ce segmenty. Kazdy elementarny odcinek, z wyjatkiem odcinkow skrajnych, nalezy do
dwodch naktadajacych sie funkcji bazowych. Nie definiujemy funkcji bazowych na
koncach przewodu — dzieki definicji (4.12) w aproksymacje (4.11) jest ,,wbudowany”
warunek zerowania si¢ pragdu na koncach przewodu. Amplituda kazdej funkcji bazo-
wej wynosi 1.

Na rysunku 4.2 pokazano jak poszczegodlne funkcje bazowe przemnozone przez
wspolczynniki aproksymacji /, aproksymuja poszukiwany rozktad pradu, tworzac
ciggla wypadkowg funkcj¢, odcinkami liniowg.

4.3. Elementy macierzy impedancyjnej
i wektora pobudzenia

W procedurze przeksztalcania réwnania (4.5) w uktad réwnan liniowych typu
(3.11) niezbgdne jest przyjecie zbioru funkcji wagowych. W przedstawionym schema-
cie analizy zastosowano podejécie Galerkina, tzn. przyjeto, ze funkcje wagowe sg
takie same jak funkcje bazowe. Operator £ oddzialujacy na funkcj¢ bazowa i, mozna
zapisac jako:

0d" (z)

zZ

£(i, () = jod’ () +

(4.13)

L
ol 1 (21 di(2) N
_]a)—J. l (Z )K Z Z)dZ —g EJ‘_L‘].—Q)TK(Z,Z)Q’Z B
2

gdzie wielkosci A! oraz @" oznaczaja odpowiednio potencjal wektorowy i skalarny
wytwarzany w punkcie obserwacji z przez rozklad pradu opisany funkcjg bazowa i,:

A" (z)= ”j (2K (z,2")dz (4.14)

L
" (2)=— 1 2Ld1n(z)
dne ) L jo dZ’
2

K(z, z')dz' ) (4.15)

Elementy macierzy impedancyjnej wyrazajg si¢ wzorem:

Z,, ={L(i,()),1,(2)), mn=1,2,..N. (4.16)
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Wystepuje tu konieczno$¢ obliczania catek podwojnych, gdyz po podstawieniu
(4.13) do (4.16) otrzymuje sig:

_]a,J'z A (2)i (z)dz+sz 0" (2)

z()dz

—]a)—J.WJ‘ i,(2)K(z,2')i,(z)dz'dz (4.17)

K(z,z')dz' |}i, (2)dz.

L

2 L

1 Kl Jz di (')

jowdne oz|J)_ Lt d
L 2

Druga caltka we wzorze (4.17) jest zwigzana z potencjalem skalarnym. Po zastoso-
waniu definicji (4.12) otrzymuje si¢:

. Jz a@a(z)l (2)ds

_L A
W 2 (4.18)
2 [ oo” (z2) z—-2z, do s "o (2) z,,,, - Z
- 4 -

m-] m

a po zastosowaniu catkowania przez czesci:

jz op" (Z)l (2)ds = D (Z)dZ+ ) (Z)dz
L Oz - ht . h

m

m

(4.19)

L

- _fﬁ@n (2) ai”é 2

4
poniewaz funkcja wagowa i, jest rOwna zeru w punktach z, , i z,, ., a takze zarowno
i,,jak 1®@" sa ciagle w punkcie z,,.

Zastosowanie rézniczkowalnych funkcji wagowych (tu: schematu Galerkina) po-
zwala na dokonanie catkowania przez czesci, dzigki czemu uniknigto obliczania po-
chodnej potencjatu skalarnego. Jesli przyjmie sie, ze funkcja potencjatu skalarnego
jest na tyle wolnozmienna, ze mozna ja aproksymowac wartoscia w Srodku segmentu,
to otrzymuje si¢:

m+1°
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L
5 a@ﬂ (Z) Zm 1 Zm+l 1
i (2)dz=-@"(z._ —dz+@" (z, —dz
fL oz m ( m I/Z)J‘Zml h’; ( +1/2)sz h]; (420)
=-0" (Zm—l/2 ) +@" (Zm+l/2 ),
gdzie
Zpy + 2, z,+z,
Zyap =" 7" 12 s Zmy2 :—2 4 4.21)

Dokonujac podobnego zatozenia o wolnozmienno$ci potencjalu wektorowego,
mozna aproksymowac pierwsza z catek (4.17):

L +
[ A7 21 (2o = 4 (2 A (200) @)

2

Ostatecznie otrzymuje sie:

* n hr: n h]n n n
Zn = ja)|:Az (Zm—l/Z )7 + A (Zm+l/2 )7:| ~-@ (Zm—l/z ) +@ (Zm+l/2 ) . (4.23)
W podobny sposob jak catke (4.22) mozna obliczy¢ elementy wektora pobudzenia:
v, =(E(2),i,(2), m=1,2,..,N, (4.24)

czyli

L +
V,= jiEi (2)i,(2)dz = El(z,_,, )% +E (2 )% . (4.25)
2

W prowadzonych tu rozwazaniach zatozono, ze pojedynczy przewod prostoliniowy
jest utozony w przestrzeni wzdhuz osi z. W rzeczywistosci przewdd moze by¢ ulozony
dowolnie, moze tez sktada¢ si¢ z polaczonych koncami fragmentow nieuktadajacych
si¢ wzdluz linii prostej. Jedyng zmiang w rdwnaniach jest wtedy to, ze zamiast zmien-
nej z wystgpuje wspohrzgdna liczona wzdtuz osi przewodu, natomiast w przypadku
wielkosci wektorowych zamiast sktadowych wzdhuz osi z brane sg sktadowe rownole-
gle w danym punkcie do osi przewodu. W miejscach ,,zalamania” zdefiniowane sg
funkcje bazowe rozpigte na segmentach nalezacych do réznych fragmentéw przewo-
du. W definicji funkcji bazowych i wagowych (4.12) oznacza to zastapienie p, wekto-
rami, a w procedurze testowania rOwnania — wykorzystanie iloczynu skalarnego.

Komentarza wymaga modelowanie struktur wieloprzewodowych. W przypadku
przewodow, ktore nie stykaja si¢ ze soba, modelowanie nie rdzni si¢ niczym od opisa-
nej procedury. Kazdy z przewodoéw poddawany jest segmentacji w sposob taki sam jak
w przypadku przewodu pojedynczego. Identycznie tez rozpinane sg na tych segmen-
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Rys. 4.3. Modelowanie polaczenia czterech przewodow

tach funkcje bazowe. Potaczenie koncami dwoch przewodow prowadzi do sytuacji
praktycznie réwnowaznej wspomnianemu przedtem jednemu przewodowi o zalama-
nych wzgledem siebie segmentach. Jedyng réznicg jest mozliwos$¢ potgczenia ze soba
przewodow o réznych srednicach, co wymaga uwzglednienia odpowiedniego promie-
nia w obliczaniu funkcji K. Gdy koficami sg potaczone wigcej niz dwa przewody
(rys. 4.3), wtedy definiuje si¢ dla zlacza funkcje bazowe o liczbie o jeden mniejszej od
liczby dotaczonych przewodow [4.6] — przyktadowo na rysunku 4.3 mamy potaczone
konce czterech przewoddw, natomiast dla punktu potaczenia zdefiniowano trzy trdj-
katne funkcje bazowe. Prad przeptywajacy pomiedzy segmentami, dla ktérych nie
zdefiniowano funkcji wspdlnej funkcji bazowej, wynika ze spetienia I prawa Kir-
chhoffa.

4.4. Dokladnos¢ przyblizenia cienkoprzewodowego

Przez wprowadzenie aproksymacji (4.6) upraszcza si¢ w sposob znaczacy oblicze-
nia elementéw macierzy impedancyjnej. Unika si¢ w ten sposéb catkowania funkcji
osobliwych, gdyz mianownik wyrazenia (4.6) jest zawsze ,,0stro” wigkszy od zera.
Powstaje jednak pytanie o granice stlusznosci tego typu przyblizenia.

Rozwazmy zatem rozwigzanie z zastosowaniem oryginalnej postaci (4.4) funkcji
K(z,z'). Takie sformulowanie zaklada, ze prad ptynie po powierzchni przewodu,
a jego warto$¢ nie zalezy od wspotrzednej katowej ¢'. Wzory (4.14) i (4.15), stuzace
do obliczania potencjatu wektorowego i skalarnego, maja teraz postaé:

L o
A (z)= ﬁfiz (z')(g [ 6(zz, ¢’)d¢'jdz’ , (4.26)
2
Lo
@ (2)= -1 2Ldl"_(z)(irnG(z,z',¢’)d¢']dz’. (4.27)

dng ) L jo dZ
2
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Gdy funkcje podcatkowe sg regularne, catki we wzorach (4.26) i (4.27) mozna
obliczy¢, stosujac typowe metody catkowania numerycznego. Specjalnego potrakto-
wania wymaga natomiast przypadek, gdy punkt obserwacji nalezy do zrédtowego™
segmentu przewodu. Gdy jednoczeénie (z —z') =0 oraz ¢’ = 0, we wzorze (4.3) nastapi
dzielenie przez zero, zatem funkcje podcatkowe w (4.26) i (4.27) sa osobliwe.

Punkt obserwacji lezy w $rodku segmentu zrodlowego o dtugosci Az potozonego
w srodku ukladu wspotrzednych. Zastosowanie trojkatnych funkcji bazowych do
aproksymacji rozktadu pradu wzdhuz osi z oznacza, ze w celu uzyskania elementow
macierzy impedancyjnej nalezy oblicza¢ catki funkcji Greena dla liniowego (4.26)
oraz statego (4.27) rozktadu zrédet. Interesujg nas zatem catki:

Az
1 2 (" o R4
C=— Z'————d¢'d’ (4.28)
27[ Az n R(Z',¢')
2
oraz
Az
1 2 T e*ij(Z,sW)
C, =— ——d¢'dz’, 4.29
" A 7ER(Z',¢') gdz ( )
2
gdzie

R(z,¢)=,|2" +4a2sin2%. (4.30)

Przeanalizujmy najpierw catk¢ C,. Poniewaz granice calkowania sa symetryczne,
a R jest parzysta funkcja zarowno z', jak i ¢', mozna od razu zauwazy¢, ze funkcja
podcatkowa jest nieparzysta funkcja z', a zatem catka C, jest tozsamo$ciowo rowna
zeru. Dla dowolnego liniowego rozktadu pradu w analizowanym segmencie, opisane-
go wspodlczynnikami o oraz S, jest wiec:

Az
1 2 (7 e—/kR(Z'J”)

C=— "+ B)———dd'dy' =aC, + BC, = BC, . 431
o . _n(aZ ﬂ) R(Z',¢') g'dy'=aC, + BC, = pC, ( )

2

Zardéwno do obliczenia zawierajacych osobliwos$ci catek (4.26), jak i (4.27) po-
trzebne jest obliczenie catki C,. Wzor (4.29) mozemy przeksztatci¢ do postaci:

") Pojecie segment Zrédiowy przewodu oznacza segment nalezacy do dziedziny funkcji bazowe;.
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Az
1 (2 (7 e *RE9)
d 'dz' +— ———d¢'dz'=C,, +C,,. (4.32
J ¢ 2w | ) R(Z',¢') ¢'dz 1+ G ( )

2

Jadro drugiej catki w (4.32) nie zawiera osobliwosci, C,, zatem oblicza si¢ meto-
dami numerycznymi. Catk¢ C,, mozna natomiast przeksztalci¢, wykorzystujac parzy-
sto$¢ funkcji podcatkowej wzgledem ¢' i z":

T Az

2
j J d¢d’ 2 1 _dz'dg’
T o 1|27 +4a’sin’ LA (4.33)
0 2 ’
m 2 T ’
_2 ln[£+\/AZ +4a’ sm2¢] d¢' - J ln[2asin£jd¢'.
n), L2 V4 . 2

Pierwszg z otrzymanych calek mozna obliczy¢ numerycznie, natomiast drugg cal-
ke, zawierajaca catkowalng osobliwo$¢, oblicza sie analitycznie:

2Jnln(2asm¢ ]d¢ =2In(a). (4.34)

TJo

Jak wida¢, w obliczaniu C,, wykonano najpierw catkowanie wzdhuiz przewodu,
a nastepnie wzgledem wspotrzednej azymutalnej [4.7]. Kolejno§¢ catkowania mozna
odwroci¢, wykonujagc najpierw catkowanie wzgledem wspohrzgdnej azymutalne;j,
a potem catkujac wynikowa funkcje wzgledem dlugosci przewodu. Takie postepowa-
nie uwypukla wlasciwosci funkcji K (z, z’) traktowanej jako funkcja Greena stuzaca
do obliczania potencjatéw od pierscienia zréodtowego, bedacego przekrojem po-
przecznym pobocznicy przewodu dla zadanej wartoéci z', prowadzi jednak do obli-
czania catek eliptycznych [4.8].

Aby zilustrowac roéznice pomiedzy algorytmami wykorzystujacymi jadro doktadne
i uproszczone, a jednocze$nie, aby pokaza¢ przykladowe wykorzystanie metody mo-
mentow, przeanalizowano teraz potfalowy dipol o promieniu rownym jednej setnej
dtugosci fali, zasilany centralnie zrodtem napigciowym o napigciu V' = 1 V. Dipol
zostal podzielony na segmenty o jednakowej dlugosci Az. Przyjety model zasilania
zaklada istnienie na pobocznicy $srodkowego segmentu dyskretyzowanego przewodu
(nieparzysta liczba segmentoéw) sktadowej wzdtluznej pola elektrycznego [4.2, 4.9]
o natgzeniu ¥/Az. Poniewaz na kazdym segmencie, z wyjatkiem segmentow skraj-
nych, sa zdefiniowane dwie naktadajace si¢ funkcje wagowe, w wektorze stanowigcym
prawg stron¢ rownania macierzowego (3.11) pojawig si¢ dwa niezerowe elementy.
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Rys. 4.4. Rozktad pradu w dipolu pétfalowym obliczony za pomoca 20 funkcji bazowych:
(a) cze$¢ rzeczywista; (b) czes$¢ urojona
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Rys. 4.5. Rozktad pradu w dipolu pétfalowym obliczony za pomoca 80 funkcji bazowych:
(a) cze$¢ rzeczywista; (b) czes$¢ urojona
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Rys. 4.6. Rozktad pradu w dipolu pétfalowym obliczony za pomoca 160 funkcji bazowych:
(a) czes¢ rzeczywista; (b) cze¢$¢ urojona
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Na rysunkach 4.4—4.6 pokazano obliczony rozktad pradu w przewodzie dla liczby
trojkatnych funkceji bazowych N wynoszacej odpowiednio 20, 80 i 160. Obliczenia
wykonano z wykorzystaniem trzech algorytméw — algorytmu z doktadnym jadrem
(4.4), algorytmu z uproszczonym jadrem (4.6) oraz algorytmu ,,mieszanego”, w kto-
rym do okres$lenia oddziatywan pomiedzy réznymi segmentami uzyto jadra (4.6), a do
okreslenia oddzialywania w obrebie pojedynczego segmentu — doktadnego jadra (4.4).

Uzyskane wyniki wskazuja [4.10], ze obliczenia z wykorzystaniem jadra uprosz-
czonego prowadza do niestabilnych wynikéw dla duzych N, czyli dla matych wartosci
stosunku Az/a. Zastosowanie jadra ,mieszanego” daje bardzo dobre wyniki, z jedno-
czesng znaczng redukcja liczby obliczen — w obliczaniu oddziatywan pomiedzy réz-
nymi segmentami nie jest wtedy potrzebne numeryczne obliczanie catek wzgledem ¢',

obecnych w doktadnym jadrze (4.4).

4.5. Rodzaje rezonansowe
cienkiego przewodu prostoliniowego

W punkcie 3.3 wspomniano, ze analizujac wyznacznik macierzy momentow
w dziedzinie uogodlnionej (zespolonej) czestotliwosci, mozna wyznaczy¢ czestotliwo-
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Rys. 4.7. Potozenie rezonanséw wiasnych dipola na ptaszczyznie
zespolonej czgstotliwosci (U/ 2n + jf )
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Rys. 4.8. Rezonansowe rozktady pradu w cienkim przewodzie
dla trzech pierwszych rezonansow pierwszej warstwy: (a) czg$¢ rzeczywista;

(b) czgs¢ urojona
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$ci drgan wiasnych struktury oraz odpowiadajace im wspolczynniki opisujace szyb-
ko$¢ wygasania drgan rezonansowych.

W celu zilustrowania tego zagadnienia wykorzystano przedstawiony w poprzed-
nich punktach algorytm przeznaczony do analizy cienkich przewodoéw prostolinio-
wych. W algorytmie parametr jo zostal zastgpiony zespolonym parametrem s:

s=0+ jo. (4.35)

Obliczenia wykonano dla preta o dtugosci L =1 m oraz smuktosci 2 = 21n(L/ a)
rownej 10,0 (a oznacza promien preta). Miejsca na plaszezyznie s/2n =o/2n+ jf, dla
ktorych jest spelnione rownanie (3.14), pokazano na rysunku 4.7. Wykres ilustruje
znany fakt, ze w plaszczyznie zespolonej czgstotliwosci rezonansowe uktadaja sig
w warstwy [4.11, 4.12]. Przyj¢ta na rysunku konwencja numeracji rezonansow zakta-
da, ze pierwszy indeks oznacza numer warstwy w, a drugi numer rezonansu w war-
stwie n, liczagc od najmniejszych czestotliwosci.

Na kolejnych rysunkach (rys. 4.8 1 4.9) pokazano unormowane rezonansowe roz-
ktady pradu (czg$¢ rzeczywista i urojona) obliczane dla kilku wybranych rezonansow
z dwoch pierwszych ,,warstw”. Normalizacji dokonano, dzielgc wartosci pradu wzdtuz
przewodu przez warto$¢ o najwigkszym module.

Z wykreséw widac, ze rozktady pradu maja, wraz ze wzrostem indeksu #n, na prze-
mian charakter funkcji parzystych i nieparzystych. Rezonansowe rozklady pradu dla
pierwszej warstwy charakteryzujg si¢ niewielkg amplituda czgsci urojonej pradu, taka
sytuacja nie wystepuje dla rezonansow drugiej warstwy.
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5. Obiekty doskonale przewodzace
opisane za pomocg powierzchni

W poprzednim rozdziale analiz¢ ograniczono do zagadnien, w ktdérych rozktad
pradu jest funkcjg jednej zmiennej — polozenia wzdtuz osi cienkiego przewodu. Za-
ktadano tez, ze sama konfiguracja wymusza kierunek przeptywu pradu (prad ptynie
wzdtuz osi cienkiego przewodu). W biezacym rozdziale zajeto si¢ dalej analiza obiek-
tow zbudowanych z idealnego przewodnika, dla ktérych nie mozna przyja¢ takich
zatozen upraszczajacych — tzn. bryt lub powierzchni przewodzacych. W dalszych roz-
wazaniach brylg nazywa si¢ obiekt opisany powierzchnig zamknieta (np. sfera),
w odroznieniu od powierzchni otwartych (np. fragment powierzchni o ksztaltcie pro-
stokata). Zatozono, ze obiekt opisany powierzchnig S jest umieszczony w jednorod-
nym, nieskonczonym osrodku o parametrach & oraz u. Przyjeto rowniez, ze w tym
osrodku, w sytuacji gdy nie ma w nim analizowanego obiektu, sg obecne pola pobu-
dzajace E' oraz H', spehiajace rownania Maxwella.

W analizie bryt przewodzacych mozna wykorzysta¢ rownania catkowe dla pola
elektrycznego lub magnetycznego, natomiast w przypadku powierzchni otwartych —
rownania dla pola elektrycznego [5.1, 5.2]. Poniewaz rownania catkowe sa konstru-
owane wedlug odpowiednich warunkow brzegowych, numeryczne rozwigzywanie
tych rownan wymaga obliczania pola na powierzchni S. W omawianych dalej rowna-
niach zaktada si¢, ze powierzchnia S jest gladka. Nie znaczy to jednak, ze analizowany
obiekt nie moze zawierac ,,ostrych” krawedzi (eliminowatoby to z analizy, np. wspo-
mniane powierzchnie otwarte), a tylko stwierdzenie faktu, ze w procedurze numerycz-
nego rozwigzywania rownan nie bedzie si¢ umieszcza¢ tzw. punktow obserwacji na
tych krawedziach. W kontek$cie zastosowania metody momentow oznacza to, ze
kwadratury stosowane do numerycznego obliczania catek (3.8) Iub (3.9) nie moga
zawiera¢ punktow lezacych na krawedziach, a ewentualny osobliwy charakter poszu-
kiwanej wielkosci zostanie uwzgledniony w rozwiazaniu jedynie w przyblizony spo-
sob.
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5.1. Rownanie calkowe pola elektrycznego

Przypomnijmy teraz roéwnanie catkowe wprowadzone w punkcie 3.1, wynikajace
z koniecznosci spetnienia na powierzchni przewodnika warunku brzegowego dla pola
elektrycznego:

(jod(r)+Va(r), = ( jo L 1G5
1 (V- J() N
v/ e J; o G(r,r )dS jm (5.1

=(Ef(r))tan , res,

Roéwnanie (5.1) nazywa si¢ rownaniem catkowym pola elektrycznego (EFIE — ang.
Electric Field Integral Equation).

Zgodnie z zasadami rozwigzywania rownan, opisanymi w punkcie 3.2, przyjmuje
si¢, ze powierzchniowa gesto$¢ pradu wystepujacag w rownaniu aproksymujemy za
pomoca pewnego zbioru funkcji bazowych f:

J(r") = ﬁln £, ). (5.2)

n=1

Po podstawieniu (5.2) do réwnania (5.1) oraz wykonaniu testowania wynikowego
réwnania z wykorzystaniem tego samego zbioru funkcji (metoda Galerkina), otrzymu-
je sie uktad roéwnan liniowych:

(2. 11.1=17.], (5.3)
Zmn :]a)J‘ An (r)_fm(r)dS‘i‘jSV(pn(r)fm(r)dS

w ktérym:

-jor. ” ) £, () £, (r)dS'dS (5.4)
_jwim Js{v( jsvg £, (G(r, r’)dS)}. 1. (r)dS,
v, =[ E'()£,(ras, (5.5)

gdzie A, 1 @, — potencjaly, wektorowy i skalarny, wytwarzane przez rozklad pradu
opisany funkcjg bazowsg f,:

A (r)= ”j ') £, (K)dS', (5.6)
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1
jwAne

@,(r)=- [ Vi £,GG(r,r)as". (5.7)

Poniewaz funkcje bazowe opisujg prad ptynacy na powierzchni S, ich wykorzysta-
nie w charakterze funkcji testujgcych powoduje automatyczne wybranie w rownaniach
sktadowych pola stycznych do S.

5.1.1. Daszkowe funkcje bazowe

We wzorze (5.4) wystepuja dwa operatory rozniczkowania nabla, ktore trzeba
uwzgledni¢ w procedurze algebraizacyjnej. Sytuacja jest zatem podobna do opisanej
wzorem (4.17) dla przypadku analizy cienkiego przewodu. Wewngtrzny operator dy-
wergencji oddzialuje bezposrednio na funkcje bazowa, co sugeruje wybor zbioru
funkcji bazowych z klasy funkcji rézniczkowalnych. Do takich funkcji naleza po-
wszechnie stosowane w modelowaniu tzw. daszkowe funkcje RWG [5.3] — nazwa
pochodzi od inicjatéw pomystodawcow (Rao—Wilton—Glisson). Konstrukcja funkcji
RWG zaktada, ze powierzchni¢ S aproksymujemy z uzyciem odpowiednio matych
w stosunku do dlugosci fali elementow trojkatnych (rys. 5.1). Ten sposob aproksyma-
cji powierzchni wydaje si¢ najbardziej elastyczny w modelowaniu powierzchni o do-
wolnym ksztaltcie, cho¢ oczywiscie prowadzi do aproksymacji krzywizn ptaskimi
fatkami. Mozna przyjac, ze jezeli szczegélty geometryczne obiektu nie wymuszajg
bardziej subtelnej dyskretyzacji, boki trojkatow powinny mie¢ wymiary rzedu jednej
dziesiatej dtugosci fali. Funkcje¢ bazowa ,,rozpinamy” na dwoch sasiadujacych ze sobg
trojkatach w sposob pokazany na rysunku 5.2.

Funkcj¢ RWG definiujemy jako:

+ +
anl’l — pn , rfe 7';:
247 k'
(r')= - - , 5.8
f by _ Py FeT (5.8)
24, h,
0, rel OT,

gdzie A, A, — odpowiednio pola powierzchni trojkatow 7.7, T 5 h', h, — wysokosci
tych trojkatow, liczone od swobodnych wierzchotkéw do wspdlnej krawedzi, wektor
p, jest wektorem od swobodnego wierzcholka trojkata 7" do punktu ¥, gdy r'e T,
a wektor p, jest wektorem od punktu r' do swobodnego wierzchotka trojkata 7, , gdy
refT, .

Definicja (5.8) opisuje elementarny rozktad pradu narastajacy (od zera) od swo-
bodnego wierzchotka T,” do wspdlnej krawedzi /,, a nastepnie malejacy do swobod-

n’
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Rys. 5.1. Segmentacja przyktadowej powierzchni
z zastosowaniem elementow trojkatnych

(a)

(b)

Rys. 5.2. Definicja funkcji bazowej RWG:
(a) parametry geometryczne zwigzane z krawedzig n;
(b) rozktad pradu powierzchniowego

nego wierzchotka 7. Narastaniu amplitudy w trojkacie 7" towarzyszy rozptywanie si¢
pradu ze swobodnego wierzchotka, a zmniejszaniu amplitudy w trojkacie 7, — ,,scho-
dzenie” si¢ linii pradu w swobodnym wierzchotku, co ilustruje rysunek 5.2b. Podobnie
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jak w przypadku cienkich przewodow, w celu graficznego uwypuklenia trojkatnego,
,daszkowego” charakteru funkcji (5.8) oznacza si¢ ja czesto jako A”, gdzie indeks B
oznacza bryte (ang. body).
Dodatkowo z definicji wynikaja wlasciwosci:
(1) funkcja f, (czyli prad przeptywajacy pomiedzy trojkatami) jest styczna do kra-
wedzi trojkatow tworzacych pare, z wyjatkiem krawedzi wspolnej 7,
(2)na krawedzi wspoélnej sktadowa f, prostopadia do krawedzi przyjmuje warto§¢
1 i jest ciagla (cho¢ w ogolnym przypadku prad przeptywajacy przez krawedz
zmienia kierunek zgodnie z profilem zatlamania powierzchni),
(3)powierzchniowa dywergencja f, wymagana w obliczaniu elementéw macierzy
impedancyjnej (5.4) wyraza si¢ wzorem:

l
we T
Ve f, ()= _Lz_ij Yer (5.9)
4, h
0, rel UT;

Z wiasciwosci (1) 1 (2) wynika, ze na krawedziach trojkatow nie ,,powstaja” niefi-
zyczne tadunki liniowe, natomiast wlasciwos¢ (3) oznacza, ze gestos¢ powierzchnio-
wa tadunku elektrycznego zwigzanego z pradem, opisanym przez (5.8) rOwnaniem
ciaglosci, jest stala w obrebie trojkatow, natomiast catkowity tadunek zwigzany
z funkcjg bazowg f, jest zerowy.

Podstawienie (5.8) i (5.9) do (5.6) i (5.7) pozwala obliczy¢ potencjaty wektorowy
i skalarny, wytwarzane przez funkcj¢ bazowa RWG.

5.1.2. Macierz impedancyjna i wektor pobudzenia

Gdy stosuje si¢ funkcje bazowe (5.8), mozna analitycznie wyznaczy¢ wewnetrzng
pochodna w drugim sktadniku wyrazenia (5.4). Podczas obliczania pochodnej ze-
wnetrznej (gradientu potencjatu skalarnego) mozna postuzyc¢ sig (por. p. 4.3) catkowa-
niem przez czgsci:

J'S VO, - f,dS = J'm VO, - f,dS + jm VO, - f,dS
:mebnfm -ﬁdL+J-6T';chfm -hdL (5.10)

_J'U A .fmdS—L/;(anS £, dS,



70 Rozdziat 5

gdzie 8T, — suma krawedzi (brzeg) trojkata T, i — wektor jednostkowy normalny do
tej krawedzi, lezacy w plaszczyznie trojkata, skierowany na zewnatrz. Calki liniowe
w (5.10) wynikaja z zastosowania twierdzenia Gaussa:

Iﬁvs '(@fm)dS=LTj<121fm -adL . (5.11)

Zauwazmy, ze f, -n obliczane na 0T, przyjmuje warto$¢ 1 dla punktow lezacych
na krawedzi / , a zero na pozostatych dwoch krawedziach (por. wiasciwoscei (1) 1 (2)

funkcji RWG). Z kolei na 07, warto$¢ f, -n wynosi —1 dla punktow lezacych na /,

(n jest skierowany na zewnatrz 7, a f, do wewnatrz), a zero na pozostatych dwoch
krawedziach. Jezeli potencjal @, jest ciaggla funkcja potozenia punktu obserwacji:

L @, f, - ndL+j DS, L =0 (5.12)

oraz w konsekwencji:

qu -fmdS:—Ir@nVS -fmdS—jr OV f,dS. (5.13)

Przy odpowiednio subtelnej dyskretyzacji potencjaty wektorowy i skalarny sg na tyle
wolnozmiennymi funkcjami punktu obserwacji, ze w obrebie trojkata mozna przyjac:

J-TiAn (r)-fm(r)dS;An(rf)Li £, (r)as, (5.14)

[ @,V 1, (nas=a,( jv £, (r)ds (5.15)

gdzie r* — §rodek geometryczny trojkata T,
zatem:

IT[’

J, +An(r)'f,,,(r)dS+J' A,(0)-f, (r)ds

(5.16)
= 4,(re") j £, (r)dS + A, ( j £, (r)ds.
Catki po prawej stronie (5.16) oblicza si¢ analitycznie, otrzymujac [5.3]:
jﬁ A (r)- £, (r)ds + L A (r)- £, (r)dS
' ' (5.17)

c+ c—
1 A, 2 () 2|

gdzie p." — wektor p. (por. rys. 5.2) dla punktu potoZzonego w geometrycznym $rodku
T, (czyli wskazywanego przez ro*).
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Podobnie, obliczajac catki po prawej stronie (5.15), mamy:
—IT’; OV - f.dS —IT”; V- fdS=zl,|-@,(r )+, ()], (5.18)

Ostatecznie, po podstawieniu (5.17), (5.18) do (5.4), mozemy obliczy¢ elementy
macierzy impedancyjnej:

z, ;ja)lm{An(r;*). /’;f +An(r,;).%}+zm [2,(r)-2,(r57)]. (5.19)

W formule (5.19), w obliczaniu potencjalu wektorowego i skalarnego dla geome-
trycznych $rodkow trojkatow, moze zajs¢ sytuacja, gdy punkt obserwacji bedzie znaj-
dowatl si¢ w obszarze (trdjkacie) zrédlowym. W funkcji Greena (2.18) wystapi wtedy
dzielenie przez zero i funkcje podcatkowe w (5.6) i (5.7) beda mialy charakter osobliwy.
Osobliwos¢ ta ma charakter staby, co oznacza, ze nawet w tym przypadku catki w (5.6)
1(5.7) sa zbiezne, cho¢ procedura ich obliczania wymaga wtedy szczegdlnej uwagi [5.2].

Podobnie jak catkg¢ we wzorze (5.4), zwigzang z potencjatem wektorowym, mozna
obliczy¢ catke (5.5) definiujaca elementy wektora pobudzenia. Zakltadajac, ze pole
padajace w obrgbie trojkata stanowigcego czes¢ funkeji testujacej mozna aproksymo-
wac warto$cig w geometrycznym $rodku tego trojkata, otrzymuje sie:

Vo= [ E' )£, (r)ds=[ E'(r)- £,(r)as+[ E'(r)- £, (r)ds

o+ o (5.20)
< B ) 2 () 2|

5.2. Rownanie calkowe pola elektromagnetycznego

Podejsciem alternatywnym w stosunku do zaprezentowanego w punkcie poprzednim
jest sformutowanie zagadnienia na podstawie warunkéw brzegowych dla pola magne-
tycznego. Zatdzmy, ze mamy do czynienia z metalowym obiektem opisanym przez
gladkg, zamknigta powierzchni¢ S. Mozna teraz sformulowa¢ warunek brzegowy, we-
dhug ktorego stwierdza sig, ze sktadowa styczna wypadkowego natgzenia pola magne-
tycznego, obliczana tuz pod powierzchnig S, musi by¢ zerowa, poniewaz we wngtrzu
idealnego przewodnika pola elektryczne i magnetyczne znikaja. Mozna zapisaé [5.2]:

ax(H (r)+ HS(r))=0, relims, (5.21)

gdzie symbol r TS oznacza, ze powierzchnia S osiagana jest przez punkt obserwacji
,,0d wewnatrz”.
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Wyrazajac wtorne pole magnetyczne poprzez potencjat wektorowy (2.20):

H' (1) =2V x () =V > [ J()G(r.r)dS’
4rds

# | (5.22)
=—/| VG(r,r')xJ(r')ds,
4mds
otrzymuje si¢:
ﬁx(Hf(r)+ij VG(r,r')xJ(r')dS'ij, relims. (5.23)
4 ds TS

Roéwnanie (5.23) jest prostsze w zapisie od rownania (5.1), jednakze operator r6z-
niczkowania funkcji Greena w (5.23) prowadzi do zwigkszenia rzedu osobliwosci
funkcji podcatkowe;j:

1+ jkR
2

F e R, (5.24)

VG(r, r’) =
gdzieR=r—r',R=|Rl, R=R/R.
Wynikajaca z (5.24) osobliwos¢ rzedu 1/ R* powoduje, ze catka w (5.23) nie jest
zbiezna w zwyktym sensie. Mozna natomiast dokonaé ekstrakcji osobliwosci za po-
mocg odpowiednio przeprowadzonej procedury przechodzenia do granicy, wyodrgb-
niajac czg$¢ osobliwg [5.1, 5.2, 5.4], co prowadzi do zapisu:

J(’)—ﬁx(LPVI VG(r,r')xJ(r’)dS’]:ﬁxHi(r), resS, (525)
4n S

gdzie symbol PV oznacza, ze calka jest obliczana w sensie wartosci gtownej (ang.
principal value) Cauchy’ego, tj. z pomini¢ciem (w granicy) punktu osobliwego. Row-
nanie (5.25) nazywa si¢ rOwnaniem catkowym pola magnetycznego (MFIE — ang.
Magnetic Field Integral Equation). Zaniedbanie w rownaniu (5.25) wzajemnych inte-
rakcji pradu i pola na powierzchni S, czyli pominigcie catki, prowadzi do przyblizenia
nazywanego optyka fizyczng (PO — ang. physical optics) [5.5].

Réwnanie catkowe pola magnetycznego mozna rowniez uzyska¢, wychodzac od
warunku brzegowego (2.40) sformutowanego ,,tuz na zewnatrz” powierzchni S:

ax(H (r)+H* (r)=J(r), relims. (5.26)

Stosujac procedur¢ wyodrebniania osobliwosci, z uwzglednieniem, ze tym razem
punkt obserwacji osiaga S od zewnatrz, co wskazuje oznaczenie r ¥ S, uzyskuje sie
ponownie rownanie (5.25).

Stosujac do réwnania (5.25) metode momentdéw w sposob podobny jak dla réwna-
nia (5.1), to jest aproksymujgc powierzchniowy rozktad pradu poprzez (5.2) i wykonu-
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jac testowanie z uzyciem jako funkcji testujacych funkcji uzytych w aproksymacji
(5.2), otrzymuje si¢ uktad rownan liniowych analogiczny do (5.3), w ktérym:

z, :J {M—ﬁx(LPV [ VG(r.r)<s, (mds'ﬂ. £, (r)ds
sL 2 47 N
(5.27)

(r)- £, () I N £ ()dS" ;
:JS%dS_JS(EPVLVG(r,r )><fn(r )dS j(fm (’”)X”)dS’

v, =] (ixH (r)- £, (r)as (5.28)

Jesli powierzchnia S jest aproksymowana za pomocg ptaskich fragmentéw (trojka-
tow), w obliczaniu (5.27) nie wystepuje koniecznos¢ obliczania catki dla trojkata za-
wierajacego punkt osobliwy. Dla wszystkich punktéw tego trojkata, z wyjatkiem
punktu osobliwego (a ten zostal z obliczen wylaczony, poniewaz catke oblicza si¢
w sensie warto$ci gtownej), wektory VG oraz f, obecne w wyrazeniu podcatkowym
leza w plaszczyznie elementu powierzchni. Ich iloczyn wektorowy jest zatem normal-
ny do powierzchni, a zatem druga catka w (5.27) ma warto$¢ zero.

W przypadku zastosowania w aproksymacji pradu funkcji RWG pierwszg catke we
wzorze (5.27) mozna obliczy¢ numerycznie, stosujgc definicje (5.8); ta catka jest nie-
zerowa wtedy, gdy m = n lub gdy dziedziny funkcji f, 1 f,, zachodza na siebie (jeden
z trojkatow, na ktorych sg zdefiniowane, jest wspolny).

Druga catke we wzorze (5.27) uzyskuje si¢ w ten sposob, ze catke zewnetrzng ob-
licza sig, zakladajgc, jak w punkcie 5.1, ze funkcje podcatkowe w obrebie trojkatow
aproksymuje si¢ ich wartosciami w $rodku danego trdjkata, natomiast calke we-
wnetrzng oblicza sig, stosujac typowe algorytmy catkowania numerycznego. Jak
wspomniano, gdy punkt obserwacji lezy w obrebie trojkata, na ktorym jest rozpigta
funkcja zrodtowa, odpowiadajaca mu catka zewnetrzna jest rowna zeru, mamy wiec:

1 ’ ! ! ~
fS(HPVLVG(r, r')x £, (r')dS )-(fm (r)xn)ds
1 c+ ! ! ’ ~
;(4—KPVJ'SVG(rm )% £, (r)dS j'.[m(fm (r)xn)ds
1 c— 1 ' ' ~
+[EPVJ.SVG(rm )< f, () dS J.Lm(fm(r)xn)ds (5.29)

— lm c+ 1 , , pﬁ;rxﬁ;
_E|:(PVJ.SVG(V’" o F )an (l" )dS )T

+(PVJ-SVG(r,;'_, r') xf (r')dS') I)L’”_%}
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Catke (5.28) oblicza si¢ podobnie jak catke (5.5) w punkcie 5.1:
v :Is(ﬁxHi(r))-fm (r)ds

B L(ﬁfo (r)- £, (r)dS +IT (axH'(r))- £, (r)dS (5.30)

m

(1)) 5 et () |

We wzorach (5.29) i (5.30) 7, oznacza jednostkowy wektor normalny do po-
wierzchni trojkata T, skierowany na zewnatrz S.

5.3. Powierzchnie otwarte

Roéwnania catkowe pola elektrycznego i magnetycznego przedstawione w poprzed-
nich punktach wyprowadzono po zalozeniu, ze powierzchnia S jest powierzchnia za-
mknigta, tzn. otacza bryle o niezerowej objetosci. Jak zauwazono we wprowadzeniu
do rozdziatu 5, w wielu praktycznych zagadnieniach wystepuja obiekty, dla ktorych
lepsza aproksymacja wydaja si¢ powierzchnie otwarte. Rozwazmy stosowalno$¢ opi-
sanych rownan catkowych w analizie tego typu problemow.

Na rysunku 5.3 pokazano punkt wyjscia dla dalszej analizy — bryte o niewielkiej
objetosci V, ograniczong powierzchnig sktadajaca si¢ z dwoch potozonych blisko sie-
bie fragmentow S, 1 S,, dla ktorych zdefiniowano wektory normalne, wskazujace na

& U .

(E\ H)

(E' H)

Rys. 5.3. Metalowa bryla o zanikajacej objgtosci
& U
E.H S

E H

Rys. 5.4. Metalowa bryta zastagpiona wypadkowym rozktadem pradu
zdefiniowanym na otwartej powierzchni S
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zewnatrz, n, i n,. Interesuje nas przypadek, gdy S, — S, czyll V' — 0. Wtedy po-
wierzchnie S; i S, staja si¢ jedna (otwarta) powierzchnia S, a n, =—n, =—n.
Roéwnanie catkowe pola elektrycznego mozna zapisa¢ jako:

(E'(r)+E*(r)),, =0, reS uUsS,. (5.31)

Pole rozproszone E* jest dane przez:

Eﬁ(r):_]a)ij. Jl(r,)G(r,r')dS'—i-V 1 VS'J](V)G(r’rr)dSV
4w Js, dne ),  jo
(5.32)

—jw—j J,(r)G(r,r')dS’ +V471t(g L Vs 'J_J;(r )G(r,r')dS’,

gdzie przez J, i J, oznaczono prad powierzchniowy plynacy (w konfiguracji zastep-

czej) odpowiednio po powierzchniach S, 1 .S,.
Jezeli §, —» S, =S, to otrzymuje sig:

E' ()= jo [ (1)1, ()G(r. ) ds

Ly L JV'S-(JI(V')JrJz(r')) (5.33)
S

‘ G(r,r')ds’,
dne jo

czyli pole E° mozna potraktowac jako wytwarzane przez sumaryczny prad J, +J,
ptynacy po obydwu stronach § [5.2]. Rownanie (5.31) dla obydwu stron powierzchni
jest identyczne, mozna wigc potraktowac analizowang sytuacje jak przedstawiong na
rysunku 5.4, gdzie zamiast dwoch powierzchni S, i1 S, z rozktadem pradu J, i J, jest
pojedyncza, otwarta powierzchnia S z wypadkowym pradem J = J, + J,.

Komentarza wymaga aproksymacja pradu wypadkowego w poblizu krawedzi po-
wierzchni S. W zagadnieniu z rysunku 5.3 jest mozliwy przeptyw pradu pomigdzy S,
1S,, w przypadku zatem dyskretyzacji sumarycznej powierzchni za pomoca elemen-
tow trojkatnych oraz aproksymacji pradu powierzchniowego daszkowymi funkcjami
RWG, dla krawedzi trojkatow lezacych na konturze taczacym obydwa fragmenty po-
wierzchni definiujemy stosowne funkcje bazowe. W przypadku granicznym z rysunku
5.4, takie funkcje bazowe znikaja, poniewaz oba trojkaty stanowigce dziedzing funkcji
RWG staja si¢ jednym trojkatem, po ktérego obu stronach, zgodnie z definicja (5.8),
ptynie prad o przeciwnym znaku. Prad wypadkowy, bedacy suma pradow po obu stro-
nach powierzchni, jest tu zatem zerowy. W interpretacji fizycznej oznacza to, ze prad
prostopadty do krawedzi powierzchni S musi by¢ zerowy, gdyz inaczej na tej krawedzi
gromadzitby si¢ tadunek elektryczny.

W przypadku aproksymacji wypadkowego rozktadu pradu ptynacego po otwartej
powierzchni S nie definiuje si¢ zatem funkcji bazowych dla krawedzi trojkatow aprok-
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symujacych kontur S. Ten fakt powoduje, ze dla powierzchni otwartych, w dalszym
ciggu dla wszystkich krawedzi sluszne jest stwierdzenie (5.12) i mozna zastosowac
rozumowanie opisane wzorami (5.10)—(5.13), pozwalajace unikng¢ obliczania gra-
dientu potencjatu skalarnego.

Reasumujac, dla otwartych, nieskonczenie cienkich powierzchni zbudowanych
z idealnego przewodnika mozna zastosowa¢ metode analizy opisana w punkcie 5.1,
bazujaca na rownaniu catkowym pola elektrycznego. Obliczany zastgpczy rozktad
pradu ma wtedy charakter sumarycznego pradu ptynacego po obu stronach analizowa-
nej powierzchni.

Przeprowadzmy teraz podobne rozwazania dla roéwnania pola magnetycznego.
Zapisujac rownanie (5.21) obiektu z rysunku 5.3, otrzymuje si¢:

A x(H (r)+ H (r)) =0, relims,, (5.34)
i, < (H (r)+ H (1)) =0, relims,, (5.35)

gdzie wtorne pole magnetyczne jest dane jako:

s 1 ’ ’ ’
H (r)=EJ‘SlVG(r, r')xJ,(r')dS

| (5.36)
+—| VG(r,r')xJ,(r')dS'".
4mJs,
Wyodrebniajac z catek w (5.36) czgéci osobliwe, otrzymuje sie:
4, (r) - i, x(iPVj VG(r,r')xJ, (r')dS’
2 4r S
. (5.37)
+4—PV S VG(r,r')xJ, (r')dS'j =axH'(r), res,
T 2
J(r) —-n, x(LPVJ. VG(r, ¥ )xJ,(r)dS’
2 4n S
(5.38)

1 ' ’ rl_~ i
+EPVJ.SZVG(r,r)xJz(r)de—nsz (r), res,.

Przechodzac do granicy S, — S, =S, n, =—n, =—n, nalezy takze wyodrebni¢ cze-
$ci osobliwe z pozostatych dwdch catek w (5.37), (5.38). Po wykonaniu tej operacji
oba roéwnania przybierajg forme:
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J,(r)-J,(r) . 1 ' ! ' '
f—nx(EPVLVG(r,r )><(J1 (r )+J2 (r ))dS) (5.39)

=axH (r), res.

Roéwnanie (5.39) nie jest poprawne dla punktow lezacych na krawedzi przewodni-
ka, gdyz przy uzytym wyodrebnianiu osobliwo$ci zaktada si¢, ze powierzchnia S jest
gtadka. Réwnanie to nie zawiera ponadto informacji wystarczajacej do obliczenia ani
sumy J, +J,, ani osobno pradéw J, i J, [5.2]. Rownanie catkowe dla pola magne-
tycznego nie nadaje si¢ zatem do analizy rozpraszania fal elektromagnetycznych przez
otwarte, nieskonczenie cienkie powierzchnie zbudowane z idealnego przewodnika.

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze rownanie catkowe pola elektrycznego ma
szerszy zakres stosowalnos$ci, nadaje si¢ bowiem do analizy zar6wno powierzchni za-
mknigtych, jak i otwartych. Co wiecej, mozna wykazac, ze to rGwnanie tatwo uog6lnic¢
na przypadek, gdy obiekt zawiera kilka fragmentdw powierzchni majacych wspdlna
krawedz. Metoda analizy jest wtedy taka sama jak streszczona w rozdziale 4 metoda
analizy struktur wieloprzewodowych. Role trojkatnych funkcji bazowych przejmuja
teraz daszkowe funkcje RWG, a dla krawedzi wspolnej (ztacza) definiuje sie funkcje
bazowe w liczbie o jeden mniejszej niz liczba potgczonych fragmentéw (por. rys. 4.3).

Za pomocg rownan pola elektrycznego jest tez mozliwe modelowanie struktur zawie-
rajacych zaré6wno fragmenty powierzchni, jak i cienkie przewody. Algorytm analizy
tego typu zagadnien zaktada, Ze rozklad pradu w przewodach aproksymuje si¢, stosujac
opisane w rozdziale 4 przyblizenie cienkoprzewodowe i funkcje trojkatne, rozktad pradu
w metalowych powierzchniach — za pomoca funkcji daszkowych. Podobnie podczas
procedury testowania rownan, dla warunku brzegowego na pobocznicy przewodu stosu-
je sie funkcje trojkatne, a dla warunku brzegowego na metalowej powierzchni — funkcje
RWG. Algorytm wymaga uzupetnienia w sytuacji, gdy cienki przewod oraz metalowa
powierzchnia stykaja si¢ ze soba. Konieczne jest wtedy zdefiniowanie specjalnych funk-
cji bazowych opisujacych przeptyw pradu przez takie potaczenie. Stosowne funkcje
zostaty zdefiniowane przez Hwu, Wiltona i Rao [5.6]. Inny, prostszy w implementacji
rodzaj funkcji bazowych zaproponowali Zheng i Michalski [5.7, 5.8].

5.4. Obiekty o symetrii obrotowej

W przypadku obiektéw duzych elektrycznie aproksymacja powierzchni za pomoca
elementow trojkatnych o rozmiarach rzgdu jednej dziesiatej dtugosci fali prowadzi do
znacznej liczby funkcji bazowych opisujgcych poszukiwany powierzchniowy rozktad
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pradu elektrycznego, a co za tym idzie, do koniecznos$ci rozwiagzywania uktadow row-
nan liniowych o bardzo duzej liczbie niewiadomych wspotczynnikow.

Liczbe niewiadomych mozna znacznie ograniczy¢, jezeli badana struktura odzna-
cza si¢ symetrig geometryczng. Przyktadami sg tu symetria odbiciowa, translacyjna
(struktury periodyczne), dla ktorych dyskretyzacji poddajemy fragment struktury,
a obecnos¢ pozostatych czesci uwzgledniamy przez odpowiednie modyfikacje funkcji
Greena [5.2], czy tez tytutowa symetria obrotowa [5.9, 5.10].

Obiekt charakteryzuje si¢ symetrig obrotowa, jezeli po obrocie o dowolny nieze-
rowy kat wokot pewnej osi jego geometria nie ulega zmianie. W przypadku po-
wierzchni S oznacza to, ze obiekt mozna jednoznacznie opisa¢ za pomocg osi obrotu
oraz tzw. linii tworzacej L (por. rys. 5.5). Dla tego typu bryly (okreslanej w literaturze
anglojezycznej mianem Body of Revolution, w skrécie BoR) mozna zauwazy¢, ze na
powierzchni S zarowno gestos¢ pradu powierzchniowego oraz zwigzany z nim tadu-
nek powierzchniowy, jak i pola elektryczne i magnetyczne sg okresowymi funkcjami
azymutalnej wspotrzednej ¢. Sugeruje to, ze w opisie wymienionych wielko§ci mozna
si¢ postuzy¢ rozktadem w trygonometryczny lub wyktadniczy szereg Fouriera.

Rozwazmy ponownie réwnanie caltkowe pola elektrycznego. Elementy macierzy
momentdéw dla dowolnych funkcji bazowych u, i wagowych w,, dane sa formutg (5.4),
ktorg w przypadku zastosowania funkcji rézniczkowalnych i zapewniajacych zerowa
sktadowa normalng gestosci pradu na krawedziach powierzchni otwartych (por. dys-
kusja w p. 5.1.2) mozna zapisa¢ w postaci:

Zyy = Joof A, (1)-w, (1)dS - [ @, (r)V-w, (r)ds

=J J (jwiG(r, u, (r')-w, (r) (5.40)
sJs 4n
1

+ G(r, r’)(V'S -un(r'))(VS -wn(r))de’dS.

jwidne

Obliczenia najwygodniej mozna przeprowadzi¢ w biegunowym uktadzie wspot-
rzednych ( P> Z, ¢) Funkcja Greena jest wtedy obliczana jako:

e—jk\/pz+p'2—pr’008(¢—¢’)+(z—2')2

G(r.r)=G(p.z.p' 2. f¢)=

.(5.41)

\/p2 +p? =2pp'cos(¢—¢)+(z—2')

Istotne w aspekcie dalszych rozwazan jest zwrocenie uwagi, ze funkcja Greena
zalezy od réznicy ¢ —¢' wspodtrzednych azymutalnych punktu obserwacji i zrodtowe-
g0, a nie od indywidualnych wartosci ¢ i ¢'.

Funkcje bazowe i wagowe musza mie¢ zdefiniowane dwie skladowe: sktadowsa
rownolegla do tworzacej oraz sktadowa prostopadla do tworzacej, ktoéra nazywa si¢
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A©2)

Rys. 5.5. Bryta obrotowa powstata w wyniku obrotu wokot osi (z) linii tworzacej L

sktadowg azymutalng. Sktadowa rownolegla wygodnie jest opisa¢ z wykorzystaniem
lezacego w plaszczyznie ( P,z ) wektora ¢ (por. rys. 5.5) stycznego do tworzacej. Kie-
runek tego wektora zalezy od potozenia na L, rozrdznia si¢ zatem wektor styczny dla
punktu zrédtowego ¢ oraz obserwacji £, natomiast samo potozenie tych punktéw na L
okresla si¢ za pomoca pomocniczego parametru, odpowiednio, ¢ lub ¢, mierzonego
wzdhiz krzywizny (por. rys. 5.6). Zmienna ¢ () wskazuje pierscien, na ktérym znajdu-

Pierscien ¢, na ktorym
znajduje si¢ punkt obserwacji

L

Pierécien ¢', na ktérym

Rys. 5.6. Tworzaca L, parametry zwigzane z punktami zrédlowym
i obserwacji oraz zdefiniowane na tworzacej funkcje A i I1
wykorzystywane w konstrukcji funkcji bazowych i wagowych
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je si¢ punkt obserwacji (zrédtowy), natomiast lokalizacja samego punktu wymaga
uzupetnienia o wspétrzedna azymutalng ¢(¢').

Aproksymujmy tworzaca L liniag tamang o weztach (to =0, tl,---,tN) oraz wpro-
wadzmy funkcje pomocnicze (por. rys. 5.6):

t_[i—l
;=1 ,
lin—1 ]

A()=3— re(t,t,), i=1.,N-1, (5.42)
t—t

i+ i

0, L2ty i)

te(t_.t,)

oraz

1, te(t .t
H,.(t):{ &(t1) i=1,.., N, (5.43)

0, te(t.1)

Zdefiniujemy teraz dwa zbiory funkcji bazowych. Funkcje przeznaczone do opisu
sktadowej pradu ptynacej rownolegle do tworzace;:

ul"' (', ¢4') :i,An (¢)et (5.44)
P

n

oraz prostopadle do tworzacej:
ul? (¢, ¢') =11, (e ¢’ . (5.45)

Funkcje (5.44) i (5.45) maja charakter funkcji segmentowych wzdtuz tworzacej L,
natomiast funkcji typu entire domain wzdtuz wspoirzednej azymutalnej. Czynnik 1/p'
obecny w definicji (5.44) zapewnia odpowiednig aproksymacje pradu dla punktéw
lezacych na osi (z). Wykorzystanie tego typu aproksymacji jest rownowazne rozwinie-
ciu powierzchniowej gestosci pradu w wyktadniczy szereg Fouriera:

J(1'¢')= i [Zl” ’—An(t )¢ +21P~¢Hn(t')¢3'}fp¢'. (5.46)
p=—0\ n=1 p

Dla kazdego rodzaju azymutalnego oznaczonego indeksem p aproksymacja (5.46)
wymaga znalezienia 2 N —1 nieznanych wspotczynnikow.
Jako funkcje wagowe wykorzystamy funkcje sprzgzone do (5.44), (5.45):

w' (¢, 4) :—A (t)e /"t (5.47)
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wif(1,4)=T1,()e . (5.48)

Jest to rownowazne zastosowaniu schematu Galerkina wraz z testowaniem opisa-
nym przez (3.8).

Konsekwencje zastosowania zdefiniowanych funkcji bazowych i wagowych poka-
zano na przyktadzie funkcji (5.45) 1 (5.48). Poszukuje si¢ zatem elementow macierzy
momentow, ktore opisuja azymutalne pole (funkcja (5.48)) wytwarzane przez azymu-
talny prad (funkcja (5.45)). Elementy te oznaczono symbolem Z» #  gdzie zamiast
dwoch indeksoéw identyfikujacych funkcje bazowsa i wagowa w (5.40) zgodnie z defi-
nicjami s3 teraz cztery indeksy, poniewaz kazda z funkcji bazowych i wagowych jest
opisana dwoma indeksami identyfikujacymi jej potozenie na tworzacej L oraz rodzaj
azymutalny.

Po podstawieniu do (5.45) i (5.48) do (5.40) otrzymuje sig:

n n

szn| [ [ [ wsnon.oens
T
) (5.49)
o(r, (") o(11,, (r)e™
e )
jodne | p o¢ P o9

gdzie wykorzystano fakt, ze dywergencja powierzchniowa we wspotrzednych (t, ¢)
jest dana wzorem:

VS~J=%8(’S;]t) 1%/; (5.50)
Biorac pod uwagg, ze:
#-p=cos(¢p-¢), (5.51)
po wykonaniu rézniczkowan oraz podstawieniu & = ¢ — ¢', otrzymuje sig¢:
ZP:9 = j f {]w—H (¢)11,, (t)J. Ge " cosada
(5.52)

pr —H (¢ ) Hm (t)jn Ge_j"“da}(J-n ej(’”)“’/dqﬁ')pp’dL'dL.
jodne p' - -n
Czynnik " ellr ”Wd;b’ bedzie wystgpowat dla wszystkich kombinacji funkcji ba-

zowych (5.44), (5.45) i wagowych (5.47), (5.48), poniewaz jego obecnos¢ w (5.52)
wynika wylacznie z obecno$ci funkcji eksponencjalnych w definicjach tych funkcji.
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Jednoczes$nie:

P on, p=
[ e-/<P'>¢d¢'={O” P ir (5.53)
o > PFT

wylacznie zatem elementy macierzy momentow, dla ktorych p = r beda niezerowe.
Oznacza to brak oddziatywan pomiedzy pradem i polem nalezacymi do réznych
rodzajow azymutalnych, a w konsekwencji prowadzi do wniosku, ze wyj$ciowe row-
nanie calkowe mozna rozwigzywac niezaleznie dla poszczegolnych rodzajow azymu-
talnych.
Koncowy uktad réwnan liniowych dla kazdego rodzaju azymutalnego ma postac:

[[z,f;,;”] [z "[15”]]:[[‘/5”]], (5.54)

|:ZP»¢f:| [ZP,W |:]f,¢:| I:anw’

gdzie (poniewaz p = r) podwdjne indeksy przy oznaczeniach podmacierzy zastapiono
pojedynczym indeksem p.

Elementy poszczegdlnych podmacierzy oblicza si¢ podobnie jak we wzorze (5.53).
Wygodnie jest wprowadzi¢ oznaczenie:

mn

J:G(p, z,p, 2 a)e "da = G,(pz.p.2). (5.55)
Latwo wykazac, ze:
n . G +G
J Geosae " da =% , (5.56)
n , G _ -G
I Gsinae "*da = p—12 : 2L (5.57)
x ]

Potrzebne iloczyny skalarne wektorow jednostkowych, wynikajace z podstawienia
definicji funkcji bazowych i wagowych do (5.40), oblicza si¢ jako [5.10]:

t'-t =sinvsinv'cos(4—¢') +cosvcosv', (5.58)
i'-¢=—sinv'sin(g—¢'), (5.59)
¢ -i=sinvsin(p-¢'), (5.60)

gdzie v'(v) oznacza kat, jaki z osia (z) tworzy wektor #' (7).
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Ostatecznie otrzymuje si¢:

' G, +G
zht :J J {%An (t)A,, (t)(sinvsinv’%
LY L

+cosveosv'G, |+ L (t)aA’"(t) , (dL'dL,
7] 2jwe ot ot

VAME J‘J{awﬂ (t)A,, (t)smv

P H()éA (t)
20ep'

G,,.—-G
Zril)nw J j {a)luA (t )H (Z)Slnv %

_p_OA, (")
Za)gp ot

+G
zh¥ = JJ{"’WH (), (z)%

—H ()L n,()G }pp'dL'dL.
2]0)5 yod Yo,

(5.61)

(5.62)

} p'dL'dL,

(5.63)
01, (1) G } pdL'dL,

(5.64)

J’_

Elementy wektora pobudzenia oblicza si¢ ze wzoru (5.5), podstawiajac definicje
(5.47)1(5.48):

an’”=L(I ‘(t.9)-1 ‘”’"d¢)A (¢)dL, (5.65)

yed = fL(jE (t,0) ¢3eﬂ’¢d¢)nm (t) pdL . (5.66)

Latwo zauwazy¢, ze czynniki w nawiasach okraglych w (5.65), (5.66) stanowia
wspotczynniki rozktadu odpowiednich sktadowych pola padajacego w wyktadniczy
szereg Fouriera.

Procedurg podobng do przedstawionej powyzej mozna zastosowac do rozwigzywa-
nia rownania catkowego pola magnetycznego [5.11].
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Komentarza wymaga liczba rodzajow azymutalnych, jaka nalezy uwzglednic
w aproksymacji (5.46) w celu uzyskania satysfakcjonujacego rozwigzania. Ta liczba
zalezy od charakteru pola pobudzajacego oraz wielkosci elektrycznej badanego obiek-
tu. Przyktadowo fala ptaska padajaca wzdhuz osi symetrii bryly jest opisana wytacznie
dwoma wspodtczynnikami Fouriera p =+1, w analizie zatem takiego przypadku wy-
starczy ograniczenie obliczen do dwdch rodzajow azymutalnych. W przypadku ogdl-
nym przyjmuje si¢ aproksymacje rozktadu pradu:

P N-1 N
VUNAEDY [Zlf”i,/\n )¢+ 1271, (t')&'JefW” (5.67)
p=—P\ n=1 p n=1

Wilton podaje [5.2], ze nalezy przyjac:
P~kp,,., (5.68)

gdzie k jest stala propagacji, a p,,, 0znacza najwigksza warto$¢ p na pobocznicy bryty
obrotowe;j.

Alternatywnym sposobem uzyskania wzorow (5.61)—(5.66) jest sformulowanie
osobnego rownania catkowego dla danego rodzaju azymutalnego, a nast¢pnie rozwig-
zywanie go za pomoca odpowiednikdéw uzytych tu funkcji bazowych i wagowych,
pozbawionych cztonu eksponencjalnego. Podej$cie takie ma t¢ zalete, ze w sposob
naturalny uzasadnia zmiane znaku w czlonie eksponencjalnym funkcji wagowych
(5.47), (5.48) w stosunku do funkcji bazowych (5.44), (5.45). Przedstawiony wariant
wyprowadzenia lepiej, zdaniem autora, podkresla, ze rozwigzuje si¢ w istocie te same
co w przypadku trojwymiarowym roéwnania catkowe, z zastosowaniem innego, spe-
cjalnie dostosowanego do geometrii, wariantu metody momentow.

5.5. Przyklady obliczeniowe

5.5.1. Doskonale przewodzaca plyta oSwietlona falg plaska

Pierwszy z prezentowanych przyktadow dotyczy zagadnienia, w ktorym liniowo
spolaryzowana fala ptaska pada na kwadratowg ptyte wykonang z idealnego przewod-
nika, z kierunku normalnego do powierzchni plyty, przy czym wektor pola elektrycz-
nego jest spolaryzowany wzdtuz boku kwadratu (rys. 5.7).

Poniewaz powierzchnia S jest powierzchnig otwarta, nalezy skorzysta¢ z rbwnania
catkowego pola elektrycznego oraz funkcji RWG. W pierwszym cyklu obliczeniowym
przeanalizowano rozktad pradu w ptycie o wymiarach A x A. Plyte podzielono na 110
prostokatow (10 x 11), a kazdy prostokat na dwa elementarne trojkaty (220 trojkatéw).
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Rys. 5.7. Fala ptaska padajaca prostopadle na kwadratowa ptyte
wykonang z idealnego przewodnika

8,0

7,0 | ® Przekrdjaa' - 309 funkcji RWG
A Przekrdjbb'- 309 funkcji RWG
F —>— Przekrdjaa' - 1219 funkcji RWG
—+— Przekrdj bb'- 1219 funkcji RWG

05 -04 -03 02 01 00 01 02 03 04 0,5
x/A, y/A

Rys. 5.8. Rozktady dominujacej sktadowej pradu w dwoch przekrojach kwadratowej plyty
o wymiarach A x A, obliczone z uzyciem dwoch dyskretyzacji
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=
2,5 |
2,0
1,5
1,0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

25 -20 -15 -10 -05 00 OS5 1,0 1,5 2,0 25
x/A, y/A
Rys. 5.9. Rozktady dominujacej sktadowej pradu w dwoch przekrojach kwadratowej plyty
o wymiarach 54 x 54

Z tréjkatow zbudowano 309 daszkowych funkcji bazowych. Nastepnie wykonano
obliczenia dla tej samej konfiguracji, tym razem z podzialem na 840 trdjkatow,
z ktorych wygenerowano 1219 funkcji bazowych. Poréwnanie wynikéw pokazano na
rysunku 5.8. Czytelnik moze takze poréwnac otrzymane wyniki z podanymi w pracy
[5.3]. Nastgpnie wykonano podobne obliczenia dla ptyty o wymiarach 54 x54. Uzyto
5100 trojkatow tworzacych 7549 funkcji bazowych (rys. 5.9).

Zardéwno na rysunku 5.8, jak 1 5.9 widoczny jest osobliwy charakter pradu plyna-
cego rownolegle do krawedzi metalowe;j ptyty.

5.5.2. Doskonale przewodzgca sfera oSwietlona falg plaska
— problem wewnetrznych rezonansow

Kolejny przyktad dotyczy metalowej sfery oswietlonej ptaska falg elektromagne-
tyczna (rys. 5.10). Poniewaz mamy do czynienia z brytg zamknigta, w analizie mozna
wykorzysta¢ zar6wno rownanie catkowe pola elektrycznego (EFIE), jak i rownanie
catkowe pola magnetycznego (MFIE). Mozna tez skorzysta¢ z algorytmu w peini
trojwymiarowego, opisanego w podrozdziatach 5.1 1 5.2, oraz z algorytmu przezna-
czonego dla bryt obrotowych (podrozdziat 5.4). W tym ostatnim przypadku szczegol-
nie korzystne jest zalozenie, ze fala pada wzdtuz osi z, gdyz, wymaga to uwzglednie-
nia w rozwigzaniu wylgcznie dwoch rodzajow azymutalnych.
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Rys. 5.10. Fala ptaska padajaca na sfer¢ wykonang z idealnego przewodnika

Wielkos$¢ ,.elektryczng” sfery okresla iloczyn stalej propagacji &k i promienia sfe-
ry a. W przyktadzie zatozono, ze maksymalna czestotliwos¢, dla jakiej beda prowa-
dzone obliczenia, odpowiada wartosci ka = 5,0. Spelnienie warunku, aby krawedzie
elementow powstalych podczas dyskretyzacji powierzchni byly mniejsze od jednej
dziesiatej dtugosci fali oznacza, ze obwdd sfery powinien by¢ podzielony na 50 frag-
mentow. W przypadku modelu trojwymiarowego prowadzi to do podzialu powierzchni
sfery na 2400 elementarnych trojkatow, z ktorych powstaje 3600 funkcji bazowych
typu RWG. W modelu bryty obrotowej linia tworzaca jest dzielona na 25 odcinkdw,
a liczba trojkatnych i impulsowych funkcji bazowych wynosi odpowiednio 24 i 25,
czyli w sumie 49.

Przyjeto, Zze obliczanym parametrem jest unormowana skuteczna powierzchnia
odbijajaca mierzona w kierunku, skad pada fala pobudzajaca, czyli przekrdj radarowy
monostatyczny. Obliczenia wykonano z wykorzystaniem modelu tréjwymiarowego
(réwnania EFIE i MFIE) oraz modelu bryty obrotowej (rownanie EFIE). Wyniki obli-
czen pokazano na rysunku 5.11.

Z wykresu wida¢, ze model brytly obrotowej daje identyczne wyniki z modelem
tréjwymiarowym (rownanie EFIE). Biorac pod uwage, ze stosunek liczby niewiado-
mych tych dwoch modeli wynosi 3600/49 = 73,5, oraz uwzgledniajac, ze czas nume-
rycznego rozwigzywania uktadow réwnan liniowych jest proporcjonalny do trzeciej
potegi liczby niewiadomych, dzigki zastosowaniu modelu bryly obrotowej otrzymuje
si¢ przyspieszenie obliczen o kilka rzedow.

Osobnego komentarza wymaga poréwnanie wynikoéw uzyskanych za pomoca réw-
nania EFIE i MFIE — widaé¢, ze obliczenia z wykorzystaniem rownania MFIE dla wyz-
szych czestotliwosci sg bardziej niestabilne niz obliczenia w wykorzystaniem rowna-
nia EFIE. Silna niestabilno$¢ pojawia si¢ dla czestotliwosci rezonansowych sfery oraz
w poblizu tych czestotliwosci.
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Rys. 5.11. Unormowana skuteczna powierzchnia odbicia metalowej sfery o promieniu a
w funkcji ka; obliczenia z uzyciem rownania EFIE, MFIE i modelu tr6jwymiarowego (3D)
oraz rownania EFIE i modelu bryty obrotowej (BoR)
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Rys. 5.12. Poréwnanie wynikéw obliczen skutecznej powierzchni odbicia metalowej sfery
w poblizu czgstotliwosci rezonansowej; obliczenia z uzyciem roéwnania EFIE, MFIE
oraz CFIE i modelu trojwymiarowego (3D)
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Wynika to z faktu [5.11], Zze dla czgstotliwosci rezonansowych, traktowane nieza-
leznie warunki brzegowe dla pola elektrycznego i dla pola magnetycznego, stanowiace
punkt wyjscia dla konstrukcji odpowiednich réwnan catkowych, nie zapewniaja jed-
noznaczno$ci rozwigzania.

Przyjrzyjmy si¢ blizej wynikom obliczen w poblizu pierwszej problematycznej
czestotliwosci, wystepujacej w poblizu ka = 2,744 [5.11]. Wyniki obliczen zaprezen-
towane na rysunku 5.12 wskazujg wspomniang niestabilno$¢ roéwnania MFIE, jednak
rzeczywiscie szczegodtowa analiza wynikow uzyskanych za pomoca réwnania EFIE
pokazuje (por. powigkszony fragment wykresu na rysunku 5.12), ze takze to rOwnanie
generuje niestabilne wyniki dla wspomnianych czgstotliwo$ci rezonansowych. Niesta-
bilnos¢ jest jednak duzo stabsza niz dla rownania MFIE. W celu wyjas$nienia tego
efektu zajmijmy si¢ najpierw rownaniem EFIE.

Rownanie catkowe (5.1), zapisane w postaci operatorowej, przybiera postac:

L,(J)=E,,, (5.69)

gdzie

Vi J
L,(J)= ja)ij Joas'-v—— | Ys L asr| (5.70)
4r ) dne ) jo

tan

Po zastosowaniu metody momentéw otrzymuje si¢ na jego podstawie uklad réw-
nan liniowych, ktéry w postaci macierzowej mozna zapisac jako (3.11):

[ze [1]1=17r ], (5.71)

gdzie przez indeks E zaznaczono, ze zarowno macierz momentow, jak i wektor pobu-
dzen sa wynikiem dyskretyzacji rownania pola elektrycznego.

Dla bryty zamknigtej lewa strona rdwnania (5.69) interesujgcego nas problemu ze-
wnetrznego jest formalnie identyczna z lewg strong rownania problemu wewngtrznego,
powstajacego w analizie wneki rezonansowej wykonanej z idealnego przewodnika:

L;(J)=0. (5.72)

Zero po prawej stronie (5.72) wynika z faktu, ze wewnatrz bryty/wneki nie istnieje
pole pobudzajace. Jednak dla czgstotliwosci rezonansowych wneki moga istnie¢ nie-
zerowe rozwigzania rownania (5.72), czyli prady odpowiadajace poszczegdlnym ro-
dzajom rezonansowym. Taki rezonansowy rozklad pradu wytwarza rezonansowy roz-
ktad pola wewnatrz bryly, natomiast zerowe pole na zewnatrz. Mozna zatem
stwierdzi¢, ze dla czestotliwosci rezonansowej rozwigzanie rownania (5.69) moze by¢
superpozycja dwoch rozwiazan — rozwazanego rozwigzania dla problemu zewnetrzne-
go oraz, traktowanego tu jako rozwigzanie ,pasozytnicze”, rozwigzania problemu
wneki rezonansowej. Jak wspomniano, prad ,,pasozytniczy” nie wytwarza pola na
zewnatrz bryly, tak dlugo zatem jak interesuje nas pole wtdrne, a nie rozktad pradu
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w obiekcie, teoretycznie nie powinno to stanowi¢ problemu. Niestety, podczas nume-
rycznego rozwigzania (5.69) macierz momentéw w (5.71) staje si¢ zle uwarunkowana
dla czestotliwosci rezonansowych i w ich poblizu — stad pewna niestabilnos¢ widocz-
na na rysunku 5.12.

Rozpatrzmy teraz réwnanie typu MFIE. Zapisujac (5.25) w postaci operatorowej,
otrzymujemy:

L,(J)=nxH', (5.73)
gdzie

LH(J)=1—;%X(LPVI VGdeS’). (5.74)
2 4n s

Stosujac metode momentow, przeksztatca sie (5.73) w rOwnanie macierzowe:

[z )= ], (5.75)

gdzie przez indeks H zaznaczono, ze zaroOwno macierz impedancyjna, jak i wektor
pobudzen sg wynikiem dyskretyzacji rownania pola magnetycznego.
Roéwnanie (5.73) nie ma jednoznacznego rozwigzania, jezeli rownanie

L,(J)=0, (5.76)

ma niezerowe rozwigzanie. Mautz i Harrington wykazali, ze sytuacja taka wystepuje
dla czgstotliwosci rezonansowych wneki o powierzchni S wykonanej z idealnego
przewodnika magnetycznego. Biorac pod uwage dualizm rownan Maxwella, mozna
zauwazy¢, ze s3 to doktadnie takie same czestotliwosci, dla ktorych niejednoznaczne
jest rozwigzanie réwnania (5.69) [5.11]. Dodatkowo mozna wykazaé [5.11], ze ,,paso-
zytniczy” rozklad pradu, spelniajacy dla czgstotliwosci rezonansowej rownanie (5.76),
wytwarza niezerowe pole na zewnatrz S. Wyjasnia to duzo bardziej niestabilne wyniki
uzyskane z rownania MFIE.

Znanych jest kilka sposoboéw zapobiegania niepozadanemu efektowi rezonanséw
wewnetrznych [5.4]. Naleza do nich metoda potgczonych pol [5.11] (ang. combined
field method), metoda potgczonych zZrodet [5.12] (ang. combined source method),
a takze metody uzupeinionych (o dodatkowe warunki brzegowe) rownan catkowych
[5.13] (ang. augmented EFIE i augmented MFIE — odpowiednio AEFIE i AMFIE).
Ponizej zilustrowano pierwsza z wymienionych metod, tzn. metode polaczonych pol.

Rozpatrzmy kombinacje liniowa rownan (5.69) i (5.73) w postaci:

tan

LN +L,(N=2E +axH', (5.77)
] 7

gdzie n =\ u/¢, a a — staly wspotezynnik.
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Rys. 5.13. Unormowana skuteczna powierzchnia odbijajaca metalowej sfery o promieniu a
w funkcji ka; obliczenia z uzyciem rownania EFIE oraz CFIE i modelu trojwymiarowego (3D)

Wspomniani juz Mautz i Harrington wykazali, ze jezeli @ przybiera wartosci rze-
czywiste 1 dodatnie, rownanie (5.77), zwane rownaniem catkowym potaczonych pdl
(CFIE — ang. Combined Field Integral Equation) ma jednoznaczne rozwiazanie dla
wszystkich czgstotliwosci. ROwnanie macierzowe odpowiadajace rownaniu CFIE ma
postac:

[ﬁzfm+zzn}[zn]=[ﬂv,,f+vf] (5.78)
n n

Wyniki uzyskane z wykorzystaniem rownania CFIE (zastosowano zalecana przez
Mautza i Harringtona warto$¢ a = 0,2), dla rozwazanego wczesniej przyktadu odbija-
nia fali plaskiej przez metalowa sfere, takze pokazano na rysunku 5.12. Wida¢, ze
istotnie wyniki nie zawieraja niestabilnosci w poblizu czestotliwosci rezonansowe;.
Dodatkowe porownanie wynikéw dla rownan EFIE i CFIE w szerokim zakresie cze-
stotliwo$ci pokazano na rysunku 5.13.
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6. Jednorodne obiekty dielektryczne

6.1. Sformulowanie PMCHWT

Rozpatrzmy zagadnienie rozpraszania fal elektromagnetycznych przez obiekt jed-
norodny, scharakteryzowany parametrami ;, 1, umieszczony w jednorodnym osrodku
o parametrach ¢,, 1, (rys. 6.1a). Obiekt jest poddany dziataniu pola padajacego E CH'.
Nalezy okresli¢ pola rozpraszane E°, H® oraz pola E, H w obrgbie obiektu. Do obli-
czen wykorzystuje si¢ omowiong w rozdziale 2 powierzchniowg zasade rownowazno-
$ci [6.1-6.4] (rys. 6.1b 1 6.1¢).

Zastepcze prady powierzchniowe w zagadnieniu zewngtrznym sa dane jako (2.48),
(2.49):

. +
J=nx(H +H*) , (6.1)

M=—ax(E +E)". (6.2)

Poniewaz w konfiguracji oryginalnej sktadowe styczne do powierzchni S pola elek-
trycznego 1 magnetycznego sg ciagle:

axH =ax(H +H*), (6.3)

axE =ax(E +E°), (6.4)

na podstawie wzorow (2.50), (2.51) mozna stwierdzi¢, ze w zagadnieniu zast¢pczym
wewngtrznym promieniujg prady zastepcze o takiej samej jak (6.1), (6.2) wartosci
i kierunku, natomiast o przeciwnym zwrocie, co zaznaczono na rysunku 6.1c. Zwroé-
my uwagg, Ze w problemie zastepczym zewnetrznym pola wtorne E°, H' sg wytwa-
rzane przez prady J, M promieniujagce w jednorodnym o$rodku o parametrach obszaru
zewnetrznego ), natomiast w zagadnieniu zastgpczym wewnetrznym pola E, H sa wy-

") W konfiguracji pokazanej na rysunku 6.1b prady J, M wytwarzaja wewnatrz powierzchni S pola
kompensujace pole padajace.
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(a)
(E'+E,H+H"
(b)
M
(E'+E,H+H")
©

-M

Rys. 6.1. Jednorodny obiekt materialny zanurzony w polu elektromagnetycznym:
(a) konfiguracja oryginalna; (b) konfiguracja rownowazna zewngtrzna;

(c) konfiguracja rownowazna wewnetrzna
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twarzane przez prad —J, —M, promieniujace w jednorodnym osrodku o parametrach
obszaru wewnetrznego (obiektu).

Dla zagadnienia rdwnowaznego zewngtrznego pola wewnatrz powierzchni S sa
zerowe, mozna zatem zapisac:

(E'+E°(J,M)) =0, (6.5)
(H' +H (J,M)) =0. (6.6)
gdzie indeks ,—" oznacza, ze pola sg obliczane dla punktu obserwacji dazacego do S

od wewnatrz.
Dla zagadnienia wewngtrznego zerowe sg pola na zewnatrz powierzchni S, zatem:

E. (-J,-M)=0, (6.7)

+
H tan

(-J,-M)=0. (6.8)

gdzie indeks ,,+" oznacza, ze pola sg obliczane dla punktu obserwacji dazacego do S
od zewnatrz.

Roéwnania (6.5)—(6.8) tworza uktad czterech rownan z dwiema niewiadomymi.
W celu uzyskania dwoch rownan z dwiema niewiadomymi stosuje si¢ kombinacje
liniowa podanych réwnan. Powszechnie stosowang kombinacja, od inicjatow autorow,
ktorzy wniesli wktad w opracowanie metody (Poggio, Miller, Chang, Harrington, Wu,
Tsai) [6.2, 6.5, 6.6], nazywang sformutowaniem PMCHWT, jest uktad rownan wyni-
kajacy z potaczenia (6.5) z (6.7) oraz (6.6) z (6.8) [6.7]:

-E'

(E"+E°(J,M)) o (=S, — M), (6.9)

tan

(Hi +H* (J’ M)) tan (_Ja - M) . (610)

tan

Na podstawie wzoréw (2.12)—(2.17) oraz réwnan ciagtosci (2.10), (2.11) otrzymuje
sig:

ES(J):_ja;&J JGdS' +V— JVS'JGEdS’, (6.11)

drn ) ¢ dne, )5 jo

ES(M):-inf MGEdS’:—iI VG x MdS', (6.12)
47 S 4mds

H* (J):Wif JGedS’zij VG x JdS' (6.13)
4m ) s 4mvs
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! 'M
H (M)=—jo £e J MG®dS'+V ! j Vs Geds’, (6.14)
TJ)s s

4 dmu, jo

gdzie funkcja Greena G° jest obliczana ze wzoru (2.18) dla osrodka zewngtrznego,
scharakteryzowanego parametrami &,, x, oraz wspotczynnikiem propagacji k =k° =
O E M, -

Podobnie jak w przypadku roéwnania catkowego pola magnetycznego (5.23), catki
w (6.12) i (6.13), powstate w wyniku wprowadzenia operatora rozniczkowania pod
znak catki, wymagaja zastosowania procedury przechodzenia do granicy, gdy punkt
obserwacji zdgza do S. Otrzymuje si¢ zatem:

M) . 1

lim E* (M) = xn—EPVJ.SVG (r, )< M(r)dS', (6.15)
. s A J(V) 1 e ' '
lim H' (J) = fix +EPVJ‘SVG (r ¢ )xJ(P)dS'. (6.16)

Podobnie dla zagadnienia wewnetrznego:

_ . V. . .
E(—J):jwij JGids' —v— J s Gias', (6.17)
4n s e, )5 jo
E(—M)=VXLI MG"dS’zij VG x MdS', (6.18)
4 s 4 s
H(—J):—VXLI JGidS' = - j VG x Jds' (6.19)
4 s 4 ds
. 4 VM
H(-M)= jol j MG'dS -V —! J s T Gids', (6.20)
4w ds dmp, ) s jo

gdzie funkcja Greena G' jest obliczana ze wzoru (2.18) dla o$rodka wewnetrznego,
scharakteryzowanego parametrami &, 4, oraz wspotczynnikiem propagacji k =k’ =
IONENTS

W tym przypadku interesujgca jest graniczna warto$¢ pola, gdy punkt obserwacji
zdaza do S od zewnatrz. Ze wzorow (6.18) 1 (6.19) otrzymuje si¢ wtedy:

, M) . 1 ey /

lim E(~M) = xn+EPVJSVG (r, ") x M(r)dS’, (6.21)
. ~ J(I‘) 1 e ' '

lim H (~J) = 7 x —EPVJ.SVG (r,¥)xJ(r)dS'. (6.22)
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Po podstawieniu wzorow (6.11)—(6.22) do (6.9) i (6.10) otrzymuje si¢ uktad row-
nan [6.8]:

V!
[jw&j JGdS' —V — J Vs Geast + —ij VG x MdS'
4nds s

4ne, jo

(6.23)

A . v,

+Jwij JG'ds'—v 1 J Vs I Gias +—PVJ. VGedeSj - E.,
4rds e, ) jo tan
. ge e [ 1 V, [ e lJ
Ja)—j MG*dS' -V M Geas ——PVj VG x JdS
4mds drp, )y jo

(6.24)

| . 1 (VoM ;o]
+jo-=[ MG'ds'-V J S Glds'-— P | VGedeS'j —H .
4m s dry, )y jo 4n s

tan

W otrzymanych rownaniach nie wystgpuja czesci osobliwe, ktdre ulegajg redukcji
przy podstawianiu (6.15), (6.16) 1 (6.21), (6.22) do (6.9) i (6.10). We wzorach (6.23)
1(6.24) nie uzyto obecnych we wzorach (6.9), (6.10) oznaczen + wskazujacych strong
powierzchni S, poniewaz wszystkie wystepujace tu sktadowe pola maja ciagla (pod-
czas przechodzenia przez S) sktadowg styczna.

Rozwiazanie uktadu réwnan catkowych (6.23), (6.24) polega na znalezieniu aprok-
symacji rozktadu pradu zastepczego J i M na powierzchni S. Gdy te aproksymacje sg
znane, pole rozproszone na zewnatrz bryly mozna obliczy¢ z (6.11)—(6.14), a pola
wytworzone w obrebie bryty — z (6.17)—(6.20).

Wynikowe réwnania sformulowania PMCHWT mozna uzyska¢ metoda alternatyw-
ng w stosunku do przedstawionej [6.3]. Zamiast (6.9) 1 (6.10), mozna bowiem zapisac:

(Ei+E°'(JaM))t =E, (-J.,-M), (6.25)

(H'+H (J,M)) =H,

tan

(-J,-M). (6.26)

Podane rownania opisujg warunki brzegowe w zagadnieniu oryginalnym,
z uwzglednieniem, ze prady zastgpcze pojawiajace si¢ w konfiguracjach rownowaz-
nych odtwarzaja wlasciwe, oryginalne pole w odpowiednich podobszarach. Dalsze
postepowanie jest takie samo, jak poprzednio, z tym ze przy wyodrgbnianiu czg$ci
osobliwych punkt obserwacji osigga powierzchni¢ S od strony przeciwnej niz
w (6.15), (6.16) i (6.21), (6.22), co prowadzi do zmian znaku wyodrgbnionych czgsci
osobliwych. Niemniej jednak po podstawieniu uzyskanych formut do (6.25), (6.26) te
czedci si¢ redukuja, w efekcie uzyskujemy wigc ponownie (6.23), (6.24).
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6.2. Macierz impedancyjna i wektor pobudzenia

Zarowno zastegpczy prad elektryczny J, jak i zastepczy prad magnetyczny M moze-
na aproksymowac, korzystajac z tego samego zestawu funkcji bazowych (np. funkcji
daszkowych RWG):

N

T =1, f, (), (6.27)
n=l1
N

M) =>M,f, (). (6.28)
n=l1

Po podstawieniu (6.27) 1 (6.28) do (6.23), (6.24) oraz wykonaniu testowania obu
rownan z wykorzystaniem tego samego zbioru funkcji, mozna przeksztatci¢ uktad
(6.23), (6.24) w ukfad 2N réwnan liniowych, z 2N niewiadomymi wspotczynnikami 7,

oraz M, o postaci:
[z ] [z ][ [n]]_| D]
221 Ll ) -

Zp = JW&LLGE(V,l")f,,(r’)-fm(r)dS'dS

gdzie:

” r.r') £, () £, (r)dS'ds
J{¥([vs- 1,606 (roryas )| 1, (r)as
L{V(ISV’S £, (PG (r, r’)dS')}.fm (r)dS,

1 (6.30)

joAne,
1
joAne,

Zpw =jS[ﬁPVJ‘SVGe(r, r’)xfn(r')dS’j-fm(r)dS

1 6.31)
+J‘S(EPV‘[SVGI (l", r') X fn (l",)dS’) : fm (i")dS,

VAL f( Py [ Ve (r, r)Xf(r)de £, (r)ds
(6.32)
f (va [ V6! (rr')x fn(r')ds'j- £.(r)ds,
47t N
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. &, e ' ' f
zm =J@EUSG (r, ) £, (") f, (r)dS'dS

+jwj_;ISJSGi (r.7) f, (r")- £, (r)ds'ds

(6.33)
_ja)‘:ﬂﬂe js{v(jsvg S (r G (r, l")dS’)}-fm (r)ds
_ja)inﬂ,- jS{V(LV'S £, )G (r, "')dsl)}'fm (r)ds,
Vi ZISEi(V)-fm (r)ds, (6.34)
v =[ B ()1, (n)ds. (635)

We wzorach (6.30) 1 (6.33) sg obliczane takie same catki, pomnozone przez inne
wspotczynniki. Podobnie (6.31) 1 (6.32) r6znig si¢ tylko znakiem.

W przypadku zastosowania w obliczeniach funkcji RWG w obliczaniu elementow
macierzy impedancyjnej oraz wektora pobudzenia mozna zastosowac postgpowanie
opisane w rozdziale 5, a zwlaszcza calkowanie przez czesci w przypadku sktadnikow
(6.30) i (6.33) zawierajacych gradient. Stosujagc oznaczenia wprowadzone w rozdzia-
le 5, otrzymujemy dla (6.30):

R [P R | R P e R e s

2 } (6.36)
+lm[@f(rnf)—@,f(r;+)+¢,f(r,;7)—cbn"(r,;+)},

gdzie:
A;”’(r)zﬂ‘“‘j G (r,r') f,(r")dS", (6.37)
T 98
e, _ 1 r. ’ e, ' '
A (r)_—jw%ge’ijsvs £,(#) G (r,#)dS" . (6.38)

Podobnie dla (6.33):

Zﬂ“#MJ@ﬂ¢ﬂ+ﬁ@f»%§+Uﬂ¢)+ﬁ@;»ﬂl

2 } (6.39)
w1 [ e () = (et )+ 2 () - (7)),
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gdzie:
F'(r)==L[ 6/ (r,r') £, (s’ (6.40)
T
T;"’(r)_—j VY- £, (PG (r,r")dS" . (6.41)
Jjodny, ,

Dla (6.31) i (6.32) otrzymujemy:

ZE — 4y H PVI VG (1 r')x f, (r)ds’

mn

+ﬁPVLVG"(r,;+,r’)xfn(r')dS'j-p—’(’T

| (6.42)
+(EPVLVG (re, )% £, ())dS
+—PVI VG (ri7, r)x f, (rf)dS'j.%},
gdzie znak plus dotyczy Z:¥, a minus Z/.
Podobnie oblicza si¢ elementy wektora pobudzenia:
=z,[ E'(re)- ”L+Ef(r,;-)-’i] (6.43)
2 2
Vi =1, {H" (r,;*)-%+ H (r,ﬁ)-%”} . (6.44)

Podane formuly nadajg si¢ do analizy dowolnych jednorodnych bryt dielektrycz-
nych, ktérych powierzchnia jest aproksymowana za pomoca trojkatnych tatek. Jezeli
bryta charakteryzuje si¢ symetriag obrotowa, mozna skonstruowaé stosowny algorytm
zamiast funkcji RWG, podstawiajac w (6.30)—(6.35) funkcje bazowe i testowe omo-
wione w punkcie 5.4.

6.3. Sformulowanie z podwdéjnym pradem elektrycznym

W rozdziale 2.5, poswigconym migdzy innymi powierzchniowym zasadom roéw-
nowaznosci, stwierdzono, ze konfiguracje zastepcze, w ktorych rozktad zastgpczych
pradow powierzchniowych wytwarza wlasciwe pola w jednym z regionow, a zerowe
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w drugim regionie, nie s3 jedynymi z mozliwych. W konfiguracji zast¢pczej mozna,
stosujac zasade superpozycji, doda¢ do rozktadu zrédet zastepczych dowolny inny
rozktad zrodet, wytwarzajacy zerowe pole w obszarze, dla ktérego zachowujemy pola
oryginalne. W zagadnieniu zastepczym zewngtrznym z rysunku 6.1b mozna na po-
wierzchni S umiesci¢ (dodatkowo w stosunku do juz istniejgcych pradéow J 1 M) roz-
ktad zrédel wytwarzajacy zerowe pole w obszarze zewnetrznym, a niezerowe pole
w dopetniajagcym obszarze wewngtrznym. Z kolei w zagadnieniu zastgpczym we-
wnetrznym z rysunku 6.1c mozna postgpi¢ dualnie, to jest juz istniejacy rozklad —J
i —M uzupehié o rozktad Zrodel generujacy zerowe pola wewnatrz S, a niezerowe
pola na zewnatrz.

Wykorzystajmy t¢ mozliwo$¢, postulujac aby niezerowe pole w obszarach dopet-
niajacych miato sktadowa pola elektrycznego styczng do S taka sama jak sktadowa
styczna tego pola w obszarze oryginalnym (rys. 6.2).

Oznacza to, ze dla modelu z rysunku 6.2a:

ax(E'+E) =ax(E'+E*)", (6.45)
(@)
& U, 2
(Ei_"_Er’ Hi_i_H,)
s
(E+E,H+H)
(b)

Rys. 6.2. Konfiguracje zastgpcze dla zagadnienia z rysunku 6.1a, w ktorych
nie wystepuja prady magnetyczne: (a) konfiguracja zastepcza zewngtrzna;
(b) konfiguracja zast¢pcza wewngetrzna
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natomiast dla modelu z rysunku 6.2b:
nxE" =nxE". (6.46)

Ze wzorow (6.45) i (6.46) wynika, ze w nowych konfiguracjach zastepczych nie
bedzie wystepowal prad magnetyczny. Obecno$¢ niezerowego pola magnetycznego
w obszarach dopetiajacych powoduje z kolei, ze elektryczny prad zastgpczy bedzie
inny niz w konfiguracjach zastgpczych z rysunku 6.1, a zwlaszcza, ze prad promieniu-
Jjacy w problemie zastgpczym zewngtrznym J, nie jest pomnozonym przez —1 pradem
promieniujacym w problemie zastepczym wewngetrznym J,.

Uktad rownan pozwalajacy obliczy¢ rozklady J, oraz J; tworzy sig, zapisujac wa-
runki cigglosci sktadowych stycznych pola elektrycznego i magnetycznego, wynikaja-
ce z sytuacji oryginalnej, oraz wykorzystujac fakt, ze w problemach zastepczych pola
W obszarze rownowaznos$ci sg podobne jak w problemie oryginalnym:

(E'+E (Je));n =E. (7). (6.47)

ix(H' +H*(J,)) =ixH (J,). (6.48)

Uktad réwnan (6.47), (6.48) stanowi uktad dwéch réwnan z dwoma niewiadomymi
J, oraz J; 1 mozna go rozwigza¢ stosujac metode podobng do opisanej w punkcie 6.2.
Nalezy przy tym pamigtac, ze w rownaniu (6.46) nie redukujg si¢ czgsci osobliwe, jak
w rownaniu (6.24). Ze wzgledu na to, ze w omawianym sformutowaniu poszukuje si¢
dwoch pradow elektrycznych [6.9, 6.10], bedziemy nazywac je sformutowaniem JJ.

Wada sformutowania JJ jest problem fatszywych rezonanséw [6.9]. W zagadnieniu
zastepczym zewnetrznym, dla czestotliwosci rezonansowej hipotetycznej doskonale
przewodzacej wneki o powierzchni S, moze istnie¢ pasozytniczy niezerowy rozklad
pradu elektrycznego, wytwarzajacy zerowe pola na zewnatrz S (a zatem niezmieniajg-
cy oryginalnego pola w tym obszarze), a jednocze$nie wytwarzajacy niezerowe pole
wewnatrz S, przy czym sktadowa elektryczna tego pola styczna do S od wewnatrz jest
zerowa, nie zmienia wigc warunku (6.45). Rozwigzanie uktadu (6.47), (6.48) staje si¢
wtedy niejednoznaczne, podobnie jak w przypadku réwnania EFIE dla zamknigtych
powierzchni przewodzacych. Problematyczne czgstotliwosci to czestotliwosci rezo-
nansowe doskonale przewodzacej wnegki o powierzchni S, wypelionej materialem
o parametrach osrodka zewnetrznego [6.9].

6.4. Przyklad obliczeniowy

Rozpatrzmy zagadnienie podobne do pokazanego na rysunku 5.10, w ktérym kula
o$wietlona plaska falg elektromagnetyczng jest wykonana z jednorodnego dielektryka
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o wzglednej przenikalnosci elektrycznej rownej 4. Obliczymy skuteczng powierzchnie¢
odbijajaca w funkcji kierunku fali odbitej, dla dwoch ptaszczyzn XZ, (¢ = 0°) oraz YZ,
(¢ =90°) pokazanych na rysunku 6.3. Fala pobudzajgca pada z kierunku przeciwnego
do osi (z), a wektor elektrycznej sktadowej pola padajacego jest spolaryzowany w kie-
runku osi (x). Wielko$cig obliczang sa parametry (por. definicja (2.28)) o,, w plasz-
czyznie XZ oraz Oy W ptaszczyznie YZ.

Obliczenia przeprowadzono, wykorzystujac trzy algorytmy — algorytm trojwymia-
rowy PMCHWT z funkcjami daszkowymi RWG (PMCHWT 3D), algorytm PM-
CHWT dla bryt o symetrii obrotowej (PMCHWT BoR) oraz algorytm dla bryt o sy-
metrii obrotowej z dwoma pradami elektrycznymi (JJ BoR). Wyniki obliczen pokaza-
no na rysunku 6.4. W przypadku algorytmu 3D powierzchnia kuli zostata podzielona
na 1224 trojkaty (obwod kuli podzielono na 36 odcinkow), co dato 1836 funkcji ba-
zowych RWG oraz 2 x 1836 = 3672 niewiadomych w wynikowym uktadzie réwnan
liniowych (podwojona liczba niewiadomych w stosunku do liczby funkcji bazowych
wynika z tego, ze zestaw funkcji bazowych zostal wykorzystany dwukrotnie — do mo-
delowania gestosci powierzchniowej pradu elektrycznego i magnetycznego). W przy-
padku algorytméw dla bryt obrotowych linia tworzaca sfery (potowa obwodu) zostata

H

)

A (Z)

Rys. 6.3. Rozpraszanie fali elektromagnetycznej przez jednorodna kule dielektryczna
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(@

100,00 ¢

10,00

PMCHWT (JM) 3D
———-PMCHWT (JM) BoR

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

(b)

100,00 ¢

10,00

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
o[°]
Rys. 6.4. Skuteczna powierzchnia odbijajaca jednorodnej kuli dielektrycznej
0 promieniu a i przenikalnosci ¢,. = 4,0, przy ka = 3,0, w funkcji kata 8; (a) oy, (b) T 40

podzielona na 18 odcinkéw, co dato uktady rownan o 70 niewiadomych wspotczynni-
kach. Warto zwréci¢ uwage na celowos¢ stosowania, tam gdzie jest to mozliwe, mode-
li wykorzystujacych symetri¢ obrotowa — jak wida¢ z powyzszych danych, poréwny-
walng doktadno$¢ obliczen uzyskano, rozwiazujac uktad réwnan o ponadpiecdziesie-
ciokrotnie mniejszej liczbie niewiadomych.
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W kolejnym przyktadzie obliczono skuteczng powierzchni¢ odbijajaca w kierunku,
skad pada fala pobudzajaca, czyli przekroj radarowy monostatyczny, w funkcji unor-
mowanego wspoélczynnika propagacji. Poréwnano obliczenia dla algorytmow
PMCHWT 3D i JJ BoR. Wyniki pokazano na rysunku 6.5. W celu zwigkszenia do-
ktadnosci dla wickszych czestotliwosci zastosowano dwa razy gestszy podzial obwo-
du kuli niz w poprzednim przyktadzie. Oznacza to, ze w modelu trojwymiarowym
rozwigzywano uktad réwnan liniowych o 15120 niewiadomych, a w przypadku algo-
rytmoéw dla bryt obrotowych — o 142 niewiadomych.

Zwroémy uwage na niestabilne zachowanie algorytmu JJ w okolicy ka = 2,744
(rezonans kulistej doskonale przewodzacej wngki wypetnionej osrodkiem zewngtrz-
nym, czyli powietrzem). Rezonansowa warto$¢ ka obliczona numerycznie wyniosta
2,746 — dla odpowiadajacej tej wartosci czgstotliwosci obliczono nastepnie pole elek-
tryczne w funkcji potozenia na osi (z) wewnatrz dielektryka. Wyniki pokazano na
rysunku 6.6. Jak wida¢, wyniki uzyskane algorytmem PMCHWT JM oraz algorytmem
JJ r6znig si¢ diametralnie — w celu wykazania, ze btedne wyniki daje algorytm JJ na
wykresie umieszczono rowniez wyniki uzyskane za pomoca rozwigzania analityczne-
go (szeregi Mie)”.

100,00 ¢
10,00 £
E 100
o E
0,10 E PMCHWT (JM) 3D
- — ——-PMCHWT (JM) BoR
AN I JJBoR
0,01 1 1 1 1 1 L L 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1
1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
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Rys. 6.5. Skuteczna wsteczna powierzchnia odbijajaca jednorodnej kuli dielektrycznej
o0 promieniu a i przenikalnosci ¢, = 4,0, w funkcji ka

) Do obliczen wykorzystano autorski program analizy kul dwuwarstwowych napisany na podstawie
artykutu: A.I. Aden, M. Kerker, Scattering of electromagnetic waves from two concentric spheres, Journal
of Applied Physics, Vol. 22, No. 10, 1951, 1242-1246. Program ten mozna wykorzysta¢ do analizy kuli
jednorodne;j, przyjmujac takie same parametry obu warstw.
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Rys. 6.6. Pole wzdhuz osi (z) jednorodnej kuli dielektrycznej
0 promieniu a i przenikalnosci &, = 4,0, dla ka = 2,746
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Rys. 6.7. Pole wzdltuz osi (z) jednorodnej kuli dielektrycznej
0 promieniu a i przenikalnosci ¢, = 4,0, dla ka = 2,0
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Obliczenia powtorzono dla ka = 2,0, czyli z dala od czgstotliwosci rezonansowe;.
Jak wida¢ na wykresie pokazanym na rysunku 6.7, tym razem oba algorytmy daja
poprawne wyniki.

Zaprezentowane tu wyniki wskazuja, ze o ile sformutowanie PMCHWT daje po-
prawne rezultaty w kazdej sytuacji, o tyle — zgodnie z przewidywaniami teoretyczny-
mi — sformutowanie oparte na wykorzystaniu dwoch pradow elektrycznych zawodzi
dla niektorych czestotliwosci.

Przedstawione sformutowania zostaly wybrane z wielu rozwazanych w literaturze,
jako dobrze ilustrujace problematyke zwigzang z analizg interakcji pola elektromagne-
tycznego z jednorodnymi obiektami dielektrycznymi. Przeglad innych mozliwosci
mozna znalez¢ w artykule R.F. Harringtona [6.9]. Na uwage zasluguja tez prace po-
$wiecone poprawie doktadnosci tego typu modeli dla dielektrykéw o niewielkim kon-
trascie (o przenikalno$ci nieznacznie réznigcej si¢ od przenikalno$ci otaczajgcego
osrodka) [6.11-6.13] oraz zagadnienia zwigzane z modelowaniem dielektrykow
o duzej stratnosci [6.13].

Zwroémy tez uwage, ze sformutowanie PMCHWT moze by¢ tatwo uzyte do znale-
zienia czestotliwosci rezonansowych obiektow dielektrycznych, stowarzyszonych
z nimi wspodtczynnikow dobroci wilasnej oraz rezonansowych rozkladéw pola elek-
tromagnetycznego [6.14, 6.15] — metoda opiera si¢ na zasadzie streszczonej w punk-
cie 3.3 i jest podobna do zastosowanej w punkcie 4.5 dla rezonans6w wtasnych anteny
pretowe;.
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7. Obiekty zlozone

7.1. Sformulowanie PMCHWT-EFIE

Rozpatrzymy teraz problem, w ktorym analizowana bryta sktada si¢ z dwoch jed-
norodnych obszaréw. Dwie mozliwe sytuacje tego rodzaju pokazano na rysunku 7.1.
W pierwszym przypadku (rys. 7.1a) mamy do czynienia z zagadnieniem, w ktérym
jeden z obszaréw, wykonany z materiatu jednorodnego lub z idealnego przewodnika

@

(b)

Rys. 7.1. Obiekty zlozone: obiekt z dielektrykiem otaczajacym fragment wewngtrzny (a);
obiekt ztozony z dwdch przylegajacych obszarow (b)
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Rys. 7.2. Obiekt dielektryczny z fragmentami
nieskonczenie cienkich powierzchni przewodzacych

elektrycznego (PEC), nie ma wspolnej granicy z otaczajagcym obiekt osrodkiem, czyli
jest catkowicie zanurzony w drugim obszarze wykonanym z materiatu o innych od
obszaru wewngtrznego parametrach. W drugim przypadku (rys. 7.1b) rozwaza sig
sytuacje, w ktorej obydwa podobszary bryly granicza z otaczajacym ja osrodkiem —
w tym przypadku zatozono, ze albo obydwa obszary sa wykonane z jednorodnych
materialdow o ro6znigcych si¢ parametrach, albo tez jeden z fragmentow jest doskona-
lym przewodnikiem.

Szczegblnymi przypadkami tej ostatniej sytuacji sg konfiguracje, w ktérych czesé
powierzchni bryly jednorodnej jest pokryta niekonczenie cienka powtoka wykonana
z idealnego przewodnika lub w ktoérych nieskonczenie cienki przewodnik przecina
powierzchnie bryly (rys. 7.2).

Zastosowano tu konwencj¢ nazewniczg roznigcg si¢ nieco od stosowanej w po-
przednich rozdziatach, gdzie obiekt byt opisany pojedyncza powierzchnig rozgranicza-
jaca dwa obszary, zewnetrzny i wewnetrzny. Tu zdefiniowano trzy obszary, ktorych
parametry oznaczono cyframi 0, 1 i 2, przy czym zero rezerwuje si¢ dla osrodka ota-
czajacego obiekt, a obszar drugi moze by¢ zastgpiony idealnym przewodnikiem (por.
rys. 7.1). Powierzchni¢ ograniczajaca obszar jednorodny oznacza si¢ pojedynczym
indeksem, tzn. S, jest powierzchniag wokot obszaru o parametrach &, 4, S, — obszar
o parametrach ¢&,, 1,, a S, — wokot calego obiektu. Jezeli dwa obszary maja wspdlng
granicg, ten fragment powierzchni oznacza si¢ dwoma indeksami, np. S, , oznacza
fragment powierzchni rozgraniczajacy obszary pierwszy i zewngtrzny. Podobng kon-
wencje stosuje si¢ do opisu wektoréw jednostkowych normalnych do powierzchni —
wektory n,, n,, n, to wektory normalne do, odpowiednio, S,, S, i S,. Zatozono przy
tym, ze wektory normalne sg skierowane do wngtrza obszaru, ktorego indeks jest im
przypisany (wektor n, zatem jest skierowany na zewnatrz bryty). Wektory normalne
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z podwdjnym indeksem sg zwigzane z powierzchniami granicznymi, przy czym zwrot
takiego wektora jest od obszaru oznaczonego pierwszym indeksem do obszaru ozna-
czonego indeksem drugim, np. i, , to wektor normalny do powierzchni S, , skierowa-

ny od obszaru 2 do 1. Oczywiscie S, ; =S, orazn, ; =-n, ..

Na rysunku 7.1a:
So=S8100 S=8,0YS 1 $=5, (7.1)

a na rysunku 7.1b:
So=80UYUS50, =88, $=8,,US,,. (7.2)

Nawet jezeli ktory$ z obszarobw ma zerowa objetos¢ (jest nieskonczenie cienkim
przewodnikiem), to rozrdznia sig, zgodnie z podang konwencja, obydwie jego strony,
przypisujac im osobne indeksy (por. rys. 7.2), jezeli te strony graniczg z réznymi ob-
szarami.

Zastosowanie powierzchniowej zasady réwnowaznosci dla kazdego z obszarow
materialnych oznacza, ze na granicy tego obszaru umieszcza si¢ zastgpcze prady po-
wierzchniowe wytwarzajgce oryginalne pola w tym obszarze, a zerowe pola w pozo-
statych regionach. Prady zastgpcze dla obszaru i definiuje si¢ jako:

J =h xH,, (7.3)
M, =-nxE, (7.4)

l

gdzie H; oraz E, oznaczaja pola (catkowite) ,,tuz przy powierzchni” §,, od strony ob-
szaru i. Oczywiscie jezeli fragment lub cato$¢ S; graniczy z idealnym przewodnikiem,
sktadowa styczna pola elektrycznego na tym fragmencie jest zerowa, nie wystepuje
tam zatem prad magnetyczny. Z kolei na granicy dwoch materialnych obszaréw jedno-
rodnych i oraz j sktadowe styczne obydwu pol musza by¢ ciagte:

Jo=n_xH =-n,,xH =-J, mnaS§,, (7.5)

J’
M,=-n_xE =n, xE,=-M,, mnaS, . (7.6)

Poniewaz w obszarze dopemiajacym dla obszaru i prady zastgpcze wytwarzaja
zerowe pola, oryginalne osrodki w obszarze dopetniajacym mozna zastapic¢ osrodkiem
&, M;, sprawiajac, ze do obliczania pol E; 1 H; od J, 1 M, mozna wykorzysta¢ formuty
dwupotencjatowe. Zastosowanie sformulowania PMCHWT dla kazdej powierzchni
granicznej rozdzielajacej obszary materialne, w sposob taki sam jak w rozdziale 6,
prowadzi do uktadu rownan:
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(ja)ij JGdS' —V— jv 25 Gigs' + PVj VG x M,dS'
4 s dne; Js jo 5;

. ‘ 1 v J. .
—jwﬂj J,GIdS'+V S Gids' (7.7)
4 s, 47[5]‘ s Jo

J

1 _
——PVj VGfo.dS'j _SE' . mas$
4n 5 !

tan ° i,j°
tan

4 . VM,
(jwij MG'dS' -V ! J ’GdS’——PVJ. VG xJdS'
4m s, 4y, jo

. & e 1 VE-M/. _—
—Ja)—-j M ,G/dS'+V —1GidS'  (7.8)
4mds; - dnp; ) jo

+iPVj VGfodS'] _SH' ., nasS
41t s; J

tan 2 i,7°
tan

gdzie G'V) oznacza funkcje¢ Greena dla jednorodnego osrodka o parametrach £y
Hijy Parametr J przyjmuje wartos¢ 1, gdy, czyli gdy rozpatrywana powierzchnia gra-
niczna jest zewngtrzng powierzchnig bryly lub wartos¢ 0, gdy i # 0, czyli gdy S, ; jest

jedna z powierzchni wewnetrznych. Przyjmuje sie, ze i # j oraz j # 0.
Jezeli powierzchnia graniczna oddziela obszar materialny i od idealnego przewod-
nika j, wykorzystuje si¢ rownanie EFIE:

v!
(]a)—'[ JGdS' -V J Vs Gigst
47:5[ s JO (7.9)

+ij VGixMidS'j =SE. , naS
4 s,

tan > i,j°

tan

gdzie przy calce zawierajacej prad magnetyczny zrezygnowano z symbolu PV symbo-
lizujacego warto$¢ glowna, poniewaz na S; ; prad magnetyczny jest zerowy, nie ma
zatem konieczno$ci obliczania tej catki dla punktow obserwacji potozonych w obsza-
rze zrodtowym

Przy wyprowadzaniu rownan zalozono ponadto, ze punkty obserwacji znajduja si¢
na gladkich czg$ciach poszczegoélnych fragmentéw powierzchni.

W celu rozwigzania uktadu réwnan skonstruowanych dla danego zagadnienia,
z wykorzystaniem réwnan typu (7.7)—(7.9), mozna zastosowa¢ metode momentow
z funkcjami RWG dla dowolnych obiektéw trojwymiarowych lub z funkcjami typu
(5.44)—(5.45) dla bryt charakteryzujacych si¢ symetrig obrotows. Przyktady zastoso-
wania podanego sformutowania pokazano w kolejnych punktach. W celu zilustrowa-
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nia zasad konstruowania rownan dla kazdego z przyktadéw podano najpierw zapis od-
powiednich warunkoéw brzegowych, z ktorych, po zastosowaniu potencjatowej repre-
zentacji pola, otrzymuje si¢ rownania catkowe dla konkretnej analizowanej sytuacji.

7.2. Obiekty otoczone jednorodnym dielektrykiem

Szczegodtowe rozwazania rozpoczniemy od problemu pokazanego na rysunku 7.1a.
Rozwazymy oba zasygnalizowane przypadki, to jest sytuacje, gdy obiekt wewnetrzny
jest idealnie przewodzacy oraz gdy ten obiekt jest obicktem materialnym o réznigcych
si¢ od powloki zewnetrznej parametrach. W drugim przypadku przyjecie za parametry
czesSci wewnetrznej parametréw osrodka otaczajacego bryte prowadzi do analizowania
pustej powtoki/ostony. W celu uproszczenia notacji oznaczono zewnetrzng po-
wierzchnig bryly jako S, a wewnetrzna jako S,. Prady zastepcze oznaczono jako:

J,=J,=-J,, na§,_, (7.10)
M. =M =-M,, nas,_, (7.11)
J,=J,=-J,, naS§,, (7.12)
M, =M =-M,, naS§,. (7.13)

Poniewaz obszar 1 jest ograniczony dwiema powierzchniami — zewngtrzng i we-
wnetrzng, takze catkowite prady zastgpcze generujace odpowiednie pola w tym obsza-
rze (czyli J,, M,) dziela si¢ na cze$¢ ptynaca po powierzchni zewnetrznej S, oraz
wewngtrznej S,. Pola elektryczne 1 magnetyczne wytwarzane przez prady (w odpo-
wiednich konfiguracjach zastgpczych) bedziemy oznacza¢ jako E, (irJ o IM k)
1H, (iJ IM, ), gdzie i=0, 1,2 — osrodek, w ktorym zachodzi promieniowanie —
w danej konfiguracji zastepczej wypetniajacy oczywiscie cata przestrzen, indeks k =z
lub w wskazuje natomiast odpowiedni prad elektryczny lub magnetyczny, zdefiniowa-
ny poprzez (7.10)—(7.13). W przypadku okreslania pola na powierzchni ograniczajacej
dany podobszar, przyjmuje si¢, ze punkt obserwacji osigga t¢ powierzchnie od strony
tego podobszaru. W kontekscie sformutowania PMCHWT oznacza to zapis rownan
w postaci odpowiadajacej (6.25), (6.26). Przy takim zatozeniu pomija si¢ w zapisie
rownan znaki £+ oznaczajace stron¢ powierzchni rozgraniczajacej osrodki.

7.2.1. Bryla dielektryczna otoczona zewnetrznym dielektrykiem

Warunki brzegowe dla tej konfiguracji mozna zapisa¢ nastgpujaco:

(E\(J..M.)+E,(J,.M,)) =(E,(-J..-M_)+E') ., maS. (7.14)

tan
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(7.15)

zo

(HI(JZ’MZ)+H1(JW’MW))taH:(HO(_JZ7_M2)+Hi) s na§

tan

(E\(J..M,)+E (J,.M,)) =(E,(-J,.,-M,)) , naS$,, (7.16)

tan tan

(Hl (JZ’MZ)+H1 (JW’MW)) :(HZ(_JW’_MW)) » na Sw' (717)

tan tan

Po zastosowaniu metody momentow podany uktad réwnan jest przeksztalcany
w uktad réownan liniowych zawierajacy jako niewiadome wspolczynniki stuzace do
aproksymacji J_, M, J,, M, z uzyciem zastosowanych funkcji bazowych. Znajac
aproksymacje pragdow zastgpczych, wyznacza si¢ pola w poszczegolnych podobsza-
rach, korzystajac z odpowiednich zagadnien zastepczych.

Opisang metode zastosowano do analizy rozpraszania plaskiej fali elektromagne-
tycznej przez dwuwarstwowa kule dielektryczng. Fala ptaska pada w kierunku prze-
ciwnym do osi z, a wektor pola elektrycznego pola padajacego jest spolaryzowany
w kierunku osi x. Zastosowano algorytm wykorzystujacy symetri¢ obrotowa (MoM
BoR). Wyniki obliczen skutecznej powierzchni radarowej w funkcji elektrycznej
wielkosci kuli pokazano na rysunku 7.3. Wyniki poréwnano z rozwigzaniem anali-
tycznym wykorzystujacym szeregi Mie".

100,00 g

----- MoM BoR —— Mie

10,00

0,01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

ka
Rys. 7.3. Skuteczna wsteczna powierzchnia odbijajaca dwuwarstwowej kuli dielektrycznej
0 promieniu zewng¢trznym a i wewngtrznym b; b/ a = 0,5 dla czgsci wewngtrznej przenikalno$é
&,1 =16,0, dla czesci zewngtrznej ¢,, = 9,0

") Podobnie jak w rozdziale 6 do obliczen wykorzystano autorski program dla analizy kul dwuwar-
stwowych napisany na podstawie artykutu: A.I. Aden, M. Kerker, Scattering of electromagnetic waves
from two concentric spheres, Journal of Applied Physics, Vol. 22, No. 10, 1951, 1242—1246.
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Rys. 7.4. Pole elektryczne w obrgbie dwuwarstwowej kuli dielektrycznej

o parametrach z rysunku 7.3; obliczenia dla ka = 0,8; (a) sktadowa E, wzdtuz osi z;

(b) sktadowa E, wzdtuz osi x; (c) sktadowa E, wzdtuz osi x
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W celu zilustrowania spetnienia przez rozwigzanie warunkow brzegowych na gra-
nicy warstw warto pokaza¢ wybrane rozktady pola w obrebie kuli. Obliczenia wyko-
nano dla warto$ci ka =0,8. Wyniki — wykresy wartosci pola elektrycznego wzdtuz
wybranych odcinkéw w obrgbie kuli pokazano na rysunku 7.4. Na rysunku 7.4a wy-
kreslana wzdiuz osi z skltadowa E jest styczna do powierzchni sfery rozdzielajacej
osrodki o roznych parametrach w punktach z/a =+0,5 — wida¢, ze ta skladowa jest
ciagta na granicy o$rodkow. Podobny efekt mozna zaobserwowaé¢ dla x/a =0,5 na
rysunku 7.4c, gdzie jest wykreslana sktadowa E_ wzdluz osi x. Natomiast na rysunku
7.4b wykreslono sktadowa E_ wzdhuz osi x. Dla punktu x/a=0,5 jest to skladowa
normalna do granicy osrodkow, ktora jest w tym miejscu nieciagla (ciagla jest induk-
cja elektryczna D, = ¢E).

7.2.2. Idealny przewodnik otoczony warstwg dielektryczna

W przypadku gdy obiekt wewnetrzny jest wykonany z idealnego przewodnika,
warunki brzegowe przybierajg postac:

(E1 (J Mz)+E1(Jw)) Z(Eo(_‘]

b
z tan z

,~M_)+E') , masS, (7.18)

9
tan

(H,(J..M.)+H,(J,)) =(H,(-J..-M.)+H') , naS, (7.19

tan tan

(E\(J.,M.)+E(J,)) =0, nas,. (7.20)

Stosujac ponownie metode momentdw, przeksztatca si¢ podany uktad réwnan cat-
kowo-rozniczkowych w uktad rownan liniowych, z ktérego wyznacza si¢ wspotczyn-
niki aproksymacji pradow J_, M_, J,, a znajac te aproksymacje — pola w dowolnym
punkcie przestrzeni.

Na powierzchni przewodnika znika sktadowa styczna pola elektrycznego, dlatego
w rownaniach (7.18)—(7.20) nie wystgpuje prad magnetyczny ptynacy po tej po-
wierzchni, natomiast zamiast dwoch warunkdéw brzegowych na powierzchni S, gene-
rujacych dwa rownania dla przypadku z punktu poprzedniego, stosuje si¢ jedno row-
nanie (7.20) — w tym przypadku jest to rownanie pola elektrycznego.

Za przyktad analizy wykonano obliczenia skutecznej powierzchni odbijajacej me-
talowej kuli z pokryciem dielektrycznym. Wyniki porownano z rozwigzaniem anali-
tycznym (szeregi Mie), do ktorego zastosowano program z poprzedniego punktu,
zmodyfikowany tak, aby na wewnetrznej powierzchni uwzgledni¢ warunek znikania
sktadowej stycznej pola elektrycznego. Poréwnanie wynikow pokazano na rysunku
7.5 — jak widaé, zgodno$¢ wynikow obliczen jest bardzo dobra.
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Rys. 7.5. Skuteczna powierzchnia odbijajaca idealnie przewodzacej kuli

o promieniu b otoczonej dielektrykiem o promieniu a = 3b i przenikalnosci &, = 4,0,
dla ka = 3,0, w funkcji kata ; (a) o4y, (b) T 40
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7.3. Bryly skladajace si¢ z dwoch polaczonych obszarow

Rozpatrzymy teraz przypadek pokazany na rysunku 7.1b. Cechg charakterystyczng
takiej sytuacji, w przeciwienstwie problemu z rysunku 7.1a, jest wystepowanie krawe-
dzi wspdlnych dla trzech lub wigkszej liczby podobszaréw roéznigcych si¢ parametra-
mi. Biorac pod uwage, ze przez taka krawedz plyna — w odpowiednich konfiguracjach
rownowaznych — przynalezace do odpowiednich podobszaréw prady zastepcze, przez
analogie do sytuacji z rysunku 4.3, takg krawedz nazywa si¢ zigczem.

Przeanalizujmy najpierw zlacze pokazane na rysunku 7.6, bedace krawedzig
wspolng trzech, roéznigcych si¢ parametrami obszaréw dielektrycznych. Na rysunku
symbolami famanych strzatek zaznaczono takze funkcje daszkowe (np. typu RWG) f,,
>, f; shuzace do aproksymacji ptynacych przez ztacze pradoéw elektrycznych i magne-
tycznych, promieniujagcych w odpowiednich problemach rownowaznych. Kierunek
strzatek zostat celowo zaznaczony w taki sposob, aby wzdtuz kazdej z krawedzi przy-
nalezacych do zlacza prady ,,po obu stronach” tej krawedzi mialy przeciwne zwroty.
Zgodnie bowiem ze sformutowaniem PMCHWT prad danego typu (elektrycznego lub
magnetycznego) ptynacy po obu stronach krawedzi jest identyczny co do wartosci,
a przeciwny co do zwrotu — wynika to z cigglosci odpowiednich sktadowych stycz-
nych pola magnetycznego i elektrycznego w zagadnieniu oryginalnym (por. p. 6.1).
Biorac pod uwage ten fakt mozna dalej stwierdzi¢, ze warunek taki jest spetniony
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie (w tym przypadku trzy) funkcje bazowe zwigzane
ze zkaczem muszg w ramach aproksymacji pradu elektrycznego i magnetycznego by¢
przemnozone przez takie same wspotczynniki. W uktadzie rownan liniowych opisuja-
cych problem z krawedzia stanowiacg zlacze jest zwigzany jeden nieznany wspot-
czynnik w aproksymacji zastgpczego pradu elektrycznego i jeden — magnetycznego.

Kolejnym zagadnieniem jest konstrukcja stosownych réwnan algebraicznych —
rownanie ze wzgledu na nieznane wspotczynniki aproksymacji powstaje z odpowied-

Rys. 7.6. Ztacze ,,dielektryczne”
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niego rownania catkowego poprzez ,testowanie” z wykorzystaniem zadanej funkcji
testowej/wagowe;j.

Na poszczegodlnych powierzchniach, rozgraniczajgcych obszary o roznych parame-
trach, muszg by¢ spetnione warunki brzegowe:

(E),, =(E),» nas,, (7.21)
(E,),, =(Es),» nas$,;, (7.22)
(E),, =(E;), >, nas;, (7.23)
(H)), =(H,) . nas,, (7.24)
(H,), =(H;) . naS$,;, (7.25)
(H,), =(H5), ., naS;, (7.26)

gdzie pola E;, H,, (i = 1, 2, 3) oznaczajg calkowite pola w obszarze i, w odpowiednim
zagadnieniu zastepczym — czyli, w sformutowaniu PMCHWT takim, gdy wspomniane
pola w obszarze i sg takie same jak w zagadnieniu oryginalnym, natomiast pola
w pozostatych obszarach sa zerowe. Pola E;, H, w ogdélnym przypadku sa suma po6l
wytwarzanych przez prady zast¢pcze oraz pol pobudzajacych, jezeli takie w obszarze i
wystepuja.

Wykonajmy teraz testowanie rownania (7.21) przez funkcj¢ daszkowa f;:

f E - fds=[ E, fds. (7.27)
Si2 Si2

W catkowaniach uzywa si¢ tylko tej cze$ci funkcji f;, ktora nalezy do S, ,. Jedno-
czesnie na S, , jest f, =—f:

f E, - f1d5+js E, f,dS=0. (7.28)
Si.2 1,2
Postepujac podobnie dla pozostatych rownan (7.22)—(7.26), otrzymuje sig:
f E, - fdS+ L E,- f,dS=0, (7.29)
S5 1.3
f E, fdS+ [ Ey fudS=0, (7.30)
S2,3 2,3

f Hl-fldS+L H, f,dS=0, (7.31)
Sl,z 1,2
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L H, -fla'S+J'SmH3 £,dS =0, (7.32)
L H, fzdS+J.S“H3 . £,dS=0. (7.33)
Zsumujmy teraz stronami rownania dla pola elektrycznego (7.28)—(7.30):
f Ly B gids s J'Sl.zuS“ E,-f,dS + LIMM E, fidS=0 (7.34)
oraz magnetycznego (7.31)—~(7.33):
fsmusm H,-fdS+ Isl.zusz,3 H,- f,dS+ Lmusm H, fidS=0. (135

W rezultacie otrzymano dla zlacza dwa réwnania, w ktorych wykorzystuje si¢
wszystkie zwigzane ze ztaczem funkcje wagowe. Z tym samym zbiorem funkcji, trak-
towanych jako funkcje bazowe, zwigzane sg w sumie dwie niewiadome. Wynika stad,
ze obecnos$¢ kazdego zlacza typu dielektrycznego wprowadza do wynikowego uktadu
réownan liniowych dwie dodatkowe niewiadome oraz dwa réwnania. Po zsumowaniu,
catkowania w (7.34), (7.35) sa wykonywane po catych dziedzinach funkcji wago-
wych, ani w aproksymacjach pradow zastepczych zatem, ani podczas ,testowania”
réwnan nie jest konieczne postugiwanie si¢ ,,potdéwkami” funkcji daszkowych.

Uogolnienie przedstawionego rozumowania na zlgcza wynikajace z polaczenia
jedna krawedzig wiekszej niz trzy liczby jednorodnych obszaréw jest oczywiste. War-
to tez zauwazy¢, ze uzywane poprzednio sformutowania PMCHWT dla bryl jedno-
rodnych lub dla sytuacji, gdy w bryle niejednorodnej wystgpuja wylacznie powierzch-
nie rozgraniczajace dwa obszary dielektryczne, mozna sformulowa¢ w konwencji

Rys. 7.7. Ztacze ,,dielektryczne” zredukowane do polaczenia
dwoch obszaréow jednorodnych
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wezta (zlacza) z dwiema przeciwnie skierowanymi funkcjami daszkowymi, ktorym
w aproksymacjach pradow elektrycznych i magnetycznych przypisane sg pojedyncze
wspotczynniki skalujace (rys. 7.7). Odpowiednie rownania zapewniajgce spelnienie
warunkow brzegowych na granicy osrodkdéw przybieraja wtedy posta¢ réwnan (7.34),
(7.35) z dwiema przeciwnymi co do kierunku funkcjami daszkowymi. Taka konwen-
cja pozwala w kodzie komputerowym traktowaé w ujednolicony sposéb wszystkie
funkcje bazowe i testowe, niezaleznie czy krawedz definiujaca funkcje jest krawedziag
wspolng dwoch, trzech czy tez wigkszej liczby jednorodnych obszarow.

Powyzsze rozumowanie wykorzystano do analizy rozpraszania fali elektromagne-
tycznej przez bryly sktadajace si¢ z dwoch przylegajacych do siebie obszaréw dielek-
trycznych. Jako przyklad rozpatrzono przedzielony w potowie walec (cylinder) die-
lektryczny, ktorego potowki rdznia si¢ przenikalnoscia, pokazany na rysunku 7.8. Wy-
brany przyktad moze, w prosty sposob, postuzy¢ do weryfikacji obliczen: zwrdéémy
uwage, ze rozne pod wzgledem obliczeniowym problemy pokazane na rysunku 7.9
opisujg to samo zagadnienie. Wyniki obliczen skutecznej powierzchni odbijajacej dla
konfiguracji z rysunku 7.9 pokazano na rysunku 7.10. Z kolei na rysunku 7.11 przed-
stawiono wyniki dla dwuczeéciowego walca, dla réznych przenikalnosci elektrycz-
nych obu czesci. W obliczeniach wykorzystano modele tréjwymiarowe.

Rozpatrzymy teraz przypadek (rys. 7.12), gdy jeden z obszarow generujacych ,,zta-
cze” jest idealnym przewodnikiem — na rysunku ten obszar, oznaczony numerem 3,
wypeliono kolorem czarnym. Przeprowadzajac rozumowanie podobne jak dla zlacza
czysto dielektrycznego, mozna zauwazy¢, ze:

o w modelu ztgcza nie wystgpuje funkcja daszkowa odpowiadajgca obszarowi ideal-

nego przewodnika, w obrebie ktorego pola elektryczne i magnetyczne sg zerowe;

| . X
l, E.H
L

'
1
’
S
o
]

81’ lul

627 lu2

Rys. 7.8. Rozpraszanie fali elektromagnetycznej przez cylinder dielektryczny
ztozony z dwoch, roéznigcych si¢ parametrami obszaréw
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Rys. 7.9. Rownowazne sobie problemy umozliwiajace weryfikacje
metody shuzacej do analizy zagadnienia z rysunku 7.8

» pozostate (tu: dwie) funkcje daszkowe stuza wylacznie do aproksymacji zastep-
czych pradow elektrycznych — prad magnetyczny na powierzchni idealnego
przewodnika nie istnieje, poniewaz definiujaca go sktadowa styczna pola elek-
trycznego jest zerowa;

+ z powodu ciggtosci sktadowej stycznej pola magnetycznego na powierzchni S ,
zorientowane funkcje f; 1 f, sa w aproksymacji zastgpczych pradow elektrycz-

nych mnozone przez ten sam wspolczynnik, w wynikowym uktadzie réwnan li-
niowych odpowiada im zatem jedna niewiadoma.
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Rys. 7.10. Skuteczna powierzchnia odbijajaca walca o promieniu a, wysokosci 2a
i przenikalno$ci wzglednej €, = 4,0, dla 4; = 4a, w funkcji kata 0; (a) oy, (b) T40
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Rys. 7.11. Skuteczna powierzchnia odbijajaca walca o promieniu a, wysokosci 2a
i przenikalno$ci gornej czedci €, = 4,0 oraz roznych wartosci przenikalnosci czgsci dolnej ¢,.,,
dla A, = 4a, w funkcji kata 0; (a) oy, (b) P
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Rys. 7.12. Zacze ,,dielektryczno-metalowe”

Zakladajac, ze obiekty metalowe modeluje si¢ z wykorzystaniem réwnania pola
elektrycznego (EFIE) z warunkow brzegowych na poszczegodlnych powierzchniach
rozgraniczajacych, otrzymuje sie:

(El )tan = (E2 )[an ? ha S1,2 s (7.36)
(E2 )tan = O’ na S2,3 ’ (737)
(El)tan = 0’ na Sl,3 . (738)
Wykonujac teraz testowanie rownan z uzyciem f| i f,, otrzymuje sig:
J-S E 'fldS+J.s E, - f,dS=0, (7.39)
Jy, £~ fas =0. (7.40)
L E,- f,dS =0, (7.41)

ktore po zsumowaniu daja odpowiednik réwnania (7.34):
J-SI.ZUSI’;; El ‘ ﬁdS * J-Sl,zUSZJ E2 ’ f2dS =0. (742)

Jezeli przewodnik jest ,,otwarty” (rysunek 7.13), zarowno réwnanie generowane
przez zlacze, jak i uwagi dotyczace aproksymacji pragdow zastgpczych z uzyciem
zwigzanych ze ztaczem funkcji f 1 f, pozostaja w mocy. Jedyna réznica w stosunku
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b

Rys. 7.13. Ztacze ,dielektryczno-metalowe” dla nieskonczenie
cienkiego otwartego przewodnika lezacego na granicy
dwoch obszaréw jednorodnych; przewodnik zaznaczono gruba czarng linig

~

Rys. 7.14. Nieskonczenie cienki otwarty przewodnik
lezacy na granicy dwoch obszaréw jednorodnych
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Rys. 7.15. Rozpraszanie fali elektromagnetycznej
przez kulg ztozong z potkul metalowe;j i dielektrycznej
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Rys. 7.16. Rozpraszanie fali elektromagnetycznej przez metalowa potkule (a)
oraz kulg ztozona z potkul metalowe;j i dielektrycznej o parametrach prézni (b)

do sytuacji z rysunku 7.12 jest to, ze obydwie funkcje sg tym razem zdefiniowane na
tych samych poddziedzinach.

Dla przypadku z rysunku 7.14, gdy nie mamy do czynienia ze zlagczem, a tylko
z sytuacja, w ktorej nieskonczenie cienki, otwarty przewodnik rozgranicza dwa rézne
co do parametrow obszary, kazda z pokazanych na rysunku funkcji bazo-
wych/testowych generuje osobne rownanie typu EFIE i odpowiada jej osobny wspot-
czynnik w aproksymacji kazdego z dwoch promieniujacych w innych srodowiskach,
pradow zastepczych.

Tylko w sytuacji gdy po obu stronach przewodnika znajduje si¢ taki sam osrodek,
mozna wykorzysta¢ aproksymacje sumy obydwu pradéw z uzyciem pojedynczej
funkcji bazowej, o czym byla mowa w rozdziale 5.3.

Dla zilustrowania streszczonej metody obliczeniowej przeanalizujemy rozpraszanie

fali elektromagnetycznej przez podzielong na pét kulg, ktorej jedna z czesci jest wy-
konana z idealnego przewodnika, a druga — z jednorodnego dielektryka (rys. 7.15).
W przypadku gdy parametry czesci dielektrycznej sg takie same jak otaczajgcej prze-
strzeni, zagadnienie jest formalnie rownowazne zagadnieniu rozpraszania fali elek-
tromagnetycznej przez metalowg potkule (por. rys. 7.16a i b), co mozna wykorzystac
do weryfikacji kodu obliczeniowego. Przyktadowe wyniki obliczen tego przypadku
pokazano na rysunku 7.17. Do poréownawczych obliczen przypadku z rysunku 7.16a
uzyto kodu bazujacego na rownaniu EFIE, wykorzystujacego symetri¢ obrotowa bry-
ly. Z kolei na rysunku 7.18 zaprezentowano wyniki obliczen dla ré6znych parametrow
poitkuli dielektryczne;.
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Rys. 7.17. Skuteczna powierzchnia odbijajaca metalowej potkuli o promieniu a,
gdy ka = 3,0, w funkcji kata 0; (a) o py; (b) P
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Rys. 7.18. Skuteczna powierzchnia odbijajaca kuli ztozonej z pétkul metalowe;j i dielektrycznej
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parametrem jest wzgledna przenikalno$¢ elektryczna potkuli dielektrycznej
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8. Silnie niejednorodne dielektryki

W poprzednim rozdziale pokazano, w jaki sposob mozna analizowa¢ obiekty die-
lektryczne sktadajgce si¢ z pewnej liczby jednorodnych podobszaréw. W przypadku
obiektow silnie niejednorodnych alternatywa dla zaprezentowanego tam podejscia
moze by¢ uzycie, omowionej w rozdziale drugim, objetosciowej zasady rownowazno-
Sci, pozwalajacej zastapi¢ obiekt niejednorodny objgtosciowym rozktadem pradow:
elektrycznego i magnetycznego, promieniujagcych w o$rodku, z ktorego oryginalny
obiekt zostat usunigty [8.1]. W ramach niniejszego rozdzialu omowimy metode anali-
zy wykorzystujaca powyzsza zasad¢ rownowaznosci. Rozwazania ograniczymy do,
istotnego z praktycznego punktu widzenia, przypadku bryly czysto dielektrycznej
[8.2-8.7], to jest takiej, ktorej przenikalno$¢ magnetyczna jest taka sama jak otaczaja-
cego osrodka, natomiast r6zna od otoczenia jest, zalezna od miejsca w obrebie obiek-
tu, przenikalnos¢ elektryczna. Takie zatozenie oznacza, ze w zagadnieniu zastgpczym
(rys. 2.7b) nie wystepuje rozktad pradu magnetycznego. Analizowana sytuacje i od-
powiednig konfiguracj¢ zastepcza pokazano zatem na rysunku 8.1, przy czym zgodnie
z (2.57), zastgpczy objetosciowy rozktad pradu polaryzacji jest dany zaleznoscig [8.3]:

J, (r)= jo(e(r)—g)E(r), (8.1)

gdzie E (r) — wypadkowe pole w obrebie bryty dielektryczne;.

Przez zapisang explicite zalezno$¢ poszczegdlnych wielkosci od wektora r wskazu-
jacego potozenie w obrebie bryly podkreslono niejednorodnos¢ obiektu. Wygodniej
jest postugiwac si¢, zamiast polem elektrycznym, indukcja elektryczna, co pozwala
zapisac prad polaryzacji w postaci:

J, (r):ja)MD(r)zja)K(r)D(r), (8.2)
e(r)
gdzie wprowadzono tzw. wspotczynnik kontrastu [8.3]:
(= E=5) (8.3)

e(r)
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Rys. 8.1. Niejednorodny obiekt dielektryczny w polu elektromagnetycznym (a)
oraz konfiguracja rOwnowazna z zastgpczym objetosciowym pradem elektrycznym (b)

Z pradem polaryzacji zwigzany jest (w zagadnieniu zastgpczym) tadunek dany
roOwnaniem ciggtos$ci:
v-J,(r)
(r=——"—"=-vV-(«(r)D(r)
1 jo ( ) (8.4)
=—Vi(r)-D(r)-x(r)V-D(r), rev.
Poniewaz (rys. 8.1a) w obrebie objgtosci V nie wystepuja tadunki swobodne, dy-

wergencja indukcji elektrycznej pojawiajgca si¢ w drugim sktadniku prawej strony
(8.4) jest rowna zeru, w zagadnieniu zatem zastgpczym:

qg(r)=-—Vk(r)-D(r), rev. (8.5)

Zaleznos¢ (8.5) oznacza, ze niejednorodnos¢ przenikalnosci elektrycznej bryty
powoduje w zagadnieniu zastgpczym pojawienie si¢ tadunkow elektrycznych.
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W przypadku gdy przenikalno$¢ w funkcji potozenia jest opisana funkcja ciagla
i (fragmentami) rézniczkowalng, tadunek ten ma charakter fadunku objetosciowego.
W przypadku gdy przenikalno$¢ zmienia si¢ w sposob skokowy pomiedzy dwoma
obszarami, wystgpujacy w (8.5) gradient wspotczynnika kontrastu jest funkcjg uogol-
niong, co sprawia, ze opisywany przez (8.5) ladunek ma charakter tadunku po-
wierzchniowego, umieszczonego na powierzchni rozgraniczajacej wspomniane obsza-
ry [8.3], o gestosci powierzchniowej:

g (V=" ()= (M))D(r)-h, red, (8.6)

gdzie A oznacza powierzchnig, przy przekraczaniu ktorej, zgodnie z kierunkiem nor-
malnego wektora n, nastepuje skokowa zmiana wspolczynnika kontrastu z warto$ci
oznaczonej indeksem gérnym ,,+” do wartosci oznaczonej indeksem ,,—”. Pamigtajac,
ze w zagadnieniu oryginalnym na granicy osrodkow sktadowa normalna indukc;ji elek-
trycznej jest ciggta”, na podstawie (8.2) tatwo zauwazy¢, ze w konfiguracji zastepczej
nieciagla jest skladowa normalna pradu polaryzacji.

Zauwazmy, ze nawet jezeli przenikalnos¢ elektryczna w obrebie bryty nie zmienia
si¢ W sposob skokowy, tadunek powierzchniowy (8.6) moze wystgpowaé na po-
wierzchni S ograniczajacej catkowita objetos¢ bryly V, jezeli tylko parametry bryty nie
przechodza w sposob ptynny w parametry otaczajacego ja osrodka. Obecnosci tadun-
ku powierzchniowego na S towarzyszy rézna od zera warto$¢ skladowej normalne;j
pradu polaryzacji.

8.1. Objetosciowe rownanie calkowe

Nieznang wielkos$cia w zagadnieniu zastepczym z rysunku 8.1b jest rozktad objeto-
sciowej gestosci pradu J,. Ten prad wytwarza w zagadnieniu rownowaznym pole
wtorne, ktore mozna zapisaé, korzystajac z reprezentacji dwupotencjatowej, jako:

E(r)=—jod(r)-Vao(r)

:—jwf—;IVJV(r')G(r, ¥)dv' (8.7)

-V

'[ q(r)G(r,r")dV’

dng, v

" Podkreslenia wymaga fakt, ze w prowadzonych w rozdziale 8 rozwazaniach postuzono si¢ indukcja
elektryczng D(r) = e(r)E (r) wystepujaca w zagadnieniu oryginalnym. Nie jest ona tozsama z indukcja
elektryczng w zagadnieniu zastgpczym réwng &) E (r), gdzie niezmienione, wzgledem zagadnienia orygi-
nalnego, zostaje pole elektryczne E . Formule (8.6) mozna wyprowadzi¢ z warunku (2.31) zastosowane-
go do zagadnienia oryginalnego.
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Gdzie r' €V oznacza punkt zrodtowy, r punkt obserwacji, natomiast funkcja Gre-
ena dana jest wzorem (2.18), dla liczby falowej k =k, = w /&y, . Gestos¢ tadunku
w (8.7) jest dana przez (8.4).

Pole E° dane poprzez (8.7) oznacza tu nie tylko tradycyjne pole rozproszone na
zewnatrz bryty (por. rozdziat 2.6), ale takze pole bedace réznicg pomigdzy polem wy-
padkowym w punktach lezacych wewnatrz bryly i, zdefiniowanym w tych samych
punktach, polem padajacym (przypomnijmy, ze pole padajace jest zdefiniowane jako
hipotetyczne pole wystgpujace w srodowisku po usunigciu obiektu rozpraszajacego).
Stwierdzenie to mozna zapisa¢ w postaci rOwnania:

E(r)+E(r)=E(r), rev. (8.8)

Po podstawieniu do wzoru (8.8) reprezentacji (8.7) oraz korzystajac z definicji
pradu polaryzacji (8.1), i rownania ciggtosci (8.4), otrzymuje si¢ po uporzadkowaniu
rownanie catkowe, w ktorym niewiadoma jest rozktad gestosci pradu polaryzacji:

J, (r)

jo(e(r)-¢) e J-VJV(V G(r.r)dv

) (8.9)
Y ! fV-J.,, ! G(r,r")dV'=E'(r), reV.
dng, ), Jo
Alternatywnie, traktujac jako niewiadoma indukcje elektryczna, otrzymuje si¢:
D) b [ () DG, ')V
s(r) 4w v (8.10)
V[ V(DG )V = E (1), reV.
dmeg,

Zapis robwnania w postaci (8.10) ma migdzy innymi t¢ zalete, ze nie wystgpuje w nim
dzielenie przez zero, obecne w pierwszym skladniku po lewej stronie rownania (8.9),
gdy pewne fragmenty bryly maja przenikalnos$¢ taka sama jak przenikalno$¢ otoczenia.

W szczegolnym przypadku gdy obiekt jest jednorodny i jego przenikalno§¢ wyno-
si &, wzor (8.10) mozna, korzystajac z (8.5) i (8.6), przeksztalci¢ do postaci:

bt

a)z%LD(r')G(;’, r')dV'
¢ K“ (8.11)

-V

'[D(r)-ﬁG(r,r')dS'in(r), rev,
dme, v
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gdzie zgodnie z (8.3) x = (g - &, ) / €. Jedyny ladunek jaki pojawia si¢ w tym przypad-
ku w zagadnieniu zastgpczym, jest tadunkiem powierzchniowym na powierzchni S,
stad calka repezentujaca potencjat skalarny redukuje si¢ w (8.11) do catki powierzch-
niowej [8.2].

8.2. Uogolnienie funkcji RWG na zagadnienia
opisane objetosciowa gestoscig pradu

Zanim przystapimy do omoéwienia metody rozwigzywania réwnania (8.9) lub
(8.10) nalezy zrobi¢ jeszcze jedno dodatkowe uproszczenie. Zatézmy, ze niejednorod-
no$¢ bryty dielektrycznej (czyli zmiany przenikalnosci) bedziemy aproksymowacé
funkcja stata w niewielkich podobszarach. Powszechnie przyjmuje si¢, ze najbardziej
elastyczny model uzyskuje si¢, gdy te elementarne podobszary maja ksztalt przylega-
jacych do siebie czworo$cianow. Zastosowanie jako podstawowego bloku aproksyma-
cji czworoScianu jest porownywalne z zastosowaniem elementéw trojkatnych
w aproksymacji powierzchni.

Cechy, jakimi powinny charakteryzowa¢ si¢ funkcje bazowe zalezg od wyboru
postaci rownania objetosciowego. Jezeli jest rozwigzywane rownanie (8.9), wielkosScia
aproksymowang jest objetosciowy prad polaryzacji, jezeli natomiast przyjmie si¢ row-
nanie (8.10), wielkoscia aproksymowang jest objetosciowy rozktad indukcji elek-
tryczne;.

Podczas analizy zagadnien opisanych calkowymi réwnaniami powierzchniowymi
zauwazylismy, ze przydatne w aproksymacji powierzchniowych rozktadéw pradu sa
tzw. funkcje bazowe RWG ,rozpigte” na sgsiadujacych ze soba trojkatnych fragmen-
tach powierzchni. Nalezatoby si¢ zatem zastanowic, czy da si¢ skonstruowac funkcje
o podobnych wlasciwosciach, ale przydatne do opisu pradéw objetosciowych. Roz-
wigzanie tego problemu zaproponowali w 1984 roku Schaubert, Wilton i Glisson
[8.3], proponujac funkcje zdefiniowane wlasnie na dwodch przylegajacych do siebie
czworoscianach (rys. 8.2).

Funkcj¢ bazowa definiuje si¢ jako:

+ +
I
r)= - - 8.12
AT Ll B e, 1
0, rel VT,
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Rys. 8.2. Funkcja do objetosciowej aproksymacji indukcji elektrycznej
zdefiniowana na dwoch sgsiadujgcych czworoscianach

gdzie V", V.~ oznaczaja odpowiednio objetosci czworosciandw 7", 7., b, h, oznacza-
ja wysokosci tych czworoscianoéw, liczone od swobodnych wierzchotkow dowspdlne;j
powierzchni, wektor p jest wektorem od swobodnego wierzchotka czworo$cianu 7,

do punktu r, gdy reT,, a wektor p, jest wektorem od punktu r do swobodnego

wierzchotka czworos$cianu 7, , gdy r €T, .
Funkcja bazowa zdefiniowana wzorem (8.12) charakteryzuje si¢ nastepujacymi
wlasciwos$ciami:
(1) £, jest styczna do Scianek czworo$ciandw, z wyjatkiem $cianki wspdlne;j;
(2)sktadowa normalna f, przecinajaca $ciank¢ wspolng pomiedzy czworos$cianami
jest ciagta;
(3)dywergencja f, wynosi

V- f,(r)= _a__3 rer (8.13)
Vi A
0, rel) UT,

Zwro¢my uwage na wlasciwos¢ numer (2). Konstrukcja funkcji zapewnia cigglosé
sktadowej normalnej na $ciance wspdlnej, co jest oczywistg analogia do wtasciwosci
numer (2) powierzchniowej funkcji RWG. Tymczasem, jak to juz zauwazono, sklado-
wa normalna pradu polaryzacji nie musi by¢ ciagta na granicy o$rodkéw! Co wiecej,
analogia do powierzchniowych funkcji RWG nie jest wlasciwa w jeszcze jednym
przypadku. Przy wykorzystaniu réwnan powierzchniowych do analizy dielektry-
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koéw powierzchnia S, po ktorej ptynie prad jest zawsze powierzchnig zamknigta, przy
aproksymacji z uzyciem elementow trojkatnych nie wystepuja wigc krawedzie ,,ze-
wnetrzne” — do kazdej krawedzi definiujacej funkcje bazowe przylegaja wigc dwa
trojkaty. Podobnie jest w analizie powierzchni przewodzacych — nawet jesli taka po-
wierzchnia jest powierzchnig otwarta (do analizy stosujemy wtedy rownanie pola
elektrycznego), to z krawedziami zewnetrznymi, czyli polozonymi ,,na brzegu” prze-
wodnika, nie sg zwigzane funkcje bazowe. Wynika to z oczywistej obserwacji, ze prad
prostopadty do takiej ,.koncowe;j” krawedzi musi by¢ zerowy, gdyz inaczej nie byloby
spelnione I prawo Kirchhoffa. Tymczasem zauwazyliSmy w puncie 8.1, Ze prad pola-
ryzacji moze mie¢ sktadowa normalng do powierzchni S. Mozna zatem stwierdzi¢, ze
zdefiniowane funkcje nie nadaja si¢ bezposrednio do aproksymacji obj¢tosciowego
pradu polaryzacji.

Inaczej jest w przypadku, gdy aproksymowang wielkoscia jest indukcja elektryczna
— wtedy warunek ciagglosci sktadowej normalnej na $ciance wspolnej wbudowany
w definicje (8.12) jest wlasciwy, odpowiada bowiem stosownemu warunkowi brzego-
wemu, jaki na indukcje elektryczng narzucaja rownania Maxwella. Do przeanalizowa-
nia pozostaje jeszcze problem $cianek zewnetrznych bryly — prostym rozwigzaniem
tego zagadnienia jest odstgpienie od koniecznos$ci budowania funkcji bazowych wy-
facznie na parach czworo$cianéw. W przypadku gdy Scianka czworoscianu, z ktorg
wigze si¢ funkcje bazowa nalezy do powierzchni S otaczajacej bryte (a $cislej — do jej
aproksymacji z uzyciem elementow trojkatnych), wigze si¢ z nig ,,poldwkowa” funk-
cje bazowa, zdefiniowang zgodnie z (8.12) na jednym tylko czworoS$cianie.

Istnieje pozadana wiasciwos¢ funkcji bazowych stuzacych do aproksymacji induk-
cji elektrycznej, ktorej funkcje (8.12) nie spelniajg. Jest nig warunek zerowania si¢
dywergencji indukcji elektrycznej D. Jak wynika z (8.13), rozwazane funkcje bazowe
maja dywergencj¢ r6zng od zera, zatem gdy na podstawie aproksymacji z uzyciem
takich funkcji oblicza si¢ tadunki elektryczne w zagadnieniu zast¢pczym, drugi sktad-
nik po prawej stronie (8.4) nie zniknie, jak w przypadku zaleznosci (8.5). Co wigce;,
wprowadzone przez ten sktadnik tadunki objeto$ciowe bedg zrédlem dodatkowego
potencjatu skalarnego w (8.10). W takiej sytuacji warunek zerowania si¢ dywergencji
indukgc;ji elektrycznej D jest spelniony w rozwigzaniu jedynie w sposob przyblizony.

8.3. Elementy macierzy impedancyjnej
i wektora pobudzenia

Réwnanie (8.10) mozna rozwigzywaé zgodnie z typowa procedurg metody mo-
mentow. W pierwszej kolejnosci zatozono, ze indukcje elektryczna wewnatrz bryly
aproksymuje si¢ jako:
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N
D(N=3"D,f, (1), (8.14)

gdzie D, sa to nieznane wspoiczynniki rozwinigcia, a f, sa funkcjami bazowymi zde-
finiowanymi wzorem (8.12) dla $cianek wewnetrznych lub potowkami tych funkcji
dla $cianek zewngtrznych.

Po podstawieniu (8.14) do (8.10) i wykonaniu procedury testowania, z wykorzy-
staniem tego samego zestawu funkcji, otrzymuje si¢ rOwnanie macierzowe w postaci:

(S, ][D.]=[E.]. (8.15)

ze wspotczynnikami danymi jako:

_( £ Su v + jof 4,()-£,(av + [ V@, (r)- £, (v

y e(r)
- VJZ((:))'f,,,(r)dv_wzf—ifyfyx(r'm(nr’)fn(r'>-fm<r>dV’dV (8.16)
1

4ng,

mn

[ {¥([, (et 1, )6 ryav)f - 1, (av.

E, :J.VEi(r)-fm(r)dV. (8.17)

gdzie A, 1 @, oznaczajg potencjaly wektorowy i skalarny wytwarzane przez rozktad
pradu opisany funkcja bazowg f:

A, (r)z%J;G(r, r’)K(r')fn (rdv', (8.18)
@ (r):_4n180 [ V(<) £, ()G (. )y 8.19)

Potencjat wektorowy (8.18) w danym punkcie obserwacji r oblicza si¢ zwykle
numerycznie. Dla funkcji zdefiniowanej przez (8.12) otrzymuje sig [8.3]:

_ja)fuoan K_:zr ’ + ' K'_; ’ - '
A, (r)_—12n {V; J.T;G(r, r )pndV + = J.T”_G(r, r )pndV }, (8.20)

n

gdzie x; oznacza warto$¢ wspotczynnika kontrastu w obrebie czworoscianu 7.
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Potencjat skalarny (8.19) oblicza si¢, uwzgledniajac (8.4), (8.6) i (8.13):

an K):— ! ! K.): ! A
@n(r)=—a{—j LG(r,r")av ——_j G(r,r")av

v v, 71,

——(K; Ky ) L G(r, r’)dS'}.

an

(8.21)

Jezeli " ¢V, w (8.20) i (8.21) podstawiamy warto$¢ «; = 0. Podobnie jak w przy-
padku powierzchniowych rownan catkowych, szczegdlnej uwagi wymaga sytuacja,
gdy punkt obserwacji lezy w obszarze zrodlowym i wyrazenie podcatkowe jest oso-
bliwe.

Rozpatrzmy teraz sposob obliczania elementow macierzy momentéw za pomocy
(8.16), z uwzglednieniem definicji (8.12). Pierwsza catke po prawej stronie (8.16)
obliczamy jako:

£, (r)
, e(r)

gdzie &, oznacza przenikalno$é¢ w obrebie czworoscianu 7. Catki (8.22) sg niezerowe
wylacznie w przypadku, gdy dziedziny funkcji f, 1 f,, pokrywaja si¢ w obrebie przy-
najmniej jednego czworo$cianu.

Pozostate catki w (8.16) sa catkami podwodjnymi. Aby unikna¢ czasochlonnego
catkowania numerycznego, wygodnie jest — podobnie jak w rozdziale pigtym — aprok-
symowa¢ funkcje podcalkowe w catkach zewngtrznych za pomocg ich warto$ci
w srodkach odpowiednich czworosciandw. W ten sposéb dla drugiej catki w (8.16),
zwiazanej z potencjatem wektorowym, otrzymuje sie:

S @=L a0, ey, 622
&, *Tn &, *Tn

ja)jVAn (r)-fm(r)deja)I +An (r)-fm(r)dV+ja)j 7An(r)-fm (r)dv

= jod, (rc") j £, (1)dV + joA,(r jf(r)dV (8.23)

:ja)An(r’;+) mpm +](0A ( —)'ampm ,
3 3
gdzie r¢* oznacza wektor wskazujacy $rodek geometryczny czworoscianu T, a p&’
oznacza wektor pS (por. rys. 8.2) dla punktu potozonego w $rodku geometrycznym 7,
(czyli wskazywanego przez r.*).
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Podobnie jak (8.23) oblicza si¢ elementy wektora pobudzenia:

IVE" (r)- £, (r)av = J'F E'(r)- f, (r)av +J'T7E" (r)- f,,(r)dv
=E'(r")-[ £,V +E (57)-[ £, (0ar  (824)

c+ c—
_ (i) QP (). Gl
3 3

Jezeli funkcja testujaca jest funkcja potdéwkowa (czyli jezeli T, ¢V lub T, ¢ V),
nie uwzgledniamy odpowiedniego sktadnika w (8.23) i (8.24).

Osobnego rozwazenia wymaga ostatnia catka w (8.16), czyli catka zwigzana z po-
tencjatem skalarnym. Problemem w obliczeniach numerycznych jest tu (podobnie jak
w powierzchniowych rownaniach catkowych) operator gradientu oddziatujacy na po-
tencjal skalarny. Mozna skorzystac tu z nastepujacej zalezno$ci:

Li va,(r)- f,(r)dv =LT1 @,(r) £, (r)-7dS ‘Li @ (V- f,(r)dV, (8.25)

gdzie 0T, oznacza powierzchni¢ czworo$cianu T, f, (r)-f przybiera wartoé¢ niezero-
w3 (i rowng £1) wylgcznie dla wspodlnej Scianki pomigdzy czworo$cianami tworzacymi
funkcje f,,. Dla sytuacji, w ktorej dziedzing funkcji sa dwa czworo$ciany, mamy zatem:

IVqun (r)- f, (PdV = jr Vo (r)- f, (r)dv +ijqu,, (r)- £, (r)dV
" (8.26)
= @,V £, v -[ &V, (r)av,

poniewaz catki powierzchniowe od obu czworo$cianow si¢ redukuja.

Po podstawieniu do wzoru (8.26) wzoru na dywergencje funkcji testowej (8.13),
a takze zastosowaniu aproksymacji potencjatu w obrebie T jego warto$cia w punkcie .
, otrzymuje si¢ ostatecznie:

[ va, . fm(r)dV;—(Dn(r,;*)J G gy (1) J gy
' 7 Vi 7. Vo (8.27)

=a,[0,(rs)-,(i7)], T eviT, eV

n m

Jezeli funkcja testujaca jest zwigzana ze $cianka nalezaca do S, czyli jest funkcja
poldwkowa, na podstawie (8.25) otrzymuje si¢ [8.3]:

J-TjVCDn(r)-fm(r)dV:iam[cb,z(r,;)—d?n(rf)], T*eViT eV, (828)

gdzie r, oznacza $rodek geometryczny $cianki a,,, z ktora jest zwiazana funkcja testu-
jaca.
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8.4. Bezzrodlowe funkcje bazowe dla bryl obrotowych

Rozpatrzymy teraz wykorzystanie objetosciowego réwnania catkowego dla bryty
o symetrii obrotowej [8.6, 8.7]. W tym przypadku mowi si¢, ze bryla obrotowa jest
niejednorodna, jezeli jej przenikalno$¢ elektryczna, w biegunowym uktadzie wspot-
rzednych, zalezy od wspotrzednych (p, z), natomiast jest stata w funkcji wspotrzedne;j
azymutalnej ¢. W opisie tego typu bryly role linii tworzacej L z rysunku 5.5 przejmuje
powierzchnia tworzgca T, zaznaczona na rysunku 8.3, natomiast linia L pelni teraz
role konturu 7 w ptaszczyznie (p, z). Pogladowo mozna stwierdzi¢, ze linia L obraca-

na wokot osi (z) generuje zewngtrzng powierzchnig¢ bryly S, natomiast powierzchnia 7
generuje objetosé bryty V.

Postepujac podobnie jak w punkcie 5.4, zat6zono, ze funkcje bazowe, ktore postu-
73 do aproksymacji indukcji elektrycznej beda miaty ogolna postac:

£ (p.z8)=(f (p.2)+ 2 (p.2)B) e, (8.29)

natomiast jako funkcje wagowe wykorzystano funkcje zespolone sprzgzone do (8.29).

We wzorze (8.29) fnT oznacza sktadowa wektorowa lezaca w ptaszczyznie 7, na-
tomiast f,f — sktadowg azymutalng. Zwré¢my uwage, ze w przeciwienstwie do roz-
dzialu 5.4, gdzie zdefiniowano dwie oddzielne skalarne funkcje bazowe dwoch skta-
dowych pradu (formuly (5.44) i (5.45)), tu zastosowano uniwersalnga notacje
wektorowa.

Rys. 8.3. Bryla obrotowa powstata w wyniku obrotu wokat osi (z)
powierzchni tworzacej T’
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Dywergencje¢ funkcji bazowej (8.29) mozna obliczy¢ jako:
V(7 (025 208 ] V1 (020 L 12 () e 520
gdzie wprowadzono notacje
_18(pD”) 2

V. -D'(p,z)= 8.31
T (,0 Z) o op oz ( )

Przyjmujac
-f;lgﬁ(paz):_ﬁvT'fnT(p’Z)a (832)

otrzymuje si¢ bezzrodlowa, a zatem dobrze nadajaca si¢ do aproksymacji indukcji
elektrycznej, funkcje bazowa:

£ (oo ¢>=[ﬁ(p,z)—jﬁpw ﬁT(p,z)éJe””- (833)

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja zespolona sprzgzona do (8.33), czyli funkcja wagowa,
rowniez spetnia warunek bezzréodlowos$ci, co ma znaczenie w testowaniu sktadnika
rownania catkowego zwigzanego z potencjatem skalarnym. Definicja (8.33) ma sens
dla p #0. Przypadkiem, gdy p =0, zajmiemy si¢ w dalszej czesci rozdziatu. Zastoso-
wanie (8.33) do rozwigzania rownania catkowego (8.10) oznacza, ze nie trzeba wpro-
wadza¢ osobnego zestawu nieznanych wspotczynnikéw do aproksymacji sktadowe;j
azymutalnej indukcji elektrycznej. Po zatozeniu, ze aproksymacja kazdej ze sktado-
wych wektorowych indukcji, czyli w biegunowym uktadzie wspotrzednych D”, D7,
D?, wymaga uzycia poréwnywalnej liczby nieznanych wspétczynnikéw, oznacza to,
ze liczbg niewiadomych redukuje si¢ w tym przypadku o okoto 1/3.

Uszezegdtowienie (8.33) wymaga zdefiniowania funkcji £ (o, z), najlepiej w taki
sposob, aby ta funkcja gwarantowata ciaglos¢ sktadowej normalnej indukcji przy sko-
kowej zmianie przenikalnosci (lub wspolczynnika kontrastu) — innymi stowy, aby
miala ona charakter funkcji daszkowej. W celu zdefiniowania takiej funkcji, ptaszczy-
zne¢ tworzaca bryly trzeba podzieli¢ na elementarne segmenty. Podobnie jak w rozwia-
zaniu tréjwymiarowym, zatozono, ze wspotczynnik kontrastu w obrgbie segmentu jest
staly. Doswiadczenie z poprzednich rozdzialéw wskazuje, ze najbardziej elastyczny
model uzyska sie, stosujac podziat na elementy trojkatne i definiujac na parach trojka-
tow funkcje typu RWG. Niestety, rozwigzanie takie nie jest optymalne dla aproksyma-
cji indukcji w bezposrednim otoczeniu osi symetrii bryty, czyli dla p bliskich zeru,
gdzie wygodnie jest zastosowa oddzielne aproksymacje dla sktadowych D” i D”.
Z tego powodu stosuje si¢ aproksymacj¢ z wykorzystaniem elementarnych prostoka-
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o, p.  Funkcja typu z¢
B
T e
o SINC;
(Rl
0 ) |
; ;A(ﬂ)
) - Funkcja typu pé
. [Fefzesl
N e e N
P, P, P

Rys. 8.4. Aproksymacja powierzchni tworzacej T za pomocg elementarnych prostokatow
oraz zdefiniowane na parach prostokatow funkcje bazowe typu z¢ i typu pg@; strzalki ilustruja
rozktad sktadowej p lub z odpowiedniej funkcji, natomiast okregi — stowarzyszona sktadowsg ¢;
kierunek sktadowej ¢ zaznaczono dla dodatnich p

tow pokazang na rysunku 8.4. Po takim zalozeniu kontur L jest aproksymowany linig
schodkowg. Praktycznie nic nie stoi na przeszkodzie, aby powierzchni¢ tworzacg T’
uzupehié o prostokaty zaznaczone linig popielatg 1 przypisa¢ im zerowy wspotczyn-
nik kontrastu. Dowolna bryte obrotowa mozna potraktowa¢ wtedy jako niejednorodny
walec. Takie podejscie zwicksza oczywiscie liczbe niewiadomych wspotczynnikow
aproksymacji, prowadzi jednak do prostszego kodu komputerowego.

Funkcje typu p i typu z, oznaczone jako f” i f, definiuyjemy z wykorzystaniem
odpowiednio funkcji daszkowych 1/ pA(p) oraz A(z), w sposob nastepujacy:

; 10
fnp(paz):plAn(p)—¢.LM
P jp  Op
5 (/7—,0;) / ! + oo 12
P— _¢ , PE\P,,.P INZE\Z,,Z,
o) Pl gy P nelma)

- "l(p;;—p) N 1 ) i o
olon-r) il ) pelp’ o )nzelz.z)
1 .2

0 pelor o )veel(eh2)
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p OA, (z)

fi(p,z)=2A,(2)- ¢ %

n

o oelonai)nzelzne)

(8.35)

)a pe(p}ljps)/\ZE(Zn,Z;)

0, pe(onpr)vze(s),z)

gdzie parametry geometryczne pokazano na rysunku 8.4.

Formuly (8.34), (8.35) definiuja zalezno$¢ funkcji bazowych od wspoirzgdnych
(p, z). Kompletne funkcje bazowe otrzymuje si¢, uzupehiajac powyzsze zaleznosci
o czynnik eksponencjalny zalezny od ¢, czyli:

(2 8)= £ (p,z)e™, (8.36)
1 (pzd)= £ (p.z)e". (8.37)

Indukcje elektryczna w (8.10) bedziemy zatem aproksymowac za pomoca:

D(p,z,8)= i[ZD" P12 (p,z ZD’” “( j e’ (8.38)

p=—0\_ n=1

Postepujac podobnie jak w rozdziale 5.4, mozna wykaza¢, ze zastosowanie aprok-
symacji (8.38) oraz uzycie w charakterze funkcji wagowych zestawu funkcji zespolo-
nych sprzezonych do (8.36) i (8.37) prowadzi do osobnego uktadu rownan liniowych
dla kazdego rodzaju azymutalnego p:

R -

gdzie elementy macierzy oblicza si¢ na podstawie (8.36), (8,37):
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p- op op

sw—znj ! (iAAp)Am(p) o (o )aAm<p)de

o £2 LL p.7) ( - ;G j[A (P)A,(p)
PPN, (p)an, (p)]
TP o op

+(Gp_1 ;GP-H j{An (p,)ﬁéAg/Ep)

2¢,
SP zp_2nj 1 (pz oA (,0) 8[\ (Z)j
p- Op 0
G
ZﬂOJJ p Z P1+ J a/\n(:o)a/\ (Z)dT!dT
PJr 2 op 0z
- —-K, L"|A, L
280 (I (Kn K‘n) (o )G d ) (2) pdL,
Srlri;zpz — 27[J 1 (pz aA (Z) aAm( )}dT
Tg(p,z) p> oz op
G G 2 ’
—a)zﬂJ‘ J K(,o',z’)( p1 *p J’D 2'0 oA, (,Z )9, (p) dT'dT
2 ).); 2 P oz op
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(8.40)

(8.41)

(8.42)
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2
st =am| LA, (A, ()4 2D )
Tg(p’z) p- Oz 0z

_C()2 ﬂj K'(,O', Z/)Gp (An (Z,)Am (Z)
2 )0
{Gpl +G,, ] P A, () on, (2)
2 Oz

(8.43)

'odT'dT
p2 62' Jpp
1

B T A R
0

gdzie G, zdefiniowano formuta (5.55).

Kilku stéw komentarza wymaga obliczanie catek zwigzanych z potencjatem ska-
larnym. Skorzystano tu z odpowiednika (8.25), przy czym druga catka w (8.25)
przyjmuje warto$¢ zerowa, gdyz funkcje testowe sg bezzrédtowe. Dlatego tez ostatnie
catki w (8.40)—(8.43) sa catkami po konturze powierzchni tworzacej L. Oczywiscie na
tym konturze niezerowe sg wylacznie potdowkowe funkcje wagowe — co wiecej ich
sktadowa normalna do L odpowiada wartosci jeden odpowiedniej funkcji daszkowe;j.
W tym kontekscie pozostawienie A, ( p) w ostatniej catce (8.40) i (8.42) oraz A, (z)
w ostatniej catce (8.41) i (8.43) oznacza wylacznie wyznaczenie dziedziny catkowania
catki zewnetrznej.

Wystepujacy w (8.5) gradient wspotczynnika kontrastu generuje w przypadku gdy
ten wspotczynnik jest opisany funkcjg zmieniajacg si¢ w sposob skokowy pomiedzy
segmentami, a staly w obrebie segmentow tadunek powierzchniowy opisany przez
(8.6). Wynika z tego, ze catka wewnetrzna jest tu nie catkg po powierzchni 7, a catka
po liniach siatki pokazanej na rysunku 8.4. Sume geometryczna wszystkich krawedzi
siatki oznaczono symbolem X.

Elementy wektora pobudzen oblicza si¢ jako:

EPP = f T( j_"nE"(p, z,9)- ,se-fp¢d¢+j E'(p, z,¢)-¢3e-fp¢d¢)

T
—-T

.1 -1 A,
-(p—Am (p)+¢.——(p)jpdT,
p Jjp op

(8.44)

EP* :J'VE"(r)-fm(r)dV

= fT(rnEi (p,z,4)-2¢ " dgp+ -DE[ (p.z.8)- ‘,jefjp¢d¢) (8.45)
P a/\m (z)
j_p 0z

-[iAm (2)+¢ jpdT.
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Jak wspomniano, zaréwno konstrukcja bezzrodtowych funkcji bazowych, jak
i wynikajgce z ich zastosowania formuty na elementy rownania (8.39) wymagaja roz-
nych od zera warto$ci wspotczynnika p. Przypadek p =0, co oznacza niezmienno$¢
indukeji elektrycznej wzgledem sktadowej azymutalnej, czyli 9/0¢ =0, wymaga za-
tem szczegodlnego traktowania. Przepiszmy zatem réwnanie (8.10), z uwzglednieniem
tego warunku w biegunowym ukladzie wspotrzgdnych.

Poniewaz dla 0/0¢ =0, gradient nie ma skladowej azymutalnej, a jednocze$nie
dywergencja sktadowej azymutalnej jest rOwna zeru, otrzymujemy:

Do(p.z) _ o’ ﬂ_[V x(p',2")D”(p', 2" )cos(p—¢')GdV'

c(p.2) * am (8.46)
11 a(pIVVT'(K(p” Z')DT (o' Z,))GdV/) =E""(p,z)
4ne, p op i o
M_wzﬁj‘ (', =)D (' ') GV
e(p,z) 4n v (8.47)
1 0], Vi (k(p.2)D" (0 2G|
_ =E’ (,D, Z)a
4meg, oz

gdzie D" (p',2')=D"(p',2')p+ D (p',2')2 oraz

D? , Z j
DULE o ] ()0 (2 eon (=) GV = (p.2). 549

gdzie E*, E"* i E"’ oznaczaja odpowiednie skladowe pola padajacego, a operator
V ;. zdefiniowano poprzez (8.31).
Wykonujac catkowanie wzgledem a = ¢ — ¢', otrzymuje sig:

P
Dipz) (p.2) —- o’ &J.TK(,D', Z')D” (p', 2") G p'dV’

8(p, z) 4 (8.49)
11 a(PITVT '(K(p'a Z')DT (P, Z'))Gop'dV') Y .
_47:50 P op - (p,z),
D (p.z) —a)zi‘—OLK(p’, 2D (p', 2')Gyp'dT"
£(p.2) T (8.50)

1 GITVT -(K(p’, Z)D" (p, z'))GOp’dT’

- = Eiﬂz s s
4ng, 0z (p:2)
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D’ (p.z) 5y bt
s(p.z) HLK(/”Z)D (p.2)GpdT' =E**(p,z).  (851)

We wzorach (8.49) i (8.51) skorzystalismy z faktu, ze G (p,z,p,z')=
Gl (,O,Z, p,’ Z,)

Roéwnania, w ktérych niewiadomymi sa sktadowe D', czyli (8.49), (8.50) oraz
rownanie (8.51), w ktorym niewiadomg jest wspotrzedna azymutalna D? sg od siebie
niezalezne, mozna je zatem rozwigzywac osobno z wykorzystaniem réznych zesta-
wow funkcji bazowych i wagowych. W szczegolnosci w uktadzie (8.49)—(8.50) nalezy
zastosowaé rozniczkowalne funkcje bazowe. Mogg to by¢ funkcje (8.34), (8.35) po-
zbawione czg$ci azymutalnej. Oczywiscie takie funkcje nie sg bezzrodlowe, w obli-
czaniu potencjatu skalarnego pojawig si¢ wiec tadunki objetosciowe, bedace odpo-
wiednikiem pierwszych dwoch catek po prawej stronie (8.21). Jednoczes$nie podczas
testowania fragmentu rownan zawierajgcych pochodne potencjatu skalarnego trzeba
uwzglednia¢ odpowiedniki drugiej catki w (8.25), poniewaz funkcje wagowe tez nie
sg bezzrodlowe. Z kolei, aby rozwigza¢ réwnanie (8.51), wystarczy aproksymowaé
D’ ( o2 z) funkcja fragmentami stalg — nie jest bowiem wymagane, aby funkcje bazo-
we byly w tym przypadku rézniczkowalne.

Cho¢ rozwigzanie dla p =0 wymaga bardziej skomplikowanego algorytmu niz dla
p # 0, dzigki separacji rownan liczba niewiadomych w wynikowych uktadach réwnan
liniowych nie jest w tym przypadku wigksza.

8.5. Przyklady obliczeniowe

Ze wzgledu na duze liczby niewiadomych, zwigzane z objeto§ciowym charakterem
aproksymowanych wielkos$ci, zaprezentowane dalej przyktady dotycza bryt o symetrii
obrotowej, do analizy ktorych wykorzystano algorytm opisany w punkcie 8.4.
W przyktadach wyniki uzyskane metoda opisang w niniejszym rozdziale oznaczono
jako VIE (ang. Volume Integral Equation — objgtosciowe rownanie catkowe), nato-
miast oznaczenie SIE (ang. Surface Integral Equation — powierzchniowe réwnanie
catkowe) odnosi si¢ do metody opisanej w rozdziale siodmym.

8.5.1. Dwuwarstwowa kula dielektryczna

Pierwszym z przyktadow jest przyktad przeanalizowany uprzednio w punkcie 7.2.1
— dwuwarstwowa kula dielektryczna o promieniu zewngtrznym a i wewnetrznym
b = a/2 oraz przenikalno$ci wzglednej czesci wewngtrznej rownej 16,0 i czesci ze-
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Rys. 8.5. Pole elektryczne w obrgbie dwuwarstwowej kuli dielektrycznej
0 promieniu zewngtrznym a 1 wewngtrznym b; b/a = 0,5 dla czgSci wewnetrznej
przenikalno$¢ ¢, = 16,0, dla czedci zewngtrznej &,, =9, 0; obliczenia dla ka = 0,8;
(a) sktadowa E, wzdhuz osi z; (b) sktadowa E, wzdtuz osi x; (c) sktadowa E. wzdtuz osi x
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wngetrznej roéwnej 9,0. Kula jest oswietlona ptaska fala elektromagnetyczna poruszaja-
cg si¢ w kierunku przeciwnym do osi z, spolaryzowang w kierunku osi x. Obliczenia
przeprowadzono, wpisujac kule w walec o promieniu a i wysokosci 2a, ktorego po-
wierzchni¢ tworzaca podzielono na 20 x 40 = 800 elementarnych kwadratow. Dato to
w wyniku uklad rownan liniowych o 1620 niewiadomych. Fala pobudzajaca generuje
wylacznie rodzaje azymutalne o numerach p = +1, w obliczeniach zatem wykorzysta-
no wylacznie bezzréodtowe funkcje bazowe. Porownanie wynikow — rozkltadow pola
elektrycznego wzdhuz osi uktadu wspotrzednych wewnatrz kuli dla ka = 0,8, pokazano
na rysunku 8.5. Jak wida¢, zgodno$¢ wynikoéw obliczen jest dobra, choc nie jest idealna.

8.5.2. Wydrazona kula dielektryczna

W drugim przyktadzie wykorzystano taki sam model, jak w punkcie poprzednim,
zmieniajgc tylko przenikalnos¢ wzgledna czesci wewnetrznej na 1,0, co oznacza ana-
lizg¢ kuli wydrazonej/pustej w $rodku. Obliczano skuteczng powierzchni¢ odbijajaca
w funkcji parametru ka. Wyniki pokazano na rysunku 8.6. Jak wida¢, zgodno$¢ wyni-
kow obliczen z rozwigzaniem analitycznym jest bardzo dobra.

100,00 ¢

—— Mie ——— VIEBOR

10,00 E

o/na?

1,00 E

0,10

1
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
ka

0,01

Rys. 8.6. Skuteczna wsteczna powierzchnia odbijajaca wydrazonej kuli dielektrycznej
0 promieniu zewnetrznym a i wewngtrznym b; b/a = 0,5 dla czesci zewnetrznej
przenikalno$¢ wzgledna wynosi ¢, =9,0
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9. Apertura w nieskonczonej
metalowej plaszczyznie

W rozdziatach poprzednich zajmowano si¢ miedzy innymi zagadnieniem, w kto-
rym pewien obiekt metalowy o skonczonych rozmiarach (w zatozeniu — zbudowany
z idealnego przewodnika) jest umieszczony w zewng¢trznym polu elektromagnetycz-
nym. Czgsto interesujacym przypadkiem jest problem dualny — gdy fala padajaca
oswietla otwor (szczeling) w przewodniku. Zazwyczaj interesuje nas wtedy, jakie pole
elektromagnetyczne pojawi si¢ ,,po drugiej stronie” otworu, inaczej nazywanego aper-
turg. Po obu stronach apertury moga znajdowacé si¢ osrodki scharakteryzowane rdz-
nymi parametrami propagacyjnymi oraz ré6zng geometrig. Przyklady to otwor w nie-
skonczonej metalowej ptaszczyznie rozdzielajacej osrodki o roznych wilasciwosciach,
otwor w $ciance wneki rezonansowej, czy falowodu, zasilanie przez szczeling anteny,
do ktorej energia doprowadzana jest linig mikropaskows itp.

9.1. Rownania calkowe i metoda momentow

Rozpatrzono aperture o dowolnym ksztatcie, wykonang w nieskonczenie rozlegtej
i nieskonczenie cienkiej metalowej ptaszczyznie z =0 (rys. 9.1), rozdzielajacej pot-
przestrzenie o réznych parametrach. Z jednej strony otworu (w lewej polprzestrzeni)
zdefiniowano pole pobudzajace, wytwarzane przez niezalezne zrodta potozone w le-
wej polptaszczyznie. OkreSlenie niezalezne oznacza, ze obecnos¢ apertury nie wptywa
na wytwarzane przez te zrodta pola elektromagnetyczne.

Zaznaczone na rysunku pola (E’, H') sg polami transmitowanymi do potprzestrze-
ni z>0, pola (E", H") to pola powstajace w potprzestrzeni z < 0 w wyniku odbicia si¢
fali padajacej (E', H') od metalowej ptaszczyzny bez apertury, natomiast pola (E*, H*)
to réznica pomiedzy polami w tym regionie w obecnosci i bez obecnosci otworu.

Przedstawiony problem nie nadaje si¢ oczywiscie do analizy technika opracowang
dla idealnych przewodnikéw — metalowa ptaszczyzna wokot otworu jest nieskoncze-
nie rozlegta, nie mozna wigc aproksymowac jej za pomoca skonczonej liczby segmen-
towych funkcji bazowych. Pomocne bedg wielokrotnie juz stosowane zasady réwno-
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N (E.H)

Ji
/ ; o)
y (e, 1) )5-(
(E+E,H+H)

Rys. 9.1. Transmisja fali elektromagnetycznej przez otwor w nieskonczenie rozlegtej
metalowej ptaszczyznie z = 0 rozdzielajacej potprzestrzenie o roéznych parametrach

waznos$ci [9.1-9.4]. Skonstruowano zatem zagadnienie rownowazne, z prawidlowymi
polami w obu podobszarach, zwierajac otwor i, zgodnie z zasada opisang w punkcie
2.5, umieszczajac po obu stronach jego powierzchni zastgpcze prady magnetyczne,
przy czym jest kwestia umowna, po ktérej stronie umiesci si¢ prad ze znakiem dodat-
nim, a po ktorej — z ujemnym. Zagadnienie oryginalne przedstawiono na rysunku 9.2a,
a zagadnienie rownowazne — na rysunku 9.2b.

W zagadnieniu rownowaznym prad magnetyczny umiejscowiony fuz na lewo od
ptaszczyzny z =0 wytwarza oryginalne pola w lewej polprzestrzeni, natomiast jego
ujemny odpowiednik fuz na prawo od plaszczyzny z = 0 wytwarza wlasciwe pola (E',
H') w prawej pOlprzestrzeni. Prady magnetyczne M, oraz —M, promieniuja w obec-
nosci metalowej nieskonczonej ptaszczyzny. Aby do obliczania pola wytwarzanego
przez te prady mozna bylo wykorzysta¢ formuty dwupotencjalowe opisujace promie-
niowanie w osrodku niekonczenie rozleglym, nalezy ponownie zastosowaé zasade
roOwnowaznos$ci — tym razem w postaci tzw. metody obrazoéw (por. rys. 2.4). W wyniku
otrzymuje si¢ dwa zagadnienia zast¢pcze, zachowujace oryginalne pole odpowiednio
w lewej i prawej polprzestrzeni, pokazane na rysunku 9.3. Na rysunku zaznaczone
rownolegltymi strzatkami zastepcze prady magnetyczne lezg w istocie w plaszczyznie
z =0, nalezy je traktowa¢ zatem jako podwojone prady 2M, i —2M , promieniujace
w odpowiednich konfiguracjach rownowaznych. Pola wytwarzane przez podwojone
prady sa oczywiscie obecne w calej jednorodnej przestrzeni wystepujacej w konfigu-
racji rOwnowaznej, nas jednak interesuje fakt, ze sa one identyczne z polami w zagad-
nieniu oryginalnym dla polprzestrzeni, ktorej dotyczy dany model, dlatego tez pola
(E*, H°) i (E', H") zaznaczono na rysunku 9.3 tylko po odpowiednich stronach ptasz-
czyzny z =0.

Warto zwroci¢ uwage na zrodla pobudzajace zaznaczone na rysunku 9.3a. W za-
gadnieniu zastepczym dla lewej potprzestrzeni promieniuja zarowno zrodta oryginalne
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(J', M), wytwarzajac pole padajace (E', H'), jak i ich obrazy (J', M"), wytwarzajace
pole (E’, H"), odpowiadajace czgsci pola pobudzajacego odbitej od nieskonczonej
metalowej plaszczyzny w zagadnieniu oryginalnym.

Mozna teraz przystapi¢ do sformutowania opisujacego problem réwnania catkowe-
go. Na powierzchni apertury, gdzie wystepuje nieciaggltos¢ parametréow elektrycznych
osrodka, musi by¢ zachowana ciaglos¢ skladowych stycznych pola elektrycznego
i magnetycznego. Cigglo$¢ sktadowej stycznej pola elektrycznego jest zapewniona
w zagadnieniu rownowaznym przez zatozenie, ze po obu stronach zwartej ptaszczyzny

(@)

)
, A
J
Mi
(E.H)
\f\l/lA (E!, Ht)
AN AV
>
NV “
(E'+EH+H’)
(e.m) (¢, 1)
(b) )
X,y
J A
Mi
(E.H)
\’l/“\ (£-H)
N 71| 3 @)
(E'+E’H+H)
(e.p) (e, 1)

Rys. 9.2. Modelowanie transmisji pola elektromagnetycznego przez otwor
w metalowej ptaszczyznie: (a) konfiguracja oryginalna; (b) konfiguracja rownowazna
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(a)
A (x’ y)

M M
/ - Zﬁ}“ \

1\]\/ Mﬁ M, )(Z)

(E'+E,H'+H’)

(e, ) (e, 1)

© (x.5)
X,y
A

(1) (1)

Rys. 9.3. Konfiguracje zastgpcze po zastosowaniu metody obrazow:
(a) model dla lewej potprzestrzeni; (b) model dla prawej potprzestrzeni

metalowej promieniujg prady rowne co do modutu, a przeciwne co do znaku. Warunek
ciagtosci sktadowej stycznej pola magnetycznego pozwala sformutowac rownanie:

(H'(P)+H (r)+H (), =(H'(r),,, reS,, (9.1)

tan

gdzie S, oznacza powierzchni¢ apertury.

Uwzgledniajac, ze pole H' jest wytwarzane, w konfiguracji z rysunku 9.3a, przez
podwojony prad M, promieniujacy w nieskoniczonym osrodku o parametrach (¢7, 1),
a pole H', w konfiguracji z rysunku 9.3b, przez podwojony prad —M, promieniujacy
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w nieskonczonym osrodku o parametrach (¢, £"), mozna przepisa¢ (9.1) z wykorzy-
staniem reprezentacji dwupotencjatowych jako:

[Hi(r)+H’(r)— jol f M, ()G (r, ) dS"
n)s

+V

1 J vie-2M, (r')
) ;

jo

- G (r,r')dS']
4TCIU tan (92)

. & 1 o+ ' '
_(JQ)EJ.SHIZMa(r )G* (r,r")dS

V'e-2M (r'
v 1+J s = “(F)G+(r,r')dS'J , reS
4 jo

a

a tan

gdzie G~ (r, r') oraz G* (r, r’) — funkcje Greena (2.18) zdefiniowane dla nieskonczo-

nego os$rodk o parametrach, odpowiednio, lewej i prawej potprzestrzeni.
W przypadku gdy metalowa plaszczyzna z aperturg rozdziela o$rodki o takich sa-
mych parametrach, czyligdy 6" =¢" =¢iu =u" = u, (9.2) redukuje si¢ do:

(Hi(r)JrHr(r)_jwiLa 4M,(r)G(r,r')ds’

R J vSAM“(r)G(r,r’)dS'J =0, res,.
4mu jo

(9.3)

a tan

Roéwnanie (9.3) jest formalnie takie samo jak rownanie (3.2) opisujace rozpraszanie
fali elektromagnetycznej przez metalowy obiekt. Co wigcej, wystepujacy w (9.3) za-
stepczy prad magnetyczny zachowuje si¢ tak samo jak prad elektryczny w nieskon-
czenie cienkim planarnym obiekcie przewodzacym — jego sktadowa normalna do kra-
wedzi apertury znika ze wzgledu na zerowa warto$¢ stycznej do tej krawedzi
sktadowej pola elektrycznego w zagadnieniu oryginalnym.

Na podstawie tzw. zasady dualnosci [9.1] do rozwigzania (9.3) mozna zatem wyko-
rzysta¢ dowolny algorytm stuzacy do numerycznego rozwigzywania (3.2), podstawia-
jac H'(r)+ H' (r) zamiast E'(r), ¢ zamiast u, u zamiast ¢ i 4M, zamiast J.
W szczegolnosci rozktad pradu magnetycznego w plaszczyznie apertury S, mozna
aproksymowa¢ z wykorzystaniem funkcji RWG, modyfikujac algorytm opisany
w rozdziale 5.1. W przypadku gdy powierzchnia S, charakteryzuje si¢ symetria obro-
towa wzgledem osi (z), mozliwe jest takze zastosowanie odpowiednio zmodyfikowa-
nego algorytmu z rozdziatu 5.4. Niewiele bardziej skomplikowana jest modyfikacja
wspomnianego algorytmu, tak aby zamiast rownania (9.3) umozliwial on rozwiazy-
wanie bardziej ogdlnego rownania (9.2). Po zastosowaniu funkcji RWG jako funkcji
bazowych aproksymacja pragdu magnetycznego ma postac:
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N
M,()=3M,£,(), 9.4)

gdzie funkcje bazowe dane sg przez (5.8). Stosujac te same funkcje jako funkcje wa-
gowe, przeksztalca sig¢ (9.2) w réwnanie macierzowe o postaci:

[V (M, ]=[1,]. 9.5)

w ktorym elementy macierzy admitancyjnej [9.2] dane sa przez:

c—

Ymn:2ja)lm{Fn(rni+)'p; +F, (r)- p;’ +FJ(VVZ+)‘%+F;(”"3)'I)TW} (9.6)
s, [ ()= (7)o ()= ()]

oraz

= () 1 () 2 () () 22| 0
Potencjaty: wektorowy i skalarny we wzorze (9.6) oblicza si¢ jako:

:—j (r,¥') £, (¥)dS", (9.8)

s’f,f(r)=——j V- f,(#)G* (r,r)dS". (9.9)
Jjodnu

Parametry geometryczne zwigzane z funkcjami RWG sg takie same jak w rozdziale 5.

9.2. Transmisja przez otwor
w nieskonczonej metalowej plaszczyznie

Opisany w poprzednim punkcie algorytm zastosowano do przeanalizowania trans-
misji plaskiej fali elektromagnetycznej, rozchodzacej si¢ wzdhuz osi (z), przez prosto-
katna szczeling wykonang w nieskonczonej metalowej ptaszczyznie, w sposob poka-
zany na rysunku 9.4.

WielkoS$cia obliczang jest tzw. skuteczna powierzchnia transmisyjna (TCS — ang.
Transmission Cross Section), zdefiniowana jako [9.2]:

t
7 = lim 27 |H| .
= ||

(9.10)
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A(x)

g\ (805 luO)

&
E’ (807 /uo)

Rys. 9.4. Transmisja fali elektromagnetycznej przez prostokatny otwor
w nieskonczenie rozlegtej metalowej ptaszczyznie z = 0

W obliczeniach zalozono, ze wektor padajagcego pola magnetycznego jest spolary-
zowany w kierunku osi (x). Skuteczng powierzchnig transmisyjng obliczono w dwoch
ptaszczyznach — w plaszczyznie XZ, czyli y =0 oraz w plaszczyznie YZ, czyli x =0.
W pierwszym przypadku odczytywano sktadowa € transmitowanego pola magnetycz-
nego, w drugim — sktadowa x, ktére odpowiednio oznaczono jako [9.2]:

t,0
Ty, = limanzg, y=0 9.11)
r—o |H |
1, x
rmzlim?_nrzﬂ, x=0. (9.12)
r—o |H1|

Poniewaz w rozwazanej konfiguracji parametry osrodkéw po obu stronach szczeli-
ny sg takie same, rozwigzywano réwnanie (9.3). Dla fali plaskiej padajacej prostopa-
dle do ptaszczyzny szczeliny wypadkowe magnetyczne pole pobudzajace w plasz-
czyznie z=0 jest rowne podwojonemu polu padajacemu, gdyz na powierzchni
idealnego przewodnika wytworzona fala stojgca ma strzatke pola magnetycznego. Po
obliczeniu rozktadu zastgpczego pradu magnetycznego M, transmitowane pole ma-
gnetyczne jest wytwarzane przez prad —2M , promieniujacy w nieskonczenie rozleglej
przestrzeni (por. rys. 9.3b).

W obliczeniach przyjeto szeroko$¢ szezeliny b = 1/20 (A oznacza dlugos¢ fali), dla
roznych dlugosci szczeliny a. Zastosowano podziat szczeliny na trojkaty oraz funkcje
bazowe RWG. Wyniki — warto$ci skutecznej powierzchni transmisyjnej w funkcji kata
6 — pokazano na rysunku 9.5. Kierunek 8 = 0 oznacza fal¢ transmitowana w kierunku
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Rys. 9.5. Unormowana skuteczna powierzchnia transmisyjna prostokatnej szczeliny o szerokosci
b = 1/20, w funkcji kata & podawanego w stopniach; linia ciggta —Tg, / /12,

linia przerywana -7, . /2% dhugos¢ szczeliny (a) a = A/4; (b)a=14/2;(c)a=34/4;(d)a=4

osi (z). Fala transmitowana wystgpuje wytacznie dla z > 0, stad na wykresach brak linii
dla || > 90 stopni. Otrzymane wyniki sa zgodne z prezentowanymi w literaturze [9.1].

9.3. Anteny szczelinowe

Innym zastosowaniem algorytmu do modelowania apertur w niekonczenie rozle-
glym metalowym ekranie jest analiza tzw. anten szczelinowych. Przyktady dotyczace
prostokatnych anten szczelinowych zostang zaprezentowane w kolejnych rozdziatach
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A(Z) (e, 1)
;N K
/ (e, 1)

)

Rys. 9.6. Okragta antena szczelinowa wykonana w nieskonczonym ekranie
potoznym w plaszczyznie z = 0

pracy, tu natomiast przeanalizowano inng anten¢ z tej grupy — okragta antene szczeli-
nowg [9.5, 9.6] (ang. annular ring antenna), pokazana na rysunku 9.6.

Zalozono, ze antena, traktowana jako nadawcza, jest zasilana zrodtem pragdowym,
ktorego zaciski dotaczono do wewnetrznej i zewnetrznej krawedzi szczeliny w miej-
scu wyznaczonym przez pokazany na rysunku kat ¢.. Metalowa plaszczyzna, w ktorej
wykonano szczeline, rozdziela osrodki o réoznych parametrach — w praktycznych za-
stosowaniach taki model odpowiada antenie umieszczonej na powierzchni duzej elek-
trycznie soczewki dielektrycznej [9.5].

Tego typu anten¢ mozna istotnie analizowa¢ za pomocag algorytmu opisanego
wpunkcie 9.1. Pierwszy etap prowadzacy do sformutowania odpowiedniego réwnania
catkowego jest taki sam, jak w przypadku analizy transmisji pola elektromagnetycz-
nego przez szczeling w nieskonczenie rozleglym ekranie — na podstawie zasady row-
nowazno$ci mozna zewrze¢ szczeling, a na jej powierzchni umiesci¢ po obu stronach
nieskonczonego, jednolitego, ekranu zastgpcze pady magnetyczne, przeciwne co do
znaku. Do okreslenia pol wytwarzanych przez te prady wygodnie jest oczywiscie uzy¢
metodg obrazéw — podwojone prady magnetyczne promieniuja wtedy w nieskonczenie
rozlegtych osrodkach o parametrach rownych parametrom odpowiedniej potprzestrze-
ni. Poszczegolne etapy prowadzace do konstrukcji zagadnien zastepczych pokazano
na rysunku 9.7.

W analizowanej sytuacji nie wystepuje fala padajaca (i odbita), nie jest takze praw-
da, ze w zagadnieniu oryginalnym na calej powierzchni szczeliny sktadowa styczna
pola magnetycznego jest ciggla — niecigglo$¢ wystepuje w miejscu, gdzie jest zdefi-
niowany prad pobudzajacy anteng.
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Rys. 9.7. Etapy konstruowania zagadnien zastgpczych do analizy okraglej anteny
szczelinowej: (a) konfiguracja oryginalna; (b) konfiguracja z wprowadzonymi
pradami magnetycznymi; (c) konfiguracja rownowazna dla gérnej potprzestrzeni;
(d) konfiguracja rownowazna dla dolnej potprzestrzeni
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(x)

Y

Rys. 9.8. Okragta antena szczelinowa z — zaznaczonym kolorem ciemnoszarym

— sektorem, w ktorym ptynie wymuszony prad J imp

Zatozono, ze ten prad ma posta¢ pradu powierzchniowego, plynacego w radialnym
sektorze pokazanym na rysunku 9.8. Oznaczono powierzchni¢ tego sektora przez S,
a gesto$¢ pradu pobudzajacego symbolem J™. Zgodnie z warunkami brzegowymi
wynikajacymi z rownan Maxwella na powierzchni S, wystepuje nieciaglos¢ sktadowe;j
stycznej pola magnetycznego:

(H*(r)-H (r),, =—2xJ™ (), res,. (9.13)

tan
Po oznaczeniu —Z x J™” jako H™” mozna zapisaé:

(H*(r)-H (1), =H™ (r), res,. (9.14)

tan

Przy zatozeniu, ze J”” ma wylacznie sktadowa radialna, skierowang od krawedzi
zewnetrznej do wewnetrznej, mozna zauwazyé, ze —2xJ"™ ma tylko sktadowg azy-
mutalng, wtedy zatem H” = H 0¢?.

Oczywiscie, na pozostatej czesci S, skladowa styczna pola magnetycznego jest
ciagtla:

(H*(r)-H (), =0, reS,-5,. (9.15)

tan

Biorac pod uwage, ze pole magnetyczne w gornej i dolnej polprzestrzeni moze by¢
obliczone na podstawie odpowiednich konfiguracji zastepczych, pokazanych na ry-
sunkach 9.7¢ 1 9.7d, mozna ostatecznie zapisa¢ rownanie:
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1 v, -2M,(r')
Amut VS, j

1 IV'S-zMa(r')
S, jo

(ng—J 2M ,(r')G* (r,r")dS'-V G*(r,r')dS'
4 s,

+ja)ij 2M ,(r')G™(r,r")dS'-V G(r,r’)dS’j (9.16)
4w Ys,

tan

4y

:Hi’”p(r):{HlJmp (r), res, '

0, reS,-S,

Poréwnujac rownanie (9.16) z (9.2), mozna stwierdzi€, ze rownania te roznig si¢
wylacznie definicja pobudzenia — w przypadku rownania (9.2) jest to suma fali pada-
jacej 1 odbitej w plaszczyznie szczeliny, w réwnaniu (9.16) jest to wprost pole wymu-
szajace zdefiniowane na fragmencie szczeliny. Do analizy nadawczej anteny szczeli-
nowej mozna zatem zastosowac taki sam algorytm, co do analizy transmisji pola przez
otwor, zmieniajac tylko odpowiednio definicje pola pobudzajacego.

Jednym z istotnych parametrow anteny jest jej impedancja wejsciowa, zdefiniowa-
na jako iloraz napiecia i pradu na zaciskach anteny. W naszym przypadku, dla dosta-
tecznie waskiego pobudzanego sektora mozna przyjac, ze calkowity prad pomiedzy
zaciskami, ptynacy od krawedzi wewnetrznej do zewngetrznej, jest réwny wartosci
H™ pomnozonej przez dhugoé¢ tuku elementarnego, czyli H"”A¢(a+b)/2. Z kolei
napigcie na zaciskach jest rowne calce sktadowej radialnej pola elektrycznego pomie-
dzy zaciskami anteny, czyli w przyblizeniu M? (b—a), gdzie M? oznacza sktadowa
azymutalng obliczonego z réwnania (9.16) pradu magnetycznego, wzigta w obszarze
pobudzenia. Ostatecznie:

2M? (b—a)

= " 9.17
" H"™A¢(a+b) ©-17)

czyli, przyjmujac np. jednostkowe pobudzenie w wybranym waskim sektorze szczeli-
ny, a nastgpnie wyznaczajac wytworzony w tym sektorze prad magnetyczny, mozna
obliczy¢ impedancj¢ wej$ciowa anteny.

Obliczenia takie mozna wykonaé, stosujagc algorytm z poprzedniego punktu, to jest
wykorzystujac do aproksymacji pradu magnetycznego funkcje RWG, mozna takze
zastosowac algorytm dla powierzchni o symetrii obrotowej [9.7], czyli zastosowa¢ do
opisu pradu magnetycznego w szczelinie odpowiednik aproksymacji (5.46). Zajmijmy
si¢ teraz ta druga mozliwoscia. Role linii tworzacej L z rysunku 5.6 pelni krotki ra-
dialny odcinek, o dlugosci réwnej szerokosci szczeliny. Jezeli szczelina jest waska
elektrycznie, azymutalne pole elektryczne bgdzie pomijalne, a w konsekwencji zastep-
czy prad magnetyczny nie bedzie mial skladowej radialnej, skierowanej wzdtuz linii
tworzacej. Z kolei sktadowa azymutalna na waskim odcinku moze by¢ aproksymowa-
na jednym tylko impulsem typu IT(#'). W rezultacie mozna zapisaé:
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M(t,¢)= i M) ge (9.18)

p=—0

gdzieI1(¢#') =1dlat' (a, b).
Podstawiajac (9.18) do (9.16) 1 stosujac funkcje wagowe (por. (5.48)):
w?(1,)=T1()e g, (9.19)

Otrzymuje sie, jak zwykle w przypadku symetrii obrotowej, osobne rownania dla kaz-
dego rodzaju azymutalnego p:

YromMrt =177, (9.20)
gdzie wspotczynniki Y7 * oblicza si¢ podobnie jak elementy (5.64):

b b
G _ +G) 2
yr9 = jwet 2L p~_ 1 1G+ pp'dL'dL
2 jou p'p "

b ap
G _+G, 2
+ ja)g* p-1 P+1+ p _ lllG‘; pprdleL,
. 2 jou p'p

przy czym G, oznacza funkcje (5.54) obliczong dla osrodka o parametrach (gi, s ) Dla

(9.21)

waskiej szczeliny o szeroko$ci w = b — a mozna przyjaé, ze p= p'=(a+b)/2 =R i prze-
ksztakci¢ (9.21) do postaci:

+ + 2
yr ={ja)g+ &gp1 T &pu L P Lng WR
2 ja)ﬂ+ R2 p

(9.22)

-t e >
+ joe” Ept TEpm | PT 1 - WR,
2 jou

gdzie, biorgc pod uwage (5.55) oraz fakt, ze z = z' = 0, wprowadzono oznaczenie:
g = J'b G= (R0, p', 0) pldL’. (9.23)
Prawa strong (9.20) oblicza si¢, korzystajac z odpowiednika (5.66):
79 = fb( j_”nH"mP (t.4)-de " dg |pdL (9.24)

W tym przypadku wygodnie jest przyjaé, ze pobudzenie jest umieszczone w punk-
cie ¢ = ¢, =0 1 ma postac:
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H" (1,¢)=H,5(4)8, te(a,b). (9.25)
Po podstawieniu (9.25) do (9.24) otrzymuje sig:
b
17 = [ "HypdL = HywR. (9.26)
Biorac pod uwagg, ze roéwnanie (9.20) dla kazdego p jest rownaniem z jedng nie-

wiadomg, mozna znalez¢ wyrazenie na wspolczynniki szeregu Fouriera azymutalnego
pradu magnetycznego:

+ +
Mp’¢ — Ip’ =H ja)g+ gP*I +gp+1 + p2 Lg*’
Yy, 0 2 Jjou*t R* 77
2 . (9.27)
- e .
+ja)g’g‘”1 Epn | P ——g, | -
2 jou R

Impedancje wejsciowa anteny mozna zatem obliczy¢ z odpowiednika wzoru
(9.17), tak zmodyfikowanego, aby uwzgledni¢ impulsowy charakter pobudzenia
umieszczonego w punkcie ¢ = 0:

® p.¢
_ sz?wM '

Z, 9.28
we HOR ( )

W praktyce nieskonczong sume w (9.28) zastgpuje si¢ suma dla skonczonej liczby
rodzajow azymutalnych, co daje:
P P9
_ sz?pM

, 9.29
we HoR (9.29)

Wybor wartosci P zalezy od elektrycznej wielkosci anteny. W prowadzonych dalej
obliczeniach P zwigkszano iteracyjnie, konczac procedure, gdy zwigkszanie liczby
rodzajow nie powodowato istotnej zmiany impedancji wejSciowej dla najwiekszej
analizowanej czestotliwosci.

Na rysunku 9.9 pokazano obliczong w funkcji unormowanej czestotliwo$ci, impe-
dancj¢ wejsciowa okraglej anteny szczelinowej [9.5, 9.6] o promieniu wewngtrznym
19,25 mm i promieniu zewngtrznym 20,75 mm. Metalowa ptaszczyzna, w ktorej wy-
konano szczeling rozdziela osrodki o przenikalnosciach g, 1 4¢,. Obliczenia wykonano
z uzyciem algorytmu przeznaczonego do analizy szczelin o dowolnym ksztalcie, wy-
korzystujacego funkcje daszkowe RWG, oraz omowionego specjalnego algorytmu dla
szczeliny okraglej. W przypadku algorytmu ogoélnego przeznaczenia powierzchnie
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Rys. 9.9. Impedancja wejsciowa okraglej anteny szczelinowej o promieniu wewnetrznym
a =19,25 mm i promieniu zewnetrznym b = 20,75 mm, polozonej na granicy osrodkow
o przenikalnoSciach g i 45: (a) czg$¢ rzeczywista, (b) czg$¢ urojona; R = (a + b)/2 =20 mm
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szczeliny podzielono na 144 elementarne trojkaty, z ktorych stworzono 144 funkcje
bazowe. Zgodnos¢ wynikow uzyskanych obydwiema metodami jest bardzo dobra.
Widoczne na wykresach rezonanse odpowiadajg ré6znym rodzajom azymutalnym pola
wzbudzanym w antenie [9.5, 9.7].

Algorytm dla szczeliny okraglej, wykorzystujacy standardowe podejscie stuszne
dla bryt obrotowych, mimo ze formalnie zostat uzyskany przez uproszczenie ogélnych
formul metody momentdw, jest w istocie rozwigzaniem potanalitycznym, gdyz dla
kazdego azymutalnego rodzaju pola ma si¢ do czynienia ze zwyktym rownaniem ska-
larnym z jedng niewiadoma, zamiast typowego dla metody momentéw rownania ma-
cierzowego.
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10. Algorytmy mieszane

Algorytmy obliczeniowe opisane w poprzednich rozdziatach nadajg si¢ do analizy
zagadnien nalezacych do $cisle okreslonych klas, takich jak analiza obiektoéw metalo-
wych, jednorodnych lub fragmentami jednorodnych dielektrykow, niejednorodnych
dielektrykow, wreszcie szczelin w nieskonczonych metalowych ekranach. Pewnym
wyjatkiem jest tu algorytm scharakteryzowany w rozdziale siodmym, poswigconym
modelowaniu obiektéw sktadajacych sie z fragmentéw dielektrycznych oraz (opcjo-
nalnie) metalowych powierzchni.

W niniejszym rozdziale pokazano na dwoch przyktadach, w jaki sposéb, na pod-
stawie wymienionych metod, mozna budowac¢ algorytmy nadajace si¢ do analizy za-
gadnien nienalezacych bezposrednio do zadnej z oméwionych grup.

10.1. Cz¢sciowo niejednorodne bryly dielektryczne

Rozpraszanie fal elektromagnetycznych przez obiekt dielektryczny, sktadajacy si¢
z czesci silnie niejednorodnej, otoczonej materiatem jednorodnym, przedstawiono na
rysunku 10.1. Problem taki mozna przeanalizowaé, uzywajac algorytmu bazujacego

8()’ Iu()

(E'+E,H+H)

Rys. 10.1. Rozpraszanie fali elektromagnetyczne;j
przez czgsciowo niejednorodng brylte dielektryczna
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805 Iu0

(Ei+Es, HI+HS)
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Rys. 10.2. Zagadnienie rOwnowazne zagadnieniu z rysunku 10.1
po zastosowaniu objgtosciowej zasady rownowaznosci

na objgtosciowym roéwnaniu catkowym, omowionego w rozdziale 6smym. W przy-
padku gdy stosunek objetosci czeséci niejednorodnej do objetosci czgsci jednorodnej
jest niewielki, algorytm taki jest nieoptymalny pod wzgledem liczby niewiadomych
wspodtczynnikéw. Lepszym rozwigzaniem moze by¢ zastosowanie algorytmu utwo-
rzonego na bazie mieszanej metody, wykorzystujacej zarowno rownania objetosciowe,
jak i powierzchniowe [10.1, 10.2].

W pierwszej kolejnosci zastosujmy objetosciowg zasade rownowaznos$ci, zastepu-
jac niejednorodny fragment o objgtosci V,, objetosciowym pradem polaryzacji, o gg-
stosci danej przez (por. formuta (8.1)):

Jy(r)=jo(e(r)-&)E(r). (10.1)

Przenikalnoscig odniesienia jest we wzorze (10.1) przenikalno$¢ elektryczna jedno-
rodnej czgsci obiektu, a nie przenikalnos¢ osrodka otaczajacego bryle, jak w definicji
(8.1). Konfiguracja zastepcza wyglada zatem, jak na rysunku 10.2.

Nastepnie wykorzystuje si¢ powierzchniowg zasade rdwnowaznosci (por. rys. 2.5
oraz 6.1), wprowadzajac odpowiedni zastgpczy prad powierzchniowy ptynacy po po-
wierzchni S, otrzymujac dwa zagadnienia zastgpcze — zewnetrzne i wewnetrzne, poka-
zane na rysunku 10.3. W zagadnieniu zastgpczym wewngtrznym pola w obrebie S sg
wytwarzane przez prad powierzchniowy elektryczny —J i magnetyczny —M oraz prad
objetosciowy J,, promieniujagce w nieskonczenie rozleglym osrodku o parametrach
(& 1), natomiast w zagadnieniu zastepczym zewngtrznym prad J i M wytwarzaja na
zewnatrz obiektu pola (E°, H"), promienujagc w nieskonczenie rozleglym osrodku
o parametrach (g, 4,).

Biorac pod uwage warunki brzegowe na powierzchni S oraz pole elektryczne
w obrebie objetosci V,, mozna skonstruowaé¢ uktad réwnan wigzacy prady zastgpcze

w2

z polem o$wietlajacym bryle:
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Rys. 10.3. Konfiguracje réwnowazne konfiguracji z rysunku 10.1
po zastosowaniu objetosciowej 1 powierzchniowej zasady rownowaznosci:
(a) konfiguracja rownowazna zewnetrzna,
(b) konfiguracja rOwnowazna wewngtrzna

(E'+E (s, M)) =(E(J,)+E(-J,~M)) , na$ (10.2)
(H'+H (J,M)) =(H(J,)+H(-J,-M))_ , naS$ (10.3)
Iy =E(J,)+E(-J,-M), wewngtrzV, (10.4)

ja)(g(r)—gl)

gdzie podobnie jak w rozdziale si6ddmym zatozono, ze dla punktéw obserwacji lezg-
cych na powierzchni S pola sg obliczane ,,0d strony” o$rodka, w ktorym promieniuje
odpowiedni prad zastgpczy.

Zamiast gestosci pradu polaryzacji mozna uzy¢, jak w rozdziale 6smym, indukcji
elektryczne;j.
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Dalsze postepowanie jest standardowe — do opisu pradu zastgpczego na po-
wierzchni S 1 indukeji elektrycznej w obrebie V,, stosuje si¢ kombinacje liniowe wyko-
rzystujace odpowiednio powierzchniowe i objgtosciowe funkcje bazowe opisane
w poprzednich rozdziatach:

J(r')= iJnfnS (r'), (10.5)
N

M(r)=> M, £ (r), (10.6)
n=1

D(r)=> D, f (r), (10.7)
k=1

gdzie fmS oznacza bazowe funkcje powierzchniowe (np. typu RWG), a f; objetoscio-
we funkcje bazowe (np. zdefiniowane przez (8.12)).

Nastepnie wykonuje si¢ testowanie rownan, przy czym — bioragc pod uwage ich
powierzchniowy lub objetosciowy charakter — rownania (10.2) i (10.3) testuje si¢
z wykorzystaniem powierzchniowych funkcji wagowych, a réwnanie (10.4) z wyko-
rzystaniem objetosciowych funkcji wagowych. Wynikowe réwnanie macierzowe ma
w ogblnym przypadku postac:

zn] Lza] (20 (L]
[z ] [z ] (20 ]| ] )=| v ] (10.8)
(2] (28] (2] [D] [0]

gdzie indeksy m=1,...,N oraz [=1, ..., K odnoszg si¢ odpowiednio do zestawow
powierzchniowych lub objetosciowych funkcji wagowych.

Zerowy fragment wektora pobudzen w czesci (10.8), odpowiadajacej rownaniu
(10.4), wynika z faktu, ze w konfiguracji zastgpczej wewngtrznej z rysunku 10.3b nie
wystepuje pole pobudzajace — interakcja pradu polaryzacji z otoczeniem calej bryly
odbywa si¢ wylacznie za posrednictwem zastepczych pradow powierzchniowych.

Elementy macierzy impedancyjnej Z"’ Z,ff,” , Z,ff;,’ , Z,ff,ﬁu , a takze elementy wektora
pobudzenia V¥, V' sa dane formutami (6.28)—(6.33), w ktorych zamiast S (n) nalezy

m?

podstawic f ) W miejsce u (i) Wartosc 4, zamiast &) wartoscl & Wwreszcie za-

(1)
miast G funkcje Greena G, gdzie GV oznacza funkcje (2.18) obliczanag dla
osrodka zewnetrznego (G°) lub wewnetrznego (G").
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Podobnie elementy Z,;” s3 dane poprzez (8.16), gdzie zamiast Jon(n) nalezy podsta-
wic fl(Vk), a w definicji wspotczynnika kontrastu oraz w formule (8.16) zamieni¢ &, na

&, VnaV,, afunkcje Greena z Gna G'.
Pozostate elementy macierzy oblicza si¢ jako:

ZE — 2”0H G (r, ¥ )k (K ) S (#)- £5 (r)avids

T ans, J{ U V' (k () £ (r ))Gl(hr')dV’j}-f,f(r)dS,
Z’IZ’?Z_L(%Lu,vc;l(“")X(’((V’)fzf(V'))dV’j-fnf(r)dS, (10.10)

(10.9)

Zy = %I I £5Ge)- £/ (r)dvds
(10.11)
’ ja)ingl L{V(LV'S - ()G (r, r')dS')} A/ (nav,

zM :—L[ﬁjsw;l(r, r’)xfns(r’)dS’)-f,V(r)dV. (10.12)

W obliczaniu gradientéw we wzorach (10.9) i (10.11) stosuje si¢ takie same meto-
dy jak opisane w rozdziatach 51 8.

Streszczony algorytm zaimplementowano w wersji dla bryt obrotowych, wykorzy-
stujac funkcje (5.44), (5.45) oraz (5.47), (5.48), odpowiednio w roli powierzchnio-
wych funkcji bazowych i wagowych, a bezzrédtowe funkcje (8.36), (8.37) i funkcje
zespolone sprzezone do (8.36), (8.37) jako objetosciowe funkcje bazowe i wagowe.

Przyktadowe wyniki obliczen — skuteczng powierzchni¢ odbicia dwuwarstwowej
kuli dielektrycznej w funkcji elektrycznego rozmiaru kuli analizowang uprzednio
w rozdziale si6dmym — pokazano na rysunku 10.4. Tym razem wewngtrzna cze$¢ zo-
stala zamodelowana jako niejednorodny walec o promieniu b, znajdujacy si¢ we-
wnatrz jednorodnej kuli o promieniu a. Wyniki uzyskane opisywana metoda oznaczo-
no jako VIE-SIE (ang. Volume Integral Equation — Surface Integral Equation). Wyniki
poréwnano z uzyskanymi metodg powierzchniowych réwnan calkowych z punktu
7.2.1 (SIE-SIE) oraz rozwigzaniem analitycznym. Jak wida¢, zgodnos¢ wynikéw uzy-
skanych opisywanymi metodami jest znakomita.
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Rys. 10.4. Skuteczna wsteczna powierzchnia odbijajaca dwuwarstwowej kuli dielektryczne;j
0 promieniu zewn¢trznym a i wewngtrznym b; b/ a =0,5; dla czgsSci wewnetrznej
przenikalno$¢ &, = 16,0, dla czg$ci zewnetrznej €,, = 9,0

10.2. Antena dielektryczna zasilana szczelinowo

Drugim przyktadem ilustrujacym potaczenie oméwionych wczesniej algorytmow
jest analiza potsferycznej dielektrycznej anteny rezonatorowej (DRA — ang. Dielectric
Resonator Antenna) zasilanej szczelinowo [10.3—10.6] w sposob pokazany na rysunku
10.5.

W tym przypadku wykorzystuje si¢ dwie metody obliczeniowe — metodg analizy
jednorodnych obiektow dielektrycznych (sformutowanie PMCHWT) omoéwiong
w rozdziale szostym oraz metod¢ analizy szczelin w nieskonczonym metalowym
ekranie omowiong w rozdziale dziewiatym. Stosuje si¢ jednoczesnie, wykorzystywang
juz wczesniej, metodg obrazow.

W pierwszej kolejnosci zastgpiono szczeling wystepujaca w zagadnieniu oryginal-
nym (rys. 10.6a) rozkladem powierzchniowym pradu magnetycznego (rys. 10.6b).
Nastepnie zastosowano metode obrazow, tworzac dwie konfiguracje zastgpcze dla
dolnej i gornej potprzestrzeni (rys. 10.6¢ i 10.6d). W ostatnim kroku, dla zagadnienia
z rysunku 10.6d skonstruowano dwie kolejne konfiguracje zastepcze z prawidlowymi
polami elektromagnetycznymi na zewnatrz oraz wewnatrz dielektryka (odpowiednio
rys. 10.6¢e i 10.6f).
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Rys. 10.5. Potsferyczna rezonatorowa antena dielektryczna zasilana szczelinowo
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Rys. 10.6. Zasady konstrukceji konfiguracji zastepczych dla anteny dielektrycznej zasilanej szczelinowo

Na podstawie warunkdéw brzegowych na powierzchni dielektryka (przez powierzch-
ni¢ t¢ rozumie si¢ powierzchnie sfery z rysunku 10.6d, czyli powierzchni¢ zewnetrzna,
powstata w wyniku polaczenia potsferycznego rezonatora z jego zwierciadlanym odbi-
ciem) oraz na powierzchni szczeliny mozna skonstruowaé uktad réwnan catkowych ze
wzgledu na nieznany rozktad zastepczych pradow powierzchniowych.

Dla powierzchni szczeliny S, na podstawie rysunkéw 10.6¢ i 10.6f, otrzymujemy:

(H,(-J,-M)+H,(-2M,)-H,(2M,)) =(H"),,, nas$, (10.13)

a na powierzchni dielektryka uzupetnionego o lustrzane odbicie S,, na podstawie ry-
sunkow 10.6e 1 10.6f:
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(Ed(_J’_M)+Ed(_2Ma)) =(E0(J7M))

tan tan ’

nas,, (10.14)

(H,(-J.,-M)+H,(-2M,)) =(H,(J.M)) , nas,. (10.15)

tan tan

We wzorach (10.13)—(10.15) indeks dolny oznacza, ze pole jest wytwarzane przez
wskazane zrodla promieniujace w jednorodnym osrodku o parametrach swobodnej
przestrzeni (indeks 0) lub dielektryka (indeks d).

Dalsze postgpowanie jest standardowym rozwigzaniem sformutowanych réwnan
catkowych z wykorzystaniem metody momentow.

W ramach przyktadu obliczono, w funkcji czgstotliwosci, impedancje wejSciowa
polsferycznej anteny dielektrycznej [10.6], o promieniu a = 1,25 cm, dtugosci szczeli-
ny L=154mm i szerokosci szczeliny w=0,5 mm. Zalozono, ze szczelina jest
umieszczona symetrycznie w $rodku podstawy rezonatora, a pobudzenie znajduje si¢
w s$rodku szczeliny. Szczegdty modelu zasilania oraz sposoéb obliczania impedancji
wejsciowej sg takie same jak przedstawiono w rozdziale 9.3. W analizie do aproksy-
macji pradu powierzchniowego na powierzchni S, wykorzystano funkcje RWG, nato-
miast do aproksymacji pradu magnetycznego w szczelinie — funkcje daszkowe zbu-
dowane na parach prostokatow.

Liczbe niewiadomych opisujacych aproksymacje pradu elektrycznego i magne-
tycznego na powierzchni S, mozna zredukowac o potowe, biorac pod uwage symetri¢
w konfiguracjach zastepczych z rysunkéw 10.6e i 10.6f. W pierwszej kolejnosci wy-
godnie jest dokona¢ aproksymacji powierzchni S, w sposob symetryczny wzgledem
umownej plaszczyzny ekranu, co w sposob naturalny powoduje, ze zaden z trojkatow
nie przecina tej ptaszczyzny. Wtedy, jezeli funkcji bazowej RWG o numerze »n znajdu-
jacej si¢ calkowicie powyzej (usunictej) powierzchni ekranu odpowiadajg aproksyma-
cji pradu J 1 M wspotczynniki I, 1 M, to jej lustrzanemu odbiciu (uzyskanemu w ten
sposob, ze trojkat T* odbitej funkcji bazowej jest lustrzanym odbiciem tréjkata T.')
odpowiadajg, zgodnie z zasadami przedstawionymi na rysunkach 2.3 i 2.4, wspot-
czynniki —/, 1 M,. Z kolei dla funkcji bazowych ze wspo6lng krawedzia lezaca
w plaszczyznie ekranu mozna z gory zatozy¢ zerowe wspolczynniki w aproksymacji
pradu magnetycznego. Takie funkcje bazowe opisuja bowiem skltadowa normalna
pradu magnetycznego, ktora nie moze istnie¢ na powierzchni idealnego przewodnika.

W obliczeniach do aproksymacji rozkladu pradu na powierzchni S, uzyto 1140
funkcji bazowych RWG, z ktérymi, bez wspomnianej redukcji, byloby zwigzane
2 x 1140 =2280 niewiadomych wspotczynnikow (1140 dla pradu J i 1140 dla pra
du M). Prad magnetyczny na powierzchni szczeliny aproksymowano z uzyciem 39
daszkowych funkcji bazowych. Dzigki skorzystaniu z symetrii rozwigzywano wyni-
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Rys. 10.7. Impedancja wej$ciowa anteny z rysunku 10.5, a = 1,25 cm, L = 15,4 mm,
w= 0,5 mm: (a) cze$¢ rzeczywista; (b) cz¢$¢ urojona
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kowy uktad réwnan o 1179 niewiadomych, podczas gdy bez korzystania z symetrii
konieczne byloby rozwigzywanie uktadu o 2319 niewiadomych. Wyniki obliczen dla
réznych wartosci wzglednej przenikalnosci elektrycznej materiatu rezonatora dielek-
trycznego pokazano na rysunku 10.7. Otrzymane wyniki sg zgodne z teoretycznymi
1 eksperymentalnymi rezultatami przedstawionymi dla przenikalnosci &,.=9,5, przez
Chow i wspotautorow [10.6]. Widoczne na wykresach czesci rzeczywistej impedancji
dwa maksima odpowiadajg rezonansom dielektrycznej anteny rezonatorowej i szczeli-
ny zasilajacej [10.6]. Na postawie wykresow mozna tez stwierdziC, ze zwigkszanie
warto$ci &, powoduje zmniejszanie czgstotliwosci rezonansowych anteny — jest to
zgodne z oczekiwaniami, poniewaz zmniejszeniu ulega wtedy dlugos¢ fali elektroma-
gnetycznej w materiale dielektrycznym, zatem zwigksza si¢ elektryczna wielko$¢ an-
teny.
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11. Metoda AWE i techniki
dekompozycji przestrzenne;j

Algorytmy analizy zagadnien promieniowania i rozpraszania fal elektromagne-
tycznych zaprezentowane w poprzednich rozdziatach charakteryzuja si¢ dwiema za-
sadniczymi cechami:

e obliczenia sa prowadzone w dziedzinie czestotliwosci;

e ostateczny etap analizy wymaga rozwigzywania uktadow réwnan liniowych, kto-

re — zapisane w notacji macierzowej — charakteryzujg si¢ macierzami gestymi.

Te wlasciwosci powoduja, ze w przypadku obliczenia pewnych parametrow
w szerokim pasmie czestotliwosci, moze by¢ konieczne prowadzenie obliczen dla
bardzo duzej liczby tych czestotliwosci, co z kolei wigze si¢ z koniecznos$cig wielo-
krotnego obliczania macierzy impedancyjnej i wektora pobudzenia oraz rozwigzywa-
nia wynikowego uktadu réwnan. Wypadkowy czas obliczen moze by¢ wtedy nieak-
ceptowalnie dtugi.

W tym rozdziale oméwiono wybrane techniki pozwalajace na zmniejszenie wspo-
mnianych ograniczen. W pierwszej kolejnosci zajgto si¢ tzw. metodg przebiegow
asymptotycznych (AWE — ang. Asymptotic Waveform Evaluation [11.1-11.6]), pozwa-
lajaca znacznie ograniczy¢ liczbe czgstotliwosci, dla jakich sg prowadzone obliczenia.
Nastepnie scharakteryzowano dwie techniki pozwalajace omina¢ konieczno$¢ rozwia-
zywania bardzo duzych uktadow réwnan liniowych — technike dekompozycji prze-
strzennej wykorzystujacg powierzchniowa zasadg rdwnowaznosci oraz technike tzw.
charakterystycznych funkcji bazowych. Pokazano takze, w jaki sposob mozna pots-
czy¢ te dwa podejscia z technikg AWE.

11.1. Metoda AWE

We wprowadzeniu do metody momentow przedstawionym w rozdziale trzecim
stwierdzono, ze w wyniku zastosowania tej metody rozwigzanie réwnan catkowych
lub catkowo-rézniczkowych opisujacych analizowany problem sprowadza si¢ do roz-
wigzania rownania macierzowego typu (3.11):
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Z,.[1,]=[V.], m.n=1..N, (11.1)

gdzie [I ”] — macierz kolumnowa N nieznanych wspolczynnikow opisujacych aprok-
symacj¢ poszukiwanej wielkosci fizycznej [Zmn] — elementy tzw. macierzy impedan-
cyjnej opisujacej wzajemne oddziatywania pomiedzy elementarnymi fragmentami
badanej struktury [Vm] — wektor tzw. elementéw pobudzenia zalezny zar6wno od sa-
mej struktury, jak i pola pobudzajacego/wymuszonego. Zarowno elementy macierzy
impedancyjnej, jak i wektora pobudzenia sa w ogdlnym przypadku zalezne od czesto-
tliwosci, dla jakiej jest prowadzona analiza. Czgsto zamiast czgstotliwoscig f wygod-
nie jest postugiwac si¢ liczbg falowg osrodka, w jakim znajduje si¢ badany obiekt
k=2nf \/a . W zagadnieniach otwartych jest to najczeSciej liczba falowa (wspot-
czynnik propagacji) prozni, czyli k =2nf'\/g,u, - Swiadomie nie postuzono si¢ tu
oznaczeniem k,, rezerwujac je do oznaczenia wybranego punktu na osi k, odpowiada-
Jjacego pewnej czestotliwosci f,. Mozna zatem zapisac, ze:

12, (k)][1,(k)]=[V, ()], mn=1.,N. (11.2)

W sytuacji gdy w obliczeniach dla pojedynczej czgstotliwosci dominujacy jest czas
tworzenia macierzy, skuteczng technika skrécenia catkowitego czasu obliczen jest
wykorzystanie interpolacji elementdéw macierzy impedancyjnej w funkcji czgstotliwo-
sci [11.7, 11.8] — petne obliczenia macierzy sa wtedy prowadzone dla wybranych war-
tosci k, natomiast uktad rownan (11.2) jest rozwigzywany z duzo mniejszym krokiem
czestotliwosciowym. W przypadku ogdlnym dazy si¢ do zminimalizowania liczby
czestotliwoscei, przy ktorych prowadzone sa obliczenia, {gcznie z etapem rozwiagzania
koncowego uktadu rownan. W literaturze opisano kilka metod, opartych na aproksy-
macji poszukiwanej wielkosci w funkcji czestotliwos$ci, na podstawie obliczen prowa-
dzonych dla stosunkowo niewielkiej liczby punktéw czestotliwo$ciowych. Do technik
tego typu nalezy metoda Cauchy’ego, w ktorej zaklada sie, ze poszukiwana wielko$é
moze by¢ aproksymowana za pomoca funkcji wymiernej [11.9, 11.10], a zwlaszcza jej
wariant oparty na zastosowaniu aproksymacji Padé [11.11]. Podobng metoda jest za-
prezentowana ponizej metoda AWE.

Zatozmy, ze mozna obliczy¢ wspdtczynniki rozwinigé Z,, (k) oraz V, (k) w szereg
Taylora, wokot wspominanej, wybranej a priori wartosci k = k:

Z,, (k)= ZM(k—k0 ), (11.3)

22 (k—ky)', (11.4)
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gdzie indeks gorny w nawiasie okragtym oznacza rzad pochodnej Z, (k) obliczane;
wzgledem k w punkcie k =k, a Q jest zalozonym rz¢dem aproksymacji.

Przyjeto, ze nieznane elementy wektora [In (k)] mozna takze zapisa¢ w postaci
szeregu potegowego, przy czym liczba elementow tego szeregu takze ogranicza si¢ do

O+1:
In(k):zQ: 1, (k—k) . (11.5)
r=0

Po podstawieniu (11.3)-(11.5) do (11.2), a nastepnie przyrdwnaniu wspotczynni-
kow przy poszczegolnych potegach (k — k) otrzymuje si¢ [11.1]:

[Inyo]:[zmn (ko)]_l[Vm (ko):l (11.6)
(1, ]=[20 ()] {M}Z[ﬂ}p]} 0 (1)

r! = i!

We wzorze (11.7) obiekty w nawiasach kwadratowych sg macierzami — mnozenie
wystepujace pod znakiem sumy jest wiec mnozeniem macierzy wspotczynnikéw przy
i-tej potedze rozwini¢cia Taylora elementéw macierzy impedancyjnej przez wektor
elementéw rozwinigcia (11.5). Obliczenie (11.6) oznacza znalezienie rozwigzania
(11.2) dla punktu k = k,. Do znalezienia tego rozwigzania nalezy uzy¢ metody polega-
jacej na odwrdceniu macierzy [Zmn (ko)] oraz zapamigtaniu odwrdconej macierzy

[Zmn (ko)] 1, a nastepnie pomnozeniu odwroconej macierzy przez wektor [Vm (ko)}.
Odwrocona macierz jest bowiem nastepnie wykorzystana w kolejnych rekurencyjnych
krokach algorytmu opisanych formuta (11.7). Obliczenie wektorow wspotczynnikow
[ln’r] oznacza znalezienie aproksymacji (11.5), stusznej w pewnym zakresie £, za
pomoca rozwigzania rOwnania macierzowego uzyskanego wylacznie w punkcie roz-
winiecia k = k.

Rozwinigcie Taylora (11.5) charakteryzuje si¢ stosunkowo niewielkim zakresem
wartosci k, w ktorym aproksymacja poszukiwanej wielkosci jest poprawna. Bardziej
szerokopasmowg aproksymacje mozna uzyskac, stosujac tzw. aproksymacje Padé:

Z,om(k k)
1+Z 1nf

gdzie L+ M= Q. Wspoltczynniki a, ; oraz b, ; opisujace aproksymacje (11.8) dla da-

1,(k)=

(11.8)

nego elementu wektora [In (k)] oblicza si¢ najpierw podstawiajac (11.5) do lewej
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strony (11.8), nastepnie mnozac uzyskane rownanie stronami przez mianownik (11.8),
wreszcie przyrownujac wspolczynniki przy poszczegélnych potegach (k — k). Prowa-
dzi to do zaleznos$ci macierzowych [11.1]:

In,L In,Lfl ]n,L72 In,L7M+1 bn,l ]n,L+1

In,L+1 In,L In,L—l ]n,L—M+2 n,2 1n,L+2

n,L+2 In,L+I [n,L [n,L—M+3 bn,3 == In,L+3 5 (11-9)
_]n,LJrM—l In,L+M—2 I/1,L+M—3 In,L a _bn,M a _IH,L+M i

z ktorych oblicza si¢ wspotczynniki b, ; oraz do rownan:

@, =Y bl (11.10)
=0

z ktorych obliczamy wspotczynniki a,, ;.

Obliczenie (11.7) wymaga znalezienia pochodnych elementéw macierzy impedan-
cyjnej i wektora pobudzenia wzgledem k. O ile w przypadku wektora pobudzenia jest
to sprawa zwykle stosunkowa prosta — pobudzenia typu fala ptaska lub wymuszone
stale pole w wycinku przestrzeni charakteryzuja si¢ prosta zaleznoscia od czestotliwo-
sci lub po prostu brakiem takiej zaleznosci, o tyle obliczenie pochodnych macierzy
impedancyjnej moze nastreczac trudnosci.

W przypadku analizy obiektow metalowych i réwnania EFIE elementy macierzy
impedancyjnej sg postaci (5.4), ktoérg mozna przedstawi¢ w formie:

—JjkR
Z’Vl/’l (k):]%J JskeR fn (r,)'fm (I‘)dS'dS
N

S (11.11)
—ﬁ% {vUSv;.fn(r') o dS’)}-fm(r)dS,
N
gdzieR=|r—r'|,77=1/,u/8.
Pochodna (11.2) jest zatem dana formuila:
d’ (ke ™™
7 (1 = i ). ds'dS
-] [ S e
(11.12)

_#L{vusvg £ () ;:P [ekf JdS’J}.fm (r)ds.
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Elementy Z\7) (ky) mozna obliczy¢, uzywajac podobnych procedur jak uzywane do

obliczania Z,, (k ), zmieniajac tylko funkcje podcatkowe z postaci (11.11) na (11.12).
Wymaga to oczywiscie obliczenia wystepujacych w (11.12) pochodnych, ktore sa
dane przez [11.1]:

d? ( ke "™ _ B _ —JkR
dkp[ eR ]=[p(—JR)"'+(—JR)”k]eR : (11.13)

dk? |\ kR kK (i—1) 'k” 2R

d’ [e-’“ ) {(—JR)” PR & PUZR) T et
i=1

Osobliwo$¢ wyrazen podcatkowych, pojawiajaca sig, gdy w obrebie catki we-
wnetrzne] wystgpi punkt R =0, jest we wzorze (11.12) tego samego rzedu co
w(11.11).

W przypadku innych niz EFIE rownan catkowych schemat postepowania jest taki
sam — grupujemy wraz z zalezng od k funkcja Greena wszystkie czynniki we wzorze
na element macierzy impedancyjnej zawierajace zaleznos¢ od &, a nastgpnie powstale
w ten sposob wyrazenie podcatkowe zastepuje si¢ jego pochodna.

W przypadku gdy w obliczaniu elementéw macierzy impedancyjnej wykorzystuje
si¢ jadro réwnania MFIE, konieczne jest obliczanie pochodnej wzgledem k wyrazenia
(5.24), otrzymuje sie [11.1]:

—/kR

d’ (1+]kR . (11.15)

O e )=y 1 RIS

Gdy korzysta si¢ z metody AWE w analizie jednorodnych dielektrykoéw, wzory do
obliczania pochodnej trzeba odpowiednio skorygowac. Jezeli k dotyczy otaczajacego
obiekt powietrza, a przez k;o0znacza si¢ statg propagacje w dielektryku, otrzymuje sie:

d? kdef'j hak B .\ P-1 D\ e Mk ky '

dk”( R ‘[P(‘JR) +(=/R) kd} R \k)~ (110
ar (e _[(=R) p(=jR)" & p' e M [k_djp (11.17)
Ji? de kd kj 1:1 vkp —i+2 R k > .

d’ (1+]kR _,kRj (CRY 1= p+ kR] oIk (k_djp (11.18)

e J P+ i .

Szczegblnej uwagi wymaga obliczanie pochodnych elementéw macierzy impedan-
cyjnej, w sytuacji gdy w algorytmie jest wykorzystywana objetoSciowa zasada row-
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nowaznos$ci i prad polaryzacji. Poniewaz w definicji pradu polaryzacji wystepuje
mnozenie przez wartos¢ czestotliwosci, w sytuacji gdy aproksymowang wielkos$cig
jest, jak w rozdziale 6smym, indukcja elektryczna, wzor na element macierzy impe-
dancyjnej ma postac (8.16) lub po wyrazeniu pulsacji z pomocg liczby falowe;:

Smn(k)=L£”(—(:))-f 4Moj J k2 i £,(r) £, (r)avay

47:80 JV{V[jVV'-(K(r')fn (,'))elf:R dV'J}f'ﬂ (r)aV.

W celu obliczenia pochodnych (11.7) wzgledem £, zamiast (11.13), (11.14), nalezy
obliczy¢ pochodne [11.12]:

(11.19)

P 2 —JjkR — jkR
‘ip[ki? j=@4p—ucjky2+zpkijV‘+kzojRV}eR : (11.20)
p [, JkR —jkR
;;C—p[eR J=(—jR)” eR : (11.21)

W algorytmie dla czgSciowo niejednorodnych obiektow dielektrycznych, opisanym
w punkcie 10.1, wystepuje jeszcze jeden rodzaj zaleznosci elementéw macierzy impe-
dancyjnej od czestotliwosci — jest to sytuacja, dla ktorej objetosciowy prad polaryzacji
wytwarza pole magnetyczne konieczne do zapisu powierzchniowych warunkéw brze-
gowych na zewnetrznej powierzchni obiektu. Elementy tego typu sa dane wzorem
(10.10). Latwo zauwazy¢, ze rézniczkowanie wzgledem k& wymaga wtedy obliczania
pochodnych typu:

d}7 (kl‘{‘ij — jkR
dk? R?

— jkR

j:%ROp—U+J[(p 2)-KR Jy(=R)"

W celu zilustrowania dziatania techniki AWE zaprezentowano wyniki dla dwoch
wczesniej analizowanych zlozonych przykladéw obliczeniowych — rozpraszania fali
elektromagnetycznej przez dwuwarstwowa kule dielektryczna, analizowanego metoda
mieszanych réwnan powierzchniowo-objetosciowych w punkcie 10.1, oraz anteny
dielektrycznej zasilanej szczelinowo, analizowanej w punkcie 10.2.

W pierwszym z rozwazanych przyktadéw rozpatrzono podobny przypadek jak ten,
dla ktorego wyniki obliczen pokazano na rysunku 10.4. Na rysunku przedstawiono
zalezno$¢ od unormowanego wspotczynnika propagacji skutecznej powierzchni odbi-
jajacej dwuwarstwowej kuli dielektrycznej o promieniu zewnetrznym a i wewngtrz-
nym b, b/a =0,5, wzglednej przenikalnosci czgsci wewngtrznej &,, =16,0 i zewngtrz-
nej ¢,=9,0. Jak wspomniano, kul¢ analizowano za pomocg powierzchniowo-

(11.22)
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-objetosciowych rownan calkowych, z wykorzystaniem funkcji bazowych dla bryt
obrotowych — zastosowanie takich funkcji nie zmienia istoty implementacji algorytmu
AWE.

W metodzie AWE nalezy wybra¢ warto$¢ liczby falowej, stanowiacg punkt rozwi-
nigcia szeregéw Taylora. Podczas pierwszej proby zatozono, ze jest to $rodek anali-
zowanego interwalu, to jest warto$¢ kya =1,5. Pozostaje teraz dobra¢ rzad aproksyma-
cji Padé, to znaczy stopnie licznika i mianownika w (11.8) oznaczone jako L i M.
Zrédha z literatury podaja [11.1], ze zwykle dobrym wyborem jest przypadek L = M.
Na rysunku 11.1 pokazano wyniki obliczen z zastosowaniem réznych rzedéw aprok-
symacji AWE — oznaczenia na rysunku sg podane w konwencji AWE(L, M). Zamiesz-
czono takze wyniki obliczen tradycyjnym algorytmem VIE-SIE. Jak widaé¢, na pod-
stawie obliczen prowadzonych metoda AWE dla tylko jednego punktu czestotliwo-
sciowego, mozna uzyskaC¢ poprawne wyniki w stosunkowo szerokim pasmie.
Zwickszanie rzgdu aproksymacji, czyli w konsekwencji liczby pochodnych elementow
macierzy impedancyjnej, powoduje poszerzanie pasma, ale nie jest mozliwe uzyskanie
dowolnie szerokiego interwalu przez zastosowanie bardzo duzych warto$ci parame-
trow L 1 M. W celu uzyskania rozwigzania dostatecznie doktadnego w szerszym pa-
smie czestotliwosci nalezy prowadzi¢ obliczenia dla wiekszej liczby punktéw rozwi-
nigcia szeregow Taylora. Na rysunku 11.2 pokazano wyniki obliczen, w ktorych
przyjeto trzy punkty rozwinigcia: k,a =1,0, 1,5 oraz 2.2, dla zalozenia L =M = 14.
Wyniki uzyskane dla k,a =1,0 s3 wykorzystane w zakresie 0,5<ka <1,2, dla kya =1,5

100,00 ¢
H ----- VIE-SIE-AWE(6,6)
I ———- VIE-SIE-AWE(12,12)
| — VIE-SIE
10,00
£ 1,00
©
0,10
0,01 - '
0,5 1,0 15 2,0 2,5

ka

Rys. 11.1. Skuteczna wsteczna powierzchnia odbijajaca dwuwarstwowe;j kuli dielektrycznej
o parametrach z rysunku 10.4 obliczona technikg AWE, punkt rozwinigcia kya = 1,5
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100,00

——— AWE
—— VIE-SIE

10,00 E

1,00 E

o/ma?

0,10 E

oo1 b b o b 1
0,5 1,0 15 2,0 2,5

ka

Rys. 11.2. Przyktad z rysunku 11.1 dla trzech punktéw rozwinigcia
kga=1,0,1,50raz 2,2, L=M=14

w zakresie 1,2 <ka <1,9 i dla kya = 2,2 w zakresie 1,9 < ka < 2,2. Na rysunku pionowe
linie przerywane oddzielaja wspominane trzy interwaly czgstotliwosSciowe, a czarne
kotka wskazuja rozwigzanie w punktach rozminigcia. W og6élnym przypadku, gdy
aproksymacja wykorzystujaca pojedynczy punkt rozwinigcia jest niewystarczajaca,
mozna zastosowa¢ algorytm wielopunktowy z automatycznym doborem punktoéw
rozwini¢cia metodg skakania po czestotliwosciach [11.1, 11.13] (CFH — ang. Complex
Frequency Hopping).

W drugim przyktadzie obliczano impedancje wejsciowa polsferycznej anteny dielek-
trycznej zasilanej szczelinowo pokazanej na rysunku 10.5. Przyjeto parametry jak dla
wykreséw z rysunku 10.7 oraz wzgledng przenikalnos¢ elektryczng anteny rowng 9.5.
Na rysunku 11.3 pokazano przebieg impedanciji wejsciowej w funkcji czgstotliwosci
obliczony klasyczng metodqa momentéw (punkt po punkcie) oraz wyniki uzyskane za
pomocg metody AWE dla punktu rozwinigcia f, =4 GHZ 1 r6znych rzgdow aproksyma-
cji Padé. W tym przypadku juz wykres uzyskany metoda AWE(3,3) jest praktycznie
nierozréznialny od wykresu odniesienia. Dla omawianego przykladu przeprowadzono
poréwnanie czasu obliczen. W zastosowaniu metody AWE(3,3) dla modelu zawieraja-
cego 1179 niewiadomych i obliczeniach przeprowadzonych dla 201 czestotliwosci czas
obliczen byt okoto 9 razy krotszy niz w przypadku metody klasyczne;.
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a)
400,00
| ——— Metoda momentéw
———"AWE(2,2)
| ----- AWE(3,3)
300,00 0 .. AWE(4,4)
= -
"2200,00 F
N -
[9]
o
100,00 f
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(b)
200,00
100,00
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Rys. 11.3. Impedancja wejsciowa anteny z rysunku 10.5
obliczona klasyczng metoda momentéw i metoda AWE, a =1,25 cm, L = 15,4 mm,
w=0,5mm, ¢, =9,5, f, =4 GHZ:
(a) czgs¢ rzeczywista; (b) czg$¢ urojona
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Technika AWE, wymagajaca obliczania pochodnych elementéw macierzy momen-
tow i wektora pobudzenia wzglgdem czestotliwosci/liczby falowej, nie nadaje si¢ do
zastosowania, gdy nie ma mozliwosci uzupehienia kodu komputerowego o procedury
obliczania tychze pochodnych. Dlatego tez w literaturze dotyczacej analizy szeroko-
pasmowej sporo uwagi poswigca si¢ metodom bazujagcym wylacznie na probkowaniu
aproksymowanej wielkos$ci, ktore nie wymagaja obliczania pochodnych, takich jak
wariant metody Cauchy’ego bez pochodnych [11.14, 11.15], techniki dopasowania

wektorowego [11.14-11.17] (ang. Vector Fitting) czy algorytmy probkowania adapta-
cyjnego [11.14, 11.17-11.20].

11.2. Makromodele calkowe

Rozpatrzmy teraz sytuacje pokazana na rysunku 11.4a, b. Zasilana szczelinowo
rezonatorowa antena dielektryczna, podobna do tej z rysunku 10.5, zostala uzupetnio-
na polsferyczng metalowa wnegka, blokujaca promieniowanie wsteczne. Uktad roéwnan
catkowych opisujacy problem konstruuje si¢ w sposéb podobny do streszczonego
w podrozdziale 10.2. W analizowanym przyktadzie modyfikacji ulega zagadnienie

(@

€0y Uy

(b) o
80’ Iu() :

I/I \\\\
Epp Uy /

Rys. 11.4. Pétsferyczna rezonatorowa antena dielektryczna zasilana szczelinowo
z wnegka thumigca promieniowanie wsteczne (a, b)
oraz odpowiednia konfiguracja zast¢pcza dla dolnej potprzestrzeni (c)
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rownowazne dla dolnej potprzestrzeni (por. rys. 10.6¢), ktore przybiera teraz postac
pokazang na rysunku 11.4c. Wprowadza si¢ tu dodatkowa niewiadomg, w postaci
gestosci powierzchniowej pradu elektrycznego J,. na powierzchni wnegki (uzupetnionej
o lustrzane odbicie) S, oraz dodatkowe rownanie catkowe typu EFIE, opisujace waru-
nek znikania sktadowej stycznej pola elektrycznego na ..

Wynikowy uktad rownan ma postac:

(E;(-J,-M)+E;(-2M,))

(E;(4.M))_. nas,  (11.23)

tan

(Hj(-J.,-M)+H](-2M,)) =(H,(J,M)) , nasS,,  (11.24)

tan tan

(H,(~J,-M)+H,(-2M,)-H,(2M,)-H,(J.)) =(H™) , naS$,, (1125)

tan tan

(Eo(J.)+E,(2M,))_ =0, nas,. (11.26)

W réwnaniach (11.23)—(11.26) nie zachodzg bezposrednie wzajemne interakcje
migdzy pradem i polem znajdujacymi si¢ po przeciwnych stronach szczeliny zasilaja-
cej — nie oblicza si¢ pola na powierzchni S, pochodzacego od J,, ani nie oblicza pola
na powierzchni S, wytwarzanego przez J, M lub —J, —M. Wynika to z faktu, ze
w procesie konstrukcji uktadu rownan nie wystgpuje konfiguracja zastepcza, w ktorej
wspominane zrodta bylyby obecne jednoczesnie. Powigzanie zjawisk zachodzacych
w obu polprzestrzeniach jest opisane wylacznie przez prad magnetyczny w miejscu
szczeliny M, oraz rownanie catkowe (11.25).

Brak interakc;ji jest szczegodlnie dobrze widoczny po zastosowaniu metody momen-
tow 1 zapisaniu opowiadajacego (11.23)—(11.26) réwnania macierzowego. Ré6wnanie
ma og6lng postac:

Z:;d chl’a O K O
z, Z,+Z, Z,|M,|=|V]|, (11.27)
0 zZ z' | J. 0

gdzie Z! — fragment macierzy impedancyijnej”, dla ktérego funkcje bazowe uzyte
w aproksymacji pradéw zastgpczych plynacych na powierzchni S, wytwarzaja pola
testowane nastgpnie za pomoca funkcji testowych zdefiniowanych na powierzchni S, .
Gorny indeks p (p = u lub /) oznacza odpowiednio gorng lub dolng polprzestrzen,
stanowigcg punkt wyjscia do konstrukcji wlasciwych sytuacji zastepczych. Indeks ten

) W rozdziale 9 macierz w wynikowym ukladzie réwnan sformutowanym dla zagadnienia transmisji
przez aperture okreslano jako ,;macierz admitancyjng”, w celu podkreslenia dualnosci z problemem roz-
praszania fal elektromagnetycznych przez metalowa ptyte. Tu, dla zagadnienia ztoZzonego, pozostaniemy
przy okresleniu ,,macierz impedancyjna”.
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nie moze by¢ utozsamiany z parametrami osrodka, w ktérym zachodzi promieniowa-
nie, bo np. obliczanie elementéw podmacierzy Z;;, wymaga obliczania oddziatywan
zachodzacych zarowno w osrodku o parametrach rezonatora dielektrycznego, jak
1 otaczajacego go powietrza (por. formuty (11.23), (11.24)). Oznaczenia w wektorze
niewiadomych w (11.27) odpowiadaja oznaczeniom nieznanych rozktadéw pradow
w rownaniach (11.23)—(11.26), przy czym wektory w (11.27) zawieraja wspotczynniki
aproksymacji tych pradow z uzyciem funkcji bazowych. Wektor K zawiera wspotczyn-
niki aproksymacji obu pradoéw zastgpczych J i M wprowadzonych na powierzchni S,,.

Pierwszy wiersz w (11.27) wynika z dyskretyzacji rownan (11.23) i (11.24), drugi —
z rdwnania (11.25), a trzeci — (11.26). Poniewaz w analizowanej sytuacji pole pobu-
dzajace jest zdefiniowane wytacznie w szczelinie, wektor po prawej stronie (11.27)
wynikajacy z testowania prawych stron rownan (11.23)—(11.26) jest rézny od zera
tylko dla drugiego wiersza rownania macierzowego.

Fragment macierzy impedancyjnej wynikajacy z testowania pola magnetycznego
w szczelinie, pochodzacego od aproksymacji pradu magnetycznego w tej szczelinie,
celowo zostal zapisany w postaci sumy Z,, + wa, aby podkresli¢, ze w tym jedynym
przypadku w obliczaniu elementoéw macierzy impedancyjnej korzysta si¢ z parame-
trow osrodka zaréwno ponizej, jak 1 powyzej szczeliny.

W tradycyjnym schemacie rozwigzania problemu kolejnym etapem powinno by¢
rozwigzanie rownania macierzowego (11.27). Sprébujmy jednak przeformutowac
réwnanie (11.27), eliminujac z niego niewiadome K oraz J,.. Z pierwszego rownania
w (11.27) mamy:

-1
K=-(z},) zZiM,. (11.28)
a z trzeciego:

J, =—(Z., )71 zZ' M, (11.29)

Po podstawieniu (11.28) 1 (11.29) do drugiego rownania (11.27) otrzymuje si¢:
u u w \7! u ! i 1\
|:{Zaa_Zad(de) Zda}+{Zaa_Zac(ch) an}lean‘ (1130)

W réwnaniu macierzowym (11.30) liczba niewiadomych odpowiada liczbie wspot-
czynnikow uzytych w aproksymacji pradu M, jest zatem znacznie mniejsza niz liczba
niewiadomych w rownaniu wyjsciowym (11.27). Oczywiscie, w celu uzyskania
(11.30) nalezy odwraca¢ duze macierze Z', i Z',, ale na zadnym etapie rozwigzania
nie odwraca si¢ pelnej macierzy impedancyjnej z réwnania (11.27). Mozna uznacé, ze
obliczajac macierze w nawiasach klamrowych w (11.30) rozwiazujemy dwa, niezalez-
ne, czastkowe problemy zwigzane z gorna i dolng potprzestrzenia w problemie orygi-
nalnym. Te czastkowe rozwigzania sg nastgpnie podstawa do uzyskania rozwigzania
koncowego (11.30). To rozwigzanie zawiera oczywiscie informacj¢ wylacznie o pra-
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dzie magnetycznym w szczelinie, moze wigc np. postuzy¢ do obliczenia impedancji
wejsciowej anteny. Jezeli jest potrzebne obliczenie innych parametréw, np. pola
w odpowiednich podobszarach, charakterystyki promieniowania itp., konieczne jest
uzyskanie informacji o pozostatych pradach zastepczych. Mozna je obliczy¢, podstawia-
jac rozwigzanie (11.30) do (11.28) i (11.29), przy czym nie wymaga to juz odwracania
macierzy — odpowiednie operacje zostaty wykonane przy tworzeniu rownania (11.30).

Podany schemat analizy nosi nazwe¢ metody dekompozycji przestrzennej opartej na
zasadach rownowaznos$ci (EP-DDM — ang. Equivalence Principle — Domain Decom-
position Method [11.21, 11.22]). Tego typu metody umozliwiaja analiz¢ ztozonego
zagadnienia elektromagnetyzmu przez ich podzial na mniejsze (pod wzglgdem liczby
niewiadomych) problemy czastkowe.

Stosujac metode dekompozycji nie trzeba doprowadza¢ uktadu réwnan do postaci
(11.30), czyli rownania macierzowego, w ktorym jedynymi niewiadomymi sa wspot-
czynniki opisujace zastgpczy prad na powierzchni rozdzielajacej dziedziny, w ktorych
definiuje si¢ zagadnienia czastkowe. Jezeli wyeliminuje si¢ wylacznie niewiadome
zwiagzane z jedna z czgsci ztozonego zagadnienia, np. elementy wektora K, z wykorzy-
staniem pierwszego z rownan (11.27), podstawiajgc (11.28) do drugiego réwnania,
otrzymuje si¢ rownanie z niewiadomymi M, 1 J:

u u u N I I
{Zaa_Zad(de) Zda}+Zaa Zac |:Ma:|:|:V:|, (1131)
z, z Ll L0

ktore moze by¢ przydatne np. w zadaniu optymalizacji ksztattu lub rozmiaru wneki
umieszczonej w dolnej potprzestrzeni. Mozna wtedy raz rozwigza¢ problem czastko-
wy dla uktadu rezonator dielektryczny/szczelina, czyli obliczy¢ macierz w nawiasach
klamrowych w (11.31), a nastepnie podstawia¢ t¢ macierz do wielu réwnan typu
(11.31) opisujacych rozne ksztatty wneki i rozne osrodki ponizej szczeliny. W rowna-
niu (11.31) bardzo proste jest uwzglednienie zrodta/pola pobudzajacego wystepuja-
cych w dolnej potprzestrzeni (a nie tylko na powierzchni szczeliny). W wektorze po-
budzen, zamiast wektora zerowego, pojawiaja si¢ wtedy po prostu elementy wynikaja-
ce z testowania pola pobudzajacego na powierzchni S.. Oczywiscie, jezeli ponize]
szczeliny wnegka w ogodle nie wystgpuje, rownanie (11.31) redukuje sie do:

[{ZZ; —ZZd(ZZd)fl ZZEH}+Z;}MCI =V, (11.32)

ktore opisuje sytuacje analizowang w podrozdziale 10.2.

Niedogodnoscia zastosowania opisanej metody do obliczen szerokopasmowych
jest koniecznos¢ powtarzania catego schematu analizy dla poszczegdlnych czestotli-
wosci z zadanego pasma. Takie obliczenia mozna znacznie przyspieszy¢, znajdujac
szerokopasmowg aproksymacje¢ elementdw macierzy w nawiasach klamrowych. Taka
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aproksymacje mozna uzyskaé, stosujac algorytm bazujacy na omoéwionej w poprzed-
nim podrozdziale metodzie AWE [11.23].

Rozpatrzmy macierz:
1

Z, ={Zaa ~7,,(Z,) Zda}, (11.33)
wystepujacag w (11.30)—(11.32), przy czym dla uproszczenia zapisu pomingto indeks
gorny u. Oznaczono liczbe niewiadomych wspotczynnikow w wektorze M, jako N,
a liczbg niewiadomych wspolczynnikow w wektorze K jako N,. ZatoZzono nastepnie,
ze wszystkie, zalezne od wartosci wspotczynnika propagacji k macierze, wystepujace
po prawej stronie (11.33), mozna rozwing¢ w szereg Taylora wokot pewnej wartosci &:

9] Z(P) k

z, (k)= Z%(k—ko )’ (11.34)
p=0 ’

gdzier,s=a,d.

Oznaczono przez (z), I-t3 kolumne dowolnej macierzy Z. Na podstawie (11.33)
mozna zapisa¢ wyrazenie na poszczegolne kolumny macierzy Z,,:

(20), ={(20), = 20 (Z0)  (20), ) 1=10 N, (11.35)

Etapem obliczania (11.35) jest obliczenie wyrazenia:

-1
X =(Zy) (2a),- (11.36)

co jest rownowazne rozwiazaniu uktadu rownan:
Zy-x=(24),- (11.37)

Do uzyskania aproksymacji Taylora dla zaleznego od k wektora x;, mozna zastoso-
wac¢ metode AWE, tzn. obliczy¢ wspdtczynniki rozwinigcia:

0
x, (k)= x,, (k—k)", (11.38)
r=0

w sposob opisany formutami (11.6), (11.7):

X0 :[de (ko )Tl(zda )](ko) (11.39)

r! = i!

i=

(r) p (i)
X = [de (ko )Tl {(Zda )l (kO) - de.(k()) 'xl,r1}’ r=1..,0 (11.40)
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Procedure powtarza si¢ N, razy dla kolejnych kolumn / macierzy Z,,. Zauwazmy,
ze w tej czgscel algorytmu odwrocenie macierzy Z,, (k, ) jest dokonywane tylko raz.

W kolejnym kroku oblicza si¢ wspolczynniki Taylora poszczegdlnych kolumn
macierzy Z

(r) k r 7(p)
(ZM)I _(Zaa )1( 0)_ZZad (|k0)'xl,r—i5 r=0,..,0 (11.41)

s T N
p=0 p:

Znajomo$¢ wspolczynnikow rozwinigcia Taylora wszystkich kolumn macierzy Z,,
oznacza, ze sg znane aproksymacje dla wszystkich elementow tej macierzy. Z aprok-
symacji Taylora mozna nastgpnie uzyska¢ sluszne w szerszym zakresie wartosci £,
aproksymacje Padé, stosujac algorytm opisany w rozdziale 11.1. Przez analogi¢ do
terminologii stosowanej w metodach siatkowych [11.24, 11.25], szerokopasmowa
aproksymacj¢ macierzy Z,, bedziemy nazywa¢ makromodelem catkowym. Podobnie
jak w klasycznych zastosowaniach metody AWE makromodel tworzy si¢, wybierajac
odpowiednig wartos¢ k,, dla ktorej sa obliczane odpowiednie wspolczynniki rozwinigé
Taylora, a takze wartosci L i M charakteryzujace rzad aproksymacji Padé. Uzyskany
makromodel jest stuszny w pewnym przedziale wartosci wspotczynnika propagacji k.
Jezeli ten przedzial jest zbyt waski, makromodel mozna zbudowac, wykorzystujac
rozwinigcia dla kilku warto$ci k,, poprawne w wezszych pasmach czgstotliwoscio-
wych.

Zaletg stosowania makromodeli w analizie ztozonych zagadnien elektromagnetyzmu
jest mozliwo$¢ wyodrebnienia i osobnego, szerokopasmowego przeanalizowania frag-
mentow wigkszej konfiguracji. Jest tez mozliwe stworzenie bibliotek makromodeli wy-
branych typowych struktur i ich wykorzystywanie w analizie i optymalizacji bardziej
skomplikowanych konfiguracji. Typowym przyktadem, wynikajacym z rozwazenia
sytuacji przedstawionej na poczatku niniejszego podrozdziatu, jest zasilana szczelinowo
dielektryczna antena rezonatorowa. Mozna stworzy¢ makromodel takiej anteny, a na-
stepnie wykorzysta¢ go w procedurze optymalizacji wneki blokujacej promieniowanie
wsteczne i/lub miejsca zasilania szczeliny. Mozna takze zastosowac opracowany ma-
kromodel dla zupeknie innej konfiguracji struktury zasilajacej lezacej ponizej szczeliny
sprzegajacej, zawierajgcej np. uktad mikropaskowych linii zasilajacych.

Zastosowano teraz opisang metode¢ do analizy sytuacji z rysunku 11.4, dla danych
a=125cm, b=62cm, L=154mm, w=0,5mm, ¢, =9,5. W pierwszej kolejnosci
utworzono makromodel dla goérnej czgséci struktury, to jest dla ukladu rezonator-
szczelina. Makromodel przetestowano dla sytuacji prostszej, w ktérej w dolnej pot-
przestrzeni o parametrach prozni nie ma metalowej wneki, czyli dla sytuacji z rysun-
ku 10.5. Na rysunku 11.5 pokazano obliczong w funkcji czestotliwosci impedancje
wejsciowa takiej anteny przeanalizowana za pomoca klasycznego algorytmu opisane-
go w rozdziale 10 oraz za pomocg makromodelu stworzonego wokoét czgstotliwoscio-
wego punktu rozwinigcia 4.0 GHz, z zastosowaniem aproksymacji Padé o stopniach
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Rys. 11.5. Impedancja wejsciowa potsferycznej rezonatorowej anteny dielektryczne;j
zasilanej szczelinowo, a = 1,25 cm, L = 15,4 mm, w = 0,5 mm, ¢, = 9,5,
obliczenia z wykorzystaniem klasycznej metody momentéw (MoM) i makromodelu;
zasilanie w potowie i jednej czwartej dlugosci szczeliny: (a) czgéé rzeczywista; (b) czg$¢ urojona
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Rys. 11.6. Impedancja wejsciowa potsferycznej rezonatorowej anteny dielektryczne;j
zasilanej szczelinowo z wneka thumigcg promieniowanie wsteczne, a = 1,25 cm, b = 6,2 cm,
L=154mm,w=0,5mm, ¢, = 9,5, wyniki obliczen z wykorzystaniem makromodeli
poréownane z danymi literaturowymi [11.27]: (a) czgs$¢ rzeczywista; (b) czg$¢ urojona
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licznika i mianownika réwnych odpowiednio 6 oraz 6. Obliczenia przeprowadzono dla
dwoch punktow umieszczenia zasilania anteny w szczelinie — w srodku (w potowie)
szczeliny, co odpowiada sytuacji analizowanej w rozdziatach 10.2 i 11.1, oraz w jed-
nej czwartej dtugosci szczeliny. Podczas gdy obliczenia klasycznym algorytmem wy-
korzystujacym metode momentéw wymagaja powtdrzenia pelnego cyklu obliczenio-
wego dla wszystkich czestotliwosci z analizowanego pasma (tu byto ich 201),
w obliczeniach z uzyciem makromodelu wykorzystuje si¢ ten sam makromodel opisu-
jacy oddzialywanie antena—szczelina. Warto porowna¢ w tym przypadku czas obli-
czen. Czas obliczania makromodelu wynosit (1140 niewiadomych dla anteny i 39 dla
szczeliny) 282 sekundy, czas rozwigzania klasycznego (201 czestotliwosci, 1179 nie-
wiadomych) — 1051 sekund, rozwigzania wykorzystujacego utworzony uprzednio
makromodel (201 czestotliwosci, 39 niewiadomych) — 2 sekundy. Jak wida¢, oblicze-
nia z wykorzystaniem gotowego makromodelu sg tu okoto 500 razy szybsze od obli-
czen metoda klasyczng. Warto odnotowac fakt, ze zmiana potozenia punktu zasilania
szczeliny moze by¢ wykorzystana do dostrojenia impedancji wejSciowej anteny
[11.26]. Na wykresach odpowiadajacych zasilaniu w jednej czwartej dlugosci szczeli-
ny mozna takze zaobserwowac¢ pojawienie si¢ dodatkowego zafalowania, ktére odpo-
wiada wzbudzeniu w antenie rodzaju rezonansowego niepobudzanego w przypadku
zasilania symetrycznego [11.27].

W podobny sposéb przygotowano makromodel dla dolnej czgsci struktury z rysun-
ku 11.4. Tym razem wykorzystano dwa punkty rozwiniecia: 3,0 GHz dla zakresu od
2,0 do 4,0 GHz 1 5,0 GHz dla zakresu od 4,0 do 6,0 GHz oraz, ponownie, aproksyma-
cje Padé o stopniach licznika i mianownika rownych odpowiednio 6 i 6. Nastepnie
obydwa makromodele wykorzystano w aproksymacji réwnania (11.30).

Wyniki — wykres impedancji wejsciowej w funkcji czgstotliwosci dla anteny die-
lektrycznej z wneka thumigca promieniowanie wsteczne — pokazano na rysunku 11.6”.
W tym przyktadzie zasilanie umieszczono w $rodku szczeliny pobudzajacej [11.23,
11.28]. Dodanie do konfiguracji metalowej wneki powoduje pojawienie si¢ dodatko-
wego rezonansu [11.28].

Podobny schemat analizy mozna zastosowac¢ dla innych uktadow réwnan — warun-
kiem przeprowadzenia dekompozycji przestrzennej wykorzystujacej zasady rowno-
waznosci jest wystepowanie w analizowane] sytuacji powierzchni oddzielajacej od
siebie obszary zawierajace obiekty oraz zrodla. W omawianym przykladzie ta po-
wierzchnig byta powierzchnia nieskonczonego ekranu ze szczeling. W innych sytu-
acjach moze to by¢ np. powierzchnia zamknigta, ograniczajgca wybrany fragment
przestrzeni. Takim problemem jest np. zagadnienie oméwione w podrozdziale 10.1,
gdzie interakcje pomiedzy zroédtami zewnetrznym (polem pobudzajgcym) a wnetrzem
niejednorodnej bryty dielektrycznej odbywaja si¢ wylacznie za posrednictwem pra-

") Dane poréwnawcze w formie elektronicznej uzyskano dzieki uprzejmosci prof. K.W. Leunga z City
University of Honk Kong.
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dow zastepczych umieszczonych na zewngetrznej powierzchni bryly. W ostatecznym
uktadzie rownan, powstalym po eliminacji niewiadomych opisujacych zrodia objeto-
sciowe wewnatrz obiektu, niewiadomymi sg tylko wspotczynniki opisujace rozktad
pradow zastepczych na powierzchni zewnetrznej [11.29].

11.3. Charakterystyczne funkcje bazowe

Inng metody, dzigki ktérej mozna unikna¢ konieczno$ci rozwigzywania uktadu
rownan z bardzo duzg liczbg niewiadomych wspotczynnikow jest metoda tzw. charak-
terystycznych funkcji bazowych (CBF — ang. Characteristic Basis Functions). Ta me-
toda, wprowadzona przez Mittre i wspotpracownikow [11.30, 11.31], polega — podob-
nie jak metoda omowiona w poprzednim podrozdziale — na podziale oryginalnego
zagadnienia na mniejsze podproblemy, analizowane w pierwszym przyblizeniu nieza-
leznie od siebie. W odréznieniu od opisanej metody dekompozycji przestrzennej bazu-
jacej na zasadzie rownowaznosci, w ktorej na mniejsze obszary dzieli si¢ przestrzen,
gdzie znajduje si¢ analizowany obiekt (w istocie — zrddta zastepcze), w tym przypadku
na mniejsze fragmenty dzieli si¢ sam obiekt/zrodto.

Rozwazmy najpierw uktad dwoéch, umieszczonych dowolnie w przestrzeni obiek-
tow metalowych, pobudzanych falg elektromagnetyczng (rys. 11.7). Typowe rozwia-
zanie tak postawionego problemu, opisane w rozdziale 3, polega na zastgpieniu obu
obiektow zastepczym rozktadem powierzchniowym pradu elektrycznego, a nastgpnie
znalezieniu odpowiednich aproksymacji tego pradu za pomoca metody réwnan catko-
wych/metody momentéw. Zauwazmy, ze fakt, iz mamy do czynienia z dwoma roz-
Iacznymi obiektami jest — przy takim podejsciu — nieistotny ze wzgledu na schemat
analizy, macierz impedancyjna opisuje bowiem interakcje w obrebie par typu funkcja
bazowa — funkcja wagowa, nie uwzgledniajac w zaden sposob, czy dana para nalezy
do jednego czy tez dwdch réznych obiektow.

Do dalszych rozwazan zapiszemy teraz wynikowy uktad réwnan liniowych w po-
staci uwypuklajacej fakt, ze struktura rozpraszajaca sktada si¢ z dwoch oddzielnych

czesci:
_ Z, Z,]|J, _ V _
Z-J= = =V (11.42)
Z, Z,]J, v,

We wzorze (11.42) wektory J, i J, opisuja odpowiednio aproksymacje pradu na S,
iS,, a wektory pobudzenia V] i V, wynikaja z testowania elektrycznego pola pobudza-
jacego na S, 1 S,. Podmacierze Z|, 1 Z,, opisuja oddzialywania wtasne obu obiektow,
aZ,1Z, — oddzialywania wzajemne.

Obydwa (macierzowe) rownania opisane uktadem (11.42) mozna zapisa¢ w postaci:

ZJ =V -ZJ., i,j=12, i#]. (11.43)

i [/
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Rys. 11.7. Rozpraszanie fal elektromagnetycznych przez dwa metalowe obiekty

Jezeli pominie si¢ oddzialywania wzajemne pomiedzy obiektami, rownania (11.43)
przybiora postaé:
zJ"=v, i=1,2, (11.44)

gdzie oczywiscie Ji(" ) jest rozne od J; z rownania (11.43). Rozwiazanie (11.44) opisuje
aproksymacj¢ pradu, jaki powstalby na powierzchni S; pod wptywem pola padajacego
(E ‘H i) w razie braku drugiego z obiektow.

W metodzie charakterystycznych funkcji bazowych zaklada sig, ze aproksymacja
pradu ptyngcego na powierzchni S; moze by¢, z dobrg dokladnoscia, przedstawiona
jako kombinacja liniowa in) , uzyskanego w wyniku rozwiazania (11.44) oraz rozwig-
zania pomocniczego rownania:

zJV=-zJV), i j=12 i#] (11.45)

i i J

Prawa strona (11.45) odpowiada (wzigtemu ze znakiem minus — por. réwnanie
(11.43)) polu wtérnemu, wytwarzanemu na powierzchni S; przez prad J, [(’) ptynacy po
powierzchni § .

Postuluje si¢ zatem:

2
J=>al gV (11.46)
dzie wspotezynniki o’ ), i =1, 2 sa na razie nieznane.
g po1CZy i 9

Aproksymacje (11.46) wygodnie jest zapisa¢ w odniesieniu do catego rozwigzania
uktadu (11.42), tzn.:

J (1 (2) 0 0
25 e PO S PO A ) T (11.47)
J, 0 0 J JS

Wektory po prawej stronie (11.47), bedace uzupelionymi odpowiednio zerami
rozwigzaniami (11.44) i (11.45), opisuja aproksymacje, ktore mozna potraktowac jako
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nowe, globalne funkcje bazowe. Funkcje, dla ktorych indeks gomy jest taki sam jak
indeks dolny, wskazujacy dziedzing, na ktorej funkcja jest zdefiniowana, sg to tzw.
pierwotne charakterystyczne funkcje bazowe, a funkcje, dla ktorych indeks gérny jest
rozny od indeksu dolnego — wtdrne charakterystyczne funkcje bazowe. W tym drugim
przypadku, jak wynika z (11.45), indeks gérny wskazuje funkcje pierwotna, bedaca
zrodltem oddzialywania wtérnego pomigdzy obszarami. W rozwigzywaniu (11.45)
mozna skorzysta¢ z faktoryzacji macierzy Z, dokonanej uprzednio podczas rozwia-
zywania (11.44).

Do znalezienia wspotczynnikoéw & mozna zastosowa¢ metod¢ momentow w wersji
Galerkina. Nie trzeba w tym celu przeprowadzaé¢ od poczatku obliczania elementow
macierzy momentéw za pomoca formuty (3.8) lub (3.9). Uzycie w charakterze funkcji
bazowej i wagowej charakterystycznych funkcji bazowych prowadzi do nastepujace;
formuty na element nowej, zredukowanej macierzy impedancyjnej (por. wzor (3.12)):

_< (z i )j; gz;im (r)>, (11.48)

gdzie wektory J* = [[ ;} iJ" =[ m] sg wektorami ze zbioru (w tym przypadku czte-
rech) wektoréw obecnych po prawe;j stronie (11.47). Funkcje i, (r) oraz i, (r) sa tra-
dycyjnymi elementarnymi funkcjami bazowymi (np. RWG) uzytymi do aproksymacji
pradow na S, 1 S,, a N jest calkowitg liczba tych funkcji, czyli dlugoscia wektora J
z oryginalnego rownania (11.42). Po skorzystaniu z liniowosci operatorow otrzymuje

sie:
Z;:ﬁ:];il,j@(i (r)> Z[Z L =J" 21, (11.49)
m=1 n=l1

gdzie indeks T oznacza macierz transponowana.
Podobnie mozna postapi¢ z wektorem pobudzen (por. wzor (3.13)):

=<S(r);ﬁ:l;im(r)>=i1;<£(r);im(r)> ZIme J'V. (11.50)

m=1

Widzimy zatem, ze nowe réwnanie macierzowe, sluzgce do znalezienia wspot-
czynnikow aproksymacji (11.47) uzyskuje sie, korzystajac z oryginalnej macierzy
momentow 1 wektora pobudzen z réwnania (11.42) oraz wektorow opisujgcych cha-
rakterystyczne funkcje bazowe, uzyskane z (11.44) 1 (11.45).

Ostatecznie, dla analizowanej sytuacji otrzymuje si¢ uktad czterech réwnan z czte-
rema niewiadomymi:
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Jl Zl l‘]l Jl Zl 1‘]1 Jl Z12J2 Jl Z12J2 al(l) Jl I/1
@’ ) @’ (2) )’ (2) @) ) (2) @)’
Jl leJl Jl leJl Jl Z12J2 Jl ZlZJZ al Jl I/1 (11 51)
@' ) Q7 (2 @’ ) @’ 0 2 ) '
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" o 0 @ 0 @ 0 w || oW ay’
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gdzie w zapisie wykorzystano niezerowe fragmenty wektorow definiujgcych charakte-
rystyczne funkcje bazowe.

Podane rozumowanie tatwo uogoélni¢ na dowolna liczbg obiektow. Jezeli obiektow
jest M, dla kazdego z nich (potraktowanego jak obiekt odosobniony) rozwigzuje si¢
uktad rownan typu (11.44), generujgc pierwotng funkcj¢ bazowa. Nastepnie wykorzy-
stuje si¢ obliczong funkcje¢ pierwotng do wygenerowania M — 1 funkcji wtornych, na
pozostatych M — 1 obiektach, za pomocg odpowiednikow (11.45). Otrzymuje si¢ w ten
sposob M? charakterystycznych funkcji bazowych (dla kazdego z M obiektow jest
jedna funkcja pierwotna i M — 1 funkcji wtornych). Nastgpnie konstruuje si¢ uktad
réwnan, typu (11.51), o M?* niewiadomych, pozwalajacy okresli¢ wspétczynniki wa-
gowe dla poszczeg6lnych funkcji, czyli w rezultacie aproksymacj¢ docelowego roz-
wigzania. Na zadnym etapie algorytmu nie jest konieczne rozwigzywanie uktadu row-
nan z catkowitg liczbg niewiadomych N, obejmujacg wszystkie M obiektow.

Mozna réwniez rozwazania zastosowacé takze do duzych elektrycznie obiektow,
niesktadajacych si¢ z odseparowanych fragmentow. Obiekt dzielimy wtedy na M czg-
$ci, ktore pelnig role obiektow z opisanego algorytmu. Aby zapewni¢ poprawng aprok-
symacj¢ przeptywu pradu migdzy sasiadujacymi ze sobg cze$ciami na etapie genero-
wania charakterystycznych funkcji bazowych stosuje si¢ rozszerzenie dziedzin tych
funkcji, przez ich natozenie na dziedziny funkcji sgsiadujacych. Tego naktadania si¢
rozszerzonych dziedzin charakterystycznych funkcji bazowych nie nalezy myli¢ z —
naturalnym przy uzywanych funkcjach typu trojkatnego/daszkowego — zachodzeniem
na siebie dziedzin elementarnych funkcji bazowych, stosowanych do generowania
oryginalnego uktadu rownan (11.42). Przez nakladanie si¢ rozszerzonych dziedzin
charakterystycznych funkcji bazowych rozumie si¢ sytuacje, w ktorej istnieja elemen-
tarne funkcje bazowe przypisane jednoczes$nie do co najmniej dwodch fragmentow.

Stosowanie takich naktadajacych sie fragmentéw powoduje koniecznos$¢ specjal-
nego potraktowania sytuacji, gdy — podczas generowania wtornej funkcji bazowej za
pomoca odpowiednika (11.45) — istnieje wspolny fragment dziedziny Ji(j) i Jﬁj).
W takim przypadku wykorzystuje si¢ wylacznie te fragmenty Jf.j ), ktorych dziedzina

nie nalezy do dziedziny Ji(j ) [11.30]. Oczywiscie pociaga to za soba koniecznos$¢ wy-
eliminowania odpowiednich kolumn z macierzy Z;. Po zakonczeniu procedury two-
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rzenia pierwotnych i wtornych funkcji bazowych na rozszerzonych dziedzinach funkcje
nalezy ograniczy¢ do fragmentow oryginalnych [11.31]. Oczywiscie, jezeli oryginalne
funkcje bazowe sag typu trojkatnego/daszkowego (np. RWG), czyli sa np. zwigzane
z krawedzia pomiedzy dwoma elementarnymi segmentami — i dana krawedz lezy na
granicy dwoch fragmentdéw — przypisuje si¢ te krawedz do jednego z tych fragmentow.

Komentarza wymaga teraz zastosowanie metody do przypadkéw, gdy pobudzenie
jest ograniczone do niewielkiego fragmentu analizowanego obiektu. Z taka sytuacja
mamy np. do czynienia podczas analizy zagadnien promieniowania. Wtedy wektor V'
z uktadu rownan (11.42) jest wypetniony w wigkszosci zerami i moze wystapi¢ sytu-
acja, ze wektor V,, stanowiagcy fragment V, bedzie zerowy. Wtedy nie mozna wygene-
rowa¢ dla danego fragmentu pierwotnej charakterystycznej funkcji bazowej (rozwia-
zanie (11.44) jest zerowe), nie mozna takze wygenerowa¢ dla pozostatych fragmentow
wtornych funkcji bazowych, dla ktérych pobudzeniem bytaby wspomniana pierwotna
funkcja bazowa. Rozwigzaniem tego problemu jest zastosowanie, na etapie tworzenia
charakterystycznych funkcji bazowych, specjalnych ,,sztucznych” pobudzen [11.31].
Podczas rozwigzywania ostatecznego uktadu réwnan typu (11.51) powracamy do po-
budzen oryginalnych.

Metodg charakterystycznych funkcji bazowych zilustrowano na prostym przykta-
dzie promieniowania anteny pregtowej. Wykorzystano algorytm opisany w rozdziale
czwartym. Przeanalizowano anteng pretowa o dlugosci L=1 m i promieniu
a=0,01 L, pobudzang centralnie napicciem 1 V. Obliczono prad plynacy przez zaciski
anteny w funkcji statej propagacji k =2n/1, pomnozonej przez L. W obliczeniach
zatozono, ze pret jest podzielony na 121 jednakowych segmentow, na ktorych rozpieto
120 trojkatnych funkcji bazowych. Obliczenia przeprowadzono za pomocg klasyczne-
go algorytmu (uktad rownan ze 120 niewiadomymi) oraz za pomocg charakterystycz-
nych funkcji bazowych, z zastosowaniem podziatlu preta na M =2, 3 1 5 fragmentow.

Zatozono, ze — do celow generowania charakterystycznych funkcji bazowych —
fragmenty sa powickszane o jedna 6sma dlugosci fali dla £ = 10,0, czyli o 10 elemen-
tarnych segmentow. W przypadku M = 2 kazdy z wektorow V,, i = 1, 2, zawiera nieze-
rowe elementy, nie sg wigc potrzebne zadne specjalne kroki. Dla M > 2 niektore wek-
tory V, sa zerowe. Jak wspomniano, na etapie generowania charakterystycznych
funkcji bazowych stosuje si¢ wtedy sztuczne pobudzenia — w omawianym przyktadzie
w charakterze takich pobudzen zastosowano fale ptaska padajaca prostopadle do preta,
o wektorze pola elektrycznego spolaryzowanym rownolegle do anteny i jednostkowej
amplitudzie.

Porownanie uzyskanych wynikéw obliczen przedstawiono na rysunku 11.8. Jak wi-
da¢, rezultaty uzyskiwane za pomoca metody charakterystycznych funkcji bazowych sa
w tym przypadku nieodroznialne od wynikéw uzyskanych metodg tradycyjna.
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Rys. 11.8. Prad plynacy przez zaciski zasilanej centralnie zrodltem napigciowym 1 V
anteny pretowej o dlugosci L = 1 m i promieniu a = 0,01 L w funkcji statej propagacji
swobodnej przestrzeni; obliczenia z wykorzystaniem klasycznej metody momentow (MoM)
i metody charakterystycznych funkcji bazowych (CBF), o r6znej liczbie fragmentow M
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Rys. 11.9. Charakterystyczne funkcje bazowe dla prostoliniowego preta o dlugosci L = 1 m,
edy k=100, dla M=2: () J\"; () 12 (0 3; (d) 12
linia ciggla oznacza czg$¢ rzeczywista, linia przerywana — cz¢$¢ urojona
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Rys. 11.10. Charakterystyczne funkcje bazowe dla prostohmowego preta o dtugoséci L=1m,
(2), (3) () (3) () (2) ),
gdy k=10,0, M= 3: (a)J1 ,(b)11 HOM R CIFAC )12 ,(f)Jz 3@ J3 5 () I35 (0I5

linia ciagla oznacza czg$¢ rzeczywista, linia przerywana — cz¢$¢ urojona

Warto w tym miejscu zaobserwowac, jaki charakter maja charakterystyczne funkcje
bazowe wykorzystane w obliczeniach. Na rysunkach 11.9 i 11.10 pokazano unormo-
wane charakterystyczne funkcje bazowe uzyskane odpowiednio dla M =21 M =3, dla
srodka pasma z rysunku 11.7, czyli dla £ = 10,0. Jak sugeruje formuta (11.47), funkcje
rozszerzono na catg dtugos$¢ analizowanego przewodu, przyjmujac warto$¢ zero poza
fragmentem stanowigcym jej wlasciwa dziedzing.

Nalezy zwrdci¢ uwage na (pierwotng) funkcje J§2) dla M =3 (rys. 11.10e), ktéra
opisuje zachowanie si¢ pradu w otoczeniu punktu pobudzenia (por. wyniki przedsta-
wione w rozdziale czwartym). Pomimo innego charakteru charakterystycznych funkcji
bazowych, zastosowanie obu pokazanych zestawoéw funkcji prowadzi po rozwigzaniu
ostatecznego uktadu réwnan typu (11.51) do niemal identycznego catkowitego rozkta-
du pradu (rys. 11.11).
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Rys. 11.11. Wypadkowy rozktad pradu wzdtuz prostoliniowego preta o dtugosci L = 1 m,
przy k= 10,0, obliczony klasyczng metoda momentéw (MoM) oraz z uzyciem
charakterystycznych funkcji bazowych dla M =2 (CBFE, M =2)i M =3 (CBF, M =3):
(a) czes¢ rzeczywista; (b) cze$¢ urojona
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11.4. Szerokopasmowe charakterystyczne
funkcje bazowe

Charakterystyczne funkcje bazowe sa generowane przez sukcesywne rozwigzywa-
nie uktadow réownan linowych typu (11.44) i (11.45), w ktorych wszystkie wielkosci
sg zalezne od czestotliwosci/stalej propagacji. Sugeruje to mozliwo$¢ potaczenia me-
tody charakterystycznych funkcji bazowych z omawiang wczesniej technika AWE
[11.32, 11.33].

Algorytm postepowania jest wtedy nastepujacy. Podobnie jak w klasycznej meto-
dzie AWE dokonujemy rozwinigcia elementow oryginalnej macierzy impedancyjnej Z
oraz wektora pobudzen V w szeregi Taylora z zadanym maksymalnym rzedem po-
chodnej O, wokol wybranej wartosci statej propagacji k,, korzystajac z (11.3), (11.4).

Na tej podstawie, stosujac schemat AWE opisany formutami (11.6), (11.7), do
rownan typu (11.44) mozna uzyskac aproksymacje pierwotnych charakterystycznych
funkcji bazowych, traktowanych jako funkcje statej propagacji :

| o
IO (k)= 09 (k-k,) (11.52)
q=0
gdzie
T =(22)'v, (11.53)
i B I/iq - th i
7 -(2) lb_z?[@g;lﬂ, i-lo.0 (154
. p=1 .

gdzie Z! 1V oznaczaja odpowiednio macierz i wektor zlozone z pochodnych rzedu
odpowiednio p i g, elementéw macierzy Z,; oraz wektora V;, wzietych dla k = k,,.
Nastepnie tworzy si¢ wspolczynniki rozwinig¢ prawych stron (11.45):

Ri(,’;) :Z—ljJﬁfL, q=0,..,0, (11.55)

ktore wykorzystuje si¢ do uzyskania wspolczynnikow rozwinig¢ dla wtornych funkcji
bazowych:

7 =(2)" RY. (11.56)

. -1 le .77 .
sy | S e s
25 p!
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Oczywiscie Z! w (11.55) oznacza macierz ztozong z pochodnych rzg¢du p, elemen-
tow macierzy Z;, wzigtych dla k =k, a wspotczynniki obliczone za pomocg (11.56)
1 (11.57) stanowia podstawe aproksymac;ji:

4 o
T (k) =D T (k-k,)".
q=0

Aproksymacje szeregami Taylora charakterystycznych funkcji bazowych wyrazone
przez (11.52) i (11.58) mozna nastepnie przeksztatci¢ w aproksymacje Padé, wykorzy-
stujgc algorytm przestawiony w rozdziale 11.1. Otrzymane aproksymacje nazwano si¢
szerokopasmowymi charakterystycznymi funkcjami bazowymi (WCBF — ang. Wide-
band Characteristic Basis Functions).

Na podstawie obliczen prowadzonych dla k =k, otrzymuje si¢ charakterystyczne
funkcje bazowe dla pewnego interwalu k, w okolicy k,, nie musimy zatem powtarzac¢
procedury generowania tych funkcji dla kazdej wartosci k osobno. Dla kazdego k& wy-
konuje si¢ natomiast rozwigzanie koncowego uktadu réwnan typu (11.51). Wygene-
rowanie takiego uktadu réwnan wymaga znajomosci elementow macierzy impedan-
cyjnej Z(k) oraz wektora pobudzen V (k) dla danej wartosci wspotczynnika
propagacji, podczas gdy na etapie tworzenia funkcji charakterystycznych korzystano
wylacznie z elementow Z (ko) i V(k0 ) Dysponujac jednak wspotczynnikami rozwi-
niecia Taylora macierzy impedancyjnej i wektora pobudzen, mozna Z (k) iV (k) zre-
konstruowac za pomoca (11.3) i (11.4).

Algorytm generowania szerokopasmowych charakterystycznych funkcji bazowych
zilustrowano w pierwszej kolejnosci na przyktadzie z poprzedniego podrozdziatu, tzn.
analizujgc promieniowanie zasilanej centralnie anteny pretowej. Na rysunku 11.12
pokazano odpowiednik wykresu z rysunku 11.7, czyli przebiegi w funkcji £ pradu na
zaciskach anteny o dtugosci L =1 m i promieniu a = 0,01 L, zasilanej zrodlem napie-
ciowym o napieciu 1 V.

Wykorzystano podziat preta na trzy czesci (co daje trzy pierwotne i sze$¢ wtornych
charakterystycznych funkcji bazowych — por. rozdziat 11.3). Obliczenia przeprowa-
dzono dla k, = 10,0, z uzyciem réznych rzedéw aproksymacji Padé. Liczby w nawia-
sach przy skrécie WCBF oznaczajg stopnie licznika i mianownika aproksymacji Padé.
Wida¢, ze poprawne wyniki uzyskano dla zakresu & od okoto 6 do 16. Zwigkszanie
rzedu aproksymacji nie wplywa znaczaco na zakres stosowalnosci szerokopasmowych
funkcji bazowych.

Warto teraz porownac charakterystyczne funkcje bazowe uzyskane dla danej war-
tosci k w sposéb klasyczny, przedstawiony w rozdziale 11.3, oraz funkcje zrekonstru-
owane na podstawie ich szerokopasmowej aproksymacji. Porownania wykonano przy
zatozeniu podziatu preta na dwa fragmenty dla k= 7,0 i k= 13,0. Aproksymacje Padé
uzyskano, przyjmujac ponownie k, =10,0 oraz stopnie licznika i mianownika
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Rys. 11.12. Prad ptynacy przez zaciski zasilanej centralnie Zrédlem napigciowym 1 V
anteny pretowej o dtugosci L =1 m i promieniu a = 0,01 L w funkcji stalej
propagacji swobodnej przestrzeni; obliczenia z wykorzystaniem klasycznej metody
momentow (MoM) i metody szerokopasmowych charakterystycznych funkcji
bazowych (WCBF), o réznych rz¢dach aproksymacji Padé; przy generowaniu funkcji
charakterystycznych zastosowano podziat preta na trzy fragmenty
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Rys. 11.13. Charakterystyczne funkcje bazowe (CBF) i szerokopasmowe charakterystyczne funkcje
bazowe (WCBF), dla prostoliniowego preta o dlugosci L =1 m, dla k=7,0, M =2: (a) Jl(l); (b) JI(Z);
funkcje szerokopasmowe utworzone przy k, = 10,0

rowne 10. Wyniki ilustrujg rysunki 11.13 1 11.14. Ze wzgledu na symetri¢ (por. rys.
11.9) zaprezentowano tylko funkcje Jl(l) i J1(2). Widaé, ze w tym przypadku klasyczne
charakterystyczne funkcje bazowe i ich rekonstrukcje z rozwinie¢ szerokopasmowych
sg identyczne.
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Rys. 11.14. Charakterystyczne funkcje bazowe (CBF) i szerokopasmowe charakterystyczne funkcje

bazowe (WCBF) dla prostoliniowego preta o dlugosci L =1 m, dla k= 13,0, M =2; (a) Jl(l); (b) JI(Z);

funkcje szerokopasmowe utworzone przy k; = 10,0

Rys. 11.15. Fala ptaska padajaca od strony krawedzi na kwadratowsa plyte
wykonang z idealnego przewodnika; zaznaczono fragmenty stanowiace dziedziny
charakterystycznych funkcji bazowych; linia przerywana wskazuje przyktadowy
fragment o rozszerzonej dziedzinie, naktadajacej si¢ na fragmenty sgsiadujace

W kolejnym przykladzie pokazano wykorzystanie techniki szerokopasmowych
funkcji bazowych do analizy rozpraszania fal elektromagnetycznych przez metalowa
ptyte o wymiarach 1 X 1 cm, pokazang na rysunku 11.15 [11.34].

Wielkoscig obliczang jest skuteczna powierzchnia odbijajgca w funkcji czestotli-
wosci, w zakresie od 10 do 70 GHz. Obliczenia przeprowadzono najpierw klasyczng
metoda momentow, dzielgc plyte na 800 elementarnych trojkatow, na ktérych rozpigto
1160 funkcji daszkowych typu RWG. Nastepnie wykorzystano metode szerokopa-
smowych charakterystycznych funkcji bazowych, z punktem rozwinigcia szeregow
Taylora odpowiadajacym srodkowej czestotliwosci pasma, czyli 40 GHz. Plyte po-
dzielono na 16 fragmentéw, z marginesem wynoszacym jedng 6sma dlugosci fali dla
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Rys. 11.16. Skuteczna powierzchnia odbijajaca metalowej plyty 1 x 1 cm w funkcji
czestotliwosci; fala pobudzajaca od strony krawedzi; obliczanie klasyczng metoda

momentéw (MoM) oraz z wykorzystaniem szerokopasmowych charakterystycznych
funkcji bazowych o réznych rz¢dach aproksymacji Padé (WCBF)

czestotliwosci Srodkowej. Oznacza to, ze uzyto 256 charakterystycznych funkcji ba-
zowych. Wyniki, dla ré6znych rzedow aproksymacji Padé, pokazano na rysunku 11.16.
Jak widaé, w aproksymacji oznaczonej jako WCBF(10,10) metoda szerokopasmo-
wych funkcji bazowych daje zadowalajace wyniki w calym pasmie analizy, a w aprok-
symacji WCBF(20,20) wyniki sa nieodroznialne od rozwigzania odniesienia.

W ostatnim przyktadzie rozwazono przypadek zilustrowany na rysunku 11.17,
w ktorym fala elektromagnetyczna jest rozpraszana przez uklad dziewigciu metalo-
wych ptytek o wymiarach 1 x lem kazda. Odstepy migdzy ptytkami wynosza 0,5 cm.
Obliczano skuteczng powierzchni¢ odbijajacg w funkcji czestotliwosci, w zakresie od
10 do 40 GHz. Kazda z ptytek zostata podzielona na 450 trojkatéw, na ktorych zdefi-
niowano 645 funkcji RWG. Calkowita liczba funkcji bazowych w modelu wynosita
zatem 9 X 645 = 5805. W tym przypadku jako dziedziny charakterystycznych funkcji
bazowych przyjeto powierzchni¢ poszczegodlnych ptytek, wykorzystano zatem 81
funkcji. Rzad aproksymacji Padé zostat z gory przyjety jako WCBF(S,5), natomiast
obliczenia przeprowadzono, umieszczajac najpierw punkty rozwinig¢cia szeregdw Tay-
lora na krancach rozwazanego zakresu czestotliwos$ci, a nastgpnie, iteracyjnie dodajac
kolejne punkty rozwiniecia w $rodkach poszczegélnych przedzialow, do osiagniecia
zadowalajacej zbieznosci wynikéw [11.1]. Za kryterium zbieznosci przyjeto zgodnosé
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Rys. 11.17. Fala ptaska padajaca od strony krawedzi
na uktad kwadratowych ptytek wykonanych z idealnego przewodnika
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Rys. 11.18. Skuteczna powierzchnia odbijajaca uktadu dziewigciu metalowych ptytek
o wymiarach 1 x 1em, oddalonych o 0,5cm, w funkcji czgstotliwosci; fala pobudzajaca
od strony krawedzi; obliczanie klasyczng metoda momentéw (MoM), z wykorzystaniem
charakterystycznych funkcji bazowych (CBF) i szerokopasmowych charakterystycznych
funkcji bazowych (WCBF)

wynikéw dla §rodka podprzedziatu, uzyskanych z wykorzystaniem sgsiednich punk-
tow rozwinigcia. Wyniki pokazano na rysunku 11.18 — jak wida¢ zgodno§¢ wynikow
jest bardzo dobra. Interesujace jest porownanie czasu obliczen poszczegdlnymi meto-
dami. W przypadku obliczen z uzyciem jednego rdzenia procesora Intel® Xeon®
X5472 3,0 GHz CPU czas obliczen dla jednej czestotliwosci wynosit okoto 100,5 s
dla klasycznej metody momentow i okoto 58,5 s dla metody CBF. Dla metody WCBF
obliczenia szerokopasmowych charakterystycznych funkcji bazowych dla poje-
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dynczego punktu rozwinigcia szeregéw Taylora trwaly okoto 863 s, a rozwigzanie
problemu z wykorzystaniem obliczonych funkcji zajgto okoto 8,4 s dla pojedynczej
czestotliwosci. Oznacza to, ze:
e obliczenia z wykorzystaniem charakterystycznych funkcji bazowych powodowa-
ly skrocenie czasu obliczen o okoto 40%,

 uzycie funkcji szerokopasmowych ma w tym przypadku sens, jezeli wykonuje
si¢ obliczenia dla co najmniej 18 czgstotliwo$ci w sasiedztwie pojedynczego
punktu rozwinigcia.

Catkowity czas obliczen wykreséw z rysunku 11.18 (301 czestotliwo$ci) wynosik:
okoto 8,4 godziny dla metody klasycznej, 4,9 godziny dla metody CBF i 2,6 godziny
dla metody WCBEF. W tym ostatnim przypadku, w procesie iteracyjnym, obliczenia dla
niektorych czgstotliwosci byly oczywiscie wykonywane wielokrotnie.

Zastosowanie dwoch procesorow i o$miu rdzeni spowodowato znaczace przyspie-
szenie obliczen metoda klasyczng (5,1 godziny), natomiast czas obliczen metodami
CBF i WCBF skrocit si¢ nieznacznie (odpowiednio 4,8 i 2,56 godziny). Wynika to
z tego, ze w przypadku metody klasycznej, znaczacemu przyspieszeniu ulegto rozwia-
zywanie duzego uktadu réwnan liniowych — uzyta do tego celu biblioteka Intel® MKL
wykorzystuje efektywnie calg dostepna moc obliczeniows stacji roboczej. W przypad-
ku pozostatych metod odwracane sa stosunkowo niewielkie macierze, przyspieszenie
zatem odpowiednich czgéci algorytmow jest nieznaczne.
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12. Uwagi koncowe

W niniejszej pracy omowiono kilka metod przydatnych w analizie problemow
spotykanych w technice antenowej. Opisane metody bazuja na wykorzystaniu rownan
catkowych, sformutowanych w dziedzinie czestotliwosci, rozwigzywanych metoda
momentoéw. W zaprezentowanych przyktadach wynikowy uktad rownan liniowych
rozwigzywano metodami bezposrednimi, opartymi na algorytmie faktoryzacji macie-
rzy LU [12.1]. W tym algorytmie liczba operacji jest proporcjonalna do N (por. np.
pozycja [12.2], str. 21) , co oznacza si¢ symbolem o(N? ), gdzie N jest liczba niewia-
domych wspoétczynnikow. W przypadku obiektow, dla ktorych aproksymacja rozktadu
zrodet jest opisywana bardzo duza liczbg niewiadomych, takie podejscie staje si¢ nie-
efektywne, prowadzi bowiem do nieakceptowalnie dlugich obliczen. Wykorzystywana
w tym przypadku alternatywa jest zastosowanie metod iteracyjnych rozwigzywania
uktadéw rownan liniowych [12.2]. Poniewaz wspolna cecha tego typu metod jest po-
wtarzana w kazdej iteracji operacja mnozenia macierzy impedancyjnej przez wektor
(kolejne przyblizenie rozwigzania), stosuje si¢ metody przyspieszania tego mnozenia.
W tym celu analizowany obiekt dzieli si¢ na fragmenty, a macierz impedancyjna na
odpowiadajace im bloki. Dla blokéw pozadiagonalnych, czyli opisujacych oddziaty-
wania pomigdzy réznymi fragmentami struktury, wykonuje si¢ odpowiednia faktory-
zacje, dzigki ktorej operacja mnozenia tego bloku przez odpowiedni fragment kolejnej
iteracji wektora rozwigzan wymaga znacznie mniejszej liczby elementarnych mnozen,
niz bezposrednie mnozenie macierzy. Faktoryzacje mozna wykona¢, odwolujac si¢ do
wlasciwosci — wykorzystywanej w przedstawionych w pracy algorytmach — funkcji
Greena dla nieograniczonego jednorodnego osrodka (szybka metoda multipolowa,
FMM - ang. Fast Multipole Method [12.2]) badz metoda czysto algebraiczna, np.
wykorzystujac algorytm dekompozycji QR [12.3]. Zastosowanie jednopoziomowych
wersji tych algorytméw pozwala zredukowac koszt obliczeniowy pojedynczego mno-
zenia macierzy przez wektor (pojedynczej iteracji) z 0(N?) do O(N') [12.2, 12.3],
a w przypadku algorytméw wielopoziomowych do O(Nlog N) [12.2].

Inne metody zwigkszenia efektywnosci obliczen dla pojedynczej iteracji to np.
zastosowanie technik prowadzacych do uzyskania rzadkiej (czyli zawierajacej duzo
elementow zerowych) macierzy impedancyjnej [12.4-12.6], zastosowanie algorytmu
szybkiej transformaty Fouriera do obliczania iloczynu macierzy i wektora [12.7, 12.8],
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czy metoda dekompozycji macierzy zaproponowana przez Michielsena i Boaga [12.9].
Czytelnik zainteresowany szybkimi metodami rozwigzywania zagadnien elektroma-
gnetyzmu moze siggna¢ do przegladowego — niestety dos¢ juz starego — artykutlu
Chew 1 wspotautorow [12.10].

Dla oszacowania pelnej efektywnosci algorytmu koszt obliczeniowy pojedynczej
iteracji musi oczywiscie zosta¢ pomnozony przez liczbe tychze iteracji, potrzebna do
osiaggni¢cia rozwigzania o zadanej dokladno$ci. Zmniejszenie liczby iteracji mozna
osiaggna¢ przez poprawe uwarunkowania roOwnania macierzowego, bedacego rezulta-
tem zastosowania metody momentoéw do danego rownania catkowego [12.11].

Problemy z uwarunkowaniem réwnania macierzowego pojawiajg si¢ zwlaszcza
przy zastosowaniu powszechnie uzywanych rownan typu EFIE, gdy elementarne seg-
menty uzyte w aproksymacji geometrii badanego obiektu s3 znacznie mniejsze od
dlugosci fali. Z takg sytuacja mamy do czynienia np. w analizie niskoczgstotliwoscio-
wej, albo gdy w obiekcie wystepuja fragmenty wymagajace bardzo subtelnej dyskre-
tyzacji. Wiele prowadzonych ostatnio prac [12.2, 12.12—12.15] proponuje $rodki za-
radcze dla tego typu sytuacji.

Podejsciem alternatywnym w stosunku do wspomnianych technik szybkiego roz-
wigzywania uktadow réwnan o bardzo duzym N jest proponowane np. w pracach
[12.16-12.19] stosowanie funkcji wyzszych rzedow do aproksymacji geometrii anali-
zowanych obiektow i/lub do aproksymacji rozktadow zrédetl. Tego typu podejscie
pozwala czesto osiagnag¢ dobra doktadnos¢ wynikéw dla znacznie mniejszej liczby
niewiadomych wspotczynnikoéw N, niz przy omawianych w niniejszej pracy aproksy-
macjach z wykorzystaniem prostoliniowych odcinkéw przewodoéw, ptaskich tatek
trojkatnych, czy tez co najwyzej liniowych aproksymacji rozktadu pradu. Odbywa si¢
to oczywiscie kosztem skomplikowania algorytméw obliczania poszczegdlnych ele-
mentéw macierzy impedancyjnej. Oczywiscie jeszcze inng klas¢ metod przeznaczo-
nych do analizy duzych, w sensie liczby niewiadomych, probleméw stanowig — zapre-
zentowane w rozdziale jedenastym — metody dekompozycji przestrzenne;.

Osobng grupe algorytmow stanowig metody wykorzystujace funkcje Greena dla
osrodkow innych niz nieskonczona jednorodna przestrzen. W tych algorytmach obec-
no$¢ w problemie pewnych obiektow jest uwzgledniana w sposob analityczny. Typo-
wym przykladem takiej sytuacji sg tzw. osrodki uwarstwione (ang. multilayered me-
dia), spotykane np. w analizie anten mikropaskowych, ptytek drukowanych, anten
pracujacych w obecnos$ci tzw. ziemi stratnej, zagadnieniach georadarowych itp. Istotg
analizy jest wtedy sfomulowanie réwnania catkowego wylacznie dla obiektu umiesz-
czonego w takim wielowarstwowym $§rodowisku — np. taty anteny mikropaskowe;j,
a uwzglednienie faktu, ze promieniowanie odbywa si¢ w skomplikowanym osrodku
na etapie obliczania oddziatywan pomiedzy elementami tej taty, czyli podczas obli-
czania elementow macierzy impedancyjnej [12.20, 12.21].

Do zmniejszenia liczby niewiadomych w koncowym uktadzie rownan liniowych
mozna tez wykorzystywaé réznego rodzaju symetrie — przyktadem takiego podejscia
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sa zaprezentowane w pracy algorytmy dla bryt obrotowych. Inne mozliwe rodzaje to
np. wykorzystanie symetrii wzglgdem plaszczyzny/ptaszczyzn (por. rozdziat drugi),
struktury periodyczne” [12.22], bryly o dyskretnej symetrii obrotowej [12.23, 12.24].

Na koniec warto wspomnie¢ o metodach hybrydowych, taczacych metode momen-
tow z metodami siatkowymi [12.25-12.27], czy technikami przeznaczonymi do anali-
zy przy duzych czgstotliwosciach [12.28-12.30].

Jak wida¢ z przedstawionego — z konieczno$ci bardzo pobieznego zestawienia,
niniejsza praca obejmuje zaledwie wycinek bardzo obszernej tematyki rownan catko-
wych i metody momentow i dlatego powinna by¢ traktowana jako punkt wyjscia do
dalszych szczegotowych studiow.
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Dodatek 1. Calkowanie funkcji osobliwych

Algorytmy opisane w pracy wymagaja w celu obliczania elementow macierzy im-
pedancyjnej, obliczania calek liniowych, powierzchniowych i objetosciowych, przy
czym zrodlem potencjalnych trudnosci jest to, ze w niektérych przypadkach funkcje
podcatkowe sg osobliwe — ta osobliwos$¢ pojawia si¢ w sytuacji, gdy punkt obserwacji
— punkt nalezacy do dziedziny catki zewnetrznej w metodzie Galerkina — wypada
w obszarze zrodtowym, czyli dziedzinie calki wewnetrznej. Biorac pod uwage postac
funkcji Greena dla nieograniczonej jednorodnej przestrzeni (2.18), widzimy, ze ozna-
cza to pojawienie si¢ dzielenia przez zero w funkcji podcatkowej. Osobliwos¢ funkcji
Greena jest rzedu 1/ R, co oznacza, ze jest ona catkowalna po powierzchni lub objeto-
sci. Wyzszy rzad osobliwos$ci pojawia si¢ w wyniku rézniczkowania funkcji Greena
i taka sytuacja wymaga specjalnego potraktowania [D1.1]. W przypadku sformutowan
podanych w pracy taka sytuacja pojawia si¢ w przypadku jadra (5.24) wystepujacego
w powierzchniowym réwnaniu catkowym dla pola magnetycznego, wykazujacego
osobliwo$¢ rzedu 1/ R’ — ten aspekt zostal szczegblowo oméwiony w rozdziale piatym,
tu przypomnijmy tylko stwierdzenie, ze gdy fragment powierzchni, ktérego dotyczy
catkowanie, jest ptaski, odpowiednia catka (rozumiana w sensie wartosci gtownej
Cauchy’ego) jest tozsamosciowo réwna zeru, nie wymaga wiec catkowania nume-
rycznego. Inna sytuacja, w ktorej osobliwos¢ funkcji podcatkowej jest wyzszego (niz
1/R) rzedu, moze si¢ pojawi¢ w przypadku zastosowania rownania catkowego dla pola
elektrycznego. W niektorych sformutowaniach tego typu rownan funkcja Greena jest
dwukrotnie rézniczkowana [D1.1, D1.2], co prowadzi do osobliwosci rzedu 1/ R’.
Zwrdéémy uwage, ze w metodach opisanych w pracy unikamy takich sytuacji. Dobrym
przyktadem jest rownanie (5.1), a $cislej jego fragment zwigzany z potencjalem ska-
larnym — w tym przypadku pochodna wewngtrzna (operator dywergencji) oddziatuje
na prad, a pochodng zewngtrzng (gradient) ,,przenosimy”, podczas obliczania elemen-
tow macierzy momentéw (5.4) na funkcj¢ testujaca (wagowaq), stosujgc catkowanie
przez czesci. Oznacza to oczywiscie, ze stosowane funkcje bazowe i wagowe musza
by¢ rozniczkowalne, jednak pojawiajace si¢ w funkcjach podcatkowych osobliwosci
sa zawsze rzgdu 1/R.
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Typowymi metodami stosowanymi podczas numerycznego calkowania funkcji
zawierajacych osobliwos$¢ sg [D1.3] metoda eliminacji osobliwosci (ang. singularity
cancellation) oraz metoda wyodrgbnienia osobliwosci (ang. singularity subtraction).
Pierwsza z wymienionych metod polega na dokonaniu takiej zamiany zmiennych, aby
nowa funkcja podcatkowa nie byla osobliwa, a nastepnie przeprowadzeniu catkowania
numerycznego z uzyciem wybranej kwadratury. W programach implementujacych
algorytmy przedstawione w niniejszej pracy wykorzystano druga ze wspomnianych
metod. Polega ona na zapisaniu wyrazenia podcatkowego jako sumy catkowalnej ana-
litycznie funkcji osobliwej 1 funkcji nieosobliwej, ktdrg catkuje si¢ z wykorzystaniem
typowych technik calkowania numerycznego. Technika ta zostala szczegdétowo opisa-
na w artykule D.R. Wiltona i wspotautoréw [D1.4], gdzie podano takze formuty bez-
posrednio stosowalne do obliczania calek spotykanych w algorytmach wykorzystuja-
cych funkcje bazowe RWG lub ich objgtosciowe odpowiedniki, opisane w rozdziale
osmym. Metode wyodrebnienia osobliwo$ci zastosowano rowniez w rozdziale czwar-
tym, dotyczacym struktur zbudowanych z cienkich przewodow, dla przypadku tzw.
jadra doktadnego.

W dalszej czesci Dodatku zajeto si¢ caltkowaniem osobliwosci w obliczaniu ele-
mentow macierzy momentow w algorytmach wykorzystujacych symetri¢ obrotowa
analizowanego obiektu. Mamy wtedy do czynienia z catkami liniowymi po linii two-
rzacej bryly L, w przypadku algorytméw wykorzystujacych powierzchniowe rownania
catkowe (por. rozdz. 5.4) oraz catkami powierzchniowymi po powierzchni tworzacej T
i liniowymi po linii L generujacej kontur bryly oraz liniach 2 opisujacych miejsca
skokowej zmiany przenikalnosci elektrycznej wewnatrz obiektu (por. rozdz. 8.4).

We wspomnianym przypadku zastosowania tzw. jadra dokladnego w analizie cien-
kich przewodow postuguje si¢ w istocie catkowaniem powierzchniowym — analitycz-
nie jest obliczany fragment catki powierzchniowej zawierajacy osobliwo$é typu 1/R.
Podobna sytuacja zachodzi w przypadku bryly obrotowej — co prawda wynikowe for-
muly stuzace do obliczania elementéw macierzy momentow zawieraja catki liniowe
(np. (5.61)—(5.64)), ale jezeli wezmie si¢ pod uwage definicje (5.55), mozna zauwa-
zy¢, ze ostatecznie oblicza si¢ powierzchniowe catki typu:

n efij(t,t’,a)
I1S(¢)= (') | ————e"dadt, DI1.1
Lf -n R(Z’ [’50‘) ¢ ( )

gdzie, zgodnie z konwencjg przyjeta w rozdziale 5.4 ¢ oznacza punkt obserwacji na
linii tworzgcej brytg L o wspotrzednych (p, z), a ¢ punkt zrodlowy o wspotrzednych
(p', z'). Funkcja f(z') w (D1.1) odpowiada funkcji bazowej zdefiniowanej na L (trdj-
katnej lub prostokatnej).
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Przyjeto, ze w zewnetrznym catkowaniu w (D1.1) wykorzystuje si¢ metodg prosto-
katow, tj. aproksymuje sie f(¢') za pomoca przylegajacych do siebie prostokatnych
impulsow — rysunek DI1.1 ilustruje takg aproksymacj¢ w odniesieniu do trojkatnej
funkcji bazowej. Aby obliczy¢ IS (¢), nalezy wigc oblicza¢ elementarne catki:

T e—ij(t,t',a) A

IAL(t) = ——e"dadt, (D1.2)
R(t,t,a)

ALY —T

gdzie AL — elementarny odcinek stanowigcy podstawe prostokata uzytego w apro-

ksymacji funkcji bazowej (na rys. D1.1 sg cztery takie odcinki). Numeryczne catko-

wanie (D1.2) nie nastrecza trudnosci, z wyjatkiem przypadku, gdy ¢ € AL.

A

AN

a RN >

liy l; Ly t

i i

Rys. D1.1. Tréjkatna funkcja bazowa zdefiniowana
na fragmencie linii tworzgcej L bryty obrotowe;j

A(Z )

Rys. D1.2. Wielkosci geometryczne wykorzystane w obliczaniu aproksymacji
catki (D1.2); pogrubiona linia wokoét punktu ¢’ zaznaczono obszar catkowania
AL x A
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Zatozono, ze dziedzing wspotrzednej azymutalnej (-, n> dzieli si¢ na N réwnych
segmentow katowych Aa =2n/ N, co prowadzi do zapisu:

IAL(t) = flALn (1),

(D1.3)
gdzie
2n 1
W(MEJ e_ij(z,x’,a) '
IAL, (t) ————e "dadt, (D1.4)
ﬂ(,,,l) R(Z, t ,0!)
AL N 2

Funkcje¢ podcatkowa w (D1.4) mozna przyblizy¢ wartoscig dla Srodka dziedziny
catkowania, tzn. §rodka przedzialu o numerze n wzgledem wspotrzednej a, oraz $rod-
ka przedziatu AL wzgledem wspotrzgdnej ¢'. Prowadzi to do przyblizenia catki (D1.4)
wielkoscig:

—_ij(t,t:.,z—nn] o
e N v
IAL (t)=—————¢ VAL, (D1.5)
( , 27m)
R| t,1,=——
N
gdzie ¢/ — $rodek przedziatu AL.

Formuta (D1.5) nie jest stuszna, gdy jednoczesnie ¢ =t oraz n =0, wtedy bowiem
R = 0. Dla takiego przypadku catk¢ (D1.4) oblicza si¢, korzystajac z metody ekstrakcji
osobliwosci:

z JkR )
IALy(t=1) JN e dadt
Ta X (D1.6)
o o
JN e dadt + JN —e " dadt,
= R _* R
J AL N

AL N

Pierwsza catka w (D1.6) nie jest osobliwa. Dla matych warto$ci AL i 2/ N, rozwi-
ja si¢ e /™ w szereg Maclaurina i przyjmujac R = 0, & = 0, otrzymuje sie:

= R _1
JN %e”’“dadt' =k 2EAL.
AT N

(D1.7)
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Druga catke w (D1.6) oblicza sig, zastepujac catkowanie po obszarze wskazanym
na rysunku (D1.2) catkowaniem po prostokacie o wymiarach AL x2mp/N oraz po-
nownie przyjmujac & = 0 w funkcji eksponencjalne;j:

vl 1w
fN —e " dadt =— JN — pdadt’
=R yo, " R
N AL

2 2
AL{EP) 7
AL 4 N N

AL

~""In - (D1.8)
P AL (mp) mp
4 N N
2 2
AL{WJ AL
27 4 N 2
+—1In -
Ny Az (mpY AL
4 N 2

Nieco doktadniejsza aproksymacje dla /AL(¢) podano w pracy Mautza i Harring-
tona [D1.5].

Podobnie jak w przypadku rownan powierzchniowych dla bryt obrotowych, poste-
puje si¢ w przypadku réwnania objetosciowego dla takich bryt (rozdziat 8.4). W takim
przypadku elementarny fragment dziedziny calkowania objetosciowego pokazany na
rysunku D1.3 aproksymuje si¢ prostopadloscianem i — jezeli wystgpuje osobliwos¢ —

przeprowadza wyodrebnienie problematycznego sktadnika 1/R. Oblicza si¢ zatem
catki postaci:

W (p.2)= [ (02)

77[R(p5 Z’ p” Z’J a)

T —jkR(p,z,p'. 2 )

e"dadp'dz’. (D1.9)

Zakladajac podzial powierzchni tworzacej T na elementarne prostokaty AT o wy-
miarach Ap x Az oraz przyjmujgc, ze funkcje /(p', z') w obrgbie AT aproksymuje si¢

stala wartoscia, obliczanie (D1.9) mozna sprowadzi¢ do obliczania elementarnych
catek typu:
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T efij(p,z,p’,z’,a) A
IAT (p, z) = e™dadp'd’.  (D1.10)
o)L R(pzp. 2 a)

Postgpujac jak poprzednio, to jest dzielgc dziedzing wspolrzednej azymutalnej
-, n) na N rownych segmentow katowych Aa =21t/ N, otrzymuje si¢:

N-1
IAT (p,z) =) IAT,(p,z), (D1.11)
n=0
gdzie

%(rﬁ%) e—ij(p,z,p',z',a) ‘
IAT, (p, z)= e"dadp'dz’.  (D1.12)
2, ) R(p.2. 0.2 0)
N 2

AT

Funkcje¢ podcatkowa w (D1.12) przyblizamy wartoscig dla srodka dziedziny cal-

kowania, tzn. $rodka przedziatu o numerze n wzgledem wspotrzednej o, oraz srodka
prostokata AT w ptaszczyznie T. Prowadzi to do formuty:

. "
,ij(pJ,ps,zJ, Nnj o

*/PT 21

o ApAz, DI1.13
T; L. ( )

IAT

(p,z)= e
R[p, Z, Pl Zé,zﬁn)

N
gdzie wspolrzedne ( o), z. ) wskazuja Srodek prostokata AT

Podobnie jak uprzednio nie mozna zastosowa¢ (D1.13), gdy punkt obserwacji
(p,z) jest tozsamy z punktem (p|,z, ) i jednoczesnie n = 0. Wtedy:

T kR
IAT (p=pi,z=2)= JM jR_l

AL N

e "dadp'd:

fN %e‘j’mdadp'dz' (D1.14)

AL N

a

1
~ R
AL N

=

;—jkz—nApAz+l f
N p

pdadp'dz'.
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W ostatniej calce w (D1.14) dziedzing catkowania zastepuje si¢ prostopadtoscia-
nem o wymiarach Apx Az x 2mp/ N, co prowadzi do formuly:

JN l,oa’oza’,o'dz';4 abhl(S+c]+acln{S+b]+bcln(S+aj
,%R S—c S-b S—a
AL

—z—t o bc tan”
@|n 2+2+S+an +b+S
L a +c +a a a (D1.15)

o (g (it J
—b”| tan” | 5———— |+tan
i b +c”+bS *+a’ +bS

B 2_‘[ O ab tan™
¢’|tan™ | ———— |+tan” | —F——
i ¢ +a +cS +b +cS

gdziea=Ap/2,b=Az/2,c=np/N,S =\a* +b* +c*.

W przypadku catek powierzchniowych, ktore takze pojawiaja si¢ w sformutowaniu
omowionym w rozdziale 8.4, postepujemy analogicznie jak w przypadku catek spoty-
kanych w rownaniach powierzchniowych.

4\(2 )

Rys. D1.3. Elementarny fragment dziedziny catkowania
wykorzystywany przy obliczaniu aproksymacji catek w algorytmie
bazujacym na rownaniach obj¢tosciowych dla bryt obrotowych
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Dodatek 2. Rozklad fali plaskiej
na rodzaje azymutalne

W przypadku analizy zagadnien dotyczacych bryly obrotowej, ktorej o§ symetrii
pokrywa si¢ z 0sig (z) uktadu wspotrzgdnych, sa przydatne analityczne formuty, opisu-
jace rozktad pola padajacego w szereg Fouriera wzgledem wspodtrzednej azymutalne;j
[D2.1-D2.3]. Rozpatrzmy ptaska fal¢ elektromagnetyczng o amplitudzie E,, rozcho-
dzaca si¢ w jednorodnym osrodku scharakteryzowanym wspotczynnikiem propaga-
cji k. Bez straty ogdlnosci rozwazan, ze wzgledu na symetri¢ analizowanej bryly,
mozna zatozy¢ (por. rys. D.2.1), ze wektor k (k= k), wskazujacy kierunek propagacji,
lezy w plaszczyznie XZ i jest zdefiniowany przez kat &, jaki kierunek padania fali
tworzy z osia (z). Polaryzacje fali okresla kat ¢, jaki kierunek drgan wektora pola
elektrycznego tworzy z ptaszczyzng XZ.

Pole elektryczne i magnetyczne tak zdefiniowanej fali w dowolnym punkcie prze-
strzeni mozna opisac jako:

Ey(x,y,z)=E,(Xcos{ cosd + psing, +Zcoss, sing )e e/ (D2.1)

Rys. D2.1. Parametry geometryczne fali padajacej
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; E A . A A . —jkxsing, _ jkzcos S,
H,(x,y,z)=—2(%sing,cos§ — ycos¢, +2sing, sin@ )e /"% - (D2.2)

Zapisujac (D2.1), (D2.2) w cylindrycznym ukladzie wspotrzednych, otrzymuje sie:

E (p,z,p)=E,| p(cospcos(, cos P +singsinl. )+ Zcosl sin g
0 0 i i i i i (D2 3)
+¢3(cos¢sin ¢, —singcos S, cos 191)} g /hpeosdsing gkzcoss '

H(p,z, ¢) =E[ﬁ(cos¢sin§i cos 9 —singcos¢,)+2zsing; sin g
n (D2.4)

—~@(singsing, cos 9 —cos pcos ¢, )} g Hhreostiind gliecoss,

Roztozenie E, oraz H| na rodzaje azymutalne wymaga obliczenia wspétczynni-
kow szeregow Fouriera:

) 1 T )

Egp(p,z):ﬂj: El(p.z.¢)e"dg. (D2.5)
- 1o y

HY (p.2)=7- 02 Hi(p.z,¢)e"dg. (D2.6)

Biorac pod uwage calkowa reprezentacje funkcji Bessela pierwszego rodzaju
[D2.2]:
_ TN jacosp - jns
J (a)_znj0 e e Mg (D2.6)

mozna zapisa¢ catki po wspotrzednej azymutalnej, pojawiajace si¢ w wyniku podsta-
wienia (D2.3) do (D2.5) i (D2.4) do (D2.6), jako:
1 2n

—I, e kpeostsing b g g % J, ( kpsing ) , (D2.7)

A COS p &IPS mird g 4 L J,a(kpsing) _‘Jp—l (kpsind) (D28
2w J0 j’ 2j
1 o 1 J,,(kpsing)+J, (kpsind)

L Sil’l¢€_jkpcos¢8in‘9ieijp¢d¢ —-
0 P 2
21 /

(D2.9)
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Ostatecznie otrzymuje si¢ zatem:

. E J —J J +J
E”(p,z)==Y| p| L2 cos ¢, cos I +—L1"PLsin
O —

+2J  cos g, sin g (D2.10)

N J +J .
+¢(—p”2 21 sin{i——””2 -1 cosé’icos&ﬂe’m“‘g’,

_ E | (Ju—J, . Joa+d,
HY (p,z)=—| p| L=—L=sin¢; cos § ——L—L"cos;
' 2j 2
+ sSing¢ . Sin v, .
zJ ,singsin g D2.11

+J J o =J ‘
_¢[%Sln é/i COSlgi +%Cosé’ij:|ejk2005‘9, .
J

We wzorach (D2.10), (D2.11) wszystkie funkcje Bessela sg obliczane dla argumen-
tu kpsin 4.

Czesto rozwazany jest przypadek, gdy fala pada z kierunku przeciwnego do kie-
runku osi (z), wtedy 9, = 0, znikaja zatem sktadowe Z wektorow pola padajacego. Tak-
ze argument funkcji Bessela jest zerowy. Z wlasciwosci funkcji Bessela wiadomo, ze:

I, n=0

Jn(O)z{O 0 (D2.12)

Mozna zatem wywnioskowaé, ze jedynie gdy p==1, reprezentacje (D2.10)
1 (D2.11) beda przyjmowac niezerowe wartosci. Dla p = +1 otrzymuje sig:

- A1 1 . A1 1 :
E(I)P(Paz)=E{p(acos{i+2—jsm§[j+¢(5sm§[—2—jcos§’iﬂe.zkz, (D2.13)

, E 1 1 A1 1 .
H? (p,z)==2| p| =sin, ——cos’. |—-@| —sin +—cos< | |e™, (D2.14
7 (p:2) an ey é,j ¢(2j §its éﬂ (D2.14)

adlap=-1

- A1 1 . A1, 1 ,
Ezf’(p,z):E{p(gcosg:—2—js1n§iJ+¢(5sln4+2—jcos¢i]}e-"‘z, (D2.15)
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, E 1 1 A1 1 .
H? (p,z)==2| p| =sin{ +—cos{. |+@| —sind ——cos< | |e™. (D2.16
7 (p-2) nHz Sty 4} ¢(2j &i—3 gﬂ (D2.16)

Jezeli np. przyjmie si¢, ze pole elektryczne jest spolaryzowane w kierunku osi (x),

¢; =01 mamy
. (1Y) s 1 .
EY (p,z)=E, [P(Ej + ¢(_ZH e, (D2.17)
HY (p,z)=%{ﬁ(—§jj—$(éﬂeﬂ‘i (D2.18)
dlap=+1,a
A (1) (1 A
E}(p,z)=E, {p[gjw(z—jﬂe”“, (D2.19)
; E | .[1 ~(1 ,
H{ (p,z) :7{/’(5)—¢(5H e, (D2.20)
dla p=-1.

Poprawnos¢ formut dla tego szczegodlnego przypadku tatwo sprawdzié, korzystajac
wprost z (D2.3), (D2.4) oraz wzordéw Eulera.
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