PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNE)] WE WROCLAWIU

Nr 1100 2006
Ekonometria 16

Magdalena Sipa

WYZNACZANIE PRAWDOPODOBIENSTWA ZMIANY
STANU W PROGRAMIE EMERYTALNYM
O ZDEFINIOWANYM SWIADCZENIU

1. Wstep

Kazdemu pracownikowi po przepracowaniu ustawowej liczby lat i osiagnigciu
wieku emerytalnego przystuguje dozywotnie miesigczne $wiadczenie pieni¢zne,
zwane emeryturg. Jednak, aby je uzyskaé, nalezy w okresie aktywnosci zawodowe;j
w odpowiednich instytucjach finansowych gromadzi¢ kapital, z ktérego w przy-
szto$ci bedzie wyplacana emerytura. Do przeprowadzenia prawidlowych kalkulacji
m.in. wysokosci sktadki czy rezerw na podstawie wartosci aktuarialnych $wiad-
czen i kapitalu niezbedne jest oszacowanic prawdopodobieastwa zmiany stanu
w programie emerytalnym.

Wyptata §wiadczenia nast¢gpuje w momencie zmiany stanu uczestnika pro-
gramu emerytalnego (PE). Zachodzace przypadki zyciowe sa zdarzeniami loso-
wymi, dlatego zmiany standw, jakim podlegaja uczestnicy PE, mozna zapisaé za
pomocg procesu stochastycznego ze skonczong przestrzenig stanow (por. [4]).
Przestrzen t¢ oznaczmy przez 2. W zbiorze {2 wyrdznia si¢ stany: @ — oznaczaja-
cy, ze ubezpieczony jest aktywnym uczestnikiem (placacym skladki), w;,
i=2,3,...,n—1 — oznaczajace, ze ubezpieczony z réoznych przyczyn nie placi skla-
dek oraz w,, — oznaczajacy sSmier¢ uczestnika.

Uczestnik programu emerytalnego moze znajdowac si¢ w jednym z nastgpuja-
cych stanow:

a — aktywny udzial w PE (oplacanie skladek),

w- rezygnacja z uczestnictwa w PE przed osiagnigciem wieku emerytalnego,

i —niezdolno$¢ do pracy zawodowej,

r —emerytura,

d — $mier¢ ubezpieczonego.
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Przestrzei standéw uczestnika w PE mozemy zapisac jako 2 = {a, w,i,r,d}.

Z programu emerytalnego uczestnik (ewentualnie osoby upowaznione) moze
otrzymywac nast¢pujace Swiadczenia:

— rentg¢ emerytalna,

- rente inwalidzka,

— rente rodzinna,

— $wiadczenie zwiazane z przerwaniem uczestnictwa w PE.

Emerytura jest swiadczeniem platnym od okreslonego wieku, zwanego wie-
kiem emerytalnym, np. od momentu ukonczenia 65. roku zycia. Renta inwalidzka
wyplacana jest uczestnikowi w przypadku jego niezdolnosci do pracy przed osiag-
nigciem wieku emerytalnego. Ponadto program emerytalny uwzglednia takze wy-
plate¢ dla czlonkéw rodziny zmarltego uczestnika, tzw. rentg¢ rodzinna. Mozliwa jest
takze wyplata Swiadczenia w przypadku przerwania uczestnictwa w PE, np. w mo-
mencie przejscia do innego zaktadu pracy, z powodu wygasnigcia lub rozwiazania
umMoWYy o prace.

Uczestnicy programu emerytalnego nie tworza jednorodnej grupy, mozna ich
podzieli¢ na podgrupy ze wzgledu na stan, w ktérym si¢ znajduja, tak, jak to zosta-
}o przedstawione na rys. 1.

nowi uczestnicy
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Rys. 1. Mozliwosci zmiany stanow w PE

Zrodlo: [3].
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2. Wyznaczanie liczebnosci poszczegolnych grup w PE

Finansowa sytuacja programu i wysokos¢ wyptacanych $wiadczen sq funkcja-
mi zaleznymi od czasu. Oznaczmy czas kalendarzowy przez ¢, a przez x — wiek
uczestnika lub grupy osoéb, ktére w jednakowym wieku i czasie wstapity do PE. Na
rys. 2 przedstawiono punkty charakterystyczne dla programu emerytalnego. Obec-
ny czas !/ stanowi moment przeprowadzenia aktuariainej wyceny programu, na kto-
ry dyskontowane sa przyszte przeplywy finansowe.

fp ¢t rok kalendarzowy

] z
|
|

! L.

———— ~

X0 X Xr wick
przystapienie  moment emerylura
do PE wyceny

Rys. 2. Charaklerystyczne punkty czasowe w PE
Zrodlo: [3].

Wyrdzniamy dwa podstawowe rodzaje programow: programy o zdefiniowa-
nym $wiadczeniu (ang. defined benefit plans) i programy o zdefiniowanej sktadce
(ang. defined contribution plans). Programy emerytalne o zdefiniowanym $wiad-
czeniu to programy, w ktorych wysokos¢ swiadczen definiuje si¢ z gory (kwotowo
lub jako procent ostatniego wynagrodzenia, ewentualnie sredniego wynagrodzenia
z ostatnich kilku lat). Poziom skladek ustala si¢ tak, aby wktady kapitatowe zgro-
madzone w przyszlosci zrownowazyly ustalone wyplaty. Jesli skumulowana war-
tos¢ wplat czy tez wysokosC rezerwy zmieni si¢, np. w wyniku inflacji, wskutek
dzialalnosci inwestycyjnej, znacznej zmiany zarobkow, przechodzenia na emerytu-
r¢, rente lub wycofywania si¢ uczestnikow itp., w momencie okresowej wyceny
programu poziom skiadek powinien zosta¢ vaktualniony. W przypadku programéow
o zdefiniowanej skiadce ustalona jest wysokos¢ skladek, natomiast wysokos¢
$wiadczenia wyznacza si¢ W momencie przejscia ubezpieczonego na emeryturg,
kiedy znana jest wielko$¢ zgromadzonego kapitatu. W dalszej czg¢sci rozpatrywad
bedziemy jedynie programy emerytalne o zdefiniowanym swiadczeniu.

W programach emerytalnych o zdefiniowanym $wiadczeniu wyplata zalezy
zarowno od wieku ubezpieczonego, jak i od jego stazu ubezpieczeniowego w PE.

W momencie aktuarialnej wyceny programu, tzn. w roku ¢ (por. rys. 2), liczeb-
no$¢ grupy oséb przystgpujacych w jednakowym wieku w momencie ¢, oznaczmy

19(ty,1). Na przyktad /%(0,4) oznacza liczebno§¢ grupy, ktora pozostawata w PE

przez 4 lata, liczac od momentu ¢3 =0 po 4 latach uczestnictwa. Symbol Ijk(ro,t)
oznacza natomiast liczbg osob, ktore w czasie (¢, ¢ + 1) przeszly ze stanuj do stanu &.
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Na przykiad /™ (0,10) oznacza liczbg aktywnych uczestnikow, ktdérzy przystapili do
PE w momencie 1 =0 i w ciagu 11. roku uczestnictwa przeszli na rentg inwalidzka.

Uczestnikéw programu emerytalnego, nalezacych do poszczegdélnych grup,
mozna policzy¢. Liczba aktywnych uczestnikow programu emerytalnego w wieku
x, ktérzy beda aktywnymi uczestnikami w wieku x+1, to: liczba aktywnych
uczestnikow w wieku x powigkszona o liczbg rencistdw odzyskujacych zdrowie
w wieku (x,x+1) oraz pomniejszona o liczbg aktywnych uczestnikow, ktorzy

przeszli na rentg, emeryturg, zrezygnowali z uczestnictwa w PE lub zmarli w wieku
(x,x+1), stad mamy:

(g, t+1)=1(tg, )+ 110, )= D 1¥(10.1), (1)

Jelw, i, r.d}

Na rys. 3 przedstawiono graficzng ilustracj¢ wzoru (1).

a w i r d
1“(to-1)
+1"(ty.1)
1(tg.1+1) —1"(t9. 1) —1(t,1) -1 (15, 1) -1ty.1)

Rys. 3. Zmiana liczebnosci aktywnych uczestnikoéw w PE w ciaqgu roku
Zrédlo: opracowanic wlasne.

Analogicznie wyznaczamy pozostate liczebnosci. Liczba inwalidow w czasie ¢ +1
wynosi:

I'(tg,t +1)=1 (19, ) + 1% (10, )= 1" (19, 8)= > 1¥(t,1). 2)
Jjela,w, d}

Liczba osob, ktore zrezygnowaty z uczestnictwa w PE do czasu ¢ + 1 wynosi:

I (1,0 +1)=1" (10, 1) +1 (29, 1) =174 (10, 1)~ 1" (19, 1). (3)
Liczba oséb z danej grupy, ktore do czasu ¢ +1 przeszly na emerytur¢ wynosi:
V(1o t +1)=1"(tg,0)+ D> 1 (tg,1) =17 (e, 1). (4)

Jela, w, i}
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3. Prawdopodobienstwo zmiany stanu w PE

W programie emerytalnym okresla si¢ rowniez prawdopodobiefistwa zmiany
stanu, inaczej nazywane prawdopodobienstwem przej$cia. Prawdopodobienstwo
przejscia ze stanu j do stanu k w przedziale wieku (x, x + m1) oznacza si¢ ,,,pjk (x).
W szczegdlnosci prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku (x, x +1) zmieni status
w programie emerytalnym, oznacza si¢ pjk (x) (zamiast lpjk (x)).

Prawdopodobienstwa zmiany stanu w programie emerytalnym przedstawiono
narys. 4.

nowi uczestnicy
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Rys. 4. Mozliwosci zmiany stanu w PE i odpowiadajace im prawdopodobienstwa

Zrodlo: opracowanie wlasne na podstawic [3].

Doktadne wartosci tych prawdopodobienstw sa nieznane, dlatego w tablicy
umieszcza si¢ ich oceny uzyskane metoda najwigkszej wiarygodnosci (por. [1]).
Uprosémy nasz model do prawdopodobiefistwa p(x;) pozostania w programie

przez rok osoby w wieku x; i odejscia, g(x;). Oczywiscie p(x;)+g(x;)=1. Dla
kazdej z osob wstepujacych do PE okreslmy ciag zmiennych losowych
{Eij;i=x0,x0+1,...,x,;j=1,2,...,la(to,t0)}, gdzie 1(tg, ty) oznacza liczebnos¢
poczatkowa grupy osob wstegpujacych w jednakowym wieku w momencie £;. Jest
to ciag zmiennych losowych o nastgpujacym rozkfadzie:
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£ - {], jesli j-ta osoba odejdzie z programu w wieku (x;, x; +1),

0, w przeciwnym wypadku.
Oznacza to, ze zmienne E ,-j maja nastgpujacy rozklad:
P(Efl = ]) = x - XOP(XO)(] - p(x,-)),

P(E/ =0)=1- , _ (.p(x0)(1- p(x:)

Wéwczas dla kohorty o liczebnosci poczatkowej 1°(fg,f) otrzymujemy

)

macierz wektoréw realizacji zmiennych losowych E/ .

Tabela 1. Realizacje ciagu zmiennych losowych {E i=xp,xg+ 1,30 =120, 19, ’0)}
Nr osoby
7 mien- J 1 2 1%(ty.19) -1 1(ty- 1)
Ine losowe
-/ 1 2 I"(’u-’u)_l I"(’u-’u)
E; Rl 5-"11 E-"u £,\',, E.\'(l
a¥) 1 2 I"(I,,‘ /u)_l I"(’u, ’(l)
“Xos Exy+l Exy4l xp+1 Xo+l
/ | 2 I"(’n,’u)_l I"(’u-’n)
Ey - £y, &x,-1 £l &5
J 1 2 I"(’n,’u)'l /"(’u-’n)
Ee Ex £y - £, £,

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Realizacje ciggu zmiennych losowych zawarte w tab. 1 maja nastgpujace wias-
ciwosci (w dalszej czgsci indeks gorny d bedzie oznaczal rezygnacje z uczestnic-
twa w programie):

1“(to. 1)
Z &l =119, 19 +i - xg) (6)
oraz
X, .
Yl =1 (7
i=xq

Laczny rozklad ciagu zmiennych losowych {E,-j;izxo,xo+l...,x

rs

J=12,...,1¢, to)} ma funkcje prawdopodobiefistwa (por. [1]):



158

H[X,—xo pxo)(! —P(xf))]gi L J=12,...,1%0. to). (8)
=xq

Funkcja wiarygodnosci dla calej kohorty wyglada nastgpujaco:

19(10.10)
1“(t9.19) x, X __lg’l
L = H H[X,'—XO p(xo)(l - IJ(XI))] ! = | l [.X,-—.XO p(xo)(‘l _ p(x[))] 1= — (9)
Jj=1 i=xg i=xq

ottt

Szukajqc estymatora metoda najwigkszej wiarygodnosci, szukamy maksimum
funkcji wiarygodnosci (a doktadniej maksimum InL) ze wzgledu na p(x;):

InL= le 199 (19, 1y +i - xo)(ln(xi_xO p(xo)) +In(1 - p(x; ))),

i=xq
X, ad .
dinL 1 S oad . ! (’0’t0+l_x0)
= 19Yeg, to + j = xq) = -
Pe) ) 2 )
Natomiast
5 X, [ac/ to. :
O°Inl _ | _1 Z/aa’(to,to_i_j_x())_ (to, 20 +1 x0)<0,
2 p(x) 2
p(x;) i) jmxe (1= p(x;))
poniewaz 0 < p(x;)<1.
Szukamy takiej wartosci p(x; ), dla ktérej 31(“ L) =0 i otrzymujemy
P\X;
X,
> 1% kg, 10+ j—xq)
i=x +1
plxi) =" (10)
> 1% (19, 1o +j = %0)
J=x;

Zatem otrzymujemy estymator

ﬁ(Xi)z/a([’lo,/0+(xi—xO)+l)=la(alo,[+1). (11)
I (Io,to +(x,-—x0)) l ([0,[)
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Wobec tego estymator prawdopodobienstwa odejscia z programu wyliczamy:

- 1900, t+1) 191y, )= 19(tg, t +1)  199(ty, ¢
19(tg, 1) 19(t, 1) 19(tg, 1)

Analogicznie wyznacza si¢ estymatory prawdopodobiefistw zmiany stanu
w PE, uwzgledniajac pozostale stany, zatem:

’ljk
.L"') dlak =,
~ jk _ IJ(IO”) .. .
p(x)=+< . _ gdzie j, k e{a,w,i,r,d}. (13)
1"(10,[+l) . ‘
————= dlak=,
| P (to,1)
4. Przyklad

Oszacowane prawdopodobienstwa zmiany stanu dla wybranego PE obliczone
z wykorzystaniem danych z tab. 2 (zalacznik) zamieszczono w tab. 3 (zalacznik),
ktorej ilustracja graficzng sa rysunki 5-9.

4

h:
.
l
p
o
d
:
(
¢
b

‘= 0.6
[=]
el
204
[=]
E
= 0.2
[=9
0 = — T —
30 40 50 60 70

wiek uczestnika

Rys. 5. Prawdopodobiefistwo pozostania aktywnym uczestnikiem

Zrédlo: opracowanie wlasne (dane z tab. 3).

Prawdopodobienstwo pozostania aktywnym uczestnikiem programu emerytal-
nego wzrasta do chwili, gdy pierwsze osoby zaczynaja przechodzi¢ na emeryture.
Wowczas zaczyna spadac, by w wieku 70 lat osiagnaé 0, poniewaz w tym momen-
cie juz wszyscy ubezpieczeni z kohorty przejda na emeryturg.



160

prawodpodobienstwo

30 40 50 60 70
wiek uczestnika
Rys. 6. Prawdopodobienstwo $mierci aktywnego uczestnika

Zrodlo: opracowanie wiasne (dane z tab. 3).

Prawdopodobienstwo $mierci aktywnego uczestnika wzrasta z wiekiem uczest-
nika.

0.2

0.15

0.1

prawdopodobiefistwo

wiek uczestnika

Rys. 7. Prawdopodobienstwo rezygnacji z uczestnictwa w PE

Zrédlo: opracowanie wlasne (dane tab. 3).

Prawdopodobienstwo rezygnacji z uczestnictwa w PE tak naprawd¢ obserwu-
jemy w poczatkowych latach ubezpieczenia, poniewaz wtedy pracownik nie ma
jeszcze wypracowanych korzysci zwiazanych z wieloletnim uczestnictwem.
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Rys. 8. Prawdopodobienstwo przejscia aktywnego uczestnika na rent¢ inwalidzka

Zrédlo: opracowanic wlasne (dane z tab. 3).

Prawdopodobiefistwo przejscia na rent¢ inwalidzka aktywnego uczestnika
wzrasta do momentu, gdy uczestnik osiaga wiek emerytalny i wéwczas przechodzi
na emeryture.
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Rys. 9. Prawdopodobienstwo przejscia aktywnego uczestnika na emeryture

Zrédlo: opracowanie wiasne (dane z tab. 3).

Prawdopodobienstwo przejscia na emeryture przyjmuje wartosci dodatnie dla
0s6b osiagajacych wiek emerytalny 60 lat, do chwili osiagniecia gornej granicy
wieku emerytalnego, czyli wieku 70 lat.
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5. Zakonczenie

Wyznaczanie prawdopodobienstwa zmiany stanu w programie emerytalnym
jest waznym zagadnieniem matematyki aktuarialnej, gdyz wiaze si¢ bezposrednio
z zarzadzaniem ryzykiem dzialalnosci funduszy emerytalnych. Prawdopodobien-
stwo to wykorzystywane jest do obliczania wysokoS$ci rezerwy matematycznej wy-
starczajacej na pokrycie przyszlych zobowiazan oraz do ustalania odpowiedniej
wysokosci skladki. Konsekwencja niedoszacowania tego prawdopodobienstwa
moze by¢ bankructwo danego programu ewentualnie znaczne podniesienie pozio-
mu skfadek lub obnizenie wysokosci swiadczen.
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Zalacznik
Tabela 2. Liczebnosci poszczegdlnych grup w programie emerytalnym
x I(x.x+1) 1U0x, x4 1) 1™ (x,x+1) 1% (x, x + 1) [ (x.x+1)
30 100000 100 19990
31 79910 80 14376
32 65454 72 9858
33 55524 6! 5702
34 49761 60 3971
35 45730 64 2693 46
36 42927 64 1927 43
37 40893 65 1431 45
38 39352 71 1181 47
39 38033 72 989 49
40 36943 78 813 52
41 36000 83 720 54
42 35143 91 633 56
43 34363 96 550 58
44 33659 104 505 61
45 32989 112 462 66
46 32349 123 421 71
47 31734 133 413 79
48 31109 143 373 87
49 30306 156 336 95
50 29919 168 299 102
51 29350 182 293 112
52 28763 198 259 121
53 28185 209 251 132
54 27593 226 218 143
55 27006 240 213 157
56 26396 259 182 169
57 25786 276 178 183
58 25149 297 148 199
39 24505 316 120 213
60 23856 313 3552
61 19991 298 1587
62 18106 284 2692
63 15130 271 1350
64 13509 257 2006
65 11246 204 4448
66 6594 147 1302
67 5145 119 1522
68 3504 83 1381
69 2040 49 1004
70 987 17 970

Zrodlo: [2).
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Tabela 3. Prawdopodobienstwo zmiany stanu w programie emerytalnym

X paa(x) pad(x) paw(x) pai(x) p‘”.(X)
30 0,799100 0,001000 0,199900 0 0

31 0,819096 0,001001 0,179902 0 0

32 0.848290 0.001100 0,150610 0 0

33 0,896207 0,001099 0,102694 0 0

34 0,918993 0,001206 0,079801 0 0

35 0,938705 0,001400 0,058889 0,001006 0

36 0,952617 0,001491 0,044890 0,001002 0

37 0,962316 0,001590 0,034994 0,001100 0

38 0,96699 0.001804 0,030011 0,001194 0

39 0,97083 0,001892 0,025990 0,001288 0

40 0.974474 0,002111 0,022007 0,001408 0

41 0.976194 0,002306 0.020000 0,001500 0

42 0,977805 0,002589 0,018012 0,001593 0

43 0,979513 0,002794 0,016006 0,001688 0

44 0.980094 0,003090 0.015003 0,001812 0

45 0,980600 0,003395 0.014005 0,002001 0

46 0,980989 0,003802 0,013014 0.002195 0

47 0.980305 0,004191 0,013014 0,002489 0

48 0,980617 0,004597 0,011990 0,002797 0

49 0.,980758 0,005114 0,011014 0,003114 0

50 0.980982 0,005615 0.009994 0,003409 0

51 0,980000 0,006201 0,009983 0,003816 0

52 0,979905 0,006884 0,009005 0,004207 0

53 0,978996 0,007415 0,008905 0,004683 0

54 0,978726 0,008190 0,007901 0,005182 0

55 0,977412 0,008887 0,007887 0,005814 0

56 0,976890 0,009812 0,006895 0,006402 0

57 0.975297 0.010703 0,006903 0,007097 0

58 0,974393 0,011810 0,005885 0,007913 0

59 0.973516 0,012895 0,004897 0,008692 0

60 0.835635 0,013120 0 0 0,148893
61 0.905708 0,014907 0 0 0,079386
62 0.835635 0,015685 0 0 0,148680
63 0,892862 0,017911 0 0 0,089227
64 0,832482 0,019024 0 0 0,148494
65 0.586342 0,018140 0 0 0,395518
66 0.780255 0,022293 0 0 0,197452
67 0,681050 0,023129 0 0 0,295821
68 0,582192 0,023687 0 0 0,394121
69 0.,483824 0,024020 0 0 0,492157
70 0 0,017224 0 0 0.982776

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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THE CALCULATION OF THE PROBABILITY OF CHANGING STATUS
IN THE DEFINED BENEFIT PENSION PLAN

Summary

After working for an established number of years and after achieving the pension age, every
employee is entitled to the pension benefits. Employers offer also a different mechanism of ensuring
pension protection. namely pension plans. To calculate, among others, the premium or reserve level
on the basis of the actuarial value of benefits and assets the probability of changing status has to be
known. The issue of the calculation of the probability of changing status in the defined benefit
pension plan is of great interest from both scientific and practical point of view.

The aim of the paper is to estimate the probability of changing status in the pension plan on the
basis of the data from [2].

Mgr inz. Magdalena Sipa jest pracownikiem Katedry Inwestycji Finansowych i Ubezpieczen
w Akademii Ekonomicznej we Wroclawiu.
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