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1. WSTEP

Niezawodno$¢ zlozonych systemow — poczawszy od sieci komputerowych czy
telekomunikacyjnych, poprzez sieci transportowe, elektryczne, systemy mechaniczne po
uktady elektroniczne duzej skali integracji — jest od dluzszego czasu tematem intensywnych
badan. Ponadto niezawodno$¢ tak oprogramowania, jak i sprzgtu komputerowego stala sig
niezwykle istotna szczegélnie w aplikacjach komercyjnych i wojskowych. Lata
siedemdziesiate zapoczatkowaly gwaltowny rozwoj badan dotyczacych niezawodno$ci sieci
komputerowych (Arpanet, Internet). We wszystkich tych zastosowaniach mozna zauwazy¢
dwa gtéwne cele stosowanej teorii niezawodnosci: okreslenie niezawodnosci danego systemu
(analiza) i projektowanie mozliwie najbardziej niezawodnego systemu 2z danych

komponentéw (synteza) [Shier91].

W pracy tej rozpatrywany jest, powszechnie podejmowany przez badaczy, problem
analizy niezawodno$ci sieci poprzez obliczanie bazujacych na spdjnosci miar ich
niezawodnosci. Jest to o tyle usprawiedliwione, ze w wigkszos$ci sieci stosowana jest technika
dynamicznego wyznaczania tras (dynamic routing). W razie uszkodzenia niektérych taczy

mozna wykorzysta¢ inne trasy pod warunkiem, ze takowe istnieja (sie¢ jest spojna).

Sie¢ reprezentowana jest poprzez probabilistyczny graf nieskierowany G=(V,E)
z wyroznionym podzbiorem wierzchotkow K (2<=IKl<=IVl), gdzie V jest zbiorem
wierzchotkéw a E jest zbiorem krawegdzi. Krawedzie grafu reprezentuja tacza komunikacyjne,
ktore  ulegaja  wzajemnie niezaleznie losowym  uszkodzeniom ze  znanym
prawdopodobienstwem. Sposrod miar oceny niezawodnosci sieci, najbardziej uniwersalng 1
powszechnie stosowana miarg jest niezawodno$¢ K-terminali (K-terminal network reliability),
definiowana jako prawdopodobienstwo, iz wszystkie wezly znajdujace si¢ w zbiorze K sa

polaczone za pomoca nie uszkodzonych taczy (moga si¢ komunikowac).

Problem niezawodnosci K-terminali nalezy do klasy problemow NP-trudnych 1 #P-
zupelnych [Valiant79b, Ball80, Ball83, Ball86]. Oznacza to, ze najprawdopodobniej nie
istnieje algorytm, ktory bedzie znajdowal doktadne rozwiazanie dla wszystkich mozliwych
wystapien problemu w czasie wielomianowym w funkcji rozmiaru problemu. Z tego wzgledu
z jednej strony podejmowane sa poszukiwania algorytmow aproksymacyjnych, z drugiej

strony (efektywnych w wielu przypadkach) algorytméw znajdujacych doktadne rozwiazanie.

Sposérod algorytmow doktadnych rozwiazujacych problem niezawodnosci K-terminali

szczegblnie duzo uwagi poswiecono algorytmom faktoryzacji. Wniesiono wielki wklad w



udoskonalenie pierwotnej wersji algorytmu faktoryzacji [Choi95, De092, Lai94, Page88,
Page89, ResendeM86, Resendel88, Satyanarayana83, Theologou91l, Wood85, Wood86,
Wood89]. Sposrod algorytmow faktoryzacji najmniejsza pesymistyczng ztozonoscia czasowq
charakteryzuje si¢ algorytm opisany przez Wooda [Wood85, Wood86]. W przypadku tego

algorytmu maksymalna liczba lisci binarnego drzewa obliczen (]V‘ - 2)! jest zagwarantowana
tylko dla przypadkéw granicznych, gdy 2£|K|SS oraz |V|—2S]K‘ S|V|. W przypadku
algorytméw analizowanych przez Wooda, Satyanarayang i Changa [Satyanarayana83,

Woo0d86] maksymalna liczba lisci binarnego drzewa obliczen (]V|—l)! jest osiaggalna dla
dowolnego zbioru K (ZS[KISM). Efektywno$¢ tych algorytmow jest jednak

niewystarczajaca. Ze wzgledu na Kkonieczno$¢ analizy niezawodnos$ci coraz bardziej
ztozonych sieci, potrzebne sa efektywniejsze algorytmy oceny ich niezawodnosci. W
niniejszej pracy podjeto wige probg modyfikacji algorytmu faktoryzacji w celu zwigkszenia
jego efektywnosci.

Realizujac ten cel zaproponowano dwa nowe, konkurencyjne w stosunku do znanych

dotad algorytmow faktoryzacji, algorytmy Fact i Fact&Cache obliczania niezawodnos$ci K-

terminali.

1.1. PODSTAWOWE DEFINICJE TEORII GRAFOW

Teoria grafow udostepnia wygodny aparat formalny do modelowania réznego rodzaju
systeméw. Rozdzial ten definiuje niektore, podstawowe terminy z teorii grafow' uzyteczne z

punktu widzenia tej pracy.

Graf G =(V,E) sktada si¢ ze skonczonych zbiorow wierzchotkow V ={v,,..,v, } i
krawedzi E ={e],...,e,,}. Graf G jest planarny, je$li istnieje pewna geometryczna
reprezentacja tego grafu, ktéra mozna tak narysowa¢ na plaszczyznie, ze zadne dwie jej
krawedzie nie przecinaja si¢. Graf G, ktory zawiera wyrdzniony (niepusty) podzbior
wierzchotkow K V' oznaczamy przez G,. Dwa wierzchotki u i v sa polaczone, jezeli

istnieje sekwencja wierzchotkow 1 krawedzi z wierzchotka u do wierzchotka v. Sekwencja

taka jest Sciezka (path). Sciezka ta jest cyklem, jesli pierwszy i ostatni wierzchotek sa

" Por. [Woo0d86], s.271-272.



identyczne. Zbior wierzchotkow K <V jest spojny lub inaczej mowigc potaczony
(connected), jesli istnieje $ciezka pomigdzy wszystkimi parami wierzchotkéw znajdujacymi
si¢ w zbiorze K. Graf G jest spojny (potaczony), jesli jego zbior V jest spéjny (lub inaczej

wierzcholki ze zbioru V sa polaczone).

Graf G'=(V',E") jest podgrafem grafu G =(V,E) jezeli V'cV i E'c E. Przez Vo
oznaczmy podzbior wierzchotkow V w grafie G a przez G-Vo oznaczmy podgraf grafu G
otrzymany z tegoz grafu G przez usunigcie wszystkich wierzchotkow veVo 1 wszystkich
krawedzi incydentnych do tych wierzchotkow. Jezeli Vo bedzie najmniejszym zbiorem
wierzchotkow takim, ze G-Vo jest rozlaczony lub |V-Vol=1, to graf G jest k-spojny (k-
connected), gdy Vol > k [Tutte66]. Inaczej mowiac spojnos¢ (zwana tez spojnoscig
wierzchotkowa) grafu G definiuje si¢ jako minimalng liczbg wierzchotkow, ktorych usunigeie

z G czyni pozostaly graf niespdjnym [Deo80].

Jesli graf G jest spojny, a graf G - v jest niespojny, wtedy wierzcholek v jest
wierzchotkiem rozdzielajacym (cutvertex). Graf spdjny G jest nierozdzielny (nonseparable),
jezeli nie zawiera wierzchotkow rozdzielajacych. Maksymalny nierozdzielny podgraf jest
blokiem (block). Graf spdjny jest rozdzielny, jezeli jest 1-spojny. Jezeli graf G jest spojny,

a G-e jest niespdjny, to krawedz e jest mostem (bridge).

Jezeli graf G mozna podzieli¢ na dwie czgéci tak, ze G=G,UG,, ENE=D,
VinVo={u,v}, IE;| 2 2, |E5| > 2, to para wierzchotkow {u,v} jest para rozdzielajaca (separating

pair).

Krawegdzie rownolegle (parallel edges) maja te same wierzchotki koncowe. Dwie
nierownolegle krawedzie sa przylegle, gdy maja wspolny wierzcholek. Krawgdziami
szeregowymi nazywamy dwie przylegle krawedzie, jezeli ich wierzchotek wspdlny jest
stopnia drugiego. Zastgpowanie pary krawedzi szeregowych (rownolegtych) przez pojedyncze
krawedzie nazywamy redukcja szeregowa (rownolegly). Graf G jest grafem szeregowo-
rownolegltym, jezeli moze by¢ zredukowany do pojedynczej krawedzi poprzez redukcje

szeregowo-rownolegte.
Lancuch y w grafie jest sekwencja wyrdznionych wierzchotkow i1 krawedzi:
v, (v, v, ),...,vk_],(vk_,,vk ). v, taka, ze wszystkie wierzcholki wewngtrzne sa stopnia 2, a

wierzchotki koncowe v, i vy sa stopnia wyzszego niz 2. Lancuch nie musi zawiera¢ krawedzi

wewngetrznych, ale musi zawiera¢ co najmniej jedna krawegdz i dwa wierzchotki koncowe.



Jezeli dwa tancuchy yx; i ¥ maja wspdlne wierzchotki koncowe u 1 v, to Uy, tworza
wielokat (polygon).

K-drzewo (K-tree) grafu G, jest minimalnym podgrafem, ktory taczy wszystkie
wierzcholki ze zbioru K grafu G, . Krawedz lub wierzchotek sa nieistotne (irrelevant), jesli
nie wystepuja w zadnym K-drzewie. Kazda krawedz lub wierzchotlek, ktore nie sa nieistotne,

sq istotne (relevant). G jest koherentny (coherent), jezeli |K } >1 i nie zawiera nieistotnych

krawedzi lub wierzchotkow. G jest spojny, jezeli wierzchotki z jego zbioru K sa potaczone.

Formacja grafu G, jest zbiér K-drzew, ktorych unig jest G,. Graf G, nie ma
formacji, je$li zawiera krawedZ nieistotna lub jest niespdjny. N, jest liczba formacji o
liczno$ci nieparzystej a N, jest liczba formacji o licznosci parzystej. Dominacja (domination)

DG, )= ‘N” - Nﬂl . Minimalna dominacja (minimum domination) u(G)= Kr_|r}‘i|r_17 D(G, ).

Rozpatrywany w niniejszej pracy graf probabilistyczny (GK,P) sktada si¢ z
nieskierowanego grafu G, z wyréznionym podzbiorem wierzchotkow K oraz funkcji P,
ktora przypisuje krawedziom (i ewentualnie wierzchotkom) prawdopodobienstwo
poprawnego funkcjonowania. W przypadku, gdy istnienie funkcji P bedzie wynikalo z

kontekstu, rozwazany graf probabilistyczny bedziemy oznaczac przez G, .

W zwiazku z tym, Ze graf jest modelem sieci terminy uzywane w przypadku grafow
(np. wierzcholki czy krawedzie) beda niekiedy uzywane zamiennie z terminami odnoszacymi

si¢ do sieci (np. wezly czy tacza).

1.2. MODEL SIECI

Ze wzgledu na ztozono$¢ rozpatrywanych problemoéw 1 niezdolnos¢ do modelowania
mechanizméw uszkodzen, w analizie niezawodnosci sieci wykorzystuje si¢ zwykle,

niezalezne od czasu, dyskretne modele probabilistyczne®. Struktura topologiczna sieci jest na

© Ball, Colbourn i Provan zwracaja uwage, ze chociaz w wigkszosci klasycznych zastosowan analizy
niezawodnos$ciowej, mechanizmy i przyczyny uszkodzen sa relatywnie dobrze znane, to w przypadku analizy
niezawodnosci sieci gldownymi powodami powszechnego wykorzystywania niezaleznego od czasu modelu

probabilistycznego sa niezdolno$¢ do modelowania mechanizmow uszkodzen (np. uszkodzenia sieci



0got modelowana za pomoca grafu. Najczgsciej stosowany jest probabilistyczny model sieci,
w ktorym lacza ulegaja wzajemnie niezaleznie losowym uszkodzeniom z okreslonym
prawdopodobienstwem. Sie¢ reprezentowana jest poprzez probabilistyczny  graf
nieskierowany G, =(V,E) z wyréznionym podzbiorem weztow K (2<=IKl<=IV).
Wierzchotki grafu reprezentuja wezly (centra) komunikacyjne. Zaklada sig, ze sa one

catkowicie niezawodne. Krawgdzie grafu e, reprezentuja facza komunikacyjne, ktore ulegaja
wzajemnie niezaleznie losowym uszkodzeniom ze znanym prawdopodobienstwem 11— p,.

Kazde tacze komunikacyjne umozliwia dwukierunkowa komunikacj¢ pomigdzy weztami pod
warunkiem, Ze jest ono sprawne. Model ten, wykorzystywany w wigkszosci cytowanych prac,

przyjeto rowniez w niniejszej pracy.

Czasami przyjmuje si¢ dodatkowe zalozenia zawgzajace model (np. Ze niezawodnosci
laczy sa takie same), badz go rozszerzajace (np. ze wezly sieci roéwniez ulegaja
uszkodzeniom). Argumentem przeciwko uzyciu bardziej skomplikowanego modelu sieci jest
fakt, iz nawet dla przyjetego, tak prostego modelu, rozwazane problemy naleza do klasy
probleméw NP-trudnych i #P-zupelnych [Valiant79b, Ball80, Ball83, B::11186]3 (Jest wige

mato prawdopodobne, Ze mozna je rozwigza¢ w czasie wielomianowym).

W przyjetym dwustanowym modelu, prawdopodobienstwo dzialania komponentu
(lacza, wezta) czesto okreslane stowem niezawodno$¢ moze mie¢ jedna kilku interpretacji.

Najczesciej* przyjmowane interpretacie to:
. gotowos¢ komponentu do dziatania (component's availability)’;
2. niezawodnos$¢ komponentu (component's reliability);

Gotowos$¢ do dziatania jest uzywana w kontekscie systemOw naprawialnych

(repairable systems) i jest definiowana jako prawdopodobienstwo, ze w losowym punkcie

$wiattowodowych sa powodowane przez czynniki naturalne takie jak ogien czy blad ludzki) i wladciwa
rozwazanym problemom trudnos¢ obliczania niezawodnosci sieci. Por. [Ball95], s.8-9.

* Dotyczy to rowniez graféow planarnych [Provan86].

* Por. [Ball95] s.9.

3 Jest okreslana rowniez jako dyspozycyjnos¢ lub gotowos$é operacyjna. Por. Stownik naukowo-techniczny

angielsko-polski, red. Sergiusz Czerni i Maria Skrzynska, WNT 1983, s.51.



MTTF .
MTTF + MTTR

czasu komponent jest sprawny: Niezawodno$¢ komponentu jest zwykle

definiowana jako prawdopodobienstwo, ze komponent nie ulegnie uszkodzeniu w okre$lonym
czasie. Inne interpretacje prawdopodobienstwa dziatania komponentu sa rowniez mozliwe’.
Oczywiscie interpretacja prawdopodobienstwa dziatania komponentu determinuje wlasciwa
interpretacje obliczonych miar niezawodnos$ci. W niniejszej pracy wykorzystujac terminy
prawdopodobienstwa dzialania czy niezawodnosci komponentu nie przypisuje si¢ im
konkretnej interpretacji. Zwykle wykorzystywane sa konkretne warto$ci prawdopodobienstwa
dzialania laczy szacowane dla okreslonych typow taczy. W przypadku sieci testowych
wykorzystywanych w literaturze (jak réwniez w tej pracy) do eksperymentalnego testowania
algorytmow  obliczania miar niezawodno$ci, dla uproszczenia przyjgto  wartoSci

prawdopodobienstwa dziatania taczy rowne 0,9.

W przypadku sieci komputerowych wierzchotki grafu reprezentuja na przyklad
switche, routery czy hosty. Krawedzie natomiast reprezentujg bezposrednie potaczenia
pomiedzy weztami (moga to by¢ linie transmisyjne lub podsieci) [Zegura96, Calvert97].
Dobre modele topologicznych struktur sieci sa bardzo istotne ze wzgledu na rozwoj i analize
technologii sieciowych. Z tego wzgledu pojawia si¢ coraz wigcej prac na temat sposobu
wykorzystania modeli opartych na grafach do reprezentowania topologii duzych sieci, w

szczegblnosci sieci Internet [Thomas94, Zegura96, Calvert97].

Innym cho¢ znacznie rzadziej stosowanym jest deterministyczny model sieci®. W
modelu tym najczesciej badany jest najgorszy przypadek, w ktorym przeciwnik inteligentnie
wybiera pewne elementy sieci do zniszczenia tak, aby sie¢ nie mogla realizowa¢ swoich
funkcji. Model deterministyczny znajduje zastosowanie glownie w projektowaniu systemow 1

sieci wojskowych.

1.3. MIARY OCENY NIEZAWODNOSCI SIECI

Termin niezawodno$¢ jest rozumiany jako prawdopodobienstwo, ze element lub
system funkcjonuje. Najcze$ciej formutowane sa nastgpujace miary oceny niezawodnosci

sieci modelowanych przez grafy probabilistyczne:

® MTTF(Mean Time to Failure) to $redni czas do zaobserwowania nastepnego uszkodzenia a MTTR(Mean Time
to Repair) to $redni czas w ktérym system bedzie naprawiony po zaobserwowaniu awarii.

" Por. [Ball95] s.9.

¥ Por. [Shier91], s.3-5 oraz [Boesch86], 5.240-245.



e niezawodno$¢ dwoch terminali (2-terminal network reliability), (przypadek gdy |KI=2)
okresla prawdopodobienstwo, ze pomigdzy dwoma wezlami moze by¢ przestana
wiadomos$¢ lub inaczej prawdopodobienstwo, iz istnieje $ciezka laczaca okreslone dwa
wezty [AboElFotoh89, Beichelt91b, Brecht85, Cancela95, Chari90, Fratta78, Harms93,
Shier91, Strayer95b, Torrieri94];

e niezawodno$¢ wszystkich terminali (All-terminal network reliability), (przypadek gdy
IKI=1V]) jest definiowana jako prawdopodobienstwo, ze wszystkie wegzly sa polaczone
(moga sie komunikowac) [Assous84, Ball82, Beichelt9la, Brown93, Carrasco85,
Colbourn88, Harms83, Jacobs59, Karger95a, Karger95b, Karger97, Lomonosov71,
Lomonosov72, Polesskii71, Strayer95b, Strayer98, Van Slyke72, Zemel82];

e najbardziej interesujaca, bo bedaca uogodlnieniem dwoch powyzszych miar, jest
niezawodno$¢ K-terminali  (K-terminal network reliability), definiowana jako
prawdopodobienstwo, iz wszystkie wezly znajdujace si¢ w zbiorze K (2 < IKl < |V]) sa
polaczone za pomoca nie uszkodzonych taczy (moga si¢ komunikowac) [Cancela94,
Carlier91, Carlier96, Page88, Satyanarayana83, Satyanarayana85, Strayer95a,
Theologou91, Wood85, Wood86, Wood89].

Dla sieci skierowanych zaproponowano analogiczne miary niezawodnos$ci sieci
(source-to-terminal network reliability, source-to-all-terminal network reliability, source-to-

K-terminal network reliability).

Chociaz powyzsze miary sa najczegsciej stosowane, to niekiedy uzywane sa takze inne
miary oceny niezawodnosci sieci probabilistycznych. Przykladem moze by¢ oczekiwana

liczba par weztow, ktore moga si¢ komunikowaé [Kershenbaum73, Amin88, Colbourn87].

Czasami stosuje si¢ inne miary specyficzne dla przyjetego modelu sieci
komputerowej. Na przyklad dla modelu w postaci drzewa zrodlowego (rooted tree)
[Kershenbaum73] jako miary niezawodno$ci przyjeto oczekiwang liczbg weztow
komunikujacych si¢ z wezlem centralnym, czy oczekiwang liczbg par wezlow
komunikujacych sig¢ poprzez wezel centralny. Dla modelu niezawodnos$ciowo-funkcjonalnego
[Jozwiak79, Jozwiak92] zaproponowano wzgledna przepustowo$¢ sieci. Metoda oceny
wzglednej przepustowosci sieci komputerowych o strukturach rozgal¢zionych uwzglednia
aspekty niezawodnosciowe (uszkodzenia, przeklamania), funkcjonalne (przetwarzanie,
transmisja) oraz strukturalne (liczba uzytkownikow, lokalnych mikrokomputerow, terminali)

badane;j sieci.



W przypadku deterministycznego modelu sieci stosowane miary wrazliwo$ci na
uszkodzenia (vulnerability measures) zwykle okreslaja, jak wiele komponentow musi ulec
uszkodzeniu, aby sie¢ nie mogla realizowac¢ swoich funkcji, zeby wymieni¢ chociazby
spojnosé¢ wierzchotkowa k(G), spojnosé krawedziowa A(G), minimalny stopien wezta &G)
(ktére taczy zalezno$¢ x(G) <SAMG)L §G)< | 2e/n), czy trwalo§¢ (persistence) definiowana
jako minimalna liczba taczy, ktére musza by¢ usunigte, aby zwigkszy¢ S$rednicg sieci

(maksymalny dystans pomigdzy weztami) lub roztaczyc¢ sie¢ [Boesch86].

Jakkolwiek niezawodno$¢ jest zwykle wyrazana za pomoca miar bazujacych na
spojnosci sieci i wysitek badawczy w wigkszo$ci skoncentrowal sig na konsekwencjach
uszkodzen w postaci roztaczenia sieci, to jednak czgsto konsekwencje sa mniej katastrofalne 1
pojawiaja si¢ w postaci zredukowanej wydajnosci (performance)’. Ponadto nie zawsze miary
bazujace na spojnosci sieci sa najodpowiedniejsze. W takich przypadkach rozpatruje sig

miary zdolno$ci systemu do prawidlowego dziatania'’ (performability measures).
Dla sieci o niezawodnych weztach V i zawodnych taczach E, kazdy stan S € £ ma
przypisane prawdopodobienstwo Pr[S] wystapienia 1 warto$¢ ly(S) pewnej miary wydajnosci

v . Oczekiwana wydajno$¢ (expected performance) okreslona wzorem:

Per_‘f(GK ) = z PY[S}V(S) )

ScE

jest jedna z najpowszechniej wykorzystywanych miar zdolnosci systemu do prawidtowego

dziatania'".

1.3.1. Wybdr odpowiedniej miary oceny niezawodnosci sieci

Istotna kwestia jest, ktora ze znanych miar oceny niezawodnoS$ci sieci wybra¢ w
konkretnej sytuacji. Miary bazujace na spdojnosci sa stosowane we wszystkich sytuacjach, w
ktorych wydajnosc sieci wydaje sig by¢ wystarczajaca tak dlugo, jak dhugo sie¢ jest spojna. W

szczegblnosci sieci $wiattowodowe spelniaja ten warunek. Miary spdjnosci sa uzyteczne

? Por. [Colbourn98], s.2.

' Performability to zdolno$¢ prawidlowego dziatania. Por. Stownik naukowo-techniczny angielsko-polski, red.
Sergiusz Czerni i Maria Skrzynska, WNT 1983, s.563. Termin performablity powstal ze zlozenia terminow
performance i reliability. Por. [Colbourn98], s.2.

" Por. [Colbourn98], s.2.



takze w przypadku pomiaru prawdopodobienstwa, ze sie¢ jest zdolna zagwarantowa¢ pewien
minimalny poziom ustug. Miary wydajno$ci sa stosowane tam, gdzie uszkodzenia elementow
moga obnizy¢ wydajno$¢ systemu do niedopuszczalnie niskich poziomow, podczas gdy sie¢
pozostaje spojna.

Wybdr pomigdzy niezawodno$cig dwoch terminali, K-terminali 1 wszystkich terminali
zalezy od perspektywy, z ktorej obserwujemy system. Niezawodno$¢ dwoch terminali okresla
zdolno$¢ sieci do spelnienia potrzeb komunikacji pomigdzy dwoma weztami mierzac
prawdopodobienstwo, ze wiadomos$¢ pomigdzy tymi wyspecyfikowanymi weztami moze by¢
przestana (istnieje $ciezka taczaca oba wezly). Nie ma znaczenia czy wezly te, w przypadku
sieci komputerowej, reprezentuja hosty, switche czy routery. Niezawodno$¢ wszystkich
terminali umozliwia oceng systemu nie z punktu widzenia uzytkownika, lecz dostawcy ustug
sieciowych. Niezawodno$¢ K-terminali jest najbardziej elastyczna, gdyz zawiera w sobie oba
skrajne przypadki, umozliwiajac oceng¢ systemu 2z punktu widzenia roznych grup

uzytkownikow.

1.4. ZAKRES ZASTOSOWAN MIAR NIEZAWODNOSCI BAZUJACYCH NA SPOJNOSCI
SIECI

Miary niezawodno$ci bazujace na spojnosci sieci znajduja zastosowanie w analizie

niezawodnos$ci réznego rodzaju sieci (w tym takze komputerowych) [Ball95, Frank72].

1.4.1. Poziom kregostupowy sieci z przetaczaniem pakietow

W rozlegltych sieciach komputerowych stosuje si¢ technikg komutacji pakietow lub jej
modyfikacje (komutacja ramek lub komérek) dostosowane do coraz bardziej nowoczesnych
srodkéw transmisji danych [Kasprzak97, Tanenbaum88]. Rozlegla sie¢ komputerowa z
komutacja pakietow udostgpnia wiele roznych, mozliwych do wykorzystania tras, ktorymi
pakiet moze by¢ przestany od wezta zrodtowego do wezta docelowego. Do najbardziej
rozpowszechnionych protokotow okreslajacych sposob wymiany informacji w  sieci
pakietowej'? mozna zaliczy¢ protokoly X.25, Frame Relay, TCP/IP oraz ATM. Sie¢
ARPANET, przedstawiona w zalaczniku 1, byla pierwsza duza siecia z komutacja pakietow

2 por. [Kasprzak97], s.25.



taczaca osrodki uniwersyteckie w Stanach Zjednoczonych. Gwattowny rozwoj badan nad
niezawodnoscia sieci od poczatku lat siedemdziesiatych byl motywowany powstaniem tej
sieci. Wigkszos¢ wykorzystywanych miar niezawodno$ci to miary bazujace na spojnosci
grafu reprezentujacego badana siec. Jest to o tyle usprawiedliwione, ze w wigkszosci sieci
stosowana jest technika dynamicznego wyznaczania tras (dynamic routing). W razie
uszkodzenia ktorego$ tacza pakiety moga by¢ przestane wykorzystujac inne mozliwe trasy

pod warunkiem, ze takowe istnieja (tzn., Ze sie¢ jest spojna).

1.4.2. Poziom kregostupowy sieci z przetaczaniem kanatéw

Pionierskie prace nad niezawodnoscia sieci dotyczyly sieci z komutacja kanatow
[Lee55]. W tego typu sieciach przesltanie danych pomigdzy dwoma uzytkownikami jest
mozliwe dopiero po ustanowieniu polaczenia. Kanaly komunikacyjne sa dedykowane parze
uzytkownikdéw na czas wymiany informacji. OczywiScie komunikacja pomiedzy
uzytkownikami jest niemozliwa jezeli sie¢ przestanie by¢ spdjna. Ponadto moze zaistnie¢
sytuacja, w ktorej zadanie polaczenia jest blokowane (np. sygnal ,zajgtosci” w siecl
telefonicznej), poniewaz nie mozna ustanowi¢ nowego potaczenia. Lacza sieciowe
definiowane sa jako uszkodzone jezeli sa zablokowane. W analizie tego typu sieci miary

- . .. . S W . 13
bazujace na spojnosci s uzywane razem z powyzsza definicja uszkodzenia .

1.4.3. Inne zastosowania

Wydaje sig, ze bazujace na spojnosci miary niezawodnos$ci sieci mozna wykorzystac
takze przy analizie niezawodnosci systemow komputerowych tolerujacych uszkodzenia,
systemOéw o architekturze rownoleglej, a takze sieci telekomunikacyjnych (szczegolnie
swiattowodowych)'?. Swiattowodowe sieci telekomunikacyjne ze wzgledu na wiele zalet sa
coraz cze$ciej wprowadzane w miejsce tradycyjnych sieci. Ze wzglgdu na bardzo duza
pojemnos¢ taczy $wiattowodowych sieci realizowane na ich bazie wymagaja duzo mniejszej
liczby taczy niz sieci tradycyjne. Konsekwencja tego jest rosnaca konieczno$¢ uwzglednienia

zagadnien niezawodno$ciowych przy projektowaniu takich sieci.

3 por. [Ball95], s.5.
" Por. [Ball95], s.7-8.



Jakkolwiek miary niezawodno$ci bazujace na spojnosci sieci sa powszechnie
uzywanymi surogatami niezawodnos$ci sieci, to jednak w niektorych przypadkach
odpowiedniejsze bedzie wykorzystanie miar zdolnosci do prawidlowego dziatania
(performability). Zaproponowany w niniejszej pracy algorytm obliczania niezawodnosci K-
terminali mozna w stosunkowo prosty sposob przystosowa¢ do obliczania oczekiwane]

wydajnosci, bedacej jedna z najpopularniejszych miar zdolnosci do prawidtowego dziatania®.

1.5. ZLOZONOSC OBLICZENIOWA

Naturalnym sposobem oceny ztozonos$ci obliczeniowej probleméw jest wykorzystanie
teorii NP-zupemosci. Poniewaz jednak wymaga to sztucznego przeformutowania problemow
obliczania miar niezawodno$ci na problemy decyzyjne, Valiant [Valiant79a] zaproponowat
analogiczng teori¢ #P-zupelnosci. Znajduje ona zastosowanie w odniesieniu do problemow
polegajacych na wyliczeniu rozwiazan (counting problems). Wykazano, ze problemy
obliczania miar niezawodno$ci sieci (niezawodno$¢ K-terminali, niezawodno$¢ dwoch
terminali i niezawodno$¢ wszystkich terminali) naleza do klasy probleméw NP-trudnych 1 #P-
zupelnych [Valiant79b, Ball80, Ball83, Ball86] nawet w przypadku graféow planarnych
[Provan86]. Oznacza to, ze najprawdopodobniej nie istnieje algorytm, ktory bedzie znajdowat
doktadne rozwiazanie, dla wszystkich mozliwych wystapien problemu w czasie
wielomianowym w funkcji rozmiaru problemu. Dla probleméw #P-zupelnych nie sa znane
deterministyczne schematy aproksymacyjne“’. Sa natomiast znane probabilistyczne wersje
takich schematow [Karger95b, Karger97]. Z drugiej strony algorytm znajdujacy dokladne
rozwigzanie — majacy w najgorszym przypadku zlozonos¢ wykladnicza — w wielu

przypadkach moze by¢ efektywny.

1.6. CEL | ZAKRES PRACY

Sposrod algorytmow doktadnych rozwiazujacych problem niezawodnosci K-terminali
szczegblnie duzo uwagi poswiecono algorytmom faktoryzacji. Wniesiono wielki wkiad w

udoskonalenie pierwotnej wersji algorytmu faktoryzacji poprzez zastosowanie zachowujacych

1 Zob. rozdziat 9 zawierajacy propozycje dalszych badan.
' Por. [Motwani95), 5.308 i 307.
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niezawodnos$¢ redukcii, czy efektywnych strategii selekcji krawedzi grafu [Choi95, Deo92,
Lai94, Page88, Page89, ResendeM86, Resendel88, Satyanarayana83, Theologou9l,
Wood85, Wood86, Wood89]. W wielu przypadkach ze wzgledu na trudno$¢ analizy
ztozonosci obliczeniowej zaproponowanych algorytmow, ich efektywnos¢ jest badana jedynie
eksperymentalnie. W przypadku niektorych algorytmow mozliwa jest jednak analiza
pesymistycznej ztozono$ci obliczeniowej. Najmniejsza pesymistyczna ztozonoscia czasowa
charakteryzuje sie algorytm opisany przez Wooda [Wood85, Wood86]. W przypadku tego
algorytmu maksymalna liczba lisci binarnego drzewa obliczen rowna (|V| - 2)! jest osiagalna
dla przypadkéw granicznych, gdy 2<|K|<S5 oraz |[V|-2<|K|<|V|. Znany sa rowniez
algorytmy faktoryzacji [Satyanarayana83, Wood86], ktoérych maksymalna liczba liSci
binarnego drzewa obliczen jest rowna QV|—1)! dla dowolnego zbioru K (2S|K‘S‘V‘).
Jednakze ze wzgledu na konieczno$¢ analizy coraz bardziej skomplikowanych sieci,
efektywno$¢ tych algorytmow jest weiaz niewystarczajaca. Z tego wzgledu celem niniejszej
pracy jest zaproponowanie modyfikacji algorytmu faktoryzacji, ktore zwigkszalyby jego
efektywnos¢.

Konstruujac uktad niniejszej rozprawy doktorskiej skorzystano z propozycji

redagowania rozpraw naukowych przedstawionych przez prof. Chinnecka [Chinneck97].

Praca zawiera osiem rozdziatow. W rozdziale pierwszym przedstawiono uzasadnienie
wyboru tematu pracy, podstawowe pojecia z teorii grafow, stosowany model sieci, miary
oceny niezawodno$ci sieci i zakres ich zastosowan, ztozono$¢ badanych probleméw oraz cel 1

zakres pracy.

W rozdziale drugim przedstawiono przeglad wazniejszych metod obliczania miar

niezawodnosci sieci 1 aktualny stan badan.

Doktadne omoéwienie algorytmu faktoryzacji jak réwniez czgsto wykorzystywanych

zachowujacych niezawodno$¢ redukcji mozna znalez¢ w rozdziale trzecim.

Rozdzial czwarty dotyczy problemu analizy pesymistycznej zlozonosci obliczeniowe]
algorytméw faktoryzacji. Przedstawiono dotychczasowe osiagnigcia w dziedzinie analizy
pesymistycznej zlozonosci algorytmow  faktoryzacji, uzyskane z wykorzystaniem

niezmiennikow graféw.

W rozdziale piatym przedstawiono algorytm faktoryzacji Fact o maksymalnej liczbie

lisci binarnego drzewa obliczen réwnej (]V‘ —2)! dla dowolnego zbioru K (2 < ‘K‘ < |V‘). W



rozdziale tym zaprezentowano rowniez odpowiednia metode analizy pesymistycznej

ztozonosci obliczeniowej algorytmu Fact 1 jego modyfikacji.

Zaproponowana przez autora modyfikacja algorytmu faktoryzacji Fact&Cache
wykorzystujaca wykrywanie rownowaznych podprobleméw zostala omoéwiona w rozdziale

szostym.

W rozdziale si6dmym dokonano porownania efektywnosci roznych algorytmow
obliczania niezawodnosci K-terminali wykorzystujac zar6wno rezultaty uzyskane na drodze
analitycznej, jak i eksperymentalnej. Por6wnano otrzymane analitycznie i eksperymentalnie
miary pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej algorytméw faktoryzacji. Przedstawiono
rowniez uzyskane eksperymentalnie (z wykorzystaniem rozpatrywanych w literaturze sieci)
wyniki pomiarow efektywnosci zaproponowanego algorytmu Fact&Cache na tle wynikow
uzyskanych przez inne, aktualnie najefektywniejsze, algorytmy obliczania niezawodnosci K-
terminali.

Whnioski i podsumowanie rezultatow pracy, zagadnienia zwiazane z projektowaniem
niezawodnych sieci z wykorzystaniem algorytmow faktoryzacji (w szczegdlnosci algorytmu

Fact&Cache), a takze propozycje dalszych badan przedstawiono w rozdziale 6smym.

Indeks oznaczen, skrotow i stalych numerycznych, zestawienie typowych sieci

rozwazanych w literaturze, jak rowniez w niniejszej pracy zaprezentowano na kofcu pracy.



2. PRZEGLAD WAZNIEJSZYCH METOD OBLICZANIA MIAR
NIEZAWODNOSCI SIECI

W rozdziale tym zostanie przedstawiony stan badan dotyczacy algorytméw obliczania
miar niezawodnosci sieci poczawszy od metod znajdujacych dokladne rozwiazanie, poprzez
symulacje Monte Carlo, metody szacowania niezawodnos$ci sieci poprzez konstruowanie
ograniczeh na niezawodno$¢ sieci, po inne — rzadziej stosowane — metody np.
probabilistyczne algorytmy aproksymacyjne. Szczegdlowe omodwienie zagadnien analizy
niezawodno$ci sieci — za wyjatkiem probabilistycznych algorytméw aproksymacyjnych —

zostalo zaprezentowane w pracy Balla, Colbourna i Provana [Ball95].

2.1. ALGORYTMY ZNAJDUJACE DOKLADNE ROZWIAZANIE

Jak pokazano w rozdziale 1.5, rozwazane problemy obliczania miar niezawodnosci
sieci (zaprezentowanych w rozdziale 1.3) naleza do klasy probleméw #P-zupelnych. Z tego
wzgledu sposrod algorytmow znajdujacych doktadne rozwigzania mozna wyodrgbni¢ dwie
kategorie: algorytmy o wykladniczej (w najgorszym przypadku) zlozonosci czasowej,
umozliwiajace obliczanie niezawodno$ci sieci o dowolnych strukturach i algorytmy o
wielomianowej zlozonosci czasowej, umozliwiajace obliczanie niezawodno$ci tylko pewnych
klas sieci. Omowienie niektorych metod mozna znalez¢ w pracach [Agrawal84,
Satyanarayana83, Shier91]. Przeglad i szersze omdéwienie réznych metod mozna znalez¢ w

pracy [Ball95].

2.1.1. Efektywne algorytmy dla pewnych klas sieci i zachowujace

niezawodnosc¢ redukcje grafu

Idealnie byloby zna¢ efektywne (wielomianowe) algorytmy obliczania miar
niezawodnosci dowolnych sieci. Jednak ze wzgledu na zlozono$¢ rozpatrywanych
probleméw, mato prawdopodobne jest otrzymanie efektywnych algorytméw dla dowolnych
sieci. Znane sg natomiast wieclomianowe algorytmy dla pewnych klas grafow. Klasy grafow,
dla ktorych znane sa efektywne, doktadne algorytmy obliczania miar niezawodnosci sieci sa

jednak nieliczne. W wigkszosci przypadkow algorytmy te wykorzystuja zachowujace
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niezawodno$¢ redukcje grafu. Dokladne omoéwienie najbardziej znanych zachowujacych

niezawodnos$¢ redukcji grafu mozna znalez¢ w rozdziale 3.1.

Satyanarayana i Wood [Satyanarayana85] zaproponowali algorytm o zlozonosci
wielomianowej do obliczania niezawodno$¢ K-terminali sieci szeregowo-rownolegtych.
Wykorzystali oni redukcje szeregowe, rownolegte, stopnia drugiego i redukcje wielokata do
tancucha. Ponadto Politof i1 Satyanarayana [Politof86] zaproponowali wielomianowy

algorytm obliczania niezawodnosci pewnych podklas sieci planarnych.

2.1.2. Metoda wyliczania przestrzeni stanow (state space enumeration)

Najbardziej fundamentalng metoda obliczania niezawodnos$ci, wykorzystywana juz
przez Moora i Shannona [Moore56], jest zliczanie przestrzeni stanéw (state space
enumeration). Stan sieci reprezentowanej przez graf G =(V,E) definiuje podzbiér S < E
funkcjonujacych krawedzi grafu. Niezawodno$¢ K-terminali sieci reprezentowanej poprzez
graf G mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

R(Gy )= 1,(S)Pr(S),

SeD
gdzie:
D jest zbiorem wszystkich stanow sieci;

1,(S) jest zmienna zero-jedynkowa przyjmujaca warto$é jeden tylko wtedy, gdy podzbior S

funkcjonujacych krawedzi grafu gwarantuje, ze wezly ze zbioru K sa potaczone.

Pr(S)= H p(_,l_[(l — p.) jest prawdopodobienstwem wystapienia stanu S (pod warunkiem,

el eg S

ze uszkodzenia krawedzi sa niezalezne).

Poniewaz istotne sa tylko te stany, dla ktorych 7,(S)=1 nie jest konieczne
sprawdzanie wszystkich mozliwych stanow sieci D . Dlatego kolejne metody wykorzystuja
zbiory sprawnosci (success sets) ewentualnie niesprawnosci (failure sets) [Satyanarayana83]
sieci reprezentowanej przez graf G 1 podzbior weztow K. Zbior sprawnosci jest minimalnym
zbiorem krawedzi grafu G, ktory zapewnia, ze wezly ze zbioru K sa polaczone. Zbior ten jest
w tym sensie minimalny, ze usunigcie dowolnej krawedzi sprawia, iz wgzly ze zbioru K

przestaja byc potaczone. Zbior niesprawnosci jest definiowany analogicznie.
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Niezawodno$¢ mozna wyrazi¢ wzorem:
R(Gx) =Pf1U f20..U fi}=1-Pr{f, U, U..UT, |, 2.1)
gdzie:

fis [ysees [, TEPIEZentuja zbiory sprawnosci, a

fis fysees [, reprezentuja zbiory niesprawnosci.

Topologicznie, zbior sprawno$ci odpowiada minimalnemu drzewu grafu G
zawierajacemu wszystkie wegzlty ze zbioru K, czyli K-drzewu'” (w przypadku obliczania
niezawodno$ci dwoch  terminali  zbiorami  sprawno$ci/niesprawnosci  beda minimalne

$ciezki/cigcia grafu G).
Poniewaz zdarzenia f, w ogdlnym przypadku niestety nie sa roztaczne, kolejne dwie

metody umozliwiaja w praktyce obliczenie prawdopodobienstwa sumy zdarzen.

2.1.3. Metody bazujace na zbiorach sprawnosci (K-drzewach)

2.1.3.1. Metoda zawierania-wykluczania (inclusion-exclusion formula)

Metoda zawierania-wykluczania umozliwia praktyczne wyliczenie niezawodnosci w
nastgpujacy sposob:

R(Gr) = Y Pdf}= D PAfin fit+ D Pfin fi ful-.. (2.2)

i<j i<j<m

W rownaniu (2.2) jest az 2” — 1 wyrazen, gdzie p jest liczba K-drzew. Metoda ta okazuje sig
wigc nieefektywna juz dla sieci o $rednim rozmiarze'®. Istotnym problemem zwiazanym z
zastosowaniem tej metody jest takze pojawianie si¢ par identycznych wyrazen o przeciwnych
znakach, ktore mozna odrzuci¢. Satyanarayana, Prabhakar i1 Hagstrom [Satyanarayana7s,
Satyanarayana80, Satyanarayana8la, Satyanarayana81b, Satyanarayana82b] zaproponowali

specjalna forme zredukowanego wyrazenia zawierania-wykluczania, w ktorej nie wystgpuja

' Por. rozdziat 1.1.

" Por. [Satyanarayana83], s.109.
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identyczne wyrazenia o przeciwnych znakach. Efektywnos¢ tej metody jest jednak rowniez

: 19
ograniczona .

2.1.3.2. Metoda roztgcznych iloczynéw (sum of disjoint products)

Inng metoda obliczania prawdopodobienstwa sumy zdarzen we wzorze (2.1) jest
metoda roztacznych iloczynow. Metoda ta dekomponuje sumg zdarzen ze wzoru (2.1) na

sumg zdarzen roztacznych:

RGx) =Pf }+Pdfin fof .+ Pdfin Fann foin i} 2.3)

Chociaz metoda ta wymaga tylko dodania p wyrazen (prawdopodobienstw), to czas

potrzebny na obliczenie warto$ci kazdego wyrazenia moze by¢ wykladniczy w funkcji p '

Wigkszo§¢ metod wykorzystujacych algebre boolowska do obliczania niezawodnosci

R(G, )stosuje t¢ metodg [Fratta73, Aggarwal75, Abraham79].

2.1.4. Algorytm faktoryzaciji

Omowione dotychczas metody bazuja na koncepcji zbiorow standw, w ktorych graf G
jest sprawny badz niesprawny. Poniewaz zbiory te sa okreslone poprzez kolekcje faczy,
mamy do czynienia ze zdarzeniami ztozonymi. W przeciwienstwie do tych metod twierdzenie
faktoryzacji wykorzystuje zdarzenia elementarne sprawnosci lub niesprawnosci pojedynczego
tacza. Metoda faktoryzacji zostala najprawdopodobniej po raz pierwszy uzyta przez
Moskowitza [Moskowitz58]. Sposrod metod znajdujacych doktadne rozwiazanie problemu
niezawodno$ci K-terminali, szczegdélnie duzo uwagi pos$wigcono wiasnie tej metodzie.
Algorytm faktoryzacji, jak i proby udoskonalenia pierwotnej wersji algorytmu (np. poprzez
zastosowanie zachowujacych niezawodno$¢ redukcji, czy efektywnych strategii selekcji
krawedzi grafu, czyli dekompozycji problemu), staty si¢ tematem wielu prac [Choi95, De092,
Lai94, Page88, Page89, ResendeM86, Resendel.88, Satyanarayana83, Theologou9l,
Wood85, Wood85, Wood89]. W niektorych przypadkach algorytm faktoryzacji stat sig
czegscia sktadowa bardziej rozbudowanych (hybrydowych) algorytmow [Beichelt91a, Ng91].

¥ Tamze 5.109.

20 por. [Agrawal84], s.482.



Doktadne omowienie algorytmu faktoryzacji jak i znanych z literatury propozycji jego
usprawnienia mozna znalezé w rozdziale 3. Algorytm faktoryzacji wykorzystujacy
zachowujace niezawodno$¢ redukcje grafu, cho¢ uwazany za jeden z najefektywniejszych,
okazuje sie niewystarczajacy ze wzgledu na konieczno$¢ analizy coraz Dbardziej
skomplikowanych sieci. Dlatego w kolejnych rozdziatach zostana przedstawione nowe,

zaproponowane przez autora, propozycje usprawnienia tego algorytmu.

2.1.5. Algorytm dekompozycji grafu

Technika dekompozycji zostala zaproponowana przez Rosenthala [Rosenthal77].
Uogolnit on technike 2-spdjnej dekompozycji (biconnected decomposition), Ktéra polega na
tym, ze jezeli graf G ma wezel rozdzielajacy, to graf ten mozna zdekomponowac na dwa

grafy H i L tak, ze R(G)=R(H)R(L).

Jezeli H =(V',E') bedzie dowolna podsiecia G=(V.,E) taka, ze V'CV i
E'=En(VxV') a ponadto L=(V",E") bedzie dopetieniem grafu H w G
(V'WV"=V; E'UE"=E oraz ENE"=0), to zbioér weztow F =V'nV" bedzie nazywany
zbiorem granicznym®' (boundary set) badz zbiorem rozdzielajacym® (separating node set).
Zbiér ten rozdziela grafy H i L. Rosenthal zaproponowat przypisa¢ grafom H i L pewne
klasy (kolekcje stanow), ktérych liczba zalezy od liczno$ci zbioru granicznego F,
rozpatrywanej miary niezawodnosci (licznosci zbioru K) i zastosowanego modelu sieci
(ewentualnego rozszerzenia modelu na uszkodzenia wezlow). Stany wchodzace w skiad
dowolnej klasy nazywane sa stanami rownowaznymi. Niezawodnos$¢ jest obliczana przez

skojarzenie klas grafu H 1 L.

Rosenthal twierdzi, ze metoda dekompozycji jest efektywna pod warunkiem, ze sie¢
nie jest silnie spéjna®. W istocie decydujacym o efektywno$ci parametrem jest rozmiar
(liczno$¢) wykorzystywanych zbiorow rozdzielajacych, poniewaz liczba klas ro$nie

wykladniczo z rozmiarem zbioréw rozdzielajqcych24. Beichelt i Tittman® [Beichelt91a]

! Por. [Carlier96], s.144.

2 Por. [Beichelt91a], s.198 i [Beichelt91b], 5.870.
* Por. [Rosenthal77], 5.391.

* Por. [Carlier96], s.149-151.
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zaproponowali algorytm bedacy kombinacjg algorytmu dekompozycji 1 faktoryzacji
[Woo0d86] do obliczania niezawodnosci wszystkich terminali. Zaimplementowany przez nich
algorytm okazal si¢ dla rozpatrywanej przez nich sieci PLG znaczne efektywniejszy niz
algorytm faktoryzacji Wooda. Ci sami autorzy zaproponowali metode¢ dekompozycji takze dla
obliczania niezawodnoéci dwoch terminali [Beichelt91b]. Carlier” i Lucet’” [Carlier96]
zaprezentowali algorytm dekompozycji do obliczania niezawodnos$ci K-terminali. Algorytm
ten wykorzystuje wielokrotnie heurystyczna procedur¢ numerowania wierzchotkow grafu,
gdyz rozmiar najwigkszego zbioru rozdzielajacego (a wiec rowniez efektywnos¢ algorytmu)
zalezy od numeracji wierzchotkow. Istotnym ograniczeniem metody dekompozycji jest duza
ilo§¢ pamietanych danych®. Algorytmy dekompozyciji, choé zlozone implementacyinie,
wydaja si¢ by¢ aktualnie najszybszymi znanymi algorytmami obliczania niezawodnosci K-
terminali. Dlatego efektywno$¢ tych algorytméw zostanie porownana z efektywnoscia

algorytmu zaproponowanego przez autora.

2.2. METODY MONTE CARLO

Metody Monte Carlo cechuje szczegdlnie szeroki zakres zastosowan. Mozna je
wykorzystaé¢ do rozwiazania wigkszo$ci problemow zwiazanych z niezawodno$cia sieci.
Atrakcyjno$¢ metod Monte Carlo wynika z faktu, Ze mozna oszacowaé¢ niezawodno$¢
poprzez zaprojektowanie relatywnie prostego (szczegolnie w przypadku standardowej metody
Monte Carlo) planu prébkowania. Standardowa metoda Monte Carlo jest jednak bardzo
nicefektywna. Wykorzystujac bardziej zaawansowane techniki probkowania (np. antithetic
variate, control variate, conditional sampling, importance sampling i stratified sampling)
mozna generowa¢ oOszacowania ze znaczaco mniejszym bledem przy tym samym lub
mniejszym koszcie niz w metodzie standardowej. Ta obserwacja stala si¢ motywem wielu

prac, ktore mozna podzieli¢ na kilka nurtow:

* Professor at the Department of Mathematics / Physics, and Computer Science of the University of Technology
and Economics Mittweida (Hochschule fiir Technik und Wirtschaft Mittweida), e-mail:peter @htwm.de

*® Professor Jacques Carlier, Universite de Technologie de Compiegne, e-mail: Jacques.Carlier @utc.fr

*" Assistant professor at the Department of Information Processing Engineering, Universite de Technologie de
Compiegne, e-mail:clucet@hds.univ-compiegne.fr lub Corinne.Lucet @utc.fT.

* Por. [Carlier96] s.153.
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1. Metody szacowania niezawodnosci bazujace na konstruowaniu gérnych i dolnych

ograniczen.

Fishman [Fishman86a], Van Slyke i Frank [Van Slyke72] oraz Kumamoto, Tanaka i Inoue
[Kumamoto77] zaproponowali metody szacowania niezawodnos$ci poprzez konstruowanie
gornych i dolnych ograniczen na niezawodnos¢. Ograniczenia skonstruowane w pierwszej z
tych prac zawieraja w sobie, jako specjalne przypadki, ograniczenia skonstruowane w
pozostatych dwoch pracachw. Ponadto Fishman [Fishman89] wykorzystal probkowanie

importance sampling i stratified sampling do szacowania niezawodno$ci dwoch terminali.
2. Metoda dagger sampling.

Kumamoto, Tanaka, Inoue i Henley [Kumamoto80] zaproponowali metodg redukcji wariancji
dagger dampling. Metoda ta zapewnia redukcjg wariancji, poprzez generacj¢ negatywnie
skorelowanych wektoréw stanow. Technika ta moze by¢ widziana jako ,,wielowymiarowe”'m
rozszerzenie techniki nazywanej w terminologii metod Monte Carlo anftithetic variates.
Metode Monte Carlo wykorzystujaca negatywne korelacje zaproponowat rowniez Khadiri i

Rubino [Khadiri92al.
3. Metoda sekwencyjnej konstrukcji/destrukcji (sequential construction/destruction).

Easton i Wong [Easton80] zaproponowali metodg¢ sekwencyjnej konstrukcji/destrukeji
wykorzystujaca wlasciwosci permutacji stanow sprawno$ci 1 niesprawno$ci laczy. Na
poczatku  wszystkie tacza sa  uszkodzone/sprawne, a nastgpnie  sukcesywnie
,,naprawiane/uszkadzane”, jedno po drugim w okreslonym porzadku, az do momentu, kiedy
system okaze si¢ sprawny/niesprawny. Oszacowanie niezawodnos$ci jest funkcja diugosci
procesu konstrukcji/destrukciji, po ktorym system okaze si¢ sprawny/niesprawny. Metodg
destrukeji preferuje sig¢ wtedy, gdy system moze ulec uszkodzeniu przy relatywnie malej
ilosci uszkodzonych taczy. Metoda ta zostata pozniej udoskonalona i jest znana jako metoda

ewolucji grafu lub metoda MP(merge process) (por. punkt 5).
4. Metoda zbiorow niesprawnosSci (failure sets).

Karp i Luby [Karp83] wykorzystali zbiory niesprawnosci sieci (failure sets) do szacowania

niezawodnos$ci systemu (w istocie metoda ta wykorzystuje wyliczanie przekrojow grafu).

 Por. [Fishman86b], s.149.
% Por. [Ball95], s.43.



5. Metoda modeli ewolucji grafu zwana niekiedy MP(merging process).

Elperin, Gertsbackh i Lomonosov [Elperin91] wykorzystuja symulacj¢ Monte Carlo bazujaca
na modelach ewolucji grafu wprowadzajac sztuczny czas ewolucji. Niezawodnos$¢ sieci jest
wyrazana w terminach dwoch réznych procesow Markova (DP-destruction process i CP-

creation process).
6. Metoda rekurencyjnej redukcji wariancji.

Sposrod  roznych metod redukeji  wariancji  do szacowania niezawodno$ci  sieci
komunikacyjnych szczegdlnie interesujaca grupg stanowia zaproponowane przez Cancela i
Khadiri rekurencyjne algorytmy redukcji wariancji do szacowania niezawodnos$ci K-terminali
[Cancela94] oraz niezawodno$ci 2-terminali [Cancela95].

= - oy, . . . s 3
7. Metody szacowania wspolczynnikow wielomianu niezawodnosci :

Niekiedy istotniejsze jest oszacowanie funkcjonalnej formy wielomianu niezawodnosci niz
oszacowanie niezawodnosci dla konkretnego wektora prawdopodobienstw uszkodzenia laczy.
Szczegodlnie istotne jest to w przypadku, gdy prawdopodobienstwa uszkodzenia taczy sa takie

same. Wtedy niezawodnos$¢ systemu mozna zapisa¢ w jednej z dwoch form wielomianowych:

b

RG)=Y, F.p™(-p)
i=0
h=l

=p'3, H(-p),

i=(0
gdzie [=n-1 jest rozmiarem minimalnego drzewa rozpinajacego. Wielomiany te sa
nazywane wielomianami niezawodnosci (reliability polynomial). Van Slyke i Frank [Van
Slyke72] oraz Fishman [Fishman87] zaproponowali metody szacowania wspotczynnikow F,

dla problemu niezawodno$ci K-terminali. Van Slyke i Frank uzyli probkowania stratified
sampling, podczas gdy Fishman zaproponowal rozszerzenie metody sekwencyjne]

konstrukcji. Nel i Colbourn [Nel90] zaproponowali schemat szacowania wspolczynnikow H,

dla problemu niezawodno$ci wszystkich terminali.
8. Inne metody.

Zaprezentowany przez Kargera [Karger95a, Karger95b, Karger97] probabilistyczny w petni

wielomianowy schemat aproksymacyjny FPTAS do obliczania niezawodno$ci wszystkich

' por. [Ball95], s.48-50.



terminali wykorzystywal migdzy innymi metod¢ Monte Carlo (wigcej informacji na temat

tego algorytmu mozna znalez¢ w rozdziale 2.4.).

Fishman [Fishman86b] dokonal poroéwnania efektywno$ci metod Monte Carlo
wymienionych w punktach 1 do 4 zaréwno pod katem zlozonosci czasowej, jak 1
pamigciowej. Fishman uwzglednil rowniez wrazliwo$¢ porownywanych metod na
niezawodnoé¢ elementow sieci. Prezentujac rowniez swoje rozwiazania, podobne poréwnania
zamie$cili takze Elperin, Gertsbackh i Lomonosov [Elperin91] (metody 1 do 5) oraz Cancela i
Khadiri [Cancela94] (metody 1 do 6). Z poréwnania dokonanego w ostatniej z tych prac

wynikaja nastepujace wnioski:

I. Metoda rekurencyjnej redukcji wariancji zdecydowanie przewyzsza metody wymienione

w punktach 1, 2, 3 1 5 bez wzglgdu na niezawodno$¢ elementow sieci.

t2

Metoda zbioréw niesprawno$ci wydaje si¢ jednak konkurencyjna dla duzych
niezawodno$ci taczy (np. p=0.95). Wada tej metody jest jednak bardzo duza ztozonos¢
pamieciowa algorytmu (jak podano w [Fisman86b] lista przekrojow dla sieci
,,dodecahedron” o 20 weztach i 30 laczach wymaga ponad 2 MB pamigci). Ponadto

metoda ta nie gwarantuje redukcji wariancji.

3. Dla malych warto$ci niezawodnosci laczy (np. p=0.5), jedynie metody rekurencyjnej
redukcji wariancji i dagger sampling spisuja si¢ nieco lepiej niz standardowa metoda

Monte Carlo.

Generalnie efektywno$¢ metod Monte Carlo zalezy od niezawodnos$ci elementow sieci
i pomimo zastosowania metod redukcji wariancji, jest czgsto niezadowalajaca. Wigkszo$¢
probleméw zwiazanych z niezawodnoscig doprowadza bowiem w efekcie do symulacji
zdarzen wystgpujacych niezwykle rzadko. Ponadto chociaz aproksymacja jest poprawna z

duzym prawdopodobienstwem, to nie jest mozliwa jej weryfikacja.

2.3. METODY KONSTRUOWANIA OGRANICZEN NA NIEZAWODNOSC SIECI

Odrebna grupe stanowia metody szacowania niezawodnos$ci sieci poprzez
konstruowanie goérnych i dolnych ograniczen na rozwazang miarg niezawodnosci sieci.
Zwykle przyjmowane jest dodatkowe ograniczenie modelu podanego w rozdziale 1.2, zZe

uszkodzenia wszystkich taczy sa rownie prawdopodobne.
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Do konstruowania ograniczen wykorzystywane sa zarowno metody kombinatoryczne,
jak 1 algebraiczne. W przypadku metod algebraicznych zamiast operowac¢ wielkoSciami
numerycznymi, wykorzystuje si¢ obiekty algebraiczne (wielomiany) i1 zdefiniowane na nich
odpowiednie transformacje’>. Metody algebraiczne szacowania niezawodnoéci sieci sa dobrze
opisane w pracy Shiera [Shier91]. Kombinatoryczne metody szacowania niezawodnosci sieci
poprzez konstruowanie ograniczen na niezawodno$¢ sieci sa szczegoétowo opisane w ksiazce
Colbourna [Colbourn87]. Przeglad metod konstruowania ograniczen mozna znalez¢ rowniez

w pracy Balla, Colbourna i Provana [Ball95].

Wygodnie jest podzieli¢ metody konstruowania ograniczen w zaleznosci od

stosowanej miary oceny niezawodnosci sieci.

2.3.1. Ograniczenia na niezawodnos$¢ wszystkich terminali

Zaproponowane ograniczenia na niezawodnos$¢ wszystkich terminali mozna podzieli¢

na nastgpujace grupy"-.

Pierwsza grupa ograniczen znajduje zastosowanie nawet wtedy, gdy nie zakladamy
statystycznej niezaleznosci i rownych prawdopodobienstw uszkodzenia taczy. Tego typu
ograniczenia przedstawili Zemel [Zemel82] i Assous [Assous84]. Ograniczenia te dla
wigkszosci sieci nie dostarczaja zadnych informacji o ich niezawodnos$ci (dolne ograniczenie
wynosi 0, goérne ograniczenie wynosi 1). Umozliwiaja jednak specyfikacje zaleznosci
statystycznych. Doprowadza to do uzyskania uzytecznych ograniczen, kiedy informacje o
korelacji uszkodzen par laczy sa znane [Assous84, Carrasco85]. Tak skonstruowane

ograniczenia sa jednak stabsze od tych, ktore przyjmuja statystyczna niezaleznosc.

Druga grupa ograniczen wykorzystuje pewne wiasciwosci z teorii grafow. Polesskii
[Polesskii71] zaproponowat dolne ograniczenie, ktore zostalo pdzniej poprawione przez
Lomonosova i Polesskii’ego [Lomonosov72]. Uzywajac innej strategii zaproponowali oni

takze gorne ograniczenie [Lomonosov71].

Trzecia grupa ograniczen wykorzystuje techniki numeryczne do liczenia dziatajacych

podsieci. Jacobs [Jacobs59] zaproponowal proste ograniczenia. Frank 1 Van Slyke [Van

2 Por. [Shier91], 5.22.
* Por. [Colbourn88], s.2-3.
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Slyke72] znacznie je poprawili, wykorzystujac kombinatoryczne rezultaty Kruskala
[Kruskal63] i Katona [Katona66] (czesto nazywane ograniczeniami Kruskala-Katony).

Ostatecznie jeszcze bardziej ulepszyli je Ball i Provan [Ball82]*.

Harms [Harms83] z kolei zaimplementowal wszystkie wymienione ograniczenia i
przeprowadzit poréwnanie. Ograniczenia Balla-Provana byly zawsze lepsze od ograniczen
Kruskala-Katony. Podobnie te ostatnie byly zawsze lepsze od ograniczen Jacobsa. Okazato
sie¢ wige, ze sposrod ograniczen zakwalifikowanych do trzeciej grupy, wystarczy bra¢ pod
uwage jedynie ograniczenia Balla-Provana. Nieoczekiwanym rezultatem pracy Harmsa byto
spostrzezenie, ze proste ograniczenia Lomonosova-Polesskii’ego sa w niektorych
przypadkach lepsze niz zaproponowane przez Balla-Provana®. Zdarzalo sie¢ to rzadko,
niemniej jednak oznaczalo, ze ograniczenia Balla-Provana mozna poprawi¢. Dokonali tego
Colbourn i Harms [Colbourn88]. Polaczyli oni oba ograniczenia wykorzystujac technike
programowania liniowego. Uzyskane ograniczenie jest co najmniej tak dobre, jak uzyte
ograniczenia sktadowe. Zaproponowana technika pozwala rowniez dofacza¢ inne na przykiad
nowo powstale ograniczenia. Podejmowane sa wigc proby znalezienia dalszych mozliwie

dobrych ograniczen [Brown93, Strayer95b, Strayer98].

2.3.2. Ograniczenia na niezawodno$¢ dwoch terminali

Jest wiele metod konstruowania ograniczen na niezawodnos$ci dwoch terminali, jednak
tylko kilka moze by¢ efektywnie wyliczonych. Ograniczenia Kruskala-Katony [Kruskal63,
Katona66] znajduja zastosowanie zarébwno w przypadku szacowania niezawodno$ci
wszystkich terminali, jak i niezawodnosci dwoch terminali. Brecht i Colbourn [Brecht85]
zaproponowali dolne ograniczenia, bazujace na wzajemnie roztacznych Sciezkach™. Podobnie
jak w przypadku niezawodnos$ci wszystkich terminali tak i w przypadku niezawodnosci
dwoch terminali mozna zastosowa¢ metode uzyskania lepszych ograniczen poprzez
polaczenie ograniczen uzyskanych na bazie roznych technik [Colbourn88]. Harms i Colbourn
w swojej pracy [Harms93] zaprezentowali efektywna metodg konstruowania gornego

ograniczenia, jak rowniez technike poprawy gornych ograniczen, uzyskanych za pomoca

 Por. [Brecht86], s.370.
% Por. [Colbourn88], s.3.
© por. [Brecht86], s.370.
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innych metod. Dolne ograniczenie na niezawodnos$¢ dwoch terminali przedstawili takze Chari
i Provan [Chari90]. AboElFotoh i Colbourn [AboEIFotoh89] zaproponowali dolne
ograniczenie (szeregowo-rownolegle) na niezawodno$¢ dwoéch terminali. Ich strategia
polegala na przeksztalceniu (wykorzystujac roziaczne $ciezki i cigeia) rozpatrywanej sieci

G, nadwie inne sieci G';. i G";. w taki sposob, aby R(G' )< R(G, )< R(G" ).

Zastosowanie struktury algebraicznej wlasciwej dla szacowania niezawodnosci dwoch
terminali mozna znalezé w pracach Shiera [Shier85, Shier87]. W jednej ze swoich prac
[Shier91] w rozdziale 3 przedstawil on sposob algebraicznego sformutowania problemu
niezawodno$ci dwoch terminali, a w rozdziale 4.2 i 4.3 sposob konstruowania ograniczen 1
obliczania niezawodnoéci dwoch terminali wykorzystujac techniki algebraiczne. Shier jest
rowniez autorem badZz wspotautorem innych prac dotyczacych algebraicznych metod

konstruowania ograniczen [Shier88a , Shier88b, Shier89].

2.3.3. Ograniczenia na niezawodnos$¢ K-terminali

Ograniczenia na niezawodno$¢ K-terminali mozna uzyska¢ poprzez modyfikacjg
ograniczen Kruskala-Katony. Brecht i Colbourn [Brecht86, Brecht89] zaproponowali
nieréwno$ci addytywne i multiplikatywne, ktore umozliwialy uzyskanie ograniczen na
niezawodno$¢ K-terminali. Odmienne rozwiazanie zaproponowali Strayer i Colbourn

[Strayer95al].

2.4. INNE METODY

Li i Silvester [Li84] przedstawili ideg generowania najbardziej prawdopodobnych
stanéw. Metoda ta, nazywana nickiedy metoda aproksymacji przestrzeni stanow (state-space

approximation), byla rozwijana migdzy innymi przez Shiera’.

Karger [Karger95a, Karger95b, Karger97] zaprezentowal probabilistyczny w pelni

wielomianowy schemat aproksymacyjny FPTAS® do obliczania niezawodnosci wszystkich

7 Por. [Shier91], rozdziat 8.
** Wiecej informacji na temat algorytméw aproksymacyjnych mozna znalezé w raporcie opracowanym przez
Motwaniego [Motwani92], na bazie ktorego przygotowywana jest ksiazka. Ten sam autor pisze na temat

algorytmow probabilistycznych w ksiazce [Motwani95].
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terminali. Jakkolwiek powyzsza technika tego nie wymusza, autor poczynil dodatkowe

zalozenie, ze uszkodzenia wszystkich taczy sa rownie prawdopodobne (Vie E ¢, =q ). Dla

duzych wartosci ¢; algorytm szacuje niezawodno$¢ sieci poprzez symulacj¢ Monte Carlo. Dla
matych wartos$ci ¢; autor przyjmuje, ze tylko niewielkie cigcia (small cuts) w grafie ulegaja
uszkodzeniu. Wylicza te cigcia uzywajac zaproponowanego przez siebie algorytmu
RCA(Recursive Contraction Algorithm) [Karger95c] i znajduje prawdopodobienstwo, ze
jedno z nich ulega uszkodzeniu uzywajac algorytmu SACA(Self Adjusting Coverage
Algorithm) [Karp89].

2.5. PODSUMOWANIE STANU BADAN

Ze wzgledu na fakt, iz rozpatrywane problemy niezawodnosciowe naleza do klasy
probleméw #P-zupelnych, podejmowane sa proby zastosowania algorytmow, ktore
dostarczaja niekoniecznie doktadnych rozwiazan, ale sa efektywne. Dwa gléwne nurty to
estymacja niezawodno$ci poprzez zastosowanie metod Monte Carlo i konstruowanie dolnych
i gornych ograniczen na niezawodno$¢. Metody Monte Carlo w celu otrzymania maksymalnie
dokladnego oszacowania rozwazanej miary niezawodno$ci sprawdzaja niewielka czes¢
stanow. Stany te sa wybierane losowo w odroznieniu od aktualnie stosowanych technik
konstruowania ograniczen. Nie zawsze jednak klasyfikacja metod jest prosta, gdyz na
przyklad wiele metod Monte Carlo wykorzystuje techniki konstruowania ograniczen w celu
zmniejszenia rozmiaru przestrzeni stanéw’’, a probabilistyczne algorytmy aproksymacyjne

wykorzystuja metody Monte Carlo [Karger95b, Karger97].

Metody Monte Carlo cechuje szeroki zakres zastosowan, ale ich efektywno$¢ pomimo
zastosowania metod redukcji wariancji, jest czgsto niezadowalajaca. WigkszoS¢ problemow
zwiazanych z niezawodno$cia doprowadza bowiem w efekcie do symulacji zdarzen
wystepujacych niezwykle rzadko. Efektywnos$¢ metod Monte Carlo jest rowniez uzalezniona
od niezawodnosci elementow sieci. Ponadto chociaz oszacowanie jest poprawne z pewnym

okreslonym prawdopodobienstwem, to nie jest mozliwa jego weryfikacja.

Z kolei jak zauwaza Colbourn®’ metody konstruowania dolnych i gornych ograniczen

na niezawodno$¢ sieci istnieja tylko dla pewnych klas problemow, a jako$¢ konstruowanych

¥ Por. [Ball95], .26 oraz [Nel90].
0 Por. [Colbourn98], s.10.
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ograniczen i efektywno$¢ tych algorytmoéw zalezy od klasy problemu. Ponadto, jezeli w
wyniku zastosowania tych metod nie uzyskamy wystarczajacej dokladnosci oszacowania
niezawodnosci, to na ogol nie ma mozliwosci jej poprawy na przyktad kosztem dhuzszego

czasu obliczen®'.

Zaproponowany niedawno przez Kargera [Karger95b, Karger97] probabilistyczny
schemat aproksymacyjny FPTAS do szacowania niezawodnos$ci wszystkich terminali
charakteryzuje teoretyczna ztozono$¢ czasowa O(n™’). Chociaz algorytm ten nalezy do klasy
algorytmow wielomianowych, to jego efektywnos$¢ (nawet w przypadku sieci o proste;
strukturze) wydaje sie¢ w praktyce niezbyt wysoka. Swiadcza o tym zamieszczone w pracy
[Karger97] duze czasy realizacji'’ zaimplementowanego algorytmu zaréwno dla sieci o
skomplikowanej jak i dla tych o bardzo prostej strukturze (np. cykli). Ponadto, ze wzgledu na
wykorzystanie  metody Monte Carlo, chociaz aproksymacja jest z duzym

prawdopodobienstwem poprawna, to nie jest mozliwa jej weryfikacja®.

Ze wzgledu na powyzsze ograniczenia wiele prac poswigconych jest algorytmom
znajdujacym dokladne rozwiazanie. W chwili obecnej najefektywniejsze wydaja si¢ by¢
algorytmy wykorzystujace metodg¢ dekompozycji [Beichelt91la, Beichelt91b, Carlier96].
Uwazany dotad za najefektywniejszy** algorytm faktoryzacji jest jednak znacznie prostszy
zardbwno koncepcyjnie jak i implementacyjnie. Z powyzszych wzgledoéw, a takze z uwagi na
dostrzezone mozliwosci jego dalszych modyfikacji, algorytm faktoryzacji zostanie dokladniej

omaéwiony.

* Por. [Colbourn98], s.6.

*2 Pomimo uzycia wydajnej stacji roboczej SPARC 20. Por. [Karger97], s.334.
* Ppor. [Karger97], s.334.

* Por. [Shier91], s.18, [Theologou91], s.210 i [Wood85], s.175.



3. ALGORYTM FAKTORYZACJI

Algorytm faktoryzacji wykorzystuje zdarzenia elementarne sprawnosci lub
niesprawnosci pojedynczej krawedzi. Stany grafu mozna podzieli¢ na dwa zbiory ze wzgledu
na dwa mozliwe stany krawedzi ¢; o niezawodno$ci p;. Stad niezawodnos$¢ K-terminali mozna

wyrazi¢ w postaci prostej formuty niezawodnos$ci warunkowe;j, jako:
R(Gx)= p,R(Gr|e, funkcjonuje)+ (1- p, )R(Gxle, nie funkcjonuje) (3.9)

Réwnanie (3.1) jest znane jako dekompozycja osiowa (pivotal decomposition) i
zostalo po raz pierwszy zastosowane przez Moskowitza [Moskowitz58]". Dla grafow
nieskierowanych, ktorych wezly sa niezawodne, formula ta ulega nastgpujacym

uproszczeniom:

R(GK e, funkcjonuje) pokrywa si¢ z R(G,. *e,), gdzie G,.*e, jest grafem otrzymanym z

grafu G, przez usunigcie krawedzi e, oraz polaczenie jego wierzchotkow koncowych,

R(GK e, niefunkcjonuje) odpowiada R(G, ~er.), gdzie G, —e, jest grafem otrzymanym z

grafu G, przez usunigcie krawedzi ¢, , ale pozostawienie wierzchotkéw koncowych.

Twierdzenie faktoryzacji jest topologiczng interpretacja formuty (3.1) dla grafow
nieskierowanych.
Twierdzenie 1 (Twierdzenie faktoryzaciji)

Niezawodno$¢ K-terminali sieci probabilistycznej reprezentowanej poprzez graf G

z wyroznionym podzbiorem weztow K mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

R(Gy )= p,RGy. *e,)+ (1= pR(Gy —e,), @2

gdzie:

e, —dowolna krawedz grafu Gg;

* Por. [Satyanarayana83], s.109.



Gy *e,=(V-u-v+wE—e) w=uuv;

K jezeli u,ve K,
{K—u—v+w jezeli ue K lub ve K;
Gy—e, =(V,E-e,).

Obliczenia realizowane na skutek rekurencyjnego stosowania réwnania (3.1) lub (3.2)
na kazdym podproblemie mozna zaprezentowa¢ za pomoca binarnego drzewa obliczen.
Binarne drzewo obliczen zawiera 2" lisci*®, co odpowiada wyliczaniu wszystkich mozliwych
stanéw z przestrzeni stanéw. Mine [Mine59], Wing i Demetriou [Wing64] oraz Brown
[Brown71] wykorzystywali do obliczania niezawodno$ci sieci probabilistycznych réwnanie
(3.1). Metoda ta jest bardzo nieefektywna, gdyz sposrod 2" lisci wiele odpowiada stanom w
ktorych wezly zawarte w podzbiorze weztow K sa roziaczone. Mozna unikna¢ generowania
takich stanow, stosujac odpowiednia strategie selekcji krawedzi, na ktorych dokonywana jest
faktoryzacja, czyli dekompozycji problemu. Sposob uzyskania optymalnego drzewa obliczen

mozna znalez¢ w [Satyanarayana83, Wood85].

Wykorzystujac ~ twierdzenie  faktoryzacji  niezawodno$¢ ~ K-terminali  sieci
reprezentowanej poprzez graf G, mozna wyrazi¢ w funkcji niezawodno$ci dwoch prostszych
sieci. Graf bedacy reprezentacja pierwszej sieci zawiera o jedna krawedz mniej niz graf G,
za$ graf bedacy reprezentacja drugiej sieci zawiera o jedna krawedz i o jeden wierzcholek

mniej niz graf G, . Istotng zaleta rownania (3.2) w stosunku do réwnania (3.1) jest mozliwos¢
wystgpowania szeregowych i rownolegtych krawedzi w obu rozpatrywanych grafach G,. *¢,
oraz G, —e,. W takich sytuacjach mozna zastosowa¢, wymagajace jedynie wielomianowego

czasu wykonania, zachowujace niezawodnosc¢ redukcje grafu uzyskujac znaczne zmniejszenie

binarnego drzewa obliczen.

Niezawodno$¢ K-terminali moze by¢ obliczona, dla dowolnej sieci, poprzez
rekurencyjne wywotywanie formuly (3.2) i dokonywanie zachowujacych niezawodnos¢
redukcji. Grafy rozpatrywane w wyniku rekurencyjnego wywotywania tej formuly sa coraz
prostsze. Procedura ta odpowiada konstruowaniu drzewa binarnego. Otrzymywane w ten
sposob grafy moga rowniez podlega¢ zachowujacym niezawodnos¢ redukcjom, co wpltywa na
znaczne zwiekszenie efektywnosci algorytmu. W koncu grafy sa redukowane do prostych

struktur (np. pojedynczych krawedzi), dla ktérych niezawodno$¢ mozna bardzo prosto

* Gdzie b jest liczba krawedzi grafu.
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obliczy¢ lub wierzchotki nalezace do zbioru K staja si¢ roztaczone (niezawodno$¢ K-terminali
sieci reprezentowanej poprzez taki graf wynosi zero). W ten sposéb mozna obliczy¢

niezawodno$¢ K-terminali dowolnej sieci.

Od poczatku lat siedemdziesiatych wielokrotnie wykorzystano zaréwno twierdzenie
faktoryzacji, jak i zachowujace niezawodnos$¢ redukcje grafu do efektywnego obliczania
niezawodnos$ci sieci [Carlier91, Choi95, De092, Lai9%4, Page88, Page89, ResendeMS6,
Resendel.88, Satyanarayana83, Theologou91, Wood85, Wood86, Wood89]. Opracowano i
udoskonalono zachowujace niezawodno$¢ redukcje grafu, w szczegolnosci redukcje
wielokata do tancucha (polygon-to-chain reductions) [Satyanarayana82a, Wood82,
ResendeM86, Wood85, Lai94, Choi95]. Carlier i Theologou wykorzystywali dwuspdjna
dekompozycje [Carlier91, Theologou91]. Wood zaproponowat technikg tréjspojnej
dekompozycji (triconnected decomposition) [Wood89] w celu dalszego zwigkszenia
efektywno$ci  algorytmu  faktoryzacji. Deo i Medidi [Deo92] zaprojektowali
i zaimplementowali zréwnoleglone wersje najefektywniejszych ich zdaniem algorytmow

sekwencyjnych w tym algorytmu faktoryzacji opisanego przez Page i Perry [Page88].

Theologou i Carlier [Theologou91] przedstawili modyfikacje algorytmu faktoryzacji
do efektywnego obliczania niezawodnosci K-terminali sieci, ktorych nie tylko tacza, lecz
takze wezly sa zawodne. Zaproponowana przez nich modyfikacja algorytmu faktoryzacji jest
o tyle istotna, ze stosunkowo niskim kosztem zwigksza obszar zastosowan algorytmow
faktoryzacji. Zaprezentowany algorytm wykorzystywat dwuspojna dekompozycjg oraz proste
redukcje grafu (szeregowe, rownolegle i stopnia drugiego) bez redukcji wielokata do
lancucha, ktorych autorzy nie potrafili zastosowa¢ do sieci o zawodnych weztach. Sposob
wykorzystania redukcji wielokata do tancucha rowniez w przypadku zawodnych weztow

zaproponowat kilka lat pozniej Lai [Lai94].

Technika aproksymacji na bazie algorytmu faktoryzacji zostata najprawdopodobniej
po raz pierwszy zaproponowana przez Balla i Van Slyke'a [Ball77]"” i wykorzystywana
pozniej przez Carliera i Theologou [Carlier91] oraz Feo i Johnsona [Feo90]. Moze ona
znalez¢ zastosowanie w trudnych obliczeniowo przypadkach analizy niezawodnosci
ztozonych sieci. Zamiast okres$lenia doktadnej warto$ci niezawodno$ci K-terminali, technika
ta umozliwia szybsze okreslenie gornego i dolnego ograniczenia na warto$¢ niezawodnosci

K-terminali.

¥ Por. [Fe090] 5.291.
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Algorytm faktoryzacji uzupetniony o funkcje redukeji grafu mozna opisa¢ w postaci

nastepujacej trojki (Fo, R, S), gdzie:
F — szkielet algorytmu obliczania niezawodno$ci wykorzystujacy twierdzenie faktoryzacji,
R — zbior zachowujacych niezawodno$¢ redukceji 1 dekompozycji grafu,

S — strategia wybierania krawedzi grafu do faktoryzacji (dekompozycji problemu).

3.1. ZACHOWUJACE NIEZAWODNOSC REDUKCJE | DEKOMPOZYCJE GRAFU

Aby zredukowa¢ rozmiar badanych grafow, a co za tym idzie takze rozmiar
przestrzeni stanéw rozpatrywanego problemu niezawodnosci K-terminali, czyli zlozonos¢
problemu, mozna zastosowa¢ zachowujace niezawodno$¢ redukcje grafu (reliability
preserving reductions) ze zbioru R. Redukcje te wymagaja tylko wielomianowego czasu
wykonania® zmniejszajac wykladnicza przestrzen stanéw problemu. Redukcje zmieniaja graf

G, topologicznie i probabilistycznie przeksztatcajac go do postaci G'y. tak, ze:
R(G,)=2,+Q2,R(G'.) (3.3)

Q, i Q, sa stalymi uzyskanymi wylacznie z oryginalnego grafu G, . Ta ogélna formuta jest
czesto upraszczana do postaci, ktora zawiera jedynie statq multiplikatywna € = Q,. Poniewaz
wigkszo$¢ redukcji wykorzystuje jedynie stala multiplikatywna réwnanie (3.3) przyjmuje
nastgpujaca postac:

R(G)=QR(G'y.) (3.4)

Dekompozycja grafu, podobnie jak redukcja, zastgpuje podgraf grafu G, prostszym
podgrafem zachowujac niezawodno$¢. Roznica w stosunku do redukcji polega na tym, ze
niezawodnosci krawedzi w podgrafie jak i1 stala multiplikatywna € sa obliczane przez

wywolanie algorytmu obliczania niezawodnosci®’.

* Por. [Wood85], 5.175 i [Satyanarayana83], s.114.
* Por. [Wo0d89], 5.207.
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W dalszej cze$ci rozdziatu zostang przedstawione wykorzystywane w praktyce
redukcje grafu®” i najprostsza dwuspéjna dekompozycija (biconnected decomposition) grafu.
Redukcje R1, R2 i R3 sa najczesciej stosowane. Zwykle okreslane sa one mianem redukcji

prostych lub standardowych. Najmniej znane’' i najrzadziej stosowane sa redukcje R7 i RS.

RO redukcja stopnia 1 (degree-1 reduction)

Jesli e. = (u,v) bedzie krawedzia w grafie G, a wierzcholek v bedzie stopnia jeden

tzn.deg(v) =1, to wtedy:

G.=G.*e,=(V-u—v+wE—e) w=uuyv,

K':{K jezeli u,ve K
K—-u—-v+w jezeliue K lub ve K.

1 jezelive K

{p” jezelive K

R1 Redukcja rownolegla (parallel reduction)

Gk e.=(u,v) ep=(u,v)
Gy e.=(u,v)
pe=1-quqp
£2,=0, £,=1
K'=K

% Oznaczenia wierzcholkéw na rysunkach opisujacych redukcje sa zgodne z indeksem zamieszczonym na koficu
pracy. Opis redukcji mozna znalez¢ takze w pracy [Wood86], s.272-273 oraz [Wood85], s.177-178.
* Por. [Wood86], 5.272.
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R2 Redukcja szeregowa (series reduction)

"
G e () _ & e.=(u,v) ep=(v,w)
N
veK
l redukcja
e.=(u,w)
Pe=PaPb
Q;ZO. 92:}
K'=K

R3 Redukcja stopnia 2 (degree-2 reduction)

i V w
Gy . €q ’ €p . e.=(u,v) ep=(v, w)

u,v,wek
l redukcja dé’j,’(l’)=2

|43 W

G’k .—"—. ec=(u,w)

pPe=pPaPr/(1-qaqs)
Qf :0, !22':(]'(}”5}!))
K'=K-v

R4 Redukcje wielokata do lancucha (polygon-to-chain reduction)

Satyanarayana i Wood [Satyanarayana82a, Wood82, Wood85] zaproponowali
redukcje R4, wielokata do tancucha (polygon-to-chain reductions). Jezeli po zastosowaniu
redukcji R1, R2, R3 graf zawiera wielokat, to przybiera on jedna z siedmiu postaci 1 mozna
go zastapi¢ przez tancuch sktadajacy si¢ z 1, 2 lub 3 krawedzi. Redukcje te moga zmniejszy¢
wysitek obliczeniowy wymagany do obliczenia niezawodnos$ci za pomoca algorytmu

faktoryzacji. Ponizsza tabela zawiera wszystkie siedem redukcji wielokata do tancucha:
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Niezawodnosci taczy

Wielokat tancuch Formuty redukcji
tancucha
0=GaPbqc pr=/(0r+6)
€y cp — e, e, 5
: SO—@—0O< B=paqoqc ps=8/(p+5)
(-". e
(1)
. { 8=papspel1+(qa/Pa)+ (qo/Po)+ (qe/Pe)] | L2=(0r+6)(B+6)/5
u Zh % e, e,
~ - ~ 2,=0
E €.
(2)
0=PaqoqcPa+qaPePcqa+ GaPoqcPd
. €, €y -~
/ B=PaqsPcqs
0=PapePcPal 1+(qa/Pa)+
(Qv/Pe)+(qc/Pe)+(qa/Pa)]
0=QaPoqcPd pr=y/[(a+y)
. e, €, €,
= - B=pageqePa+ QapPsPcqad ps=Y/(B+7)
0=PaqbPcqd p=Y/(6+Y)
Y=PaPoPcPd 1+(qa/pa)+
(qo/po)+(qo/Pc)+(qs/Pa)]
Kl > 2 =QaPpPcqa !22:(a+y)(ﬂ+w(5+y)/};
- e, e, € B=paqspcqqd Q=0
0=PaPpqecqd
Y=PaPoPcPal 1+(qa/pa)+

(qu/Po)+(qe/Pe)+(qe/Pa)]

O=qaPbPcqdPe

B=Paqepc(PeQe+qape)+
Pb(qaPcPdqe+PaqcqaPe)

0= PapvqcPdQe

Y=PaPoPePaPel 1+(qa/Pa)+
(qo/Po)+(qe/Pe)+(qa/Pa)+ (Qe/Pe)]

0=qaPsPcqaPelt

| B=Paqspe(qopePr+PaQePrPaPeqr)+

PaPbqcPi(Pae+qaPe)+
GaPoPePa(qePr+Peqr)

8= paPpqePdPeqt

Y=PaPbPcPaPePi 1+(qa/Pa)+(qs/Pb)+(qe
/Pe)+(qo/Pa)+(qe/Pe)+(qPr)]

c.d. tabeli na nastepnej stronie
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Wielokat tancuch Formuty redukcji Niezawodnosci taczy
tancucha
0=GaPoPeqd Pr=(Po+PaQbPePa)/S22
B=paqopcqq $22=Pp+PaGbPe
(5b) | 6=PapPsqcqd ;=0
Y=PaPePcPal1+(qa/Pa)+

(qo/Po)+(qc/Pe)+(qo/Pa)]

Tabela 1. Redukcje wielokata do taricucha (polygon-to-chain reductions) zaproponowane przez
Satyanarayane i Wooda

R5 Sciagniecie mostu (bridge contraction reduction)

Jesli krawedz e, = (u,v) bedzie istotnym mostem (relevant bridge)™, to wtedy:

Gy=Gc*e,=(V-u—-v+w,E-e), w=uuv,

K= {K jezeli u,ve K
K—-u-v+w jezeliue K lub ve K.

02, =09, =p,

Redukcja ta jest w istocie uogdlnieniem redukcji RO. Jezeli krawedz e, jest zakonczona

wierzchotkiem ve K o deg(v)=1, to ma miejsce redukcja RO.

R6. Usunigcie nieistotnego skladnika (irrelevant component deletion)

Jesli G* = (Vo, EU) bedzie spojnym sktadnikiem grafu G potaczonym z reszta grafu
poprzez wezet rozdzielajacy v° oraz jezeli K N (V” —v° ): ¢, to sktadnik G’ jest nieistotny i
redukcja polega na usunigciu tego sktadnika:

G'si= G~ V" -°),
K'=K,
£, =0,8; =1.

52 i i e .
*“ Definicje terminéw w rozdziale 1.1.
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R7. Redukcja stopnia 3 (degree-3 reduction)

i

e,=(u,x)
ep=(x,v)
e=(x,y)
K={uyv]

l redukcja ;
G'x= GK‘erJ‘gfj'ec'+e:'+f'-.v

i

G'r e,=(u,y)
es=(v,y)

Pr=pa/l PatqaPc)
Ps=pp/( Pp+qppc)

£2,=0,

$%=( pr+qepe)( Pr+qiPc)

'@

}}

R8. Redukcja trywialna (frivial reduction)
Jesli e, =(u,v) bedzie jedna z krawedzi grafu G, gdzie K ={u,v}, to wtedy:

G o=G~e ; K=K, B:=p;: 8 =4,

Redukcja ta nosi nazwe redukcji trywialnej, gdyz jest wynikiem faktoryzacji na krawedzi e, .

Jest to przyktad redukcji z niezerowym wyrazeniem addytywnym £, .

D1. Dwuspéjna dekompozycja (biconnected decomposition)

Dekompozycja grafu na dwuspdjne czesci nosi nazweg dwuspdjnej dekompozyciji.
Niezawodno$¢ grafu rozdzielnego (czyli grafu spojnego, ktorego spojnos¢ wierzchotkowa
wynosi jeden) jest iloczynem niezawodno$ci dwuspdjnych czgsci.

Przyktadowo niech G, sklada sig z dwoch dwuspojnych czesci tak, ze
G, =G' UG, VV'={}, ENE'=0, K-v2@ i K'-vz@. Wtdy
R(G,)=R(G',.)R(G";.) co mozna zapisa¢ podobnie jak w przypadku redukeji
R(G,)=QR(G",.), ale Q bedzie obliczana poprzez wywotanie algorytmu obliczania

niezawodnosci.
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Techniki redukcji jak i dekompozycji grafu redukuja zlozonos¢ obliczeniowa
algorytmu faktoryzacji. Redukcje wymagaja tylko wielomianowego czasu wykonania
zmniejszajac wykladnicza przestrzen stanow problemu, podczas gdy dekompozycje moga
wymaga¢ wyktadniczego czasu wykonania. Z tego wzgledu uzycie dekompozycji nie zawsze

jest uzyteczne (uzycie dwuspdjnej dekompozycji jest zawsze uzyteczne) 3

3.2. STRATEGIA WYBIERANIA KRAWEDZI GRAFU DO FAKTORYZACJI

Strategia S wybierania krawedzi grafu do faktoryzacji, czyli strategia dekompozycji
problemu, jest zbiorem regul wskazujacych, ktére krawedzie moga by¢ wybrane do
faktoryzacji. Strategia taka jest dobrze zdefiniowana tylko wtedy, gdy w kazdym stanie, w
ktorym moze si¢ znalez¢ algorytm faktoryzacji, istnieje co najmniej jedna krawedz, ktora

spetnia reguty strategii.

Przykladowo strategia S moze by¢ okres$lona nastgpujaco:
S = {Dowolna krawedz e=(u, v)e E moze by¢ wybrana, jezeli ue K lub ve K }.

Jezeli realizacja strategii dekompozycji problemu jak 1 zachowujacych niezawodnos$¢
redukciji dla dowolnego grafu G, jest ograniczona wielomianowo w funkcji rozmiaru grafu,
to obliczenia reprezentowane za pomoca binarnego drzewa obliczen sa proporcjonalne do
liczby lisci tego drzewa. W takiej sytuacji optymalne binarne drzewo obliczen otrzymane na
skutek rekurencyjnego stosowania rownania (2) to takie drzewo, ktore ma minimalna liczbg
lisci.

Optymalna strategia selekcji krawedzi do faktoryzacji, czyli dekompozycji problemu
zalezy od zastosowanych zachowujacych niezawodno$¢ redukcji grafu. Satyanarayana i
Chang [Satyanarayana83] badali algorytm faktoryzacji wykorzystujacy redukcje szeregowo-

rownolegle do obliczania niezawodnos$ci K-terminali. Pokazali, ze dla K-grafu G, wybor
dowolnej krawedzi e, takiej, ze zarowno Gy *e¢,, jak i G, —e; sa K-grafami, jest warunkiem
koniecznym 1 wystarczajacym do wuzyskania optymalnego drzewa obliczen, czyli

minimalizacji czasu obliczen dla tak skonstruowanego algorytmu. Roéwniez Wood w swojej

* Por. [Wood89], 5.207.
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pracy [Wood86] rozwazal optymalne strategie dekompozycji problemu dla algorytmow

faktoryzacji wykorzystujacych rézne zbiory zachowujacych niezawodnos$¢ redukcji grafu.

3.3. SZKIELET ALGORYTMU FAKTORYZACJI

Parametry wej$ciowe: Graf nieskierowany Gy z odpowiednimi niezawodno$ciami krawedzi

i wyr6znionym podzbiorem wierzchotkow K. Graf nie zawiera krawedzi réwnoleglych i petli

wlasnych.

Rezultat: Niezawodno$¢ K-terminali grafu Gg.

Prob (Gg)
{
1£(|K|==1)
return(l) ;
else

{
if (na grafie Gy mozna przeprowadzié¢ redukcje ze zbioru R)
{
Zredukuj Gy do postaci G’y ;

return (2,*Prob(G’x.));//gdzie Q, jest odpowiednim wsp.
}
else
{
Wybierz krawedZ e uzywajac strategii S;
Usun krawedzZz e tworzac Gyg-e;
if (wezly w K sa roziaczone)
P1=0
else
Pl=Prob (Gx-e) ;
Potacz wierzchotki na koncach krawedzi e tworzac Gi*e;
P2==Prob (Gx*e) ;
return((l-p)*P1l + p*P2); //gdzie p oznacza niezawodnosd
//krawedzi e
}
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3.4. PRZYKLAD ZASTOSOWANIA ALGORYTMU
Ponizej zaprezentowano przyktad zastosowania algorytmu faktoryzacji do obliczenia
niezawodno$ci dwoch terminali (‘K|:2) prostej sieci o pieciu wierzchotkach i siedmiu

krawgdziach reprezentowanej poprzez graf G, . Binarne drzewo obliczen (BDO) algorytmu

faktoryzacji wyglada nastgpujaco:

Faktoryzacja na grafie Gk

redukcja i redukcja
8=3I5
8 ((1*3)12)*((5*7)16)
2 \J &
1 7
o O ©
¢ redukcja ¢ redukcja
Q-0 O "0

gdzie:

* redukcja szeregowa,

| redukcja rownolegta;

. wezly nalezace do zbioru K;

o wezly nie nalezace do zbioru K;

Niezawodnos$¢ K-terminali sieci reprezentowanej poprzez graf G, :
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R(Gk)=p4[(1-q3q5) (1-q1 q2) (1-q6 G7)+q3 g5 (P1 p7+P2 Ps-P1 P2 Ps P7) ]+

q4(p1p3+ p2-pi1p2p3:)(psp7+ Ps- PsPsP7).

3.5. PODSUMOWANIE ROZDZIALU

Whiesiono wielki wktad w udoskonalenie pierwotnej wersji algorytmu faktoryzacji.
Zastosowano, wymagajace jedynie wielomianowego czasu wykonania, zachowujace
niezawodno$¢ redukcje grafu, uzyskujac znaczne zmniejszenie binarnego drzewa obliczen.
Opracowano rowniez efektywne strategie selekcji krawedzi do faktoryzacji. Jednakze ze
wzgledu na konieczno$¢ analizy coraz bardziej skomplikowanych sieci, efektywnos¢
zaproponowanych algorytmow faktoryzacji jest weigz niewystarczajaca. Istnieje wige naglaca

potrzeba dalszych modyfikacji w celu uzyskania jeszcze efektywniejszych algorytmoéw.



4. ANALIZA PESYMISTYCZNEJ ZLOZONOSCI OBLICZENIOWEJ
ALGORYTMOW FAKTORYZACJI

Na zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu sktada sie ztoZzono$¢ czasowa i pamigciowa.
Ztozono$¢ pamigciowa jest zwykle wyrazana w slowach pamigei maszyny. Zlozonos¢
czasowa wyraza si¢ poprzez, charakterystyczne dla rozpatrywanego algorytmu, operacje
dominujace — takie, ze taczna ich liczba jest proporcjonalna do liczby wykonan wszystkich

operacji jednostkowych.

Zlozono$¢ obliczeniowa traktuje si¢ zwykle jako funkcje rozmiaru danych
wejsciowych n. W zaleznosci od charakteru problemu moze to byc¢ liczba elementow w ciagu
wejSciowym, catkowita liczba bitow czy, jak to ma miejsce w przypadku grafow, liczba

krawedzi i/lub wierzchotkéw. Rozpatruje sig:

o zlozono$¢ pesymistyczna, ktora jest definiowana jako ilos¢ zasobow komputerowych,

potrzebnych przy ,,najgorszych” danych wejsciowych rozmiaru n;

e zlozono$¢ $rednia, ktora jest definiowana jako ilo§¢ zasobow komputerowych,

potrzebnych przy ,.typowych” danych wejsciowych rozmiaru n;

e zlozono$¢ optymistyczna, ktora jest definiowana jako ilo$¢ zasobow komputerowych,

potrzebnych przy ,,najlepszych” danych wejSciowych rozmiaru n.

W istocie nie wszystkie problemy o tym samym rozmiarze wymagaja tego samego
wysilku obliczeniowego. Istotny wplyw na ztozono$¢ obliczeniowa ma struktura problemu.
Zwykle w takim przypadku jako miarg zlozonosci obliczeniowej algorytmu wykorzystuje sig
funkcje zlozonosci pesymistycznej _{'(n)'“. ktora okresla maksymalng ilo$¢ zasobow
komputerowych (czy to czasu procesora, czy rozmiaru pamigci) dla instancji problemu o
rozmiarze n. ROwniez w niniejszej pracy rozwazana bedzie pesymistyczna zlozono$¢

obliczeniowa algorytméw faktoryzacji.

W rozdziale tym zaprezentowano znane z literatury metody analizy pesymistyczne;j

ztozonosci niektoérych algorytmow faktoryzacji.

* Por. [Shier91], s.18.
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4.1. ZLOZONOSC CZASOWA ALGORYTMOW FAKTORYZACJI

Chcac oszacowaé ztozono$¢ czasowa algorytmow faktoryzacji, nalezy uwzgledni¢
ztozono$¢ operacji dokonywanych w poszczegolnych weztach BDO, jak rowniez liczbe
wezltow (lisci) BDO. W poszczegolnych weztach BDO realizowane sg typowe dla wigkszosci
algorytmow faktoryzacji procedury redukcji grafu i selekcji krawedzi do faktoryzacii.
Poniewaz operacje dokonywane w poszczegélnych weztach BDO wymagaja jedynie
wielomianowej (w funkcji rozmiaru problemu) liczby operacji [Satyanarayana83], znacznie
istotniejsza z punktu widzenia ztozono$ci czasowej algorytmow faktoryzacji jest liczba

weziow BDO.

Przez C(n,b) oznaczmy zlozono$é czasowa operacji wykonywanych w dowolnym
wezle binarnego drzewa obliczen. Niech N(G, ), I(G,) i L(G,) oznaczaja odpowiednio
liczbe wezlow, liczbe weztow wewnetrznych (czyli nie bedacych lisémi) i liczbg lisci BDO,
ktore taczy zaleznos¢ N(G,)=1(G)+L(G,). Calkowita liczba wywolan funkcji
rekurencyjnej Prob algorytmu faktoryzacji rowna jest liczbie weztow N (G, ) binarnego
drzewa obliczen. Poniewaz jednak drzewo obliczef jest drzewem binarnym, liczbe lisci

_ NG )+1

L(G,) zwykle uzywa si¢ jako miary zloZzono$ci czasowej algorytméw

faktoryzacji [Satyanarayana83, Wood86, Carlier91, Theologou91]. OczywiScie zamiennie

moga by¢ rowniez uzywane takie miary, jak liczba weztéw  wewngtrznych

[(GK): N(Gg)_l

i catkowita liczba wezkéow N(G, ) binarnego drzewa obliczen™.
Graf sieci, dla ktorej obliczamy niezawodno$¢ K-terminali, jest korzeniem binarnego
drzewa obliczen, a grafy indukowane powstajace w wyniku faktoryzacji i redukcji sa weztami

tego drzewa.

% Miary te moga by¢ uzywane zamiennie, gdyz liczba lisci BDO jest dokladnie o jeden wigksza niz liczba
wezlow wewnetrznych, zas liczba weztow BDO jest rowna sumie liczby lisci i liczby weziow wewnetrznych

BDO.
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4.1.1. Niezmienniki grafu a twierdzenie faktoryzacji

Niezmiennikiem (invariant) grafu G jest liczba, ktoéra jest identyczna dla wszystkich
graféw izomorficznych do grafu G . Wiasciwosci pewnych niezmiennikow graféw przyjmuja
forme twierdzenia faktoryzacji. Twierdzenie faktoryzacji zdefiniowane na grafie G, z
wykorzystaniem dowolnej krawgdzi e, =(u,v)e E i funkcji f(GK) przyjmujacej wartosci
rzeczywiste definiuje nastgpujaca relacjg:
f(Gi)=8(e)f Gy *e)+ g,(e)f Gy =€),
gdzie:

g,(e.) i g,(e,) sa funkcjami rzeczywistymi,

G*e.=(V-u-v+uuv,E-e) i G-¢,=(V,E- e,) sa grafami indukowanymi (induced
graphs) przez faktoryzacje,

K'1 K" sa podzbiorami wezlow.

Funkcja f(G) odpowiada zwykle pewnym niezmiennikom grafu™.

4.1.2. Wykorzystanie niezmiennikéw graféw do analizy ztozonosci niektorych

algorytmow faktoryzacji

Bodaj najbardziej znanym niezmiennikiem grafu, ktérego jedna z wlasnosci przyjmuje

forme twierdzenia faktoryzacii, jest liczba drzew rozpinajacych grafu r(G).
Drzewa rozpinajqce

Niezmiennik: 7(G) jest liczba drzew rozpinajacych grafu G

Wiasnosé 1 ([Wood86])

(a) r(G)=r(G*e,)+r(G—e,) - twierdzenie faktoryzacji;

(b) 1(G)=r(G*e,),jezeli e, jest mostem;

(c) r(G)=0,jezeli G jest niespdjny.

% Por. [Wood86], s.274.



48

Liczba drzew rozpinajacych jest wykorzystywana do analizy ztozonosci czasowe) obliczania
problemu niezawodnosci wszystkich terminali przez prosty algorytm faktoryzacji w postaci

(Fo, R1={RS5, R6}, S=S,),
gdzie: Sy jest dowolna strategia selekcji krawgdzi grafu.

Wood pokazal, ze algorytm ten produkuje liczbe lisci binarnego drzewa obliczen L(G, )
réwna liczbie drzew rozpinajacych »(G).
Twierdzenie 2 ([Wood86])

Dla algorytmu w postaci (Fy, {RS, R6}, S) stosowanego do rozwiazania problemu
niezawodno$ci wszystkich terminali, dowolna strategia selekcji krawedzi S=S; jest optymalna
i produkuje L(G, )= r(G).

Wykorzystujac to twierdzenie mozna oszacowacé ztozonos¢ czasowa algorytmu (F,
{R5, R6}, S).

Twierdzenie 3

Pesymistyczna ztozono$¢ czasowa algorytmu (Fy, {RS, R6}, S) stosowanego do
rozwiazania problemu niezawodno$ci wszystkich terminali wynosi O(C(n,b)r(G)), czyli
O(C(n,b)n"?), gdzie n jest liczba wierzchotkow, b jest liczba krawedzi grafu, a C(n,b)
oznacza zlozono$¢ czasowg operacji wykonywanych w dowolnym wezle binarnego drzewa

obliczen, natomiast r(G ) jest liczba drzew rozpinajacych.
Dowaod:

Ztozono$¢ czasowa algorytmu mozna oszacowaé przez O(C(n.b)L(G,)). Z
twierdzenia 2 wynika, ze L(G,)=r(G). Oczywiste jest, ze sposrod wszystkich grafow o
danej liczbie wierzchotkow n, graf pelny charakteryzuje si¢ najwigksza liczba drzew
rozpinajacych. Dla zaetykietowanego grafu peilnego liczba drzew rozpinajacych jest liczba

réznych drzew zaetykietowanych o n wierzchotkach. Twierdzenie o liczbie drzew

sformutowatl po raz pierwszy Cayley, stad nazywa si¢ je twierdzeniem Cayleya.

Twierdzenie 4 (Cayleya)®’

Liczba drzew zaetykietowanych o n wierzchotkach (n >2) wynosi n"™

7 Deo [Deo80] zamiescil na s.313 dowod tego twierdzenia, a na s.81 mozna znalez¢ odsylacz do literatury

zawierajacej podsumowanie dziesigciu dowodow wykorzystujacych rézne podejscia.
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Stad r(G)S n"?. Chcac oszacowaé zlozono$é czasowa nalezy uwzglednié, ze w kazdym
wezle binarnego drzewa obliczen algorytmu faktoryzacji wykonywane sa pewne operacje (np.
redukcje grafu czy selekcja krawedzi do faktoryzacji), ktorych ztozonos¢ czasowa mozna

oszacowa¢ przez C(n,b). Stad pesymistyczna ztozono$é czasowa algorytmu (Fo, {RS, R6},
S1) mozna oszacowac przez ()(C(Jf'z,fz;)n”'2 )
¢.n.d

Innym przyktadem niezmiennika grafu, ktorego jedna z wiasnosci przyjmuje formeg

twierdzenia faktoryzacji, jest dominacja.
. .5
Dominacja 8

Niezmiennik: D(G)=|N, - N,

Wiasnos¢ 2 ([Wood86])

(a) Jezeli D(G,)>0,t0 D(G,)=D(G, *e)+ D(G, —e) — twierdzenie faktoryzacji;

(b) D(G, ) jest niezmiennikiem ze wzgledu na redukeje R1, R2 i R5 (takze RO);

(¢c) D(G,)=0,jezeli G jest niekoherentny;

(d) D(GX )=1, jezeli G, jest K-drzewem lub jest redukowalny do K-drzewa poprzez
redukcje szeregowo-rownolegle.

Dominacja jest przydatna w analizie ztozonos$ci czasowej obliczania problemu niezawodnosci

K-terminali przez algorytm faktoryzacji w postaci (Fyp, R=Rj, S=8,), gdzie
R,={Zbior redukcji, ktore nie zmieniaja D(G, ) np. R1, R2, R5};

S,={Wybierz dowolna krawedz e, € E taka, ze zarowno G, *e,, jak 1 Gy —e, sa
koherentne }.

Dla tego algorytmu Wood udowodnit nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 5 ((Wood86])

Dla algorytmu w postaci (Fy, {R1, R2, R5}, S) strategia selekcji krawedzi S=8S, jest

optymalna do rozwiazania dowolnego problemu niezawodno$ci K-terminali na grafie G, i

L(G;{ ): D(GK )

¥ Definicje podstawowych poje¢ z teorii graféw znajduja si¢ w rozdziale 1.1.
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Wykorzystujac to twierdzenie mozna oszacowac pesymistyczng ztozono$¢ czasowaq

algorytmu (Fy, {R1, R2, R5}, S).
Twierdzenie 6

Pesymistyczna ztozono$¢ czasowa algorytmu obliczania niezawodno$ci K-terminali w
postaci (Fy, {R1, R2, RS}, S,) wynosi O(C(n,b)D(G, )), czyli O(C(n,b)Yn—1)), gdzie n jest
liczba wierzchotkow, b liczba krawedzi grafu, C(n,b) oznacza ztozono$¢ czasowa operacjl

wykonywanych w dowolnym wezle binarnego drzewa obliczen, a D(G, ) oznacza dominacje.

Dowdd:
Satyanarayana i Chang udowodnili nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 7 ([Satyanarayana83])
Jezeli graf G, jest grafem pelnym o n wierzchotkach, to D(GK)= QKj— IXn —2)! dla

K|22.

Satyanarayana i Chang’’ pokazali rowniez, ze prawdziwa jest nastgpujaca whasnos¢:
Wiasnos¢ 3 ([Satyanarayana83])

Maksymalna mozliwa wartos¢ D(G, ) dla dowolnego grafu o n wierzchotkach wynosi
(K|-1)n-2).

Z twierdzenia 7. 1 wlasnosci 3. wynika, ze sposrod grafow o okreslonej liczbie wierzchotkow
najwigksza warto$¢ dominacji ma graf pelny, ktorego wszystkie wezty naleza do zbioru K. W
tym przypadku D(G, )= (n—1)!. Pesymistyczna ztozono$¢ czasowa algorytmu jest liczona
dla ,,najgorszych” danych wej$ciowych o rozmiarze n, czyli w tym przypadku dla problemu
obliczania niezawodnosci wszystkich terminali sieci reprezentowanej poprzez graf peiny.
Chcac oszacowaé zbozonoé¢ czasowa nalezy uwzglednié¢ ztozono$é czasowa C(n,b) operacji
dokonywanych w poszczegdlnych weztach BDO. Z tego wynika, ze pesymistyczna ztozono$¢

czasowa algorytmu w postaci (Fp, {R1, R2, R5}, S,) wynosi O(C(n,b)n—1)).

* Por. [Satayanarayana83], s.115.
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W wyniku zastosowania odpowiedniego zbioru redukcji uzyskano wigc znaczne
zwigkszenie efektywnosci algorytmu w poroéwnaniu do algorytmu w postaci (Fy, {RS, R6},

S1). Generalnie zachodzi nastgpujaca nierownos¢ D(G, ) < r(G).

Satayanarayana i Chang pierwsi uzyli niezmiennika grafu okreslanego jako minimalna

L. : : i . . 160
dominacja do analizy problemu niezawodnosci wszystkich terminali™.

5 3 |
Minimalna dominacja

Niezmiennik: u(G)= KT,}{_‘, D(Gy ).

Wiasnoscé 4 ([(Wood86])

(a) Jezeli u(G)>0,to u(G)=pu(G—e, )+ u(G*e,) — twierdzenie faktoryzacji;

(b) Jezeli u(G)>0, to u(G) jest niezmiennikiem ze wzgledu na redukcje szeregowe i

rownolegle;
(¢) u(G)>0,jezeli G nie ma petli wlasnych i jest dwuspojny;

(d) u(G)=1, jezeli G jest pojedyncza krawedzia lub dwuspdjnym szeregowo-réwnolegtym
grafem.
Satayanarayana i1 Chang udowodnili, ze w przypadku analizy niezawodnosci
wszystkich terminali, algorytm w postaci (Fy, {R1, R3}, S3) wykorzystujacy optymalng
strategi¢ selekcji krawedzi Sz, produkuje liczbg lisci réwna minimalnej dominacji, czyli

L(Gv):y(G). Poniewaz u(G)= m,}{_hD(Gx)’ to problem obliczenia niezawodnosci

ki
wszystkich terminali za pomoca algorytmu (Fy, {R1, R3}, S3) jest tak fatwy, jak najtatwiejszy
problem obliczenia niezawodnosci dwdch terminali za pomoca algorytmu (Fy, {R1, R2, RS},
Sz).

Wood [Wood85, Wood86] wykazal, ze L(GK)=;1(G)S(n—2)! jest osiagalne dla
algorytmu (Fy, {R1, R2, R3, R4}, Sy) w przypadkach granicznych, gdy 2<|K|<5 oraz
n—2 S[K ‘ <n przy restrykcjach odnosnie stosowanej strategii selekcji krawedzi S4 1 grafu
G, . Graf G, musi by¢ dwuspojny 1 bez petli wlasnych, a strategia selekcji krawedzi musi

by¢ zdefiniowana nastgpujaco:

“ Por. [Wood86], 5.276.
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Ss = {Wybierz dowolna krawedz ¢, € E taka, ze zarowno G,. *e,, jak i G —e, nie maja

petli whasnych 1 sa dwuspojne}.

4.2. ZLOZONOSC PAMIECIOWA ALGORYTMOW FAKTORYZACJI

W odréznieniu od zlozonosci czasowej, zlozonos¢ pamigciowa algorytmow
faktoryzacji jest zdecydowanie rzadziej rozwazana. Zlozono$cia pamigciowa algorytmow
faktoryzacji zajmowali si¢ jedynie Satyanarayana i Chang [Satyanarayana83], analizujac
ztozono$¢  zaproponowanego przez siebie algorytmu faktoryzacji. Algorytm ten
wykorzystywat redukcje R1, R2 oraz wykrywat, czy graf jest drzewem. Zastosowana strategia

selekcji krawedzi wymagata, by wybrana krawedz e, gwarantowata, ze D(G, —e,)# 0 oraz
D(GK *e, )# 0. Podana przez autoréw pesymistyczna ztozono$é pamigciowa tego algorytmu

).

wynosita O((b =+ leK

4.3. PODSUMOWANIE ROZDZIALU

Jak wida¢ problem analizy zlozono$ci obliczeniowej algorytméw faktoryzacji nie
zostal cato$ciowo rozwiagzany ze wzgledu na ograniczony zakres zastosowan przedstawionych
w tym rozdziale metod analizy pesymistycznej ztozonosci algorytméw faktoryzacji. W
przypadku analizy zlozono$ci czasowej Kkonieczne jest bowiem przyjecie pewnych
specyficznych zalozen odnosnie stosowanych zbiorow redukcji, strategii selekcji krawedzi
czy grafu G,. Musza one zosta¢ tak wybrane, aby speinialy pewne, $cisle okreslone
wlasnosci. Page 1 Perry [Page88] twierdza wrecz, Ze powyzsze postgpowanie jest co prawda
uzyteczne z punktu widzenia analizy ztoZzonoS$ci obliczeniowej rozpatrywanych algorytmow,
ale jest bezproduktywne, gdy chcemy zakonczy¢ rekurencjg (czyli otrzymaé¢ wynik) tak
szybko, jak to tylko mozliwe. Poza tym niektore strategie selekcji krawedzi sa
skomplikowane (np. wymagaja testowania czy rozpatrywane podproblemy sa dwuspojne), a

stosowane strategie selekcji krawedzi zaleza od rodzaju zastosowanych redukcji grafu.

*! Definicje podstawowych pojec z teorii graféw znajduja sie¢ w rozdziale 1.1.
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Najefektywniejsze algorytmy faktoryzacji charakteryzuje maksymalna liczba lisci

binarnego drzewa obliczen (]V| - 2)! osiagalna dla przypadkow granicznych gdy 2 < |K | <5i
V|-2<|K|<[v| [Wood85, Wood86] oraz (V|-1)! dla dowolnego zbioru K (2 <|K|<|V|)
[Satyanarayana83, Wood86].

Ztozonos$¢ pamigeciowa algorytméw faktoryzacji jest rzadko rozwazana. Czgsciowo
wynika to z faktu, ze rozmiar wymaganej pamigci mozna ogolnie oszacowa¢ poprzez iloczyn
rozmiaru sieci i glgbokosci rekurencji. Z kolei glgbokos¢ rekurencji — ze wzgledu na
twierdzenie faktoryzacji — nie przekracza rozmiaru sieci. W rezultacie ztozono$¢ pamigciowa
algorytmu faktoryzacji jest w najgorszym razie funkcja kwadratowa rozmiaru sieci.
Ztozonos¢ czasowa algorytmu faktoryzacji rosnie wigc znacznie szybciej, a co za tym idzie,

jest znacznie istotniejsza, niz ztozono§¢ pamigciowa.
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5. ALGORYTM FAKTORYZACJI FACT

Zaproponowany w tym rozdziale nowy algorytm Fact (Fyp, {RO, R1, R2, R3}, §”) jest
modyfikacja algorytmu faktoryzacji przedstawionego przez Page’a 1 Perry [Page88].
Wykorzystano bowiem ten sam zbiér zachowujacych niezawodno$¢ redukcji modyfikujac
strategie wybierania krawedzi do faktoryzacji. Dzigki nowej strategii S”* selekcji krawedzi do
faktoryzacji, odpowiednio dobranemu zbiorowi redukcji R, jak rowniez nowej metodzie
analizy pesymistycznej zlozonosci obliczeniowej algorytmu, wykazemy, ze maksymalna

liczba QV|—2)! lisci binarnego drzewa obliczen algorytmu faktoryzacji jest osiagalna dla
dowolnego zbioru K (2 <|K|<|V|), a nie tylko dla przypadkéw granicznych, gdy 2 <|K|<5
oraz |V|—2£‘K|S‘V| (jak to ma miejsce w przypadku algorytmu analizowanego przez

Wooda [Wood85, Wood86]). Rezultat ten uzyskano przy prostszym niz zaproponowany przez
Wooda zbiorze zachowujacych niezawodno$¢ redukcji grafu 1 nieskomplikowanej strategii
selekcji krawedzi do faktoryzacji. Dokladna analiza procesu faktoryzacji dla algorytmow
faktoryzacji wykorzystujacych strategie S, jak rowniez sama strategia S’ selekcji krawedzi

do faktoryzacji, przedstawiona jest na rysunku 5 w rozdziale 5.1.2.2.

5.1. ANALIZA PESYMISTYCZNEJ ZLOZONOSCI OBLICZENIOWEJ ALGORYTMOW
FAKTORYZACJI Z WYKORZYSTANIEM GRAFOW PELNYCH

W rozdziale 4. przedstawiono znane z literatury rezultaty analizy pesymistycznej
ztozonosci algorytmow faktoryzacji. Zastosowane tam metody analizy wykorzystywaly
niezmienniki graféw. W niniejszym rozdziale zaproponowano odmienng metodg
[Madeyski99b] analizy pesymistycznej ztozonosci algorytmu Fact, jak rowniez odmian tego
algorytmu, wykorzystujacych rézne zbiory zachowujacych niezawodnos$¢ redukcji grafow.

Zlozonos¢ czasowa tych algorytmow nie byta dotad analizowana.

5.1.1. Idea wykorzystania grafow petnych

Mamy dowolna sie¢ reprezentowang poprzez graf G, o n-wierzcholtkach. Graf G,

mozemy uzupelnic¢ do postaci grafu pelnego krawedziami reprezentujacymi taczao p, =0. W
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wyniku tej operacji niezawodno$¢ K-terminali takiej sieci nie ulega zmianie. Dokonujac
faktoryzacji (wykorzystujac okres$long strategi¢ selekcji S) na krawedziach o p, =0, zamiast
dwoch podprobleméw (jak ma to miejsce przy faktoryzacji na krawedziach o p, #0)
otrzymujemy tylko jeden podproblem. W zwigzku z tym liczba lisci BDO algorytmu
faktoryzacji wykorzystujacego strategi¢ S przy rozwiazywaniu dowolnych sieci
reprezentowanych przez G, , nie bedzie wigksza niz L(K,), gdzie K, jest grafem pelnym o
n  wierzchotkach. Podobnie  glgboko$¢ rekurencji przy rozwiazywaniu  sieci

reprezentowanych przez G, nie bgdzie wigksza niz w przypadku grafu peinego.

Jezeli ponadto strategia S selekcji krawedzi do faktoryzacji bgdzie tak dobrana by
miala miejsce dekompozycja problemu obliczenia niezawodno$ci K-terminali = sieci

reprezentowanej przez graf pelny K, (o n wierzchotkach) na pewna liczbg podproblemow

nizszego rzedu reprezentowanych poprzez grafy pelne K, , to okreslenie pesymistyczne;

n=1

ztozonosci obliczeniowej rozwazanych algorytmow faktoryzacji bedzie stosunkowo proste.

5.1.2. Ztozono$¢ czasowa algorytmu Fact i jego modyfikacji

Chcac oszacowac ztozono$¢ czasowa algorytmoéw faktoryzacji, nalezy uwzglednié
ztozono$¢ operacji dokonywanych w poszczegdlnych weztach BDO, jak rowniez liczbg
weztow (lisci) BDO. W poszczegolnych weztach BDO realizowane sa typowe dla wigkszosci
algorytmow faktoryzacji procedury redukcji grafu 1 selekcji krawedzi do faktoryzacji®.
Poniewaz operacje dokonywane w poszczegolnych wezlach BDO wymagaja jedynie
wielomianowej (w funkcji rozmiaru problemu) liczby operacji, znacznie istotniejsza z punktu
widzenia ztozono$ci czasowej algorytmow faktoryzacji jest liczba weztow BDO. Z tego
wzgledu zaimplementowane przez autora procedury redukcji grafu, realizowane w
poszczegolnych weztach BDO, nie byty specjalnie optymalizowane pod katem zmniejszenia

ich zlozonosci czasowej. Gtownym celem bylo ograniczenie liczby liSci BDO.

2 W przypadku algorytmu Fact&Cache (przedstawionego w rozdziale 6) nalezy rowniez uwzglednic¢ zlozonos¢

procedur zwiazanych z wykrywaniem réwnowaznych podproblemow..
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5.1.2.1. Niezawodnos$¢ wszystkich terminali

Dla ulatwienia rozpatrzmy najpierw czesto rozwazany przypadek obliczania

niezawodnos$ci wszystkich terminali (tzn. gdy ‘K’ | = ‘V| ).

Twierdzenie 8

Liczba liSci BDO algorytmu faktoryzacji, wykorzystujacego zbior redukcji R={RO0,
R1, R2, R3} oraz strategi¢ S=S' (okres$long na rysunku ponizej), przy rozwiazywaniu
problemu niezawodnos$ci wszystkich terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez graf
G,, spelia zaleznos¢ L(G,)<(n-2)!, gdzie n jest liczba wierzchotkdw (przy

rozwigzywaniu problemu niezawodnos$ci wszystkich terminali redukcje R2 nie sg uzywane).

Faktoryzacja z wykorzystaniem strategii S' l

A

h

Wybieramy wierzcholek u Proste

>
»

A4
Stosujemy procedure faktoryzacji na krawedzi e,
incydentnej do  u

Powstaje GL=G-¢, Powstaje GP=G"e,

A
Stosujemy redukcje na grafie
GF, dostajemy GF’

Nie Tak

Czy mozna
usunac wierz-
chotek u stosu-
jac redukcje 2

G=G*™

G=GtL
u takie same

Stosujemy redukcje i otrzymujemy graf G .

nizszego stopnia

Rysunek 1. Faktoryzacja z wykorzystaniem strategii S’ selekcji krawedzi grafu do faktoryzacji.
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Dowdd:

Na ponizszym rysunku przedstawiony jest fragment BDO algorytmu faktoryzacji
w przypadku obliczania niezawodnos$ci wszystkich terminali sieci reprezentowanej przez graf

peiny.

Rysunek 2. Fragment binarnego drzewa obliczen algorytmu faktoryzacji (Fo, {RO, R1, R2, R3},
S') przy rozwiazywaniu problemu niezawodnosci wszystkich terminali sieci reprezentowanych
przez graf peiny.

Wybieramy wierzchotek u, ktéry ma n—1 krawedzi incydentnych. Nastgpnie n—3 razy
stosujemy formule faktoryzacji. Otrzymujemy n—2 weztow BDO, w ktérych wystgpuje sie¢

K, . Liczbg lisci BDO algorytmu faktoryzacji mozna wige wyrazi¢ rekurencyjnie:
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W efekcie liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji (Fy, {RO, R1, R2, R3}, §') w przypadku
obliczania niezawodnos$ci wszystkich terminali spetnia zalezno$¢ L(G, )< (n—2)! (redukcje

R2 nie sq uzywane). c.n.d.
Latwo rowniez zauwazy¢, ze gdyby ze zbioru redukcji usuna¢ redukcjg R2 i R3, to

interesujacy nas fragment BDO bedzie wygladat nastgpujaco:

1/(Kn1 i T
/

-~ 1\
g s t l
/Kn-I ‘:
X
~N 1
~i | \\ . //I
o ~ \‘ / !
| Kn-1 !
L \ |
- n-1 N I
e ~
/Kn—I i
Je ®
‘¢R1\
~ +1 /:
s s
/ ! /
Kn-1 H Kn-1 1
\ ' \ |
e
~ ~
+RO
e
Ve
Kn-1 i
3
~

Rysunek 3. Fragment binarnego drzewa obliczen algorytmu faktoryzacji (F,, {R0O, R1}, S') przy
rozwiazywaniu problemu niezawodnosci wszystkich terminali sieci reprezentowanych przez

graf peiny.
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Otrzymujemy n-—1 weztow BDO, w ktorym wystgpuje sie¢ K, ,, stad
L(K”)=(n—l)L(Kn_,):(n—l)!:(n—-l{(n—Z)!J. W efekcie prawdziwe jest nastgpujace

twierdzenie.
Twierdzenie 9
Liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji (Fy, {RO, R1}, S") w przypadku obliczania

niezawodnosci wszystkich terminali spetnia zalezno$¢ L(G,, )< (n—1)!.

Gdyby ze zbioru redukcji usuna¢ tylko redukcje RO, to liczba lisci BDO ulegnie
podwojeniu w stosunku do algorytmu bazowego (Fy, {RO, RI1, R2, R3}, §'), gdyz

L(Kz):L(K_,,):2 (a nie 1), stad L(K”):Z((n—}:)!]. Prawdziwe jest wigc nastgpujace

twierdzenie.
Twierdzenie 10

Liczba liSci BDO algorytmu faktoryzacji (Fy, {R1, R2, R3}, S§') w przypadku

obliczania niezawodnosci wszystkich terminali spelia zaleznos¢ L(G, )< 2[(11—2)!]

(redukcje R2 nie sgq uzywane).
Jesli usuneliby$my ze zbioru redukcji R={R0, R1, R2, R3} zarowno redukcj¢ RO jak i
redukcje R2 i R3, to fragment BDO algorytmu faktoryzacji (Fo, {R1}, S') wygladalby

nastepujaco:
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Rysunek 4. Fragment binarnego drzewa obliczen algorytmu faktoryzacji (F,, {R1}, S') przy
rozwiazywaniu problemu niezawodnosci wszystkich terminali sieci reprezentowanych przez
graf peiny.

Wybieramy wierzchotek u, ktéry ma n—1 krawedzi incydentnych. Nastgpnie n—1
razy stosujemy formule faktoryzacji. Otrzymujemy n—1 weztéw BDO, w ktorych wystgpuje
sie¢ K, , oraz jeden wezel BDO, ze znajdujaca si¢ w nim siecia K, , 1 odizolowanym
wierzchotkiem u. Ten wezet BDO nie jest dalej rozwijany (jest lisSciem BDO), poniewaz

wierzchotek u e K, zatem nie wszystkie wierzchotki ze zbioru K sa polaczone. Liczbe liSci

BDO algorytmu faktoryzacji mozna wigc wyrazi¢ rekurencyjnie:

LK, )=(n-1)L(K, )+1.
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Stosujac metode czynnika sumujacego® stosunkowo tatwo jest rozwiaza¢ powyzsze rownanie

rekurencyjne. Metoda ta sprowadza si¢ do pomnozenia obu stron roOwnania rekurencyjnego

przez czynnik sumacyjny, ktory w tym przypadku rowna sig ﬁ :
n—1)

W rezultacie otrzymujemy rownanie:

LK, m-1LK,,) 1

=11 -1 =0

a po przeksztatceniu:

LK) LK), |

(-1 (-2 (-1

L(K,)
(H —1)!

Terazdla S, =

otrzymamy

1
LS‘ - LS‘ + T ke
i n=1 (”_ ])I

Stad wynika:

S”:l+l+l+l+L+L+...=e=2,’;‘I8,
2 6 24 120

gdzie e jest podstawa logarytméw naturalnych.

W rezultacie otrzymujemy:
L(K,)=S,(n—-1)= e((n - 1)!} 2,718[(}1 - 1)!].

Prawdziwe jest wigc nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 11

Liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji (Fy, {R1}, S') w przypadku obliczania

niezawodnos$ci wszystkich terminali spetnia zalezno$¢ L(G, )< e[(n —1)! ]

% Por. [Graham96], 5.43.



5.1.2.2. Niezawodnos¢ K-terminali

W rozdziale tym uogélnimy rozpatrywane w poprzednim rozdziale przypadki tak, by

dotyczyly niezawodno$ci K-terminali (gdy 2S|K‘S|V|), a nie tylko niezawodnosci

wszystkich terminali (gdy |K|=|V|).

Modyfikujac strategi¢ S' mozna uog6lni¢ twierdzenie 8 na problem niezawodnosci K-
terminali. Jezeli nie wszystkie wierzchotki rozpatrywanego grafu naleza do zbioru K,
wystarczy w ramach stosowane;j strategii selekcji krawedzi wybiera¢ taki wierzchotek u, ze

u¢ K. Tak zmodyfikowana strategig selekcji krawedzi S'"" przedstawia ponizszy rysunek.

Faktoryzacja z wykorzystaniem strategii S" l

Nie
wigzac¢ problem

Wybieramy wierzchotek u (oile to ]
mozliwe nie nalezacy do zbioru K) !

»>
Lt

r
Stosujemy procedure faktoryzacji na krawedzi o ;
incydentnej do

Powstaje GL=G-e, ‘ Powstaje GF=G"¢,

A

Tak

h 4

Proste

Stosujemy redukcje na grafie
GF, dostajemy GF’

Nie Tak

Czy mozna
usunagt wierz-
chotek v stosu-
jac redukcije ?

G=G"'

A
G=GL

u takie same

Stosujemy redukcje i otrzymujemy graf G

nizszego stopnia

Rysunek 5. Faktoryzacja z wykorzystaniem strategii S" selekcji krawedzi grafu do faktoryzaciji.
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Modyfikacja strategii selekcji krawedzi grafu do faktoryzacji umozliwia redukcje

wierzcholkow stopnia 2:

e za pomoca redukcji R2 lub R3 w przypadku, gdy nie wszystkie wierzchotki grafu naleza

do zbioru K ;

e za pomocg redukcji R3 w przypadku, gdy wszystkie wierzchotki grafu naleza do zbioru K.

Dzigki temu liczba lisci BDO, a co za tym idzie rowniez ztozonos¢ algorytmu Fact (Fy, {RO,
R1, R2, R3}, §") w przypadku obliczania niezawodnosci K-terminali nie ulegnie zmianie w
porownaniu do przypadku rozpatrywanego w twierdzeniu 8. Dlatego prawdziwe sa ponizsze

twierdzenia.
Twierdzenie 12

Liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji Fact, wykorzystujacego zbior redukcji
R={R0, R1, R2, R3} oraz strategi¢ S'"" (okreslona na rysunku powyzej), przy rozwiazywaniu
problemu niezawodno$ci K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez graf G
spetnia zaleznoéé¢ L(G, )< (n—2)!, gdzie n jest liczba wierzchotkow.
Twierdzenie 13

Pesymistyczna ztozono$¢ czasowa algorytmu faktoryzacji Fact (Fy, {RO, R1, R2, R3},
S"), przy rozwiazywaniu problemu niezawodnosci K-terminali dowolnej sieci
reprezentowanej poprzez graf G, wynosi O(C(n.,b)((n -2)).

Latwo zauwazy¢, ze gdyby ze zbioru redukcji usuna¢ redukcjg R2 i R3, to dostaniemy

n-—1 wezlow BDO, w ktérym wystepuje sie¢ K. i, stad

LK, )=(n- I)L(K“_] ): (n - l)!: (n - 1{(;1 - 2)!]. W efekcie prawdziwe sa nastgpujace

twierdzenia.
Twierdzenie 14

Liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji (Fo, {RO, R1}, S") w przypadku obliczania

niezawodnosci K-terminali spetnia zalezno§é L(G, )< (n—1)!.
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Twierdzenie 15

Pesymistyczna zlozono$¢ czasowa algorytmu faktoryzacji (Fp, {RO, R1}, S"), przy
rozwigzywaniu problemu niezawodnos$ci K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez

graf G, wynosi O(C(n,b)(n—1))).

Gdyby ze zbioru redukcji R={R0, R1, R2, R3} usuna¢ tylko redukcje RO, to
(podobnie jak w przypadku obliczania niezawodnosci wszystkich terminali) liczba lisci BDO
ulegnie podwojeniu, gdyz L(K,)=L(K,)=2 (a nie 1), stad L(K,)= 2[(}1 ~2)!]. W efekcie
prawdziwe s nastgpujace twierdzenia.

Twierdzenie 16

Liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji (Fp, {R1, R2, R3}, S") w przypadku

obliczania niezawodnos$ci K-terminali spetnia zalezno$é¢ L(G, )< 2[ (n-2) J

Twierdzenie 17

Pesymistyczna zlozono$¢ czasowa algorytmu faktoryzacji (Fp, {R1, R2, R3}, S"),
przy rozwigzywaniu problemu niezawodnosci K-terminali dowolnej sieci reprezentowane]

poprzez graf G, wynosi O(C(n,b)(n—2)!)).

Jeslibysmy ze zbioru redukcji R={R0, R1, R2, R3} usungli zaréwno redukcj¢ RO, jak i
redukcje R2 1 R3, to strategia S" sprawia, ze algorytm staje si¢ bardzo nieefektywny.
Modyfikujac strategi¢ S' tak, by wierzchotek ue K otrzymujemy strategie S'"' 1 znacznie

efektywniejszy algorytm.

W wyniku tej modyfikacji fragment BDO algorytmu faktoryzacji (Fo, {R1}, S'") przy

rozwigzywaniu problemu niezawodnos$ci dwoch terminali wygladatby nastgpujaco:
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Kn

Rysunek 6. Fragment binarnego drzewa obliczern algorytmu faktoryzacji (F,, {R1}, S'") przy
rozwiazywaniu problemu niezawodnosci dwoéch terminali sieci reprezentowanych przez graf

peiny.
Dostajemy n weztow BDO z wystgpujaca w nich siecia K, ,. Jednak dwa ostatnie

wezly BDO nie sa dalej rozwijane (sa lisSémi BDO), poniewaz w pierwszym przypadku jest
tylko jeden wierzcholek w zbiorze K (niezawodnos¢ takiej sieci wynosi jeden, gdyz

wszystkie wierzchotki ze zbioru K sa polaczone), w drugim za$§ przypadku wierzchotek
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ue K (niezawodnos$¢ takiej sieci wynosi zero, gdyz wierzchotki ze zbioru K nie sa
polaczone). Liczbg lisci BDO algorytmu faktoryzacji (Fy, {R1}, S"") przy rozwiazywaniu

problemu niezawodnosci dwoch terminali mozna wigc wyrazi¢ rekurencyjnie:
L(KH ) = (n i Z)L(Ku—l )+ 2

Stosujac podobnie jak poprzednio metode czynnika sumujacego mozna tatwo rozwiazac

powyzsze rownanie rekurencyjne. Metoda ta sprowadza sig do pomnozenia obu stron

: . . : 7 I
réwnania rekurencyjnego przez czynnik sumacyjny, w tym przypadku réwny (_T)*
n—a4)!

W rezultacie otrzymujemy réwnanie:

L(K,) (-2)L(K,,) 2

-2 -2r (-2

a po przeksztalceniu:

L(K,) _ LK), 2

(n-2) (m-3) (m-2)

Terazdla S, = ﬁ”) otrzymamy:
(n—2)!
2
S, =8, e,
n n-1 (” _2),
Stad wynika:
n 2 n ]
S, = =2 .
2 o G

S, =2 l+l+l+l+L+L+_“ =2e=5,437,
2 6 24 120

gdzie e jest podstawa logarytmoéw naturalnych.
LK, )=S8,(n-2)= Ze{(n - 2)!} 5,437{(;: = 2)!)_

Prawdziwe sa wigc nastgpujace twierdzenia.
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Twierdzenie 18

Liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji (Fo, {R1}, S'""") w przypadku obliczania

niezawodnosci dwoch terminali spetnia zaleznos¢ L(G, ) < 26[(?1 -2) ]

Twierdzenie 19

Pesymistyczna zlozono$¢ czasowa algorytmu faktoryzacji (Fo, {R1}, S'"), przy
rozwigzywaniu problemu niezawodno$ci dwoch terminali dowolnej sieci reprezentowane]

poprzez graf G, wynosi O(C(n,b)(n—2)!)).

Mozna zauwazy¢, ze w ogolnym przypadku obliczania niezawodno$ci K-terminali
liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji (Fp, {R1}, S'"") na sieci reprezentowanej poprzez

graf pelny wyrazona jest wzorem rekurencyjnym:

L(Kn,k ): (n = k)L(Kn—H' )+ (k = I)L(Kn—l.!r—l )+ 1

vi>0 L(K,,)=1,

gdzie K, jest grafem pelnym o n wierzchotkach, sposrod ktérych k nalezy do zbioru K
(tzn. ‘K| =)

Powyzsza definicja rekurencyjna wysmienicie nadaje si¢ do dowodu indukcyjnego:

dlak=2 LK,,)=(m-2)LK, )+ LK, )+r1=(m-2)LK,,,)+2;

dak=n L(,,)=0-1LK, . )+1,

co jest zgodne z uzyskanymi wcze$niej wynikami.

Krok indukcyjny wynika dla n >k >2 natychmiast, gdy zalozymy, ze wzor na L(K”‘k)

zachodzi dla k zastapionego przez k —1.

5.1.3. Ztozono$¢ pamieciowa algorytmow faktoryzaciji

Jak podkreslono w podsumowaniu rozdzialu 4. rozmiar wymaganej pamigci mozna
ogolnie oszacowac poprzez iloczyn rozmiaru sieci ‘G| (t.j. zestawu danych, wykorzystanych

glownie do reprezentacji siect w pojedynczej instancji rekurencyjnej funkcji Prob) i
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glebokosci rekurencji d(G, ). Stad zgrubnym pesymistycznym oszacowaniem ztozonosci
pamigciowej algorytmow faktoryzacji jest O(b‘GKD, gdzie b jest liczba krawedzi grafu
reprezentujacego badana siec.

Pesymistyczna zlozono$¢ pamigciowa algorytmow faktoryzacji mozna rowniez,
podobnie jak w przypadku ztozonosci czasowej, w prosty sposob analizowa¢ wykorzystujac
grafy pelne. Glgboko$¢ rekurencji przy rozwiazywaniu sieci reprezentowanych przez G nie
bedzie wieksza niz w przypadku grafu pelnego. Uzyskane w ten sposob oszacowania moga

by¢ jednak (szczegolnie w przypadku grafow rzadkich) gorsze od oszacowania O(b‘G " D

Jak mozna zaobserwowac na rysunku 2. glebokos$¢ rekurencji algorytmu faktoryzacji,
wykorzystujacego zbior redukcji R={R0, R1, R2, R3} oraz strategi¢ S' lub S" w przypadku
rozwiazywania problemu niezawodnosci K-terminali sieci reprezentowanej poprzez graf
pelny K, spetnia zaleznos¢ d(K, )= (n—3)+d(K,_, ). Stad:

d(K =bh—2n+3.

n

1+(n-3) (n-2)Yn-3) n’-51+6 n(n-1)-4n+6
e T 2

Twierdzenie 20

Glebokos¢ rekurencji algorytmu faktoryzacji Fact, wykorzystujacego zbior redukeji
R={R0, R1, R2, R3} oraz strategi¢ S", przy rozwiazywaniu problemu niezawodnosci K-
terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez graf G, spelnia zaleznos¢

n—2)n-3)

d(G, )< ( > , gdzie n jest liczba wierzchotkow.

Twierdzenie 21

Pesymistyczna ztozono§¢ pamigciowa algorytmu faktoryzacji Fact (Fo, {RO, R1, R2,

R3}, S"), przy rozwiazywaniu problemu niezawodnosci K-terminali dowolnej sieci
reprezentowanej poprzez graf G, wynosi O((i_—z—;(n—f—?’)i@\n
Latwo zauwazy¢ (rysunek 3), ze gdyby ze zbioru redukcji R={R0O, R1, R2, R3}

usuna¢ redukcje R2 1 R3, to dostaniemy n—2 zaglgbionych rekurencyjnie weztéw BDO, w
ktorym wystgpuje sie¢ K, ,, stad dK, )=(n- 2)+ d(K”_, |8

Przeksztalcajac otrzymujemy:
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d(K”):1+(n—2)(n_H2): (;1—1);»:—2)= (n—l)nz—2n+2 ———

2

W efekcie prawdziwe sa nastgpujace twierdzenia.
Twierdzenie 22

Gleboko$¢ rekurencji algorytmu faktoryzacji (Fo, {RO, RI1}, S"), w przypadku

obliczania niezawodno$ci K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez graf Gy,

)< (n—l)(n—Z).

spetnia zaleznos¢ d(G, 5

Twierdzenie 23

Pesymistyczna ztozono$¢ pamigeciowa algorytmu faktoryzacji (Fy, {RO, R1}, S§"), przy

rozwiazywaniu problemu niezawodnos$ci K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez

graf G, wynosi O{W‘Gd).

Satyanarayana i Chang [Satyanarayana83]®* analizowali zloZzono$¢ obliczeniowa
zaproponowanego przez siebie algorytmu faktoryzacji wykorzystujacego redukcje R1 1 R2,
wykrywajacego ponadto, czy graf jest drzewem. Zastosowana strategia selekcji krawedzi
wymagata, by wybrana krawedz e, gwarantowata, ze D(G, —e,)#0 oraz D(G, *e¢,)#0.
Satyanarayana i1 Chang oszacowali pesymistyczna zlozonoS¢ pamigciowa tego algorytmu
przez 0((b—n+l}GK1)‘ Nie przedstawili oni jednak sposobu, w jaki powyzszy rezultat
uzyskali.

Jezeliby ze zbioru redukcji R={R0O, R1, R2, R3} usuna¢ tylko redukcj¢ RO, to
gleboko$é rekurencii ulegnie zwigkszeniu o jeden, gdyz d(K,)=d(K,)=2 (a nie 1), stad

dK )= (”'_ZTM +1=b-2n+4. W efekcie prawdziwe sa nastgpujace twierdzenia.

n

04

Por. [Satyanarayana83], s.114.
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Twierdzenie 24

Glebokos¢ rekurenciji algorytmu faktoryzacji (Fy, {R1, R2, R3}, S"), w przypadku

obliczania niezawodno$ci K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez graf G,

; —2)n—
spetnia zaleznoé¢ d(G, )< (n—ﬁju+ L
Twierdzenie 25
Pesymistyczna ztozono$¢ pamigciowa algorytmu faktoryzacji (Fo, {R1, R2, R3}, §"),

przy rozwiazywaniu problemu niezawodnos$ci K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej

poprzez graf G, wynosi OHL??_—?))H]GK‘].

JeslibySmy ze zbioru redukcji R={R0, R1, R2, R3} usungli zarowno redukcjg¢ RO, jak 1
redukcje R2 i R3, to strategia S" staje si¢ bardzo nieefektywna. Modyfikujac strategi¢ S tak,
by wierzchotek u € K , otrzymujemy strategig S'"'. W wyniku tej modyfikacji fragment BDO
algorytmu faktoryzacji (Fy, {R1}, S'"") przy rozwiazywaniu problemu niezawodnosci
wszystkich terminali i niezawodno$ci dwoch terminali wygladatby tak, jak to przedstawiono
na rysunkach 4. i 6. Poniewaz parametry zbioru K nie maja wpltywu na glgboko$¢ rekurencji,
mozna rozpatrywac ogolny przypadek niezawodnos$ci K-terminali.

Dostajemy n—1 zaglgbionych rekurencyjnie weztow BDO, w ktérych wystgpuje sie¢
K, . Glgbokos¢ rekurencji algorytmu faktoryzacji (Fo, {R1}, S'"') przy rozwiazywaniu

problemu niezawodno$ci K-terminali mozna wigc wyrazi¢ rekurencyjnie:
d(KH ) = (ﬂ = l)+ d(KH--l )‘

Stad:

d(Kﬂ):#(n—l):#:b.

Prawdziwe sa wigc nastgpujace twierdzenia.
Twierdzenie 26

Glebokos$é rekurencji algorytmu faktoryzacji (Fo, {R1}, S'"), w przypadku obliczania

niezawodno$ci K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez graf G, spelnia

n(n—])_
2

zaleznosé d(G, )<
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Twierdzenie 27

Pesymistyczna ztozono$¢ pamigciowa algorytmu faktoryzacji (Fo, {R1}, S'"), przy

rozwiazywaniu problemu niezawodnos$ci K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzez

graf G,, wynosi O(@w,{q.

5.2. PODSUMOWANIE ROZDZIALU

Przedstawiony w tym rozdziale algorytm Fact (Fo, {RO, R1, R2, R3}, §”) jest
modyfikacja algorytmu faktoryzacji przedstawionego przez Page’a i Perry [Page88]. Dzigki
zaproponowaniu nowej strategii S selekcji krawedzi do faktoryzacji, odpowiednio
dobranego zbioru redukcji, jak rowniez nowej metody analizy pesymistycznej zlozonosci

obliczeniowej algorytmu wykazano, ze maksymalna liczba QV‘ —2)! lisci binarnego drzewa
obliczen algorytmu faktoryzacji jest osiagalna dla dowolnego zbioru K (2 < |K‘ < 'V‘ ), a nie
tylko dla przypadkéw granicznych, gdy 2 < [K| <5 oraz |V‘ -2< ‘K| < |V| (jak to ma miejsce

w przypadku algorytmu analizowanego przez Wooda [Wood85, Wood86]). Rezultat ten
uzyskano przy prostszym niz zaproponowany przez Wooda zbiorze zachowujacych
niezawodno$¢ redukcji grafu R={R0O, RI1, R2, R3}. Nie ma bowiem koniecznosci
uwzgledniania najbardziej skomplikowanego podzbioru redukcji R4 (redukcji wielokata do
tancucha). Rowniez zaproponowana strategia selekcji krawedzi do faktoryzacji nie wymaga
stosowania ztozonych procedur testowania wlasno$ci (np. koherentno$ci czy dwuspdjnosci)

sieci wystgpujacych w poszczegolnych weztach BDO.

Zaprezentowana w tym rozdziale metoda analizy pesymistycznej zlozonosci
obliczeniowej znalazla zastosowanie do analizy algorytmu Fact, jak rowniez odmian tego
algorytmu, wykorzystujacych rézne zbiory zachowujacych niezawodno$¢ redukcji grafow.
Ztozono$¢ czasowa tych algorytmow nie byla dotad analizowana a uzyskane rezultaty
ilustruja wpltyw zastosowanych redukcji grafu na pesymistyczng zlozono$¢ obliczeniowa
algorytmow faktoryzacji. Dla zaproponowanego algorytmu Fact rezultaty uzyskane

analitycznie zostaly potwierdzone przez testy empiryczne (rozdziat 7.3.2).



6. ALGORYTM FAKTORYZACJI FACT&CACHE Z WYKRYWANIEM
ROWNOWAZNYCH PODPROBLEMOW

Badajac znany algorytm faktoryzacji mozna zauwazy¢, iz w trakcie obliczen te same
podproblemy (sieci powstale w wyniku stosowania faktoryzacji i1 redukcji) sa czesto
rozwiazywane wiele razy. Zamiast wielokrotnie rozwigzywac ten sam podproblem (oblicza¢
niezawodno$¢ tej samej sieci), jak ma to miejsce w przypadku innych algorytmow
faktoryzacji, znacznie efektywniej byloby uzy¢ wczeéniej obliczony i zapamigtany rezultat
obliczen, wykorzystujac zmodyfikowana technik¢ programowania dynamicznego
[Madeyski99a]. Ten bardzo istotny fakt nie zostal jak dotad dostrzezony i praktycznie

wykorzystany.

Nowy algorytm faktoryzacji Fact&Cache mozna opisa¢ w postaci nastgpujacej piatki
(Fe, R, C, S1, S2), gdzie:
Fc - szkielet algorytmu Fact&Cache (przedstawiony ponizej),
R - zbi6r zachowujacych niezawodnos¢ redukceji,
C - algorytm generowania kodu grafu,
S1 - strategia wybierania krawgdzi do faktoryzacji (dekompozycji problemu),
S2 - strategia ograniczania ilo$ci przechowywanych rozwiazan, decyduje, czy odrzuci¢, czy
zarejestrowac¢ (ewentualnie kosztem wczedniej zarejestrowanego rozwigzania) kod c

podproblemu 1 jego rozwiazanie r.

Parametry wej$ciowe: Graf nieskierowany G, z odpowiednimi niezawodnosciami krawedzi

i wyrdznionym podzbiorem wierzchotkow K. Graf nie zawiera krawedzi rownoleglych 1 petli

wiasnych.

Rezultat: Niezawodnos$¢ K-terminali grafu Gy .

Prob (Gy)
{
if(|K|==1)
return(l) ;
else
{
Wygeneruj kod c¢ grafu Gy wykorzystujac algorytm C;
if (podproblem o kodzie ¢ jest zarejestrowany)
return(r(c));
else

{
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Wybierz krawedZ e uzywajac strategii S1;
Usun wybrana krawedZ e;
if (wezly w K sa rozilaczone)
pl=0
else

{
Przeprowadz redukcje redukujac G *e do postaci G’y/;

pl=,*Prob(G’x.); //gdzie £, jest odpowiednim
//wspdtczynnikiem

}

Polacz wierzcholki na obu koncach krawedzi e tworzac Gk *e;
Przeprowadz redukcje redukujac Gy *e do postaci G'k:;
p2=£2,*Prob(G’y.); //gdzie £, jest odpowiednim wsp.
r=((1l-p)*pl + p*p2);//gdzie p niezawodnoscig krawedzi e.
Stosujac strategie 82 ograniczania ilosci przechowywanych

rozwiazan odrzu¢ badZz zarejestruj kod ¢ podproblemu i jego
rozwiazanie r;

return(r) ;

main()

{

analiza grafu Gy (przypisanie priorytetdw krawedziom grafu, co
wstepnie okresla S1);

KTermRel=Prob (Gy) ;

S1 = {Musi by¢ wybrana krawedz e=(u,v)e E o maksymalnym priorytecie (priorytety
przydzielane sa we wstepnej fazie analizy grafu, jak rowniez po zastosowaniu zachowujacych
niezawodno$¢ redukcji grafu)}

S2 = {Rejestruj kazdy rozwiazywany podproblem (w sytuacji gdy bufor jest pelny rejestruj
kosztem najwczesniej zarejestrowanego 1 pamigtanego rozwigzania) .

Wykonanie algorytmu mozna podzieli¢ na dwie fazy, wstegpna — w ktoérej dokonywana
jest analiza grafu i1 zasadnicza — w ktorej obliczana jest niezawodnos$¢ K-terminali metoda
faktoryzacji z wykorzystaniem techniki czgSciowego spamigtywania bedacej modyfikacja
techniki programowania dynamicznego. EfektywnoS$¢ stosowanej w algorytmie techniki
czgsSciowego spamigtywania zalezy w duzym stopniu od strategii dekompozycji problemu
1 skuteczno$ci wykrywania rownowaznos$ci podprobleméw (sieci) wystepujacych w binarnym

drzewie obliczen.
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6.1. ZMODYFIKOWANA TECHNIKA PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Metoda  programowania  dynamicznego pozwala  unikna¢  wielokrotnego
rozwigzywania tych samych podprobleméw. Tworzona jest tablica z zapamigtanymi
rozwigzaniami najmniejszych podproblemow (czasami okre$lanych mianem podproblemow
elementarnych), a nastgpnie obliczonych na ich podstawie rozwigzah podproblemow
wigkszych rozmiarow. Proces ten jest kontynuowany, az do uzyskania rozwiazania problemu
pierwotnego, przy czym raz znalezione rozwiazanie podproblemu zostaje zapamigtane 1 moze

by¢ wykorzystywane bez konieczno$ci ponownego obliczania.

Ze wzgledu na nature problemu rozpatrywanego w tej pracy trudno jest okresli¢ na
wstepie podproblemy elementarne i ich rozwiazania, a nastgpnie sposob, formulg otrzymania
na ich podstawie rozwiazania problemu pierwotnego. Z tego wzgledu nalezy uzyc

zmodyfikowana technike programowania dynamicznego wykorzystujaca strategig zstepujaca.

Uzyta w zaproponowanym algorytmie Fact&Cache technika czgSciowego
spamietywania [Madeyski99a] jest modyfikacja techniki spamigtywania okre$lanej w jezyku
angielskim terminem memoization®. Obie sa odmianami techniki programowania

dynamicznego, wykorzystujacymi strategi¢ zstgpujaca.

Algorytm  wykorzystujacy technikg¢ spamigtywania ma formg algorytmu
rekurencyjnego z dodanymi funkcjami zapamigtywania parametrow podproblemoéw wraz z
ich rozwigzaniami oraz przeszukiwnia zarejestrowanych podproblemoéw, co zapobiega

wielokrotnemu ich rozwigzywaniu.

Algorytm wykorzystujacy iteracyjna technikg¢ programowania dynamicznego ze
strategia wstepujaca, charakteryzuje si¢ podobna ztozono$cia czasowa jak algorytm stosujacy
technikg spamigtywania (réznica o staly czynnik, na korzys¢ programowania dynamicznego,

ze wzgledu na ,,koszt” wywotan rekurencyjnych i powrotow).

Gdy rozwigzanie problemu wymaga rozwiazania jedynie niektorych sposrod
wszystkich mozliwych podprobleméw, to zastosowanie strategii zstgpujacej zamiast
wstepujacej zapewnia, ze rozpatrywane beda tylko te podproblemy, ktorych rozwigzanie jest
niezbedne. Dzieki temu algorytm taki charakteryzowac si¢ moze mniejsza zlozonoScia

pamigciowa 1 czasowa, niz algorytm wykorzystujacy strategie wstgpujaca.

% Ppor. [Cormen97], s.358.
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Technika czg$ciowego spamigtywania [Madeyski99a] umozliwia ograniczenie
ztozono$ci pamigciowej algorytmu. Modyfikacja w stosunku do techniki spamigtywania
polega na tym, ze nie sa przechowywane wszystkie rozwiazania, a jedynie te, ktore — jak
przypuszczamy — moga znaczaco wplyna¢ na przyspieszenie algorytmu (np. ostatnio
zarejestrowane rozwiazania — jezeli przypuszczamy, ze beda one czg$ciej wykorzystywane
niz te zarejestrowane wczesniej). Koncepcja ta jest podobna do koncepcji wykorzystania

pamigci podrgcznej cache, stad nazwa nowego algorytmu Fact&Cache.

W przypadku zastosowania techniki czg$ciowego spamigtywania do rozwigzywania
innych probleméw nalezy pamigta¢ o tym, ze zardwno strategia ograniczania iloSci
przechowywanych rozwiazan jak rowniez strategia dekompozycji problemu pierwotnego

moga mie¢ wptyw na efektywno$¢ algorytmu.

6.2. WYKRYWANIE ROWNOWAZNYCH PODPROBLEMOW

Aby moc wielokrotnie wykorzystywa¢ raz obliczone rozwiazania podproblemow,
konieczne jest posiadanie mechanizmu umozliwiajacego wykrywanie réwnowaznych

podproblemow (sieci) wystgpujacych w poszczegdlnych weztach binarnego drzewa obliczen.
Definicja 1 (definicja rwnowaznosci sieci)

Dwie sieci sg rownowazne, jesli ich grafy sa wzajemnie izomorficzne; odpowiadajace
sobie wierzchotki obu grafow sa zawarte w tym samym zbiorze wierzchotkow K lub jego

dopehieniu i niezawodnoéci przypisane odpowiadajacym sobie krawedziom grafu sa takie

same.
Wiasnosc¢ 5 (wlasnosé sieci rownowaznych)

Jezeli sieci Gk i Hg' sa rownowazne, to niezawodno$ci K-terminali tych sieci sg rowne

R(Gk)=R(Hg").

Trudno$¢ wykrywania rownowaznych podproblemow wynika glownie z koniecznosci
testowania izomorfizmu grafow otrzymywanych w poszczegdlnych weztach binarnego
drzewa obliczen. Efektywne testowanie izomorfizmu graféw stanowi jednak temat
intensywnych badan 1 wciaz nie jest znany wielomianowy (w najgorszym przypadku)
algorytm testowania izomorfizmu dowolnych graféw. W zwiazku z tym zostanie teraz

przedstawiony sposob ominigcia tego problemu.
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Dla danych dwéch sieci reprezentowanych przez grafy G i Hg' chcemy okreslic, czy
sa one rownowazne. Jednym ze sposobow rozwiazania tego zagadnienia jest skonstruowanie
kodu dla kazdej sieci. Dwie sieci beda rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy ich kody beda
takie same. Po obliczeniu niezawodnosci sieci jej kod wraz z odpowiadajaca mu wartoscia
niezawodno$ci sa zapisywane w pamigci cache. Jezeli w trakcie pracy algorytmu okaze sig, 12
wygenerowany kod juz wcze$niej wystapil, to wezel drzewa obliczen, w ktorym ten fakt
zostanie wykryty, nie jest dalej rozwijany, lecz zwracana jest obliczona poprzednio,

a przyporzadkowana temu kodowi, niezawodnos¢ sieci.

Idealny kod ¢ do badania izomorfizmu graféw posiadatby nastgpujace wilasnosci:
Wiasnosé 6

Jezeli kod c jest taki sam dla graféw G i H, to sa one wzajemnie izomorficzne.
Wiasnos¢ 7

Jezeli graf G jest izomorficzny z H, to ich kody ¢ sa sobie rowne.
O ile wlasno$¢ 6 musi by¢ zawsze spetniona, aby nie znieksztalci¢ ostatecznego wyniku, to
wystarczy, aby wlasno$¢ 7 byta spetniona mozliwie czgsto. Jedyna za$ konsekwencja tego jest
mozliwo$¢ niewykrycia izomorfizmu grafow, czyli powtoérnego obliczania niezawodnosci

niektoérych sieci.

6.2.1. Metoda kodowania podproblemow

W tym rozdziale zostanie przedstawiona bardzo prosta metoda wykrywania sieci
rownowaznych spelniajaca wlasnos¢ 6, ale nie zawsze wlasnos¢ 7. Ostabienie warunku co do
spetnialnosci wlasnoséci 7 umozliwia przyspieszenie procesu testowania izomorfizmu grafow
(w najgorszym przypadku zamiast algorytmu wyktadniczego otrzymujemy algorytm
wielomianowy) kosztem niewykrycia izomorfizmu niektorych grafow. Oznacza to, ze

zaproponowana metoda nie gwarantuje wykrycia wszystkich graféw izomorficznych.
Kod sieci sktada si¢ z nastgpujacych czesci:

e cze$¢ odpowiedzialna za mozliwie czgste wykrywanie izomorfizmu grafow (spetnia

wlasno$¢ 6, ale nie zawsze wlasnosc 7);
e cze¢S¢ identyfikujaca wyrdzniony zbior weztow K

e czgS¢ zawierajaca ilos¢ taczy i ich niezawodnosci.
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Testowanie izomorfizmu grafow mozna zrealizowa¢ wykorzystujac macierz
przyleglosci A. Zalozmy, ze graf G o liczbie weztow |V1 jest grafem nieskierowanym i
prostym, czyli bez krawedzi rownolegtych i petli wlasnych. Macierz przyleglosci grafu
nieskierowanego jest symetryczna, wystarczy wigc zapisa¢ w postaci wektora bitow tylko jej
gorny (lub dolny) trojkat, stad rozmiar kodu |VI*(1V]-1)/2 bitow. Wygenerowany kod mozna
traktowac jako binarng reprezentacje pewnej wartosci catkowitej zwanej dalej wartoscia kodu.
Poniewaz jednak sposob przypisania kazdemu z wierzchotkéw grafu etykiet 1, 2, ..., [Vl ma

wplyw na warto$¢ wygenerowanego kodu, to wlasno$¢ 7 raczej rzadko bytaby spelniona.

Jednym z rozwigzan tego problemu jest takie przypisanie etykiet poszczegdlnym
wierzcholkom, ktore dawaloby maksymalna albo minimalna warto$¢ kodu. Dzigki temu
wlasno$¢ 7 bytaby zawsze spetniona. Niestety, przebadanie wszystkich mozliwych permutacji
wezlow jest zbyt czasochtonne. Mozna zwigkszy¢ efektywnos$¢ kodowania poprzez
grupowanie weztow grafu ze wzgledu na ich stopien, czyli liczbg krawedzi incydentnych,
stopien ich sasiadow itp. Zabiegi te (pod warunkiem, Zze nie mamy do czynienia z grafem
regularnym) ograniczaja liczbg badanych kombinacji weztow. Jednak zysk jest godny uwagi
gtownie w przypadku grafow, ktorych niezbyt duzy procent wierzchotkow ma ten sam

stopien.

Poniewaz proste porownywanie macierzy przyleglosci byloby bardzo mato skuteczne,
a przebadanie permutacji wezlow zbyt czasochlonne, w proponowanym algorytmie
zastosowano inne rozwigzanie. Wykorzystano macierz przyleglosci A oraz strategig
dekompozycji problemu zachowujaca pierwotny porzadek etykiet. Poniewaz w wyniku
stosowania faktoryzacji i redukcji pewne wierzchotki wystgpujace w grafie wejSciowym
zostaja usunigte, etykiety wierzchotkow przetwarzanego grafu nie zawsze tworza ciagly zbiér
liczb 1, 2, ..., IV]. Aby wygenerowa¢ czgs¢ kodu grafu, ktora odpowiada za wykrywanie
izomorfizmu na podstawie macierzy przyleglosci A, konieczne jest przypisanie istniejacym
wierzchotkom nowych etykiet tworzacych ciagly zbior liczb 1, 2, ..., n, gdzie n jest iloSciq
wierzchotkow przetwarzanego grafu. Poniewaz zastosowano strategi¢ zachowania
pierwotnego porzadku etykiet, zmieniane sa jedynie etykiety wigksze od najmniejszej nie
uzywanej etykiety grafu. Strategia dekompozycji problemu jest tak dobrana, by zmiany
etykiet byly jak najrzadsze, a faktoryzacja nastgpowata na krawgdziach incydentnych do
wierzchotkow o maksymalnej wartosci etykiet. Dzigki temu wygenerowany kod mozliwie
czesto spelnia wlasnos¢ 7, co daje stosunkowo wysoki wspotczynnik trafienia (hit rate) w

pamigci cache. W konsekwencji stosunkowo rzadko zdarza si¢ wielokrotne rozwiagzywanie
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tego samego podproblemu. Wspotczynnik trafienia okreslany jest jako stosunek liczby
rozwiagzan podproblemoéw odczytanych z pamigci cache do liczby wszystkich rozwiazanych
podproblemow. Efektywno$¢ zaproponowanej w algorytmie Fact&Cache techniki
czeSciowego spamigtywania jest tym wigksza, im wigkszej ilosci taczy przypisano t¢ sama
niezawodno$¢. Efektywnos¢ algorytmu moze by¢ mierzona warto$cia wspolczynnika trafienia
i §$rednim rozmiarem podprobleméw odczytanych z pamigci cache. Tak rozumiang
efektywno$¢, zastosowanej w algorytmie Fact&Cache techniki czg¢Sciowego spamigtywania,

przebadano w rozdziale 7.6.

6.3. STRATEGIA DEKOMPOZYCJI PROBLEMU

Przeprowadzone przez autora eksperymenty $wiadcza o tym, ze strategia
dekompozycji problemu, czyli wybierania krawedzi grafu do faktoryzacji, ma wplyw na
efektywno$¢ proponowanego algorytmu w jeszcze wigkszym stopniu, niz ma to miejsce w
przypadku standardowego algorytmu faktoryzacji, wykorzystujacego zachowujace
niezawodno$¢ redukcje.

Idea zaproponowanej strategii dekompozycji jest nastgpujaca: powinna ona sprzyjac
zachowaniu pierwotnego porzadku etykiet, tak, by zmiany etykiet byly jak najrzadsze.
Zaproponowana strategia dekompozycji wykorzystuje priorytety przyporzadkowywane
krawedziom grafu. Priorytety sa przyporzadkowywane zaréwno w fazie wstgpne) (gdy
dokonywana jest analiza grafu), jak i w fazie zasadniczej (gdy powstaja nowe krawedzie w
wyniku stosowania redukcji rownoleglej, szeregowej i redukcji stopnia 2). Faktoryzacji

podlega zawsze ta krawe¢dz grafu, ktora ma najwyzszy priorytet.

6.3.1. Heurystyka przyporzadkowywania priorytetow

Ponumeruymy wierzchotki grafu za pomoca etykiet v; do v, tak, aby etykiety
wierzchotkow przylegltych roznily sig jak najmniej, podczas gdy etykiety wierzchotkow
najbardziej od siebie oddalonych maksymalnie si¢ réznity. Poprzez faktoryzacj¢ na
krawedziach incydentnych do wierzcholkow o najwyzszych etykietach (maksymalnie
oddalonych od v;) wplyniemy w duzym stopniu na zachowanie pierwotnego porzadku etykiet
wierzchotkow. Wygenerowane kody beda stosunkowo czgsto spetniaty wlasnos¢ 7, przez co

uzyskamy wysoki wspotczynnik trafienia.
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W fazie wstepnej dokonywana jest analiza grafu, w wyniku ktorej wszystkim

krawedziom grafu zostaja przyporzadkowane priorytety. Zaproponowana heurystyczna

strategia przyporzadkowania priorytetow realizowana jest w nastgpujacych krokach:

Znajdowane sa minimalne odleglo$ci migdzy wszystkimi wierzchotkami grafu, tzn.
minimalne ilo$ci krawedzi, ktore trzeba pokonac, aby dosta¢ si¢ z jednego wierzchotka do
drugiego (do tego celu wykorzystany zostat algorytm wyszukiwania najkrotszych sciezek

zaproponowany przez Floyda).
Sposréd wierzchotkéw grafu (|VI = n) wyznaczamy pare wierzchotkow (v,,v, ), ktore sa
najbardziej od siebie oddalone. Jesli jest tylko jedna taka para, to wierzchotki v, i v, sa

natychmiast okre$lone. Jezeli tych par jest wigcej to wybierana jest ta para, ktorej

sktadniki v, i v, pojawiaja si¢ najczegscie).
Majac wybrane wierzchotki v, i v,, dla wszystkich wierzchotkéw grafu wyliczane sa

nastepujaco zdefiniowane wspolezynniki polozenia:

minimalna odleglos¢ pomigdzy wierzchotkami v:i k

distFactor[k]= dlak#viik#w

minimalna odleglo$¢ pomigdzy wierzchotkami k i va
distFactor[vi]=0
distFactor|vi] = maxFactor,
gdzie maxFactor jest odpowiednio duza stala, w praktyce musi by¢ ona znaczaco wigksza

od wszystkich innych wspotezynnikow potozenia.

Nastgpnie przeprowadzana jest korekcja wspotczynnikow polozenia o wplyw
wierzchotkéw przyleglych.
P, — zbior wierzcholkéw przyleglych do wierzchotka k

2 distFactor]|i]
distFactor|k)=distFactor[k]+ eh

17|

Wierzchotki grafu sa etykietowane numerami od 1 do |V]. Im wigksza warto$¢
wspolczynnika potozenia, tym wigkszy numer wierzchotka. Nastgpnie krawedziom grafu
przyporzadkowywane sa priorytety w zalezno$ci od wartosci wspotczynnikow potozenia

wierzchotkow incydentnych.

Pozostaje jeszcze problem przyporzadkowania priorytetow krawedziom powstaltym w

wyniku redukeji rownoleglej 1 redukcji wierzchotkéw stopnia drugiego. Redukcje te moga

dotyczy¢ krawedzi o niskich priorytetach, zmniejszajac efektywno$¢ wykrywania
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rownowaznych podprobleméw. Dlatego nie zawsze ich uzycie musi by¢ oplacalne. W
przypadku uzycia redukcji uzasadnione wydaje si¢ takie postgpowanie, ze krawedz, ktora
powstaje w miejsce dwoch redukowanych krawedzi otrzymuje priorytet przynalezny

wcezesnie] krawedzi 0 wyzszym priorytecie.

Zaproponowana strategia dekompozycji (wybierania krawedzi do faktoryzacji) sprzyja
wystgpowaniu tych samych podprobleméw w binarnym drzewie obliczen, co zostato

eksperymentalnie potwierdzone w rozdziale 7.

6.4. PODSUMOWANIE ROZDZIALU

W  rozdziale tym zaproponowano algorytm Fact&Cache. Nowy algorytm
wykorzystuje fakt, iz w trakcie obliczen te same podproblemy (sieci powstale w wyniku
stosowania faktoryzacji i redukcji) sa czesto rozwiagzywane wiele razy. Zamiast wielokrotnie
rozwiazywac ten sam podproblem (oblicza¢ niezawodno$¢ tej samej sieci), jak ma to miejsce
w przypadku wszystkich innych algorytméw faktoryzacji, nowy algorytm wykorzystuje
wcze$niej obliczony i zapamigtany rezultat obliczen, stosujac zmodyfikowana technikg
programowania dynamicznego. Efektywno$¢ zaproponowanego algorytmu Fact&Cache
poréwnano w rozdziale 7 z innymi, aktualnie najefektywniejszymi algorytmami obliczania

niezawodnosci K-terminali.
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7. POROWNANIE EFEKTYWNOSCI ROZNYCH ALGORYTMOW
OBLICZANIA NIEZAWODNOSCI K-TERMINALI

O ile efektywno$¢ niektorych algorytmow obliczania niezawodnos$ci K-terminali
mozna poréwnaé¢ analitycznie (rozdzial 4 i 5), o tyle w przypadku wielu algorytmow
zlozono$¢ obliczeniowa nie jest okre$lana. Powszechnie przyjete jest badanie 1 porownywanie
efektywnosci algorytmow na drodze eksperymentalnej [ResendeM86, Resendel.88, Page88,
Carlier91, Theologou91, Torrieri94, Carlier96]. Realizuje si¢ to za pomocg typowych, zwykle
wykorzystywanych w literaturze, sieci testowych (zatacznik 1). Podobnie jak w przypadku
wiekszosci sieci testowych wykorzystywanych w literaturze rowniez w tej pracy przyjeto
wartoéci prawdopodobienstwa dziatania faczy rowne 0,9. W niniejszym rozdziale dokonano
porownania efektywnosci roznych algorytméw obliczania niezawodnosci K-terminali

wykorzystujac zar6wno rezultaty uzyskane na drodze analitycznej, jak i eksperymentalne;.

7.1. ZLOZONOSC OBLICZENIOWA ALGORYTMU FACT

Zaimplementowany algorytm faktoryzacji Fact mozna opisa¢ nastgpujaco (Fo, {RO,
R1, R2, R3}, S"). Pesymistyczng zlozono$¢ czasowa tego algorytmu oszacowano
wykorzystujac grafy pelne w rozdziale 5 (twierdzenie 12 1 13). Rowniez zlozonos¢
pamieciowa tego algorytmu oszacowano w rozdziale 5 (twierdzenie 20 1 21). Stad wiadomo,
ze w przypadku algorytmu faktoryzacji Fact (Fyp, {RO, R1, R2, R3}, S"), przy rozwiazywaniu

problemu niezawodno$ci K-terminali, pesymistyczna zlozono$¢ czasowa wynosi
: ‘ . .. . -2\n-3) -
O(C(n.b)(n—-2)!)), za$ pesymistyczna ztozono$é pamigciowa wynosi O(W‘GK | }

Powyzsze rezultaty uzyskane analitycznie zostaly potwierdzone przez testy

empiryczne (rozdziat 7.3.2).

7.2. ZLOZONOSC OBLICZENIOWA ALGORYTMU FACT&CACHE

W przypadku algorytmu faktoryzacji Fact&Cache analiza zlozonosSci czasowej jest
utrudniona. Dopiero spelnienie wszystkich ponizszych warunkow zapewnia, ze dowolny

wezet binarnego drzewa obliczen nie bedzie rozwijany:
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. wczedniej zarejestrowano podproblem (i jego rozwigzanie) rownowazny aktualnie

rozpatrywanemu podproblemowi;
2. powyzszy podproblem i jego rozwiazanie sa pamigtane (nie zostat usunigty z pamigci);

3. wykryto rownowazno$¢ graféw reprezentujacych badany i zapamigtany wczesniej

podproblem.

Jak wida¢ trudno$¢ analizy zlozonos$ci czasowej algorytmu Fact&Cache wynika
miedzy innymi z faktu, iz zastosowana technika generowania kodéw podproblemow
zapewniajagc  efektywno$¢ kodowania, nie gwarantuje wykrycia réwnowaznosci
podproblemow (rozdziat 4.2). Ponadto zastosowana technika ograniczania ilosci pamigtanych
rozwigzan ograniczajac ztozono$¢ pamieciowa algorytmu sprawia, ze mozliwa jest sytuacja w
ktorej ten sam podproblem musi by¢ po raz kolejny rozwiazywany, gdy zapamigtany
wezesniej rownowazny podproblem zostal usunigty z pamigei. Z powyzszych wzgledow

liczba lisci BDO algorytmu Fact&Cache L(G ) jest trudna do oszacowania.

Chcac oszacowaé zlozono$§¢ czasowag nalezy uwzgledni¢, ze w kazdym wezle
binarnego drzewa obliczen algorytmu Fact&Cache wykonywane sa operacje typowe dla
wigkszos$ci znanych algorytméw faktoryzacji (np. redukcje grafu czy selekcja krawedzi do
faktoryzacji), ktorych ztozonoé¢ czasowa oznaczyliémy przez C(n,bh)oraz operacje zwiazane
z wykrywaniem rownowaznych podprobleméw, czyli generowanie kodu podproblemu o

zlozonosci czasowej C,.(n,h) i poszukiwanie rownowaznego podproblemu o ztozonosci
czasowej Cg (n,b). Stad ztozono$¢ czasowa algorytmu Fact&Cache mozna oszacowaé przez
O(C(n.b)+C.(n.b)+Cy(n.h))L(G, ). Zlozono$é¢ czasowa operacji zwiazanych z

wykrywaniem réownowaznych podproblemow®™ nie jest wigksza niz zlozonoéé czasowa
zastosowanych redukcji grafu 1 selekcji krawedzi do faktoryzacji (typowych dla znanych
dotad algorytmow faktoryzacji). W zwiazku z tym zlozono$¢ czasowa algorytmu

Fact&Cache mozna oszacowaé przez O(C(n,h)L(G, )).

% Przykladowo pesymistyczna zlozono$¢ czasowa operacji zwiazanych z generowaniem kodu podproblemu

mozna oszacowac poprzez O(bz). Poszukiwanie réwnowaznego podproblemu za pomoca algorytmu
wykorzystujacego tablice z haszowaniem wymaga w najgorszym przypadku O(c) operacji, gdzie ¢ jest

arbitralnie ustalong maksymalna liczba pamigtanych podproblemdw.
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Liczba lisci BDO algorytmu faktoryzacji Fact&Cache bedzie mniejsza lub w
najgorszym przypadku rowna liczbie lisci BDO algorytmu faktoryzacji wykorzystujacego t¢
samg strategie selekcji krawedzi do faktoryzacji, lecz nie wykorzystujacego techniki

wykrywania rownowaznych podproblemow. To samo dotyczy zlozonosci czasowe.
Yy

W praktyce efektywnos$¢ algorytmu Fact&Cache wynika stad, iz cale poddrzewa
BDO nie sa rozwijane. Jest ona tym wigksza im wigksza cze$¢ laczy charakteryzuje si¢ ta
sama niezawodno$cia”’. W tym sensie wypelnia on luke¢ pomigedzy standardowym
algorytmem faktoryzacji, ktory ma rownie szeroki zakres zastosowan, jest jednak czgsto zbyt
wolny, a efektywnymi algorytmami obliczania niezawodnosci sieci, ktore charakteryzuja sig
bardzo waskim zakresem zastosowan (np. metody zaproponowane przez Gilberta [Gilbert59],
ktore mozna zastosowac tylko wtedy, gdy niezawodno$ci wszystkich taczy sa takie same,
sieci reprezentowane sa poprzez grafy pelne, a rozwazany jest problem niezawodnosci

wszystkich terminali albo problem niezawodno$ci dwoch terminali).

Na ztozono$¢ pamieciowa algorytmu Fact&Cache beda miaty wplyw dwa czynniki.
Pierwszy z nich zwigzany jest z rekurencyjnym charakterem algorytmu. Zgrubnym

pesymistycznym oszacowaniem tego czynnika jest O(b Gy ) gdzie b to liczba krawedzi grafu

reprezentujacego badana sie¢. Drugi czynnik zwigzany jest ze stosowang w algorytmie
Fact&Cache technika czgSciowego spamigtywania. Jezeli przez ¢ oznaczymy maksymalna
liczbg pamigtanych podproblemow, a przez |K‘ rozmiar kodu podproblemu wraz z
rozwigzaniem, to pesymistyczna ztozono$¢ pamigciowa algorytmu Fact&Cache wynosi

Ob|G |+ d|K]).

7.3. POROWNANIE MIAR PESYMISTYCZNEJ ZLOZONOSCI CZASOWEJ ALGORYTMOW
OBLICZANIA NIEZAWODNOSCI K-TERMINALI

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

L,(G, ) — oznacza okreslona analitycznie liczbg lisci BDO,

7 Przyjecie tych samych niezawodnosci niektérych laczy jest o tyle usprawiedliwione, ze nie zawsze posiadamy
dokladne dane o niezawodnosci taczy, w zwiazku z czym czesto operujemy tymi samymi wartosciami w obrebie
okreslonych grup faczy, charakteryzujacych si¢ podobnymi wartosciami innych parametrow (np. dlugos¢ tacza,

zastosowana technologia itp.).
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L (G, )- oznacza okre$lona eksperymentalnie liczbe lisci BDO.

Poréwnanie przeprowadzimy na sieciach reprezentowanych poprzez graf peiny.

7.3.1. Poréwnanie okreslonych analitycznie miar pesymistycznej ztozonosci

czasowej roznych algorytmow faktoryzacji

W rozdziale tym przedstawimy porownanie okre$lonej analitycznie maksymalne)
liczby lici binarnego drzewa obliczen L, (G, ), bedacej miara pesymistycznej ztozonosci
czasowej roznych odmian algorytmu faktoryzacji. Pordwnanie przeprowadzono na sieciach

reprezentowanych poprzez graf pelny K, gdzie n jest iloScia wierzchotkow.

Ponizsza tabela ilustruje dotychczasowy postgp poczyniony na drodze do uzyskania
mozliwe najefektywniejszego algorytmu. Analiz¢ maksymalnej liczby lisci BDO ponizszych

) ; : T 68
algorytmoéw przeprowadzono z wykorzystaniem niezmiennikow grafu™.

Algorytm Zakres analizy | Liczba lisci BDO dla Przyktadowe liczby lisci BDO dla
n= |V sieci reprezentowanych | sieci reprezentowanych przez graf
b= IE‘ przez graf petny K petny K,
Kﬁ KIO
n=6, b=15 n=10, b=45
badajacy calg B |K| <n [n} 32768 3,51843721e+13
przestrzen stanow LK, )=2" =2t
(Fo, {R5, R6}, Sy) ‘K| —n T (K ): n"2 1296 100000000
(Fo{RTR2R5LS?) [ 2<|K|<n L(K,)=(n-1) 120 362880
(Fo, {R1, R2, R3,|2< |K‘ ok, 1 L (K” ) = (n = 2){ 24 40320 (dla

R4}, S,) przypadkéw
granicznych)

Tabela 2. Poréwnanie okreslonej analitycznie (z wykorzystaniem niezmiennikéw) maksymailnej
liczby lisci binarnego drzewa obliczen réznych algorytmoéw faktoryzaciji.

Kolejna tabela zawiera poroéwnanie okreslonej analitycznie maksymalnej liczby lisci
binarnego drzewa obliczen innych (rozwazanych przez autora) modyfikacji algorytmu

faktoryzacji. Analiz¢ maksymalnej liczby lisci BDO przedstawionych ponize) algorytmow

% Por. rozdzial 4, gdzie sa opisane strategie Sy, S, S4 oraz [Wood86).
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przeprowadzono z wykorzystaniem zaproponowanej przez autora metody wykorzystania

grafow petnych®.

Algorytm Zakres Liczba lisci BDO dla sieci | Przyktadowe liczby lisci BDO dla
analizy reprezentowanych przez | sieci reprezentowanych przez graf
n= ‘Vl, graf petny K, petny K,
b= ‘E| K Ky

n=6, b=15 n=10, b=45

(Fo, (RO, R1}, S") 2<|K|<n | L,(K,)=(n—1) 120 362880

130 219202
(dia |K|=2) |(dia |K|=2)

(Fo, {R1}, ") K|=2

L (K, )= 2{{(” - 2)5]

(Fo, {R1,R2,R3}, 8" | 2 <[K[ < n 48 80640

L, (K,,)zZ((n —2)!]

Fact (Fo, {RO, R1.[2<|K|l<n |L, (K,)=(m-2) 24 40320
R2, R3}, ")

Tabela 3. Poréwnanie okreslonej analitycznie (z wykorzystaniem graféw petnych) maksymalnej
liczby lisci binarnego drzewa obliczen réznych algorytmow faktoryzacji.

Algorytmy faktoryzacji (Fy, {RO, R1}, S"), (Fy, {R1},S""), (Fo, {R1, R2, R3}, 8") i
(Fy, {RO, R1, R2, R3}, S") zostaly zaimplementowane w jgzyku C++. Otrzymane
eksperymentalnie rezultaty potwierdzily, przedstawione w powyzszej tabeli, okreslone

analitycznie maksymalne liczby lisci BDO algorytmow faktoryzacji.

Szczegoblnie istotne jest to, ze w przypadku (zaproponowanego przez autora)
algorytmu Fact (Fo, {RO, R1, R2, R3}, 8') mozna zagwarantowa¢’’, iz liczba lisci BDO
L(G,\,):(n—2)1 bedaca miara pesymistycznej ztozonosci czasowej bgdzie osiagalna dla
dowolnego K (ES‘K‘S‘V‘) w odroznieniu od innych algorytmow, w tym réwniez od
analizowanego przez Wooda algorytmu (Fyp, {R1, R2, R3, R4}, S4) charakteryzujacego sig jak
dotad najmniejsza pesymistyczng ztozonosScig czasowq .

Powyzszy rezultat uzyskano przy prostszym zbiorze zachowujacych niezawodnos¢
redukcji grafu (nie ma bowiem konieczno$ci uwzglgdniania najbardziej skomplikowanego
podzbioru redukcji wielokata do tancucha) i nieskomplikowanej strategii selekcji krawedzi do

faktoryzacji.

% Por. rozdzial 5, gdzie sa opisane strategie S" i S'".

" por. rozdziat 5.
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7.3.2. Porownanie otrzymanych eksperymentalnie miar pesymistyczne;

ztozonosci czasowej algorytmu Facti Fact&Cache

W rozdziale tym przeprowadzone zostanie poréwnanie otrzymanych eksperymentalnie
miar ztozonoS$ci czasowej algorytmu Fact i Fact&Cache dla sieci reprezentowanych poprzez
graf pelny. W przypadku algorytmu Fact&Cache pesymistyczna ztozono$¢ obliczeniowa
mozna oszacowa¢ okre$lajac maksymalng liczbg lisci BDO uzyskana na odpowiednio licznej
probie grafow pelnych o losowych prawdopodobienstwach krawgdzi. Rozpatrzone zostang
dwa najczeSciej rozwazane przypadki niezawodnosci wszystkich terminali (rysunek 7.)

i niezawodno$ci dwaoch terminali (rysunek 8.).

Liczba lisci BDO (|K|=|V|)

100000 -
! o OFact
|

% 100 ' — Bl Fact&Cache
g 1000 7 A Fact&Cache i
! 5 100 - Z (losowe p) ;
=10 = / — 3

g - %
! @ 1 = _ _sie¢
‘ K8 K10

Rysunek 7. Poréwnanie okreslonej eksperymentalnie liczby lisci binarnego drzewa obliczen
algorytmow Fact i Fact&Cache w przypadku obliczania niezawodnosci wszystkich terminali
(|K|=|V|) sieci reprezentowanych poprzez graf peiny.
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Liczba lisci BDO (|K|=2)

15000 OFact _
g L B Fact&Cache |
é L P Fact&Cache
g ias. | . (losowe p)

§ 10 y
® 14 _siec

Rysunek 8. Poréwnanie okreslonej eksperymentalnie liczby lisci binarnego drzewa obliczen
algorytmow Fact i Fact&Cache w przypadku obliczania niezawodnosci dwéch terminali (|K|=2)
sieci reprezentowanych poprzez graf peiny.

Liczba lici binarnego drzewa obliczen algorytmu Fact&Cache jest we wszystkich
rozpatrywanych przypadkach mniejsza lub rowna liczbie lisci BDO algorytmu Fact. Pozwala
to wysuna¢ hipotez¢ o mniejszej pesymistycznej zlozono$ci czasowe) algorytmu
Fact&Cache. Roznica w liczbie lisci BDO algorytmoéw Fact i Fact&Cache jest tym wigksza,
im wigksza jest rozpatrywana sie¢, co dodatkowo zwigksza atrakcyjno$¢ algorytmu

Fact&Cache.

7.4. POROWNANIE EFEKTYWNOSCI ALGORYTMOW FAKTORYZACJI NA PRZYKLADZIE
GRAFOW LOSOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM GESTOSCI GRAFOW

Zgodnie z sugestig pani Balinskiej [Balinska98] do badania efektywnos$ci algorytmow
faktoryzacji Fact i Fact&Cache wykorzystano grafy losowe. Efektywno$¢ algorytmow
faktoryzacji bada si¢ zwykle okreslajac liczbe lisci BDO. Liczba lisci BDO zalezy nie tylko
od rozmiaru, ale rowniez od stopnia trudno$ci rozpatrywanych problemoéw (sieci

reprezentowanych za pomocg grafow). Na 6w stopien trudnosci wpltywa w istotny sposob

. ; : 2
gestos¢ rozpatrywanych grafow, ktora wyraza $redni stopien wierzchotkow a'=—}1.
n

Zachowujace niezawodno$¢ redukcje grafu umozliwiaja bowiem efektywna (w czasie

wielomianowym) redukcje jedynie wierzchotké4w niskiego stopnia (stopnia 1. 1 w duze]
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mierze stopnia 2.). W przypadku grafow, ktorych sredni stopien wierzchotkow jest niski,
obliczenie miar niezawodnos$ci bedzie wymagaé stosunkowo niewielkich nakladow

czasowych ze wzgledu na niewielka liczbg faktoryzacji.

Ponizej porownano liczbg lisci BDO algorytmow faktoryzacji wykorzystujac grafy
losowe G(n,b) o okre$lonej liczbie wierzchotkow n, lecz o zmiennej liczbie krawedzi b (a co
za tym idzie roOwniez o zmiennej gestosci) grafow. Badania przeprowadzono generujac po
1000"! graféw losowych G(n,b) o liczbie wierzchotkow n =10 i liczbie krawgdzi 9 < b <45

(gestoscl 1,8<d <£9).

n=10, 9<=b<=45

45000

40000
35000
30000

25000 F{{ —— Fact&Cache
20000 ! | —O— Fact

e |
15000 n}{. :
10000

Liczba lisci BDO

Sredni stopier wierzchotkéw d=2b/n

Rysunek 9. Poréwnanie $redniej liczby lisci BDO algorytméw Fact i Fact&Cache przy
obliczaniu niezawodnosci wszystkich terminali (/K/=/V]) dla graféw losowych G(n,b) o n=10,
9<=b<=45.

Przedstawione na rysunku 9. poréwnanie $redniej liczby lisci BDO algorytmoéow Fact i
Fact&Cache przy obliczaniu niezawodno$ci wszystkich terminali (IKI=IV1) dla graféw
losowych G(n,b) o n=10, 9<h<45 ilustruje wyzszos¢ zaproponowanego algorytmu
Fact&Cache. Niewatpliwie jego mocna strong jest wigksza w porownaniu z algorytmem Fact

skutecznos¢, szczegdlnie w przypadku graféw o duzej gegstosci i rozmiarze.

Na rysunku 9. wyraznie zaznaczono, ze wraz ze wzrostem rozmiaru badanych grafow
wzrastala ich gesto$¢. Badajac efektywno$é algorytmoéw faktoryzacji w zalezno$ci od
rozmiaru rozpatrywanych graféw nalezy zwroci¢ szczegolna uwage na — umykajace niekiedy
uwadze — zmiany gestos$ci badanych grafow. Gesto§¢ grafow ma bowiem istotny wplyw na

efektywnos¢ algorytmow. Przykltadowo taka niekorzystna sytuacja ma miejsce wowczas, gdy

! Za wyjatkiem przypadkéw brzegowych, np. gdy d=1,8, czy d=9 (graf peiny).
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rozwazamy efektywnos$¢ algorytmow faktoryzacji dla grafow G(n,p) (gdzie p jest

prawdopodobienstwem wystapienia krawedzi), w przypadku ktérych wraz z rosnacym

3 ; o ! ' 5 ~1
rozmiarem badanych grafow (sieci) zwigksza sig ich ggstos¢: b = n_(nZ—) i

il =B s
n n

Z tego wzgledu obliczono $rednia liczbg lisci BDO algorytmow faktoryzacji w
zalezno$ci od rozmiaru rozpatrywanych grafow losowych G(n,b) przy okreslonych (statych)
warto$ciach gesto$ci grafow (d= 2,4, 61 S)TZ. Niezawodno$¢ wszystkich terminali sieci o
gestosci d =2 mozna obliczy¢ wykorzystujac zachowujace niezawodnos¢ redukcje
(faktoryzacja nie jest konieczna), a $rednia liczba lisci BDO jest rowna jeden. W pozostatych
przypadkach rozwazamy sieci o wyzszych ggstosciach wige faktoryzacja jest niezbedna.
Ponizsze rysunki przedstawiaja porownanie $redniej liczby lisci BDO algorytmow Fact i
Fact&Cache przy obliczaniu niezawodno$ci wszystkich terminali (|K|=|V|) w zaleznosci od

rozmiaru rozpatrywanych graféw G(n,b) i gestosci grafow.

d=

zm e 4 A A S - NORIT—— ———

2000
o : |
o
FE 1500 | |
2 —O— Fact |
r | —— Fact&Cache ||
o 1000 B
N |
g |
- / |

500 st

U . i :"M |

18 21 24 27 30 3 B 39 42 45 48

Rozmiar graféw (n+b)

Rysunek 10. Poréwnanie s$redniej liczby lisci BDO algorytméw Fact i Fact&Cache przy
obliczaniu niezawodnosci wszystkich terminali (|K|=|V|]) w zaleznosci od rozmiaru
rozpatrywanych graféw G(n,b) przy statej gestosci d=4.

2 Gdy badamy grafy o stalej gestosci, to nie ma wiekszego znaczenia czy przez rozmiar grafu rozumiemy liczbe

wierzchotkow, liczbe krawedzi, czy ich sume.
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d=6

25000

/ ' —EI_— Fact
20000
/ | —A— Fact&Cache

15000

. A

Liczba lisci BDO

B
8
&
i~
&

Rozmiar graféow (n+b)

Rysunek 11. Poréwnanie $redniej liczby lisci BDO algorytméw Fact i Fact&Cache przy
obliczaniu niezawodnos$ci wszystkich terminali (|K|=|V|]) w zalezno$ci od rozmiaru
rozpatrywanych grafow G(n,b) przy statej gestosci d=6.

250000 1

- o

/ —{0— Fact
s / | | —a— Fact&Cache
100000 S

Liczba lisci BDO

Rozmiar graféw (n+b)

Rysunek 12. Poréwnanie $redniej liczby lisci BDO algorytmoéw Fact i Fact&Cache przy
obliczaniu niezawodnosci wszystkich terminali (|JK|=|V|]) w =zaleznosci od rozmiaru
rozpatrywanych grafow G(n,b) przy stalej gestosci d=8.

Na rysunkach 10., 11. 1 12. widzimy wplyw rozmiaru badanych grafow na
efektywno$é algorytméw faktoryzacji’>. W przypadku algorytmu Fact&Cache wpltyw ten jest
zauwazalnie mniejszy niz w przypadku algorytmu Fact. Rowniez zmiany ggsto$ci badanych

grafow w rozny sposob oddzialywaja na oba badane algorytmy. Ze wzrostem ggstosci

¥ Wplyw ten nie jest zaklécony przez zmiany gestosci grafow.
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rozpatrywanych graféw uwidacznia si¢ znaczna dysproporcja pomigdzy liczba lisci BDO

algorytmoéw Fact 1 Fact&Cache.

7.5. EFEKTYWNOSC ALGORYTMU FACT&CACHE NA TLE  AKTUALNIE
NAJEFEKTYWNIEJSZYCH ALGORYTMOW OBLICZANIA NIEZAWODNOSCI K-
TERMINALI

Ze wzgledu na znaczna ilo§¢ zaproponowanych metod obliczania miar niezawodnoSci
sieci w przeprowadzonym w tym rozdziale poréwnaniu ujgto jedynie metody o najwyzsze)

efektywnosci.

W 1991 roku ukazaly si¢ dwa artykuly [Carlier91, Theologou91], ktorych autorzy
Carlier i Theologou z Compiegne University of Technology dokonali poréwnania —
zaproponowanych do konca lat osiemdziesiatych — algorytméw obliczania niezawodnosci
sieci. Przedstawiony przez nich algorytm faktoryzacji RES, wykorzystujacy redukcje proste
(R1, R2, R3), redukcje wielokata do tancucha i dwuspdjna dekompozycjg, okazal sig
najefektywniejszym i zdaniem autorow ,umozliwial obliczanie niezawodnosci sieci o
wigkszych, niz to wezesniej byto mozliwe, rozmiarach™’*. Mozna wigc przyjaé, iz algorytm
ten w znacznym stopniu reprezentuje szczytowe osiagnigcia w dziedzinie analizy

niezawodnosci sieci przetomu lat osiemdziesiatych i dziewigcdziesiatych.

W latach dziewieédziesiatych okazato sig, ze w dziedzinie analizy niezawodnosci sieci
algorytmy  dekompozycji  [Carlier96,  Beichelt9la,  Beichelt9lb]  naleza  do

najefektywniejszych.

Ostatecznie w pordéwnaniu zostaly uwzglednione nastgpujace algorytmy i programy

stuzace do analizy niezawodnoSci sieci:

e RES91 - odmiana algorytmu faktoryzacji, ktorej autorami sa Carlier 1 Theologou
[Carlier91, Theologou91] (Uwaga: Autorzy wykazuja pewna nickonsekwencjg podajac, w
przypadku niektorych sieci, w roznych artykutach [Carlier91, Thelogou91, Carlier96]
rézne czasy wykonania. W zwiazku z tym podzielono dane w zaleznosci od zrodla

pochodzenia np. C91 z [Carlier91], T91 z [Theologou91], C96 z [Carlier96]);

e CL96 — algorytm dekompozycji, ktoérego autorami sa Carlier i Lucet [Carlier96];

™ Por. [Carlier91], s.3.
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e BT9l - algorytm bedacy polaczeniem algorytmu dekompozycji z algorytmem
faktoryzacji umozliwiajacy badanie niezawodnosci wszystkich terminali, ktorego

autorami sa Beichelt 1 Tittmann [Beichelt91a];

e NRA97 (Network Reliability Analysis (C)1997, HTW Mittweida) — pakiet do analizy
niezawodnosciowej sieci, pracujacy w srodowisku Windows 3.1/Windows95 stworzony

na Uniwersytecie Mittweida’” :

e Fact jest zaproponowanym przez autora zmodyfikowanym algorytmem Page’a i Perry

[Page88], ktory zostal omowiony w rozdziale 5;

e Fact&Cache jest zaproponowanym przez autora algorytmem, ktory zostal omowiony w

rozdziale 6.

7.5.1. Porownanie czasow obliczen

Glownym celem tworcow nowych metod analizy niezawodnosci sieci jest stworzenie
mozliwie najefektywniejszego algorytmu. Ze wzgledu na fakt, ze efektywno$¢ wigkszosci
prezentowanych algorytméw jest okreslana jedynie eksperymentalnie, na pewnych typowo
rozpatrywanych w literaturze sieciach testowych, w rozdziale tym dokonano poréwnania
uzyskanych eksperymentalnie czasoéw obliczen. Zestawienie wszystkich badanych sieci

znajduje si¢ w zalaczniku 1.

siec¢ n b czas obliczen [s]
PC Pentium VAX 8530
Fact Fact&Cache NRA97 RES91
Co1 T91
3x6 18 | 27 0,2 <0,1 0,3 0,97
3x7 21 32 0,8 <0,1 1,3 3,91
3x8 24 | 37 3,7 <0,1 59 15,42

c.d. tabeli na nastepnej stronie

> Prof. Tittmann, bedac wspoétautorem algorytmu BT91, wchodzi réwniez w skiad grupy badawczej zajmujacej
si¢ niezawodnoscia sieci, ktéra stworzyla pakiet NRA97. Aktualnie bierze udzial w realizacji projektow
badawczych, dotyczacych miedzy innymi algorytmow obliczania miar niezawodnosci sieci komputerowych i
komunikacyjnych realizowanym we wspoélpracy z CINDATEC GmbH, a finansowanym przez rzad Saksonii, jak
réwniez projektowania i optymalizacji sieci, finansowanym przez GERMAN TELEKOM
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sie¢ n b czas obliczen [s]
PC Pentium VAX 8530
Fact Fact&Cache NRAG7 RES91
Co1 T91
3x9 27 | 42 17 0,1 28 61,27
3x10 30 | 47 80 0,2 133 240,39
3x11 33 | 52 370 0,2 625
3x12 36 | 57 1712 0,2 2941
4x4 16 | 24 <0,1 <0,1 0,2
4x5 20 | 3t 0,8 0,1 1,3
4x6 24 | 38 8,5 0,3 13
4x7 28 | 45 91 0,4 146
4x8 32 | 52 989 0,7 1661
SODETH1 24 38 5.2 0,4 18,22
SODET2 | 26 | 43 22 0,4 64,12
CUBE16 | 16 | 24 0,1 <0,1 0,6-0,2
CUBE20 | 20 | 30 0,6 0,2 4,23
BAILEY | 17 | 25 0,2 <0,1 0,72
FRA732 | 11 | 21 <0,1 <0,1

Tabela 4. Poroéwnanie czaséw wykonania w przypadku obliczania niezawodnosci dwoch
terminali (IKI=2).

siec n b czas obliczen [s]
PC Pentium PC 486 | Robotron VAX 8530
A7150
Fact Fact&Cache | NRA97 CL96 BT91 RES91
coat c96
3x6 18 27 <0,1 <0,1 0,1
3x7 21 32 <0,1 <0,1 0,2
3x8 24 37 0,3 <0,1 0,4
3x9 27 42 0,7 <0,1 1,2

c.d. tabeli na nastepnej stronie
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sie¢ n b czas obliczen [s]
PC Pentium PC 486 | Robotron VAX 8530
A7150
Fact | Fact&Cache | NRA97 CL96 BT91 RES91
Cc91 C96
3x10 30 | 47 2,3 <0,1 3,7 1,7 26,6
3x11 33 | 52 7 <0,1 11,4
3x12 36 | 57 21 0,1 36
4x4 16 | 24 <0,1 <0,1 <0,1
4x5 20 | 31 0,2 <0,1 0,3
4x6 24 | 38 1,4 0,1 2.1
4x7 28 | 45 11 0,2 17,5 45
4x8 32 | 52 92 0,3 146
Arpanet 21 32 0,5 <0,1 1,82 4 6,51
SODET1 | 24 38 2 0,2 7,36 40
SODET2 | 26 | 43 9,7 0,3 4,5 108,7
EDF2 30 | 52 153 0,9 12,8 1315 1315
PLG 21 | 57 | 5147 2,3 7570 120

Tabela 5. Poréwnanie czaséw wykonania w przypadku obliczania niezawodnos$ci wszystkich

terminali (IKI=IVI).

Poréwnanie czasow obliczen zarowno w przypadku niezawodno$ci dwoch terminali

(tabela 4), jak i niezawodno$ci wszystkich terminali (tabela 5), wskazuje na bardzo wysoka

efektywnos$¢ algorytmu Fact&Cache. Roznica w stosunku do uznawanego dotad za

najefektywniejszy, a drugiego w powyzszym rankingu, algorytmu dekompozycji CL96, jest

znaczaca w kazdym rozpatrywanym przypadku.

Chociaz trudno przesadza¢ o efektywnos$ci algorytmu BT91 na podstawie tylko

jednego przykiadu, to jednak wydaje sig, ze zaproponowany przez Beichelta 1 Tittmanna

algorytm jest rowniez godny uwagi. Znacznie mniej efektywne do analizy niezawodnosci

siect wydaja si¢ by¢ algorytmy Fact, RES91 i pakiet NRA97.
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7.5.2. Poréwnanie liczby lisci binarnego drzewa obliczen algorytméow

faktoryzaciji

Ze wzgledu na roznice szybkosci komputerow bardzo interesujace jest porownanie

liczby lisci binarnego drzewa obliczen réznych algorytmow faktoryzacji.

Poroéwnanie liczby lisci binarnego drzewa obliczen algorytmow faktoryzacji Fact,
Fact&Cache oraz RES91 w przypadku obliczania niezawodno$ci dwoch terminali, jak
rowniez niezawodnos$ci wszystkich terminali dla typowo rozwazanych w literaturze sieci,

przedstawiono w ponizszych tabelach.

sie¢ n b liczba lisci (weztdéw) binarnego drzewa obliczen
Fact Fact&Cache RES91
CTa1 TCO1
3x6 18 | 27 614 88 226
3x7 21 32 2799 118 873
3x8 24 | 37 12766 150 3741
3x9 27 | 42 58231 184 13592
3x10 30 | 47 265622 216 53629
3x11 33 | 52 1211647 248
3x12 36 | 57 5526990 280
4x4 16 24 275 114
4x5 20 | 31 2760 288
4x6 24 | 38 28740 478
4x7 28 45 303380 668
4x8 32 52 3219542 858
SODET1 | 24 | 38 17670 740 (9494)"
SODET2 26 | 43 73351 747 20234(40467)

c.d. tabeli na nastepnej stronie

" Wielkos¢ ta wydaje si¢ by¢ nieprawidlowa, gdyz liczba wezléw binarnego drzewa obliczen powinna byé

nieparzysta. Najprawdopodobniej jest to wielkos¢ zanizona, skoro po zastosowaniu w algorytmie RES techniki
aproksymacyjnej, umozliwiajacej zmniejszenie liczby odwiedzanych weztow BDO, konieczne jest odwiedzenie

wiekszej (np. 9834) liczby weztow BDO. Por [Carlier91], s.12.
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siec¢ n b liczba lisci (weztéw) binarnego drzewa obliczen
Fact Fact&Cache RES91
CT91 TCO1
BAILEY 17 | 25 532 138 254(507) 225(451)
CUBE20 | 20 | 30 2057 308 856(1711) 990(1979)

Tabela 6. Poréwnanie liczby lisci binarnego drzewa obliczen w przypadku obliczania

niezawodnosci dwoch terminali (|K|=2).

sie¢ n b liczba lisci (weztdw) binarnego drzewa obliczen
Fact Fact&Cache RES91
CTot
3x6 18 | 27 81 35
3x7 21 | 32 243 76
3x8 24 | 37 729 99
3x9 27 | 42 2187 74
3x10 30 | 47 6561 87
3x11 33 | 52 19683 100
3x12 36 | 57 59049 113
4x4 16 | 24 72 44
4x5 20 | 31 569 129
4x6 24 | 38 4491 236
4x7 28 | 45 35442 346
4x8 32 | 52 279697 454
Arpanet 21 | 32 1686 132 1600(3199)
CUBE16 16 | 24 247 112 247(493)
EDF2 30 | 52 489920 1125 464106(928211)
PLG 21 | 57 18197988 2850

Tabela 7. Poréwnanie liczby lisci binarnego drzewa obliczen w przypadku obliczania
niezawodnosci wszystkich terminali (|K|=|V]).

Powyzsze tabele przedstawiaja porownanie liczby lisci binarnego drzewa obliczen

trzech algorytméw faktoryzacji. Bardzo znaczna réznica w liczbie liSci BDO, pomigdzy

algorytmem Fact&Cache a pozostaltymi algorytmami, §wiadezy o tym, ze nowy algorytm



97

wyraznie dystansuje pozostalte algorytmy faktoryzacji. Roznica jest szczegolnie widoczna w
przypadku rozbudowanych sieci, co dodatkowo zwigksza atrakcyjno$¢ zaproponowanego

algorytmu.

7.6. WSPOLCZYNNIK TRAFIENIA ALGORYTMU FACT&CACHE

Efektywno$¢ zaimplementowanego w algorytmie Fact&Cache mechanizmu
wykrywania rownowaznych podprobleméw moze by¢ mierzona wartoscia wspolczynnika
trafienia i $rednim rozmiarem podproblemow odczytanych z pamigei cache (co ilustruja

ponizsze tabele).

Sie¢ n b | wspéiczynnik trafienia $redni rozmiar podproblemu odczytanego z
[%] pamieci cache
n b
3x6 18 | 27 40,8 7,6 9,6
3x7 21 32 43,5 9.1 12
3x8 24 | 37 45 10,6 14,5
3x9 27 | 42 46 12,1 17,1
3x10 30 | 47 46,7 13,6 19,6
3x11 33 52 47,2 15,1 22,1
3x12 36 | 57 47,6 16,6 24,6
4x4 16 24 22,1 6,6 7,9
4x5 20 | 31 36,5 7,7 9,9
4x6 24 | 38 42,5 9,6 13,1
ax7 28 45 44,9 11,6 16,7
4x8 32 52 46,1 13,6 20,2
CUBE16 16 | 24 32,8 6,1 7.4
CUBE20 20 | 30 39,4 77 9,7
SODETH 24 38 38,4 7,6 10,1
SODET2 26 | 43 42,5 8,8 12

Tabela 8. Wspoélczynnik trafienia i Sredni rozmiar podprobleméw algorytmu Fact&Cache w
przypadku obliczania niezawodnosci dwoch terminali (|K|=2).



Sie¢ n b | wspétczynnik trafienia $redni rozmiar podproblemu odczytanego z
[%] pamieci cache
n b
3x6 18 27 34,6 6,7 8,9
3x7 21 32 37,5 7,4 10,2
3x8 24 | 37 41 8,8 12,5
3x9 27 | 42 43,8 10,8 15,9
3x10 30 | 47 449 12,3 18,4
3x11 33 | 52 45,9 13,8 20,9
3x12 36 57 46,4 15,3 23,3
4x4 16 | 24 18,9 6,9 9,4
4x5 20 | 31 31,2 7.3 10,2
4x6 24 | 38 40,1 8,8 12,9
ax7 28 | 45 43,5 10,6 16
4x8 32 | 52 45,2 12,4 19,2
CUBE16 16 | 24 30,6 6,1 FArg
CUBE20 20 | 30 36,1 7,9 10,4
SODET1 24 | 38 34 7,9 11
SODET2 26 | 43 39,5 9 13
Arpanet 21 32 41,3 9,4 12,8
EDF2 30 | 52 47,6 9,8 15
PLG 21 57 45,4 11,2 23,2

Tabela 9. Wspétczynnik trafienia i sredni rozmiar podprobleméw algorytmu Fact&Cache w

przypadku obliczania niezawodnosci wszystkich terminali (|K|=|V]).

W przypadku duzych sieci (np. 3x11, 3x12, 4x8, EDF2, PLG) wspotczynnik trafienia
zbliza sig¢ do warto$ci 50% zaréwno w przypadku obliczania niezawodnos$ci dwéch terminali,
jak i niezawodnos$ci wszystkich terminali. Sredni rozmiar podprobleméw odczytanych z

pamigci cache (rozumiany jako suma n+b), zbliza si¢ do wartosci 45% rozmiaru sieci

wejsciowe] (w przypadku takich siect, jak 3x12 czy PLG).
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7.7. PODSUMOWANIE ROZDZIALU

Dokonano porownania efektywnoséci aktualnie najefektywniejszych algorytmow
obliczania niezawodno$ci K-terminali, wykorzystujac zardbwno rezultaty uzyskane na drodze
analitycznej, jak i eksperymentalnej. Uzyskane rezultaty potwierdzily stosunkowo wysoka

efektywno$¢ zaproponowanego w tej pracy algorytmu Fact&Cache.



8. PODSUMOWANIE PRACY

8.1. WNIOSKI KONCOWE | PODSUMOWANIE REZULTATOW

Przeprowadzone badania i otrzymane rezultaty maja praktyczne znaczenie dla analizy
niezawodnosci sieci. Efektywno$¢ znanych z literatury algorytmow faktoryzacji jest czgsto
niewystarczajaca. W zwiazku z tym w rozdziale 6. zaproponowano znacznie efektywniejszy
algorytm Fact&Cache. Algorytm ten dzigki wykorzystaniu zalet programowania
dynamicznego jest aktualnie jednym z najefektywniejszych narzedzi umozliwiajacych analizg
niezawodnosci sieci przez obliczanie niezawodno$ci K-terminali. W algorytmie wykorzystano
fakt, ze w trakcie obliczen te same podproblemy sa czgsto rozwiazywane wiele razy. Zamiast
wielokrotnie rozwigzywac ten sam podproblem (oblicza¢ niezawodno$¢ tej samej siect), jak
ma to miejsce w przypadku wszystkich znanych dotad algorytméw faktoryzacji, w nowym
algorytmie wykorzystuje si¢ wczedniej obliczony i1 zapamigtany rezultat obliczen, stosujac
zmodyfikowana technike programowania dynamicznego. Zapobiega to rozwijaniu calych
poddrzew binarnego drzewa obliczen. Fakt, ze te same podproblemy moga wielokrotnie
wystegpowa¢ w BDO algorytmu faktoryzacji nie zostat jak dotad dostrzezony ani praktycznie
wykorzystany.

W rozdziale 4. przedstawiono dotychczasowe osiagnigcia w dziedzinie analizy
pesymistycznej ztozono$ci algorytmow faktoryzacji. Najmniejsza pesymistyczna ztozonoscia
czasowa charakteryzuje si¢ algorytm (Fy, {R1, R2, R3, R4}, S4) opisany przez Wooda
[Wood85, Wood86]. W przypadku tego algorytmu maksymalna liczba lisci binarnego drzewa
obliczen algorytmu faktoryzacji (]V‘—2)! jest osiagalna dla przypadkoéw granicznych gdy
2 S‘K‘ <5 oraz |V[~2 S]K‘ S‘V‘. Znane sa rowniez inne algorytmy faktoryzacji
[Satyanarayana83, Wood86], dla ktorych maksymalna liczba lisci binarnego drzewa obliczen
jest rowna QV| —])! dla dowolnego zbioru K (2 < |K‘ < ‘V‘). W rozdziale 5. uzyskano lepszy
rezultat proponujac algorytm Fact (Fy, {RO, R1, R2, R3}, S"). Dzigki nowej strategii S"
selekcji krawedzi do faktoryzacji, odpowiednio dobranemu zbiorowi redukceji, jak rowniez
nowej] metodzie analizy pesymistycznej ztozono$ci obliczeniowej algorytmu wykazano, ze

maksymalna liczba (]V|—2)! liSci binarnego drzewa obliczen powyzszego algorytmu jest
osiagalna dla dowolnego zbioru K (2< |K| < ‘V|), a nie tylko dla przypadkéw granicznych,

ady 2S‘K|SS oraz ‘V|—25‘K‘SiV‘ (jak to ma miejsce w przypadku algorytmu
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analizowanego przez Wooda). Rezultat ten uzyskano przy prostszym niz zaproponowany
przez Wooda zbiorze zachowujacych niezawodno$¢ redukeji grafu R={R0, R1, R2, R3}. Nie
ma bowiem konieczno$ci uwzgledniania najbardziej skomplikowanego podzbioru redukcji R4
(redukcji wielokata do tancucha). Rowniez zaproponowana strategia selekcji krawedzi do
faktoryzacji nie wymaga stosowania zlozonych procedur testowania wiasnosci (np.
koherentnosci czy dwuspojnosci) sieci wystgpujacych w poszezegélnych weztach BDO. W
porownaniu do algorytméw analizowanych przez Wooda, Satyanarayang i1 Changa

[Satyanarayana83, Wood86] wuzyskano znaczne, bo (]Vl—l)-krotne, zmniejszenie

maksymalnej liczby liSci binarnego drzewa obliczen.

W rozdziale 5. zaprezentowano metodg analizy pesymistycznej zlozonosci
obliczeniowej algorytmu Fact, jak rowniez odmian tego algorytmu faktoryzacyi

wykorzystujacych rézne zbiory zachowujacych niezawodno$¢ redukeji grafow.

Algorytmy Fact i Fact&Cache zostaly zaimplementowane w jezyku C++ W celu
weryfikacji efektywnos$ci zaproponowanych algorytméw w rozdziale 7. dokonano
porownania najefektywniejszych algorytmoéw i programoéw obliczania niezawodnosci K-
terminali wykorzystujac zar6wno rezultaty uzyskane analitycznie, jak 1 eksperymentalnie (z

wykorzystaniem typowych, rozpatrywanych w literaturze, sieci testowych).
Za zasadniczy wklad pracy autor uwaza:

» Zaproponowanie dwoch nowych, konkurencyjnych w stosunku do znanych dotad
algorytméw faktoryzacji, algorytméw Fact i Fact&Cache obliczania niezawodnos$ci K-

terminali:
= w przypadku algorytmu Fact mozemy mie¢ pewnos¢, ze maksymalna liczba (n—2)!
lisci binarnego drzewa obliczen jest osiagalna dla dowolnego zbioru K (2 < |K ‘ <n),

(jest to aktualnie najlepszy uzyskany analitycznie rezultat);

» algorytm Fact&Cache [Madeyski98a, Madeyski98b] dzigki wykorzystaniu techniki
czeSciowego spamigtywania (partial memoization) [Madeyski99a] bedacej odmiana
techniki programowania dynamicznego jest aktualnie jednym z najefektywniejszych
narz¢dzi umozliwiajacych analiz¢ niezawodnosci sieci (fakt, ze te same podproblemy
moga wielokrotnie wystgpowa¢ w BDO algorytmu faktoryzacji nie zostat jak dotad

dostrzezony ani praktycznie wykorzystany).
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» Zaproponowanie nowej metody analizy pesymistycznej zlozonoSci obliczeniowe]
algorytmu Fact jak rowniez odmian tego algorytmu wykorzystujacych rézne zbiory

zachowujacych niezawodno$¢ redukeji grafu [Madeyskioob].

Powyzsze algorytmy zaimplementowano w jgzyku C++ i porownano z rozwigzaniami
konkurencyjnymi wykorzystujac rezultaty uzyskane analitycznie jak 1 eksperymentalnie (z
uzyciem typowych — wykorzystywanych w literaturze — sieci testowych) potwierdzajac

efektywno$¢ zaproponowanych rozwiazan.

W kolejnym rozdziale zwrocono uwage na zagadnienie syntezy niezawodnych sieci.

8.2. PROJEKTOWANIE NIEZAWODNYCH SIECI

Chociaz problem syntezy niezawodnych sieci wykracza poza zakres tej pracy, warto
jednak zasygnalizowa¢ mozliwo$¢ wykorzystania rozwazanych w tej pracy algorytmow

faktoryzacji przy projektowaniu niezawodnych sieci.

Jedna z mozliwych strategii projektowania niezawodnych sieci jest wykorzystanie
algorytmow umozliwiajacych analiz¢ niezawodnosci sieci’’. Sie¢ po zaprojektowaniu jest
poddawana analizie, aby okresli¢ jej niezawodno$¢. Jesli nie jest ona satysfakcjonujaca, to
projekt sieci jest korygowany (z wykorzystaniem innych kryteriow projektowych, badz
manualnie). Wytworzony, zmodyfikowany projekt sieci jest poddawany powtérnej analizie

8 jest

niezawodno$ciowej. Procedura ta, opisana przez Balla, Colbourna i1 Provana
powtarzana az do uzyskania zadowalajacego rezultatu. Podobna procedurg polegajaca na
konstruowaniu mozliwych topologii sieci i poréwnywaniu ich niezawodnosci opisuje
Myrvold”. Powyzsze procedury zakladaja wykorzystanie algorytméw do analizy

niezawodnosci siecl.

Jezeli skorygowany projekt sieci niewiele rozni si¢ od poprzednio rozpatrywanego np.
zawiera jedno tacze wiecej lub jedno tacze mniej (zwykle ilos¢ weztow sieci rozpatrywanych
podczas projektu sieci nie ulega zmianie), to mozna w prosty sposob zwigkszy¢ efektywnosé
analizy niezawodnos$ci. Jezeli rozpatrywany wiasnie graf H zawiera o jedna krawedz wigcej

niz poprzednio rozpatrywany graf G czyli H = G + ¢, to zgodnie z twierdzeniem faktoryzacji

" Por. [Myrvold96], rozdzial ,,Analysis-Progress and Proposed Research”.
8 Por. [Ball95), s.4.

™ Por. [Myrvold96], rozdziat ,, Analysis-Progress and Proposed Research”.
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R(H)= p,R(H *e)+q,R(H —¢),
czyli:
R(H)= p,R(H *e¢)+q,R(G).

Poniewaz jeden z dwoch podproblemow reprezentowany przez niezawodnos¢ grafu G byt

wczesniej rozwigzany, wystarczy rozwigzac jedynie drugi podproblem.

Powyzszy schemat postgpowania umozliwia wykorzystanie algorytmoéow faktoryzacji,
w tym takze algorytmu Fact&Cache, przy projektowaniu niezawodnych sieci. Wymaga
jednak drobnej modyfikacji programu komputerowego bedacego implementacja algorytmu w

celu utatwienia korzystania z powyzszego schematu postgpowania.

W nastgpnym rozdziale przedstawione zostana propozycje dalszych badan w tym
takze mozliwo$¢ modyfikacji algorytmu Fact&Cache w celu wykorzystania go do oceny

istotnos$ci faczy przy projektowaniu niezawodnych sieci.

8.3. PROPOZYCJE DALSZYCH BADAN | MODYFIKACJI ZAPROPONOWANYCH
ALGORYTMOW

W rozdziale tym zaprezentowane zostana propozycje dalszych badan, w szczegolnosci
okreslenia 1 zintegrowania z zaproponowanym algorytmem Fact&Cache miar zdolnosci do
prawidtowego dziatania (performability measures), modyfikacji zastosowanej techniki
generowania kodéw  podprobleméw, jak rowniez wyszukiwania rownowaznych
podproblemow. Omoéwione zostana rowniez mozliwosci modyfikacji zaproponowanych
algorytméw w celu obliczania miar niezawodno$ci sieci o zawodnych wezlach jak réwniez
uzyskania algorytmu aproksymacyjnego. Przedstawiona zostanie takze mozliwosé
modyfikacji algorytmu Fact&Cache pod katem wykorzystania go przy projektowaniu

niezawodnych sieci.

8.3.1. Zastosowanie miar zdolnosci do prawidtowego dziatania (performability

measures)

Niezawodnos¢ sieci jest zwykle wyrazana za pomoca miar bazujacych na spojnosci

sieci. Jednak w przypadku, kiedy miary bazujace na spojnosci sieci wydaja si¢
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nieodpowiednie, rozpatruje si¢ miary zdolno$ci do prawidlowego dzialania (performability
measures). Zdefiniowana wcze$niej oczekiwana wydajnosé (expected performance) jest jedna
z najpowszechniej wykorzystywanych miar zdolnosci do prawidlowego dziatania®. Jezeli
przyja¢, ze wykorzystywana tam funkcja y bedaca miarg wydajnosci jest prosta funkcja
binarna wskazujaca istnienie K-drzewa, to algorytmy Fact i Fact&Cache mozna uzna¢ za
algorytmy obliczania oczekiwanej wydajnosci. Istnieje wigc mozliwo$¢ prostego
rozbudowania kazdego z powyzszych algorytmow, tak, aby wykorzystywal on bardzie;
zawansowane miary wydajno$ci uwzgledniajace na przyklad wymagania przeptywu, czy
pojemnosci laczy. Dalsze badania powinny i$¢ w kierunku okre$lenia odpowiedniej miary
wydajnosci  w(S) i zintegrowania jej z zaproponowanym algorytmem faktoryzacji

Fact&Cache.

8.3.2. Modyfikacja techniki wykrywania réwnowaznych podproblemow

Niezwykle istotnym kierunkiem dalszych badan jest modyfikacja techniki wykrywania
rownowaznych podproblemow w celu dalszego zwigkszenia efektywnos$ci zaproponowanego
algorytmu Fact&Cache, a co za tym idzie mozliwosci doktadnej analizy niezawodnosciowe]
wigkszych niz dotychczas to bylo mozliwe sieci. W obecnej postaci algorytm ten
wykorzystuje efektywny sposéb kodowania podprobleméw, gwarantujacy réwnowaznosc¢
podproblemow, jezeli kody sa identyczne. Zalezno$¢ ta nie jest jednak prawdziwa w druga
strong, dlatego skuteczno$¢ wykrywania réwnowaznych podprobleméw nie  jest
stuprocentowa. Z tego wzgledu mozliwe sa dwie strategie postgpowania: modyfikacja
aktualnie uzywanej techniki w celu zwiekszenia jej skutecznosci i1 zaproponowanie nowej
techniki gwarantujacej wykrywanie rownowaznych podprobleméw. O ile pierwsza strategia
postgpowania jest kontynuacja prowadzonych dotad prac, o tyle druga strategia postgpowania
wyznacza odrgbny obszar badan umozliwiajac wykorzystanie osiagnig¢ w dziedzinie

testowania izomorfizmu i kanonicznego etykietowania grafow.

% por. rozdzial 1.3.
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8.3.2.1. Wykorzystanie osiggnie¢c w dziedzinie testowania izomorfizmu

i kanonicznego etykietowania grafow

Konstrukcja algorytmu Fact&Cache umozliwia wykorzystanie osiagnie¢ w dziedzinie
testowania izomorfizmu grafow (GI) do dalszego zwigkszenia efektywnosci algorytmu. Jest
to tym bardziej istotne, ze cz¢$¢ badaczy przytacza argumenty za tym, ze problem GI nie jest
problemem NP-zupelnym [Mathon79]. Efektywne testowanie izomorfizmu graféw wcigz
stanowi temat intensywnych badan i nie jest znany wielomianowy (w najgorszym przypadku)
algorytm testowania izomorfizmu dowolnych graféw. Zaproponowane algorytmy testowania
izomorfizmu graféw mozna generalnie podzieli¢ na dwie grupy. Sa to albo efektywne
algorytmy testowania izomorfizmu pewnych podklas graféw (np. graféw planarnych), albo
nieefektywne (w najgorszym przypadku) algorytmy testowania izomorfizmu dowolnych
grafow. Sposrod wielu zaproponowanych algorytméw testowania izomorfizmu, warto
wymieni¢ przynajmniej kilka. Hopcroft i Tarjan [Hopcroft72, Hopcroft73] zaproponowali
algorytm testowania izomorfizmu graféw planarnych o ztozono$ci O(nlogn). Balinska 1
Miadowicz [Balinska95] zaproponowali interesujacy, prosty implementacyjnie algorytm
testowania izomorfizmu dwoch grafow o pesymistycznej ztozonoSci 0((;:{ 2)”_2)‘ Algorytm
wykorzystuje macierz przyleglosci, ciag stopni 1 posortowany ciag stopni. Jezeli grafy maja
duza liczbe krawedzi, to testuje si¢ izomorfizm ich dopetnien. W wyniku przeprowadzonych
testOw autorzy pokazali miedzy innymi, ze w przypadku grafow losowych oczekiwana
zlozono$¢ czasowa algorytmu jest funkcja kwadratowa wzgledem liczby wierzchotkow.

Ostatnio Bennett i Edwards [Bennett96] przedstawili algorytm do testowania izomorfizmu,
wykorzystujacy pseudoinwersje o ztozonosci O(nbz) ,w prawie wszystkich przypadkach”.

Srednia zlozono$é¢ czasowa wielu algorytméw testowania izomorfizmu graféw jest bardzo
niska. Babai 1 Kucera [Babai79, Kucera87] zaprezentowali z kolei algorytmy wykorzystujace

kanoniczne etykietowanie graféw, ktorych srednia ztozonos$¢ czasowa jest liniowa.

Algorytm kanonicznego etykietowania przeksztalca graf wejsciowy G na jego formg
kanoniczng (canonical form) C(G). Kanonicznie zaetykietowany graf — zwany niekiedy

& .« r ’ 81 = . ¥
kanonicznym reprezentantem klas podobienstwa graféw”™ — mozna opisaé za pomoca

etykiety kanonicznej (canonical labeling), nazywanej rowniez wektorem bedacym

! Por. [Kulikowski86], s.400.
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. anw 2 . 4 . . .
kanonicznym reprezentantem swojej klasy®’. Kanoniczne etykietowanie gwarantuje, ze

C(G): C(H) wtedy i tylko wtedy, gdy G i H sa izomorficzne.

Chociaz Babai 1 Kucera [Babai79, Kucera87] zaproponowali algorytmy
wykorzystujace kanoniczne etykietowanie grafow, ktorych $rednia ztozono$¢ czasowa jest
liniowa, to nie jest znany algorytm kanonicznego etykietowania dowolnych graféw, ktérego
ztozono$¢ czasowa w najgorszym przypadku bylaby wielomianowa [Babai80].

Najefektywniejszy znany algorytm kanonicznego etykietowania dowolnych graféw o n
wierzchotkach ma w najgorszym przypadku ztozonoéé O(exp(n”z”’{”)) [Luks82].

Wykorzystujac teorig¢ grup udowodniono, ze dla pewnych typoéw grafow kanoniczne formy
moga by¢ obliczone w czasie wielomianowym. Dotyczy to migdzy innymi graféw o
ograniczonym stopniu, co pokazatl Babai 1 Luks[Babai83] oraz niezaleznie Fiirer, Schnyder 1

Specker [F'Lirer83]83.

McKay natomiast [McKay81] badal praktyczne mozliwosci testowania izomorfizmu
grafow. Zaproponowal 1 praktycznie zaimplementowal w jezyku C (pakiet NAUTY
[McKay98]) procedury okreslania grupy automorficznej i kanonicznego etykietowania grafu.
Pakiet NAUTY jest uwazany aktualnie za najefektywniejszy praktycznie zaimplementowany
algorytm kanonicznego etykietowania i testowania izomorfizmu grafow. Algorytm ten nalezy
do klasy algorytméw z powrotami. W celu zwigkszenia efektywnosci wykorzystuje on
haszowanie czgSciowych informacji o etykietach wezlow, jak rowniez umozliwia
uzytkownikowi opcjonalne korzystanie z roéznych heurystyk (niezmiennikow grafow).
Analiza zlozono$ci czasowej tego algorytmu jest wigc utrudniona. Jednak Miyazaki®™
[Miyazaki97] probujac bada¢ ztozono$¢ czasowa tego algorytmu wykazal, ze dla pewnych

klas grafow ztozono$¢ ta ma charakter wyktadniczy.
Metoda kanonicznego etykietowania grafu jest interesujaca nie tylko ze wzgledu na jej

stosunkowo wysoka efektywno$¢®. Wykorzystanie tej metody w algorytmie Fact&Cache

bytoby shuszne ze wzgledu na konieczno$¢ wielokrotnego testowania izomorfizmu z

82 Tamze, 5.401.

* Por. [Miyazaki97], .239.

** Takunari Miyazaki, Department of Computer and Information Science, University of Oregon, e-mail:
miyazaki @cs.uoregon.edu.

%3 Por. [Fortin96], s.12. Pakiet NAUTY jest uwazany za jeden z najszybszych obecnie pakietéw programowych

umozliwiajacych testowanie izomorfizmu grafow.
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wykorzystaniem graféw z zarejestrowanych podprobleméw®. Grafy te bylyby opisane za
pomoca etykiet kanonicznych (wektorow bedacych kanonicznymi reprezentantami swoich

klas podobienstwa). Ten kierunek dalszych badan wydaje sig szczegolnie obiecujacy.

8.3.3. Modyfikacja funkcji haszujgcej wykorzystywanej do wyszukiwania

réwnowaznych podproblemow

Jest mozliwe niewielkie zwigkszenie efektywnosci algorytmu Fact&Cache poprzez
udoskonalenie funkcji haszujacej metody wyszukiwania rownowaznych podproblemow.
Tablice haszujace® sa jedna z najefektywniejszych metod wyszukiwania ($rednia ztozonosé
czasowa wyszukiwania jest O(1), pesymistyczna zlozono$¢ czasowa wyszukiwania jest
O(n)). Cheac jednak ograniczy¢ pesymistyczna zlozono$é czasowa wyszukiwania, mozna
zastosowac¢ drzewa czerwono-czarne, ktorych zardwno $rednia, jak i pesymistyczna ztozonos¢

wyszukiwania wynosi O(Ign).

8.3.4. Faktoryzacja i redukcje na sieciach o zawodnych weztach

Wierzchotki ze zbioru K moga by¢ uwazane za niezawodne®®, gdyz w przeciwnym
wypadku niezawodno$¢ oryginalnego grafu mozna zapisa¢ nastgpujaco:

R(GK ): H P"R(G'x ).

ek

gdzie G'; jest G, zniezawodnymi wierzchotkami K.

Z powyzszego wynika, iz nie ma potrzeby dokonywania powazniejszych modyfikacji
algorytmow faktoryzacji w przypadku obliczania niezawodno$ci K-terminali sieci o
zawodnych weztach, jezeli tylko znajduja si¢ one w zbiorze K. W przypadku obliczania

niezawodno$ci wszystkich terminali wszystkie wierzchotki zawarte sa w zbiorze K .

Jednak w ogdlnym przypadku konieczna jest modyfikacja algorytmu faktoryzacji.

Wykorzystujac technike zaproponowana przez Theologou 1 Carliera [Theologou91]

% Por. [Kulikowski86], 5.400-401.
%7 Sa one réwniez nazywane tablicami mieszajacymi.

% Por. [Theologou91] 5.212.
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zaimplementowano wstgpna wersjg algorytmu faktoryzacji umozliwiajacego obliczanie
niezawodno$ci K-terminali sieci, ktorych nie tylko tacza, lecz rowniez wezly sa zawodne.
Algorytm wykorzystuje odmienng niz w algorytmie Fact strategie selekcji krawedzi do
faktoryzacji (wybrana krawedZz musi mie¢ co najmniej jeden niezawodny wierzchotek).
Modyfikacji ulegly rowniez zachowujace niezawodnos$¢ redukcje grafu. Dalsze badania
moglyby 1§¢ w kierunku opracowania efektywnej (by¢ moze bardziej restrykcyjnej) strategii
selekcji krawedzi do faktoryzacji, a w szczegolnosci analitycznego okreslenia pesymistycznej
ztozono$ci algorytmu faktoryzacji do obliczania niezawodnosci K-terminali sieci o
zawodnych weztach. Byloby to o tyle istotne, ze Theologou i Carlier [Theologou91]

analizowali efektywnos¢ swego algorytmu jedynie eksperymentalnie.

8.3.5. Faktoryzacja z aproksymacjg

Pomyst stworzenia algorytmu aproksymacyjnego na bazie algorytmu faktoryzacji
zostal najprawdopodobniej po raz pierwszy przedstawiony przez Balla 1 Van Slyke'a
[Ball77]*’. Byt on pézniej wykorzystywany przez Feo i Johnsona [Feo90] w algorytmie
aproksymujacym niezawodno$¢ dwoch terminali grafow pelnych oraz przez Carliera
i Theologou [Carlier91] do okre$lania ograniczen na niezawodnos$¢ K-terminali dowolnych

siecl.

Algorytm aproksymujacy moze znalezé zastosowanie w trudnych obliczeniowo
przypadkach analizy niezawodnosci ztozonych sieci. Zamiast okre$lenia doktadnej wartosci
niezawodno$ci K-terminali, technika ta umozliwia szybsze okre$lenie gornego i dolnego

ograniczenia na warto$¢ niezawodno$ci K-terminali.

Technika aproksymacji w algorytmie faktoryzacji polega na tym, ze w pewnym
momencie obliczania niezawodnoSci, poprzez rekurencyjne stosowanie formutly faktoryzacji
i stosowanie zachowujacych niezawodnos$¢ redukcji, mozemy efektywnie aproksymowac
pewne wezlty BDO zamiast dalej rozwijaé je stosujac faktoryzacje. W wyniku faktoryzacji
i redukcji niezawodno$¢ K-terminali przedstawiona jest w postaci sumy iloczyndéw
niezawodnos$ci sieci reprezentowanych w liSciach BDO 1 wspolczynnika ktorego wartos¢
wynika z przeprowadzonych redukcji i niezawodnosci taczy wybranych do faktoryzacji. Jesli

ow wspolczynnik dla danego we¢zta BDO bedzie maly to znikomy bedzie rowniez wptyw

8 Por. [Fe090] s.291.



109

aproksymacji niezawodno$ci K-terminali tego wezla na warto§¢ niezawodnosci K-terminali
calej sieci. BDO jest na poczatku rozwijane tak samo jak w algorytmie faktoryzacji nie
wykorzystujacym techniki aproksymacyjnej do momentu w ktorym warto§¢ owego
wspotczynnika jest odpowiednio mata (warto$¢ ta moze zosta¢ podana przez uzytkownika).

Od tego momentu obliczane jest gorne lub dolne ograniczenie na niezawodnos¢ K-terminali.

Niestety uzyskane przez Carliera i Theologou [Carlier91] ograniczenia moga by¢
satysfakcjonujace jedynie przy duzych niezawodnosciach taczy”. Interesujaca wydaje sie
jednak mozliwo$¢ poszukiwania (w ramach dalszych badafn) lepszych schematéow
aproksymujacych do konstruowania goérych i dolnych ograniczen na niezawodnos¢ K-

terminali.

8.3.6. Wykorzystanie = zmodyfikowanego algorytmu  Fact&Cache przy

projektowaniu niezawodnych sieci

Projektantow sieci od dawna nurtowato pytanie, czy zawsze istnieje sie¢ optymalna ze
wzgledu na rozwazang miarg niezawodnosci (uniformly-most reliable network), bez wzgledu
na warto$ci niezawodno$ci przypisane taczom. Odpowiedz na to pytanie jest niestety
negatywna [Kelmans81, Myrvold96], jakkolwiek sieci tego typu sa tematem badan.
Podejmowane sa proby okreslenia, w jakich przypadkach tego typu sieci istnieja
[Myrvold96]. Ogolnie jednak mozliwe jest istnienie dwoch sieci, z ktorych jedna jest bardzie;
niezawodna dla matych, jak 1 duzych prawdopodobienstw dziatania taczy, podczas gdy druga
jest bardziej niezawodna dla $rednich wartosci prawdopodobienstw dziatania taczy
[Myrvold96]. Mozliwa jest bowiem sytuacja, w ktorej wielomiany niezawodnos$ci’' moga sie
przecina¢ [Colbourn93]. Ponadto dwa grafy, ktore nie sa izomorficzne moga mie¢ te same
wielomiany niezawodno$ci, czyli by¢ rownowazne niezawodno$ciowo (reliability equivalent)

[Myrvold96].
Z powyzszych wzgledow Page 1 Perry [Page94] zaproponowali metodg pozwalajaca

porownywac istotno$¢ taczy bez wzgledu na wartosci prawdopodobienstw dziatania taczy.

Dla projektanta sieci mozno$é okreslenia, ktore tacza sa istotniejsze, a ktore mniej istotne z

* Por. [Carlier91] s11.
"' W przypadku, gdy prawdopodobienistwa uszkodzenia wszystkich taczy w sieci sa takie same (Vi p, = p),

niezawodnos¢ systemu moze by¢ zapisana w postaci wielomianu w funkcji p .
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punktu widzenia liczonej miary niezawodnosci sieci odgrywa bowiem rownie istotna rolg, jak
sama warto$¢ obliczonej miary niezawodnos$ci sieci. Powyzsza metoda wykorzystuje

wielomiany niezawodno$ci dla grafow G, *e, oraz G, —e,. Moga by¢ one latwo

generowane z wykorzystaniem mechanizmu faktoryzacji’> wykorzystywanego miedzy innymi
w omawianych w niniejszej pracy algorytmach Fact i Fact&Cache. Jak wynika z pracy
Page'a i Perry zaproponowana metoda jest znacznie doktadniejsza niz metody wykorzystujace
inne miary kombinatoryczne bazujace na zbiorach $ciezek i cig¢ grafu. Jezeli G, opisuje
rozpatrywany graf z wyréznionym zbiorem wierzchotkow K, a e, i e, sa rozpatrywanymi
krawgdziami grafu, to krawedz e, jest co najmniej tak istotna, jak krawedz e, (co jest

oznaczane jako e, > e, ), jezeli:

e R(G, —e,)>R(G, —e,) dla wszystkich pe (0,1),

e R(G, *e,)< R(G, *e,) dla wszystkich pe (0,1).
Jezeli e, > e, i e, > e, to sa one ekwiwalentne (e, = e,).

OczywiScie zaproponowany w tej pracy algorytm Fact&Cache umozliwia bez
jakichkolwiek przerobek okreSlenie istotno$ci faczy dla  konkretnych wartosci
prawdopodobienstw dziatania taczy. Jednak Page i Perry stusznie proponuja modyfikacje
algorytmu faktoryzacji tak, aby mozliwe bylo okreslenie istotnosci laczy dla dowolnych
wartosci prawdopodobienstwa dziatania taczy. Ma to olbrzymie znaczenie z punktu widzenia
projektowania sieci, gdyz zapewnia, ze wzgledna istotno$¢ taczy moze by¢ porownywana bez
wstepnej, doktadnej wiedzy o wartosci niezawodnosci taczy. Page i Perry proponuja
wykorzystanie standardowego algorytmu faktoryzacji, w ktérym krawedziom zamiast
okreslajacych niezawodno$¢ liczb rzeczywistych, przypisane sa wyrazenia bedace

wielomianami.

W istocie zamiast modyfikowaé¢ standardowy algorytm faktoryzacji mozna
modyfikowa¢ znacznie efektywniejszy algorytm faktoryzacji Fact&Cache wykorzystujacy
technikg wykrywania roéwnowaznych podprobleméw. Odpowiednio zmodyfikowany
algorytm Fact&Cache moze wigc znalez¢ zastosowanie takze w dziedzinie projektowania, a

nie tylko analizy sieci.

72 Por. [Page94], s.57.
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INDEKS OZNACZEN, SKROTOW | STALYCH NUMERYCZNYCH

V — oznacza ,,dla wszystkich”
J— oznacza ,,istnieje(istnieja)”

| |- zaokraglenie do najblizszej liczby catkowitej
\_J- zaokraglenie w dot do najblizszej liczby catkowitej, okreslane niekiedy zgodnie z
terminologia angielska podtoga (floor)

!_ _| — zaokraglenie w gore do najblizszej liczby catkowitej, okreslane niekiedy zgodnie z

terminologia angielska sufitem (ceiling)
(x)mod(y) — x modulo y

A

X - g6rne ograniczenie na X

. — wierzchotek grafu ze zbioru K

O — wierzchotek grafu spoza zbioru K

— wierzchotek grafu, ktory moze lecz nie musi nalezec¢ do zbioru K
N, — liczba formacji o liczno$ci nieparzyste;j

N, — liczba formacji o licznosci parzystej

(G)- liczba drzew rozpinajacych grafu

D(G ) — dominacja grafu

u(G)= mi

n D(GK ) — minimalna dominacja
BDO — binarne drzewo obliczen

N(G, ) - liczba weztéw BDO

L(G, ) — liczba lisci BDO

1(G, ) —liczba weztéw wewngtrznych BDO

e — podstawa logarytméw naturalnych (e = 2,718)
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ZALACZNIK 1. -  ZESTAWIENIE TYPOWYCH  SIECI
WYKORZYSTYWANYCH DO TESTOWANIA EFEKTYWNOSCI
ALGORYTMOW

Pewne typowe sieci, zwykle wykorzystywane w literaturze do poréwnywania
efektywno$ci réznych zaproponowanych metod obliczania niezawodnosci K-terminali,
zostaty rowniez wykorzystane w niniejszej pracy. Zalacznik ten zawiera zestawienie takich

siecl.

1) Sieci typu 3xN, 4xN (street networks) sa czesto uzywane do testowania algorytmow

[Page88, Theologou91, Carlier96].

Sieci 3xN

Niezawodnosc¢ dwoch terminali

Opis:
@ wezel nalezy do K

QO wezet nie nalezy do K

Podobnie sa konstruowane sieci typu 4xN.



2) BAILEY — sie¢ uzyta do testowania algorytmow, ktorych autorami sa migdzy innymi
Buzacott [Buzacott80], Ball i Provan [Ball84], Bailey i Kulkarni [Bailey86], Page i Perry
[Page88], Carlier i Theologou [Carlier91].

3) FRA732 — sie¢ uzyta do testowania algorytmow, ktorych autorami sa migdzy innymi Fratta
i Montanari [Fratta73], Abraham [Abraham79], Dotson i Gobein [Dotson79], Debany,
Varshney i Hartman [Debany86], Carlier i Theologou [Carlier91, Theologou91] oraz Carlier i
Lucet [Carlier96].
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4) CUBEI16 i CUBE20 — sieci uzyte do testowania algorytmow, ktorych autorami sa migdzy
innymi Page i Perry [Page88], Carlier i Theologou [Carlier91, Theologou91].

CUBEI16:

CUBEZ20:

5) Arpanet — sie¢ uzyta do testowania algorytméw, ktorych autorami sa migdzy innymi

Carlier i Theologou [Carlier91] oraz Carlier i Lucet [Carlier96].

.ﬁ
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6) SODETI1, SODET2, EDF2 — sieci uzyte do testowania algorytmow, ktorych autorami sa

migdzy innymi Carlier 1 Theologou [Carlier91] oraz Carlier 1 Lucet [Carlier96].

SODET1:

SODET?2:

(“\

@
iR
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EDF2.

6) sie¢ PLG — najbardziej skomplikowana sposrod sieci testowych (z punktu widzenia analizy
niezawodno$ci ze wzgledu na wysokie stopnie wierzchotkéw grafu), zostala uzyta do

testowania algorytmu dekompozycji, ktorego autorami sa Beichelt 1 Tittmann [Beichelt91a].




130

Dla sieci PLG, ktorej niezawodnosci krawedzi wynosza 0,9, plik z rezultatami zawiera nastgpujace

informacje:

Program: FACT&CACHE

Input file name: PLG

Mean distance between vertices 2.047619 wvl=2 wvn=20
Reliability = 0.97803

Number of calls(recursions) = 5995

Time ticks->secs = 52->2.9

Number of parallel edge reductions = 4923

Number of one-degree vertex reductions = 780

Number of two-degree(serial/deg2) vertex reductions
Number of times factoring theorem is used = 2997
Number of cache hit/miss = 2218/2668

Cache hit rate = 45.4%

Recursion depth = 31

Average hit network has 24.3 edges and 11.6 vertices

2978(0/2978)
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