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ZASTOSOWANIE DEMOGRAFICZNYCH MODELI
WIELOKROTNEGO UBYTKU W KALKULACJI SKEADEK
W UBEZPIECZENIACH NA ZYCIE

1. Wstep

W matematyce aktuarialnej odejscie z danego statusu nosi nazwe¢ dekrimentu.
Przedmiotem rozwazan w modelach wielokrotnego ubytku nie jest pojedyncze
zycie, lecz koncentruja si¢ one na wielu wypadkach.

Zastosowanie tej problematyki obserwujemy np. w zakladzie pracy, w ktérym liczba
pracownikéw zatrudnionych przez pracodawcg bedzie si¢ zmniejszac, gdy pracownik
zostanie zwolniony z pracy, stanie si¢ niezdolny do pracy, umrze lub przejdzie na emery-
ture. W celach planowania zatrudnienia bedzie zatem potrzebne oszacowanie liczby oséb
obecnie pracujacych, ktdre pozostang aktywne przez wiele nastgpnych lat.

Aktuariusze potrzebuja réwniez modeli dotyczacych planéw S$wiadczen pra-
cowniczych, w ktérych $wiadczenie placone na zakonczenie zatrudnienia moze
zaleze¢ od przyczyny zakonczenia zatrudnienia. Na przykfad swiadczenia emery-
talne begda zazwyczaj réznity si¢ od tych placonych z powodu $mierci czy inwa-
lidztwa, tak wigc modele przezycia dla systemu $wiadczen pracowniczych bgda
zawieraly dwie zmienne losowe: dla momentu zakonczenia pracy i przyczyny za-
konczenia pracy.

Ponadto wigkszos¢ indywidualnych ubezpieczen zyciowych zapewnia zaptatg
nie utraconych $wiadczen, jezeli sktadki ustang przed koncem okreslonego okresu
placenia skladki. Przerwanie ubezpieczenia, czyli zaprzestanie optaty dalszych
skladek w okresie ubezpieczenia, moze powodowac czg¢sciowy zwrot kapitalu i
likwidacjg¢ ubezpieczenia lub obnizenie sumy ubezpieczenia stosownie do proporcji
wplaconego kapitalu, do tego, jaki powinien by¢ wptacony wedlug planu ubezpie-
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czenia. Zastosowany w tym przypadku ogélny model dla takich ubezpieczen be-
dzie zawieral zar6wno czas zakonczenia placenia skladek, jak i przyczyng zakon-
czenia platnosci skfadek. Beda to dwie zmienne losowe w wykorzystanym w tym
celu modelu wielokrotnego ubytku.

Kolejnym przyktadem zastosowania modelu wielokrotnego ubytku jest ubez-
pieczenie dochodéw w razie niezdolnosci do pracy, ktére zapewnia okresowe plat-
nosci dla ubezpieczonych spetniajacych warunki niezdolnosci zdefiniowanej i za-
wartej w polisie. W tym przypadku wielkos¢ okresowych platnosci moze zalezeé
od tego, czy niezdolnos¢ do pracy byta spowodowana przez chorobe, czy wypadek.

W systemie spolecznej opieki zdrowotnej istnieje zainteresowanie analiza prze-
zycia i smiertelnosci w kategoriach przyczyny smierci. Cele spolecznej opieki
zdrowotnej moga by¢ ustalone poprzez badanie facznego rozktadu momentu
$mierci i przyczyny smierci. W tym przypadku przedmiotem analizy bgdzie smier-
telnos¢ rozpatrywana w kategoriach sktadowych przyczyn $mierci, z ktérych kazda
traktowana jest jak oddzielny ubytek (dekriment) [1]. Zatem model matematyczny
stuzacy do przeprowadzania tego typu analiz nosi nazwg tablicy wielokrotnego
ubytku.

W rozwazaniach dotyczacych modeli wielokrotnego ubytku wykorzystuje si¢
dwie zmienne losowe: T(x) = T, ktéra jest zmienna losowq czasu, oraz J(x) = J,
bedaca zmienng losowa przyczyny ubytku, gdzie x — wiek osoby. Przyjmujemy, ze
J jest zmienng losowa dyskretna.

Zastosowania przedstawione w tym punkcie dostarczaja przykladéw tych
zmiennych losowych. Mianowicie np. dla planu swiadczen pracowniczych zmien-
na losowa J moze przyjmowac wartosci 1, 2, 3 lub 4, w zaleznosci od tego, czy
odejscie spowodowane jest odpowiednio rezygnacja, inwalidztwem, $miercia czy
przejsciem na emeryture.

Celem artykutu jest analiza rozkladu wielu zmiennych losowych, ubytku z da-
nego statusu, w ktérej wzigto pod uwage zycie jednej osoby. Podjeto takze probe
obliczenia jednorazowej sktadki netto w ubezpieczeniach na zycie, wykorzystujac
teoretyczne rozwazania w zakresie teorii dekrimentéw.

2. Podstawowe wzory i zaleznosci w tablicy wielokrotnego ubytku

Symbole, ktére pojawiaja si¢ w problematyce dekrimentéw, to:

df’) — calkowita liczba ubytkéw z danego statusu ze wzgledu na wszystkie
przyczyny, pomigdzy wiekiem x a x + 1,

lj(f) — liczba osdb, ktére osiagnety wiek x, podlegajacych dzialaniu () przyczyn
ubytku, gdzie: 1=1,2, ..., m,

pff) — prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x pozostanie w danym statusie

przez przynajmniej 1 rok,
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prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x opusci dany status w ciagu
roku ze wzgledu na wszystkie przyczyny,

catkowita intensywnos¢ ubytku ze wzgledu na wszystkie przyczyny dla osoby w
wieku x,

srednia liczba oséb dozywajacych wieku x, ktére podlegaja dziataniu (m)
przyczyn ubytku,

liczba ubytkéw z danego statusu ze wzgledu na przyczyng (j) pomig¢dzy
wiekiemxax + 1,

prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x opusci dany status w ciagu
roku ze wzgledu na przyczyneg (j),

intensywnos¢ ubytku ze wzgledu na przyczyne (j) dla osoby w wieku x.

W problematyce dekrimentéw najbardziej podstawowymi formutami ze wzgle-
du na wszystkie przyczyny sa nastgpujace wzory:

oraz:

al =g 1), 0
d®
(?) _ %x
4’ =" @
I
(7) — Zxl
P =24, 3)
P =1-4g, @
() l(f)
) — Zxkt
=2 5)
Intensywnos¢ ubytku zdefiniowana jest nastgpujaco:
. —d[m (lff))]
e ©)
# dx
Zalezno$¢ ta umozliwia skorzystanie z relacji:
19 =11 exp|— [ ,uﬁ’)dy] (M
0
PO =exp|— [ 4dy|=exp|—[ udt|, ®)
x 0
1
1 18 =d? = [10 ) ar, ©)
0
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g0 =, p0u dr. (10)
0

Ze wzgledu na rodzaj ubytku zdefiniowane sa nastgpujace wzory:

dir)zzdij) , (11)
j=l
L dW
() _ %«
¢ =T (12)
a'=> 4. (13)
j=1
Intensywnosé ubytku ,ufrj ) zdefiniujemy nastgpujaco:
1 dl(!')
W =g (14)
19 dx
Po przeksztatceniach wzoru (14) otrzymujemy:
I = [1949dy, j=12 .., m. (15)
Naste¢pnie stwierdzamy, ze:
1016, =d = [, 1)
0
a takze:
q) = [ pPul)dr. (17)
0

Analiza wzoréw (2) i (13) wyjasnia, dlaczego teoria wielokrotnego ubytku jest
réwniez nazywana teoria konkurujacego ryzyka. Prawdopodobienstwo ubytku ze

wzgledu na przyczyne (j) pomigdzy wiekiem x a x + 1 zalezy od |, pff) , gdzie: 0 <r
< I, tak wigc od wszystkich skladowych intensywnosci. Gdy intensywnosci dla
innych ubytkéw rosna, wéwczas , p” sie obniza.

Istnieje prosty zwigzek pomigdzy catkowita intensywnoscia ubytku a intensyw-
nosciami dotyczacymi poszczeg6lnych przyczyn ubytku.

Podobnie jak:
1 = f:zﬁ” (18)
réwniez: "
LB (19)
j=1
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Zatem catkowita intensywno$¢ ubytku jest rowna sumie poszczegélnych intensyw-
nosci.

Zwr6émy uwage na wazna réznice pomiedzy intensywnoscia ubytku a prawdo-
podobienstwem ubytku. Funkcja prawdopodobienstwa zawiera w sobie pewien
przedziat czasu, podczas ktérego zmniejsza si¢ liczebnos¢ danej grupy oséb pod
wptywem dzialania wszystkich przyczyn ubytku, stad liczba oséb opuszczajacych
dany statut ze wzgledu na przyczyne (j) nie jest niezalezna od wielkosci innych
ubytkéw dziatajacych jednoczesnie. Im wigksze jest dzialanie tych innych przy-
czyn ubytku, tym mniej b¢dzie ubytkéw spowodowanych j-ta przyczyna i mniejsza
bedzie wartos¢ prawdopodobienstwa ubytku ze wzglgdu na t¢ przyczyne. Wartosci
prawdopodobienstw dla réznych przyczyn zaleza wigc od siebie, a prawdopodo-
bienstwa ubytku musza by¢ rozpatrywane jako zalezne prawdopodobienistwa zaw-
sze, kiedy dziata kilka przyczyn ubytku [2].

Mozemy zapisac:

|
g/ =[P} dt, (20
0
a zastgpujac , p”, otrzymamy:

1Y) dt. @21

—f uf).ds
0
W tej formie oczywiste jest, ze prawdopodobienstwo ubytku dla poszczegélnej
przyczyny zalezy od intensywnosci ubytku ze wzgledu na wszystkie przyczyny.

) 1
4 = exp
0

Funkcja /t(j) bedaca natychmiastowa (chwilowa) stopa ubytku, nie opiera si¢

x+1?
na zadnym przedziale czasowym i nie podlega dziataniu konkurujacych przyczyn.
Intensywnosci ubytku dla poszczegdlnych przyczyn sa wigc niezaleznymi funkcjami,
w przeciwienstwie do prawdopodobienstw ubytku, ktdre sa zalezne od siebie.
Kiedy potrzebne sa wartosci liczbowe ,u(j) mozna je otrzymac z tablicy wielo-

X4t?
krotnego ubytku za pomoca aproksymacji:
(1) )
d’ +d’
2@

Formuta ta wyrazona jest w kategoriach d“), a nie I, poniewaz wartosci 1/

zwykle nie wystgpuja w tablicy wielokrotnego ubytku.
Przyklad 1

Masz dane w tab. 1. Oblicz: ¢3}, ¢\, ,¢'?, ,¢{?, ,q¥.

p),

~

(22)
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Tabela 1. Tabela podwéjnego dekrimentu

Wiek x N d" d?
24 901 020 299 92 762
25 807 959 314 86 632
26 721013 324 80 385
27 640 304 329 74117
28 565 858 329 67 909
29 497 620 324 61 839
* 901020°

49 = 314 + 86,632
B 807 959
@ _ 497 620

s = 01013
() _ 80385474117

2% =T 21 013
299 640 304

3. Centralne stopy wielokrotnego ubytku

Centralna stope¢ ubytku ze wzgledu na wszystkie przyczyny mozna zdefiniowaé
nastepujaco:

1
[ pPuldt
m =2 =—, (23)
f QF L
P dt g

0

1
gdzie: I\ = J l,(‘:),dt i jest $rednia wazona ,u,(;), ,05r<1.
0

Analogicznie centralng stopg ubytku ze wzgledu na przyczyng (j) zdefiniowaé
mozna nast¢pujaco:

1 .
[P0
m)=20— (24)
[, pPdt
0

Stopa ta jest srednia wazona u(j ), 0<t<l.

x+1?

Jest oczywiste, Ze:
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=S m, 25)

=1

Aby oszacowac m)(f) , wygodnie jest przyjac, ze catkowity ubytek ma jednostaj-

ny rozklad w kazdym roku To za{oZenie jest rownowazne z aproksymacja:

19 ) _ g dlao<r<l,
stad:
1
19 dr ~ —tdD)dr =19 — =4,
f x+1 f( x ) x 2 x
Nastgpnie mamy:
_ ()
m e G (26)
L0
2

Mozemy wigc wnioskowac, ze m( Y moze by¢ réwniez wyrazone w kategoriach
prawdopodobienstw ubytku, mianowicie:

Wazne jest, aby zna¢ metod¢ umozliwiajaca skonstruowanie tablicy wielokrot-
nego ubytku, gdy dane sa centralne stopy ubytku dla kazdej z przyczyn ubytku.
Majac:

l(f) ~ L’(T) + _d(r),
otrzymamy:
b dO
9, = 0 _,_ld(r) = 1+lm(f) .
X 2 X 2 X
W analogiczny spos6b wyprowadzamy wz6r
1— %mj(f)
P =—F —
1+—m
2 X

Powyzsza formuta moze by¢ uzyta do otrzymania IJ(") ,a dﬁ’)
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4, Przypadek stalej intensywnosci i jednostajnego rozkladu
wielokrotnych ubytkow

Zastosujmy zalozenie o stalej intensywnosci kazdego ubytku w kazdym roku
zycia. Daje nam to:

19 =y oraz pl? = 49 gdzie 0<t<l.
Nastepnie otrzymamy:

. 1 . (1) 1
o = o =C PO =L @8)
0 ﬂl 0 ﬂx
Wz6r (28) dostarcza formuty:
() ()
qfr) = ﬂ?r) ’ (29)
q).’ ﬂX

przy zalozeniu, ze kazdy z ubytkéw w kontekscie wielokrotnego ubytku ma jedno-
stajny rozktad w kazdym roku. Mamy wigc:

,qj(rj) =tq£j), j=12,...m 0<r<1.
Jesli wiemy, ze:

a0 =1-,p%.
prawdziwe sa wzory:
g = pul). (30)
) () o)
u = q"(r) .. o (31)
P 1-1q,

5. Przyklady zastosowan dekrimentow w kalkulacji skladek
w ubezpieczeniach na zycie

Do kalkulacji jednorazowej skfadki netto wykorzystujemy znane wzory z ma-
tematyki aktuarialne;j.

Rozwazmy ubezpieczenie okresowe pfatne w momencie $mierci dla osoby w
wieku (x) ubezpieczonej na n lat na sum¢ ubezpieczenia 1 zi.

Po skorzystaniu ze wzoru (17) mamy:

A= T o,
0

gdzie: ZLQ}, — jednorazowa skladka netto dla ubezpieczenia na zycie podlegaja-
cych j-tej przyczynie ubytku.
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Podobnie w odniesieniu do ubezpieczenia petnego ptacacego 1 z! dla osoby w
wieku x podlegajacej wszystkim przyczynom tr w roku $mierci sktadke jednorazo-
wa mozemy napisac jako:

AP ="y pIgl),.
=0

Analogicznie mozna wyprowadzi¢ wzory na renty zyciowe. Dla przykladu dla
jednostkowej renty zyciowej ciaglej (bezterminowe;j) placacej 1 zt dla osoby (x) ze
wzgledu na wszystkie przyczyny r obecna wartos¢ mozemy zapisac jako:

Z(:):,. = [V ,p)(f)dt,
0

gdzie:z=1,2, .., m.

Analogicznie dla rent zyciowych dyskretnych ptatnych z géry np. okresowych
dla osoby w wieku x ze wzgledu na wszystkie przyczyny r mozemy obecng war-
to$¢ obliczy¢ nastepujaco:

n—1
i X; v, p.

Jesli bazuje si¢ na wzorach z matematyki aktuarialnej, to sa mozliwe dalsze za-
stosowania i uogélnienia.

5. Zakonczenie

Wprowadzone modele wielokrotnego ubytku sa wazna cz¢scia matematyki de-
mograficznej. Sa one uogdlnieniem jednej zmiennej. Wprowadzone dekrimenty
(przyczyny ubytku ludnosci) i obliczone na tej podstawie prawdopodobienstwa
zgonu, przezycia czy tez intensywnosci wymieralnosci maja zastosowanie w kalku-
lacji skladek w ubezpieczeniach na zycie.

Literatura

[1] Bowers N.L., Gerber H.U., Hickman J.C., Jones D.A., Nesbit C.J., Actuarial
Mathematics, The Society of Actuaries, 1986.

[2] Jordan Ch.W. Jr, Textbook on Life Contingencies, Society of Actuaries, Chi-
cago, lllinois 1982.

565



APPLICATION OF DEMOGRAPHICAL MULTIPLE DECREMENT
MODELS IN CALCULATION OF LIFE INSURANCE’S PREMIUM

Summary

Multiple decrement models of are important part of demographical mathemat-
ics. Decrements (as a cause of decrease of population) and calculated on their basis
probabilities of demise, survival or intensity of dying out can be used to calculate
life insurance’s premium. In this paper an example of using decrements in such a
way is presented.
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