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1. Wprowadzenie

W roku 1543 w Norymberdze zostalo oddane do druku dzieto Mikotaja Koper-
nika De Revolutionibus [O obrotach kregéw niebieskich ksiag sze$é]. W poszcze-
gélnych ksiggach zawarte zostaly fundamentalne dowody swiadczace m.in. o tym,
ze: Swiat jest kulisty, ze ruch ciat niebieskich jest jednostajny i kolisty nieustanny
lub z ruchéw kolistych ztozony, jak réwniez, ze istnieje porzadek w ruchu sfer
niebieskich. W dziele zostaty zdefiniowane takie zagadnienia, jak np. réwnomierne
ruchy precesji, jak réwniez sredni ruch precesji. Po przestudiowaniu tego niezwy-
kiego dzieta wydanego najprawdopodobniej w liczbie ok. 1000 egzemplarzy, nie-
liczni czytelnicy posiedli m.in. naukowy dowd6d zwiazany z ruchem precesyjnym
Ziemi. Pojgcie precesji dotyczy obiektéw wirujacych wokdét wiasnej osi. Jak po-
wszechnie wiadomo, Ziemia oprécz obrotéw wokdt whasnej osi dokonuje réwniez
obrotéw wokoét Stonca. Ruch precesyjny polega na ruchu osi obrotu Ziemi, ktéra w
ciagu 25 700 lat (tzw. rok Platona) zakresla powierzchni¢ boczna stozka. Wybiera-
jac za punkt odniesienia Storice, mozna powiedzie¢, ze na Ziemi wszystko jest
poddawane wptywowi ruchu wirowego — poniewaz ruch taki wykonuje nasza pla-
neta. Znane sa przyklady niezliczonych, bardzo spektakularnych kosmicznych
wiréw. Jako przyklad mozna poda¢ galaktykg spiralng NGC 4013, lezaca w gwiaz-
dozbiorze Wielkiej Niedzwiedzicy. Jako przyktady ziemskich wiréw na ogét
przedstawia si¢ wiry turbulencyjne o niezwykle duzej sile niszczenia. Autor ma
tutaj na mysli wiry aerodynamiczne, takie jak np. huragany, cyklony, tajfuny, tor-
nada, a takze wielkie wiry hydrodynamiczne. Laminarny wirowy proces wzrostu
mozna zaobserwowac u ponad 60% populacji wszystkich roslin. Doda¢ rowniez
nalezy, Zze nasz gatunek ludzki wszystkie tajemnice zycia skrywa w wirowej struk-
turze DNA. O odkryciu M. Kopernika, swiadczacym o tym, ze Ziemia obraca si¢
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wokot wiasnej osi i dodatkowo wiruje wokdt Stonca, wiedza obecnie wszyscy zacy
opuszczajacy szkolne mury. Wszyscy absolwenci wyzszych uczelni ekonomicz-
nych bardzo dobrze znaja linie poligonalne, ktére sa ptaskimi zygzakami ilustruja-
cymi zmieniajace si¢ kursy gieldowych akcji. Nieliczni natomiast wiedza o fakcie,
ze plaskie zygzaki powstaja z rzutu ortogonalnego wiru (linii Srubowej nawinietej
na stozek) na plaszczyzng¢ przechodzaca przez o$ stozka. Okazuje si¢ bowiem, ze
ruch wirowy dominuje w ekonomii, w ktérej rozpatruje si¢ trajektori¢ wektoréw o
skladowych: cena, ilosé, czas. Zgodnie z prawem Newtona w fizyce ciata wiruja
wokét wspdlnego $rodka ciezkosci, w ekonomii natomiast ruch wirowy odbywa sie
wokét punktu réwnowagi. Hipoteza o ruchu wirowym stanu gietdy zostata empi-
rycznie zweryfikowana przez autora wniosku w jego dysertacji doktorskiej. Pod-
niesienie wymiaru o jeden i przejscie do przestrzeni tréjwymiarowej pokazato, ze
ekonomiczny wektor o wspomnianych trzech sktadowych wykonuje ruch wirowy i
zakresla stozek. Cala przyroda jest w réwnowadze dynamicznej. Praktycznie w
przyrodzie wszystko wiruje wokét srodka cigzkosci. Ruch jest skutkiem zasady
réwnowagi, mozna powiedzie¢, ze wszystkie sekrety rownowagi sa ukryte w ru-
chu. Sekrety réwnowagi ekonomicznej sa ukryte w ruchu wirowym i ruchu prece-
syjnym wyznaczajacym poziomy cenowe i ilosciowe dowolnych wektoréw eko-
nomicznych.

Préby tworzenia réznych definicji pojecia rownowagi w ekonomii trwaja nie-
przerwanie. Sam termin ,réwnowaga” ma wiele znaczen, ktérych interpretacje
zostaly zapozyczone z wielu dziedzin zycia i nauki. W tym krétkim artykule nie
sposéb wymieni¢ wszystkich tych, ktérzy wniesh trwaly wklad w rozwdj teorii
réwnowagi, ale za pierwsze wyrazone explicite definicje réwnowagi uwaza sig te,
ktére zostaly podane przez Gottfrieda Wilhelma von Leibniza w XVII wieku [Sied-
lecki 1995, s. 85]'. Obecnie w ekonomii termin ,,rféwnowaga” najczesciej utozsa-
miany jest ze stanem réwnosci pomigdzy popytem i podaza, co sprawia, ze row-
nowaga ekonomiczna pojmowana jest jako réwnowaga rynkowa. W przypadku,
gdy zréwnanie si¢ wielkosci popytu i podazy dotyczy wszystkich débr, to stan taki
okre$lamy mianem réwnowagi ogdlnej. Réwnowaga czastkowa natomiast to row-
nos¢ pomigdzy podaza i popytem na jedno lub kilka wyréznionych débr. Krzywe
opisujace podaz i popyt przedstawiane sa w dwuwymiarowych ukltadach kartezjan-
skich, ktdrych osiami wspdtrzednych sa ilos¢ dobra i cena dobra. Dokladajac do
wspomnianego dwuwymiarowego uktadu trzecia o$ czasu, otrzymujemy kartezjan-
ski uktad tréjwymiarowy?.

! Historyczny rozwdj teorii réwnowagi ekonomicznej, jak réwniez wyjasnienie uniwersalnosci
samego pojecia réwnowagi mozna znalez¢ m.in. w pracach J. Siedleckiego [1992 (w pracy tej m.in.
omawiana jest réwnowaga: fizyczna, chemiczna, termodynamiczna, ekologiczna, spoteczna czy tez réw-
nowaga w naukach matematycznych); 2000; 1995 (zob. rozdziat 2, p. 2.1. Retrospekcja historyczna)].

2 R?, w sumie z poczatkiem uktadu wspéirzednych jest zdefiniowany tutaj jako 1/8 uktadu R
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R} =QxPxT (1

Umieszczajac w powyzej zdefiniowanym ukladzie wektory (g, p,.1,), gdzie
ie Nu0, mozna zauwazy¢, ze s3 one wprawiane w ruch wirowy. Ruch wirowy
wektora odbywa si¢ wokét pewnej osi, ktérej wektor kierunkowy zasadniczo
zgodny jest z kierunkiem wektora osi czasu 7. Taki ruch punktu (g,, p,,#,) to sku-

tek oddziatywania nan rynkowych sit podazy i popytu. Trajektoria, jaka zakresla
poruszajacy sig¢ punkt, jest tréjwymiarowa trajektoria wirowo-spiralna.

Okazuje sie, ze ten rodzaj ruchu punktu, jak réwniez trajektonii, ktéra 6w punkt
zakresla, jest wspdlny dla wszystkich przypadkéw, w ktérych analizowane sg cza-
sowe zmiany wolumendéw i cen. Tréjwymiarowe trajektorie wirowo-spiralne sa
dostrzegalne na wykresach przedstawiajacych np.: wolumeny i wartosci indekséw
gietdowych, ilosci i ceny sprzedawanych zbéz, ilosci kupowanych mieszkan —
uzaleznione od $redniej ceny m’ powierzchni, ceny i ilosci wydobycia wegla ka-
miennego itp. Wart zaznaczenia w tym miejscu jest rowniez przyktad wystgpowa-
nia trajektorii wirowo-spiralnej w momencie przedstawiania zaleznosci migdzy
bezrobociem a inflacja, podany w pracy [Dorbusch, Fischer 1981, s. 420]3.

Trajektorie wyznaczane przez ruch wektora (g,, p,,t;) zachowuja swéj wirowo-

-spiralny charakter niezaleznie od tego, w jakich uktadach czasowych sa analizo-
wane. Dotyczy to wykreséw tworzonych zaréwno w skalach krétkookresowych
(np. minutowej, godzinowej, dziennej), jak 1 dlugookresowych (tygodniowej, mie-
sigcznej, rocznej etc.).

Potwierdzeniem samego faktu istnienia tréjwymiarowych — wirowo-spiralnych
trajektorii rynkowych, sa ptaskie, dwuwymiarowe wykresy. Powstaja one w wyni-
ku ortogonalnych rzutéw trajektorii na trzy wzajemnie prostopadie do siebie ptasz-
czyzny. Ponizsze trzy przeksztalcenia wzoru (2) przedstawiaja ortogonalne rzuty
trajektorii. Rzuty takie zostaly zilustrowane narys. 1.

p:R} >R, p:(QOxPxT)—(PxT),
q:R > R:, q:(QxPxT)—(QXT), )

s:R} >R, q:(QxPxT)—(QxP)
W rezultacie dwdich pierwszych przeksztalcen p i g otrzymujemy wykresy
funkcji segmentowych, natomiast w wyniku zrealizowania trzeciego przeksztalce-

nia s otrzymujemy krzywa przypominajaca swoim ksztaltem spiralg. Sam fakt wy-
korzystywania trajektorii spiralnych do opisu zjawisk cyklicznych w ekonomii jest

3 Autorzy na plaskim dwuwymiarowym wykresie przedstawiaja procentowe zalezno$ci migdzy
bezrobociem i inflacja w latach 1963-1979. Wykres ten, przedstawiajacy plaskie spirale, powstaje w
wyniku ortogonalnego rzutu tréjwymiarowej trajektorii wirowo-spiralnej na ptaszczyzng¢ opisang
osiami przedstawiajacymi bezrobocie i inflacj¢ (rys. 13. Inflation and unemployment).
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ogdlnie znany [Siedlecka 1993, s. 136]*. Jednak we wszystkich znanych autorowi
przypadkach, wspomniana trajektoria spiralna jest dwuwymiarowa (plaska). W
artykule zostal oméwiony zwiazek migdzy réznowymiarowymi wirowymi trajekto-
riami oraz przedstawiona zostata propozycja ich pomiaru — wyceny.

2. Tréjwymiarowa trajektoria rynkowa

Spirala logarytmiczna jest krzywa przestgpna majaca t¢ wlasnosc, ze kat utwo-
rzony pomiedzy styczng w dowolnym punkcie i promieniem wodzacym — wycho-
dzacym z jej ogniska jest w kazdym punkcie spirali staty [Leja 1961, s. 157]. Spi-
rala logarytmiczna posiada szereg innych ciekawych wlasnosci geometrycznych,
niektore z nich sa wykorzystywane np. podczas préb wyjasniania (pojawiania si¢)
na ptaskich wykresach gietdowych tzw. liczb Fibonacciego czy tez ztotej proporcji
— wspblczynnika (chi) ,1':0,5(\/5— 1). Na podstawie zlotej proporcji R.N. Elliott
opracowal prognostyczng zasadg gietdowych fal, ktéra, pomimo ze do dnia dzisiej-
szego wzbudza szereg kontrowersji, jest zasada uzywana w analizie technicznej.

Réwnanie spirali logarytmicznej we wspdlrzednych biegunowych jest nastgpu-
jacej postaci:

r=ae* 3)
gdzie: r — promien wodzacym,
a>(0 - stata dlugos¢ podstycznej biegunowej,
A>0 - stala warto$¢ cotangensa kata ¥ , jaki tworzy styczna do spirali z
promieniem wodzacym r , w dowolnym jej punkcie,
(] — wartos¢ kata jaki tworzy promiefi wodzacy z osia odcigtych Ox.

Dowolny punkt plaskiej spirali logarytmicznej daje si¢ przedstawic jako para

wsp6trzednych:

(x,y) =(x¢,y¢,):(ae“” cos @, ae’” sin qo) (4)

Jezeli w ukladzie R*, spirale logarytmiczna (4) nawiniemy na stozek (5)

2 2 2
y _Z
ETE ®

to dowolny punkt powstatej tréjwymiarowe;j trajektorii zadany bedzie jako

hN| =

4 W pracy tej m.in. Autorka wskazuje na celowos¢ estymacji parametréw trajektorii spiral-
nych, ktére opisuja cykliczne zalezno$ci zmiennych dynamicznych (rys. 5.8 (Trajektorie zalez-
noéci zmiennych)).
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(5 3,2) =%, ¥,02,) = (ae“’ cos @, ae*®sing, a%e“’) (6)

Dysponujac wektorem danych typu (g,, p;,t,)€ QX PXT (wolumen, ilos¢, czas)
(por. [Juzwiszyn 2004])%, mozna postuzy¢ si¢ metoda najmniejszych kwadratéw i wy-
znaczyc¢ trzy parametry trjwymiarowej spirali, tj.: a — dlugos¢ podstycznej bieguno-
wej, A — warto$¢ cotangensa kata , jaki tworzy styczna do spirali z promieniem
wodzacym r, oraz warto$C s, ktéra jest dlugoscia promienia stozka utworzonego przez
spiralg rynkowa w R,. Warto$ci wyestymowanych parametréw: a, A, s umozliwia-
ja opisywanie toru ruchu wektora (q;, p;,t;) za pomoca tréjwymiarowej trajektorii

wirowo-spiralnej S, (@) =(ae*” cosp, ae*’sing, aie‘”’) . Spiralna linia regresji
s

wektora (g;, p;,t;) wyznacza w przestrzeni R} = Qx PXT stozek (rodzing stozkéw).
Na rysunku 1 zostal przedstawiony przyklad rodziny stozkéw wygenerowanych
przez trajektorie wirowo-spiralne wektora o sktadowych: wolumen, cena, czas.

A

Rys. 1. Rodzina stozkéw wyznaczona przez trajektorie wirowo-spiralne w przestrzeni tréjwymiarowej

Zrédto: opracowanie wiasne.

5 Rzut tréjwymiarowej trajektorii na ptaszczyzng opisang osiami ilosci i ceny jest ptaska spirala,
kt6ra swoim ksztaltem przypomina model pajgczynowy. Biegun — punkt asymptotyczny modelu
pajeczynowego traktowany jest jako poziom réwnowagi chwilowej rynku.
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3. Estymacja trajektorii wirowo-spiralnej

Zadajmy parametrycznie w przestrzeni tr6jwymiarowa krzywa wirowo-spiralna
S0)= (aeiw cos@, ae*’sing, a 16’”) )
5

i okreslmy AS, jako

n

2
AS,‘((D):[Z(ae“’cosQ ae**sin @, aie“’)—(q,p,t)} — min (8)
s

i=l

gdzie dla uproszczenia zapisu pomija si¢ iteracj¢, ktéra przebiega po p, ¢, t i @;

Q= arctgg"— (zaleznosc¢ ta zostanie pokazana w dalszej cze¢sci artykutu).

1

Parametry: a,A,s powinniSmy otrzymaé z rozwigzan jednorodnego ukladu
réwnan

(aASI,(¢) 0AS, (9) aASL(q’)):O 9)

da ' o1 ' 0Os
przyréwnujac wartos¢ pierwszej pochodnej czastkowej do zera, otrzymujemy réw-
nanie

aASa:z(@ = 2[2(%“’ cosp—g, ae™sin - p, a-l_ew —t)(e'“J cos @, ¥ sin Q. ielv):l -0
§ )

i=l

2
C . l
> (aeu"’ cos’ p—ge*?cosp  +ae’ sin® p— pe™® smqp+al—2eu¢ —t—e“’] =0 (10)
s s

n 2
Z|iaeu“’(l+l—2]—e“’(qcosqo+ psin¢7+t—l—ﬂ=0 (1)
) s

i=l

z ktérego wyznaczamy wartos¢ parametru a

. 1,,( _ 1)
E e®l gcos@+ psingp+1—
— =l N

12 n
[1 + —zjzez'w
S Jia

(12)

a
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Przyréwnujac kolejna pochodng czastkowa do zera, mamy

dS,(¢) -0
A
EM;_;W’) = 22[(“” cosp—gq, ae’?sing-—p, aiel"’ —t)
i=1 s

(a(oe“’ cos @, age’? sin @, aqoi e*? H =0
s

n

A .
> (azq)e2 ? cos’— gage™ cos @ + a’pe’*® sin” g —

i=l

: ?, l
- page’®sinp+a’p— e’ - ta¢)—e“’J =0
s 5

2 n n
a(l +l—7]2¢e““’ =) e (qcos¢+ psin ¢+z¢£)
5045 s

<) . 1
e “’(qcosqn psin ¢+t¢—j
s

Z":¢e2/1¢ — _i=l ( 12 )
i=l
a

1+—
sz

Ostatnim z warunkéw uktadu (9) jest:

95, (@) _
os

0

_E)A.i‘)ﬂ)_ = 22[(%"” cos@—q, ae™ singp—p, aie‘”’ —t)(O, 0, —aize“’
s i=l A s

ali P
= i=|
Zte’“’
i=l

Ponizszy uklad (21) tworza nieliniowe réwnania: (12), (17) i (20).

s

)

0

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20
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n

A . l
E e (qcos¢+ psm¢+t—)
N

- - 2
(l+s—2)2e g
i=1
ie"’( i L)
qcos@+ psin @+t
1 N

N 249 — =
2.9 ( Fj
a

a=

2N

1+—
sz

al Z e
_ i=l
Zte”’
i=|
Jak widaé, w ukladzie tym parametry trajektorii sa wzajemnie od siebie zalez-

ne. Dodatkowo tatwo zauwazy¢ podobienstwo migdzy dwoma pierwszymi réwna-
niami uktadu (21). Rugujac z obu réwnan parametr a, otrzymujemy réwno$é

A

Ze“’(qcos¢+psin(o+t£) Z":e“’(qcoqu psin(0+t(0£)
i=1 S/ _ =l § (22)
2 n 2 n
(l +I—ZJZe““’ (1 +1—2]Z¢e“4’
SR s S Jia
ettt S e (qcos @+ psin ¢+t¢£)
i=l _ =l N (23)

Ze”“’ Ze“’(qcosqﬁ psin¢7+t£)
i=} N

i=l
Jednoznaczne wyznaczenie wartosci a, 4, s zaleznych tylko od znanych wartosci:
qi, Pi» 4, @; 1 | jest niemozliwe dla tego typu spirali. Mniej skomplikowane réwnania
regresji wirowo-spiralnej otrzymamy w przypadkach, gdy postuzymy si¢ réwnaniami

P . . ) a a . a
parametrycznymi spirali: hiperbolicznej r=a¢™, S, =| —cos®, —sing, ——J
4 4 Qs

l :
lub spirali Archimedesa r=ag@, S, =(a(ocos @, a@sin @, a(p—) (zadanych oczywi-
s

$cie we wspdtrzednych biegunowych i wyznaczajacych stozek w ukladzie O x PxT ).

Wyjasnienia wymaga jeszcze fakt zwiazany z wartoscia kata ¢,. Jezeli przekro-
ju trajektorii dokonamy ptaszczyzna prostopadta do osi czasu w chwili £, to otrzy-
many punkt (g;, p;) bedzie mial wspétrzedne:
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g, =ae*? cosg, p,=ae’®sing (24)

z ktdrych wyznaczymy

=t __P (25)
acosg, asing,

. sing,
L2008 ig, (26)
q; COS¢’-

@ =arctg P 27
Zatem znane wartosci g; i p; pozwalaja na obliczenie wartosci kata ¢,. Kat ten

zawarty jest pomiedzy promieniem wodzacym trajektorii r i osiag 0Q (osia wolu-
menu). Warto$¢ dtugosci promienia wodzacego (wyznaczonego przez trajektorie w

chwili #) obliczamy ze wzoru
= \jqiz + Pi2 (28)

4. Estymacja stozkow rownowagi

Wirowanie wektora (q;, p,,t;) wyznacza trajektori¢ spiralna. Jednak niezaleznie

od powstawania trajektorii, tor ruchu wektora wyznacza powierzchnie stopnia dru-
giego Mozna przypuszczaC, ze trajektoria wirowa jest nawijana na takie po-
wierzchnie, z ktérych nalezy wymienié np.: stozek, walec, elipsoide, paraboloide,
hiperboloide, pseudosfere etc. Zakladamy, ze powierzchnie te zmieniaja sie w cza-
sie trwania ruchu wirowego punktu (g, p;,t,).

Jezeli teraz ograniczmy nasze gléwne zalozenie tylko do stozkéw, bedzie to
oznaczalo, ze po uptywie pewnego okresu i wyznaczenia w tym przedziale stozka,
trajektoria punktu rozpoczyna wyznaczanie nowego stozka etc®.

6 Obserwacje szeregéw czasowych w R} = @ x Px T (poczynione przez autora w ostatnim cza-

sie) o$mielaja go do postawienia jeszcze jednej hipotezy dotyczacej ruchu wektora o sklado-
wych (g,, p,.1;). Otz stozki wyznaczone przez trajektori¢ w pewnych przedziatach czasowych réw-

niez wykazuja tendencj¢ do wirowania wok6t pewnej hipotetycznej linii. To kinematyczne zjawisko
swoich charakterem przypomina ruch precesyjny (precesj¢), ktéry wystgpujacy wtedy, gdy cialo
obracajace si¢ dookota osi zostanie poddane momentowi sity posiadajacemu sktadowa prostopadta do
momentu pgdu. Wéwczas to o$ obrotu ciata zaczyna wykonywa¢ ruch, kreslac sobg powierzchni¢ w
ksztalcie bocznej powierzchni stozka. Precesja jest odpowiedzialna za stabilnos¢ wirujacych obiek-
téw. Precesji moze towarzyszy¢ nutacja, a wowczas pojawiaja si¢ dodatkowe ,,wahnigcia”, drgania,
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Stozek przedstawiony w réwnaniu (5) zadajmy we wspéirzednych bieguno-
wych (29)

2 2 2

qg p _t
2T r (59
g, =(scos@, ssing, [) (29)

Postepujac analogicznie jak w przypadku préby estymacji trajektorii, skorzy-
stajmy raz jeszcze z MNK dla Ag,,

Ag¢=2|:(scos¢, ssing, l)—(q,.,p,.,t,.):]2 — min (30)
i-l
i obliczmy
0Ag, OA
P X8 | (31)
os  dl
Podobnie jak powyzej, pomijamy iteracje dla g;, p;, t;, @..
0Ag, u . .
3 =0=>2) (scosp—g, ssing-p, I—1)(cosp, sing, 0)=0  (32)
s i=1
> (scos’ p—gcosp+ ssin® g psing) =0 (33)
i=l
s=2(qcosqo+ psin@) (34)
i=1
gdzie:
Q= arcctgi = arccosL (35)
p’_ [qiz +P,-2
7 warunku =2 = wynika, ze

1=)t (36)
i=1
Dla znanych wartosci parametréw stozka s i / mozemy okresli¢ potozenie punk-
téw, przez ktére przechodzi jego os. Wspétrz¢dne te sa nam potrzebne do wyznaczenia
réwnania parametrycznego prostej w R’, (osi stozka, wokét ktérej wiruja wektory).

ktére to powoduja podtrzymywanie ruchu wirowego obiektu. Sam fakt precesyjnego wirowania
stozkéw j nalezy utozsamiaé ze stanami réwnowagi ogélnej, natomiast o$ stozka wyznaczonego przez
trajektori¢ wirowo-spiralna be¢dzie nazywana osia réwnowagi chwilowej (zaobserwowanej w prze-
dziale czasu, w ktérym stozek zostat wyznaczony).
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Z geometrii wiemy, ze prosta przechodzaca przez punkty (g, p,.t,) i (g5, P,.1,)
jest zadana réwnaniami parametrycznym:

q=q,+(a,-q,)b, p=p,+(p,-p )b, t=1,+(t,~1)b (37)
Odwrotnie: trzy réwnania parametryczne postaci
g=q,+cb, p=p,+db, t=t,+eb (38)

gdzie c, d, ¢ nie sa jednoczesnie zerami, przedstawiaja prosta przechodzacg przez
punkty

R (95 Posty), Ry(gy+c,py+d,1,+e) (39)

co wynika ze wzoréw (37).
Rugujac parametr b z réwnan (38), otrzymamy dwa réwnania przedstawiajace
0s stozka réwnowagi ekonomicznej

q—qozp_po:r—to (40)
c d e

Jezeli wigc punkt (g,, p;.t;) lezy na prostej RR; przedstawionej réwnaniami
(38), to jego wspotrzedne spetniaja rownania prostej (40) i tym samym wyznaczaja
potozenie punktu réwnowagi ekonomicznej w chwili #;.

5. Pomiar plaskich wiré6w réwnowagi

Obserwacje kinematyki wektoréw o sktadowych: wolumen, cena réznych débr
ekonomicznych pozwalajg dostrzec pewng regulamosé¢ w ich fizycznym ruchu.
Owa regularmno$¢ wyrazona jest poprzez podwéjne wirowanie wektoréw w R”,.

 Wirowo-spiralne tréjwymiarowe trajektorie wyznaczaja w pewnych przedzia-
tach czasu stozki, ktére rowniez wiruja. Ortogonalne rzuty takich stozkéw przed-
stawione zostaly na rys. 2. Jak widac, tworza one pewna rodzing okregéw (elips),
ktére zdaniem autora moga by¢ podawane wycenie — pomiarowi. Po pierwsze na-
lezy zauwazy¢, iz kazda skonczona rodzina punktéw na plaszczyznie (nie lezacych
na jednej prostej) moze by¢ aproksymowana okrggiem [Antoniewicz 1988]7.

7 Twierdzenie o aproksymacji okregiem: Dia kazdego skorficzonego uktadu punktéw ptaszczyzny
nie lezacych na jednej prostej w rodzinie wszystkich okrggéw tej ptaszczyzny istnieje tylko jeden
okrag najlepiej aproksymujacy dany uktad punktéw.
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Q
‘/\ Kierunki wirowania stozkéw réwnowagi

Rys. 2. Schematyczna rodzina stozkéw réwnowagi zrzutowana na plaszczyzng P x Q

Zrédlo: opracowanie whasne.

Ponadto pomiar wir6w oparty na geometrycznej analizie wartosci wolumenéw
i cen débr to nic innego, jak tylko pomiar dynamiki ich zmian. Krétko, pomiar
wiru jest $cisle zwiazany z polozeniem i promieniem okregu, ktéry dany wir
aproksymuje. Okregi o niewielkich promieniach beda wiec opisywatly dobra, kt6-
rych dynamika cen i wolumendw jest stosunkowo niewielka — stabilna®. Natomiast
okregi o duzych promieniach beda aproksymowaty wiry, ktére opisuja niestabilne,
wrecz turbulencyjne zmiany cen i ilosci wytwarzanych débr. Polozenia okrggow,
ktérymi aproksymujemy wiry réwnowagi, moga udziela¢ odpowiedzi na dwa pod-
stawowe pytania zwiazane z cenami i wolumenami produkcji débr. A mianowicie:
Czy nalezy produkowaé niewielka ilo$¢ towaru duzej wartosci? Czy tez duza ilosé
towaru niewielkiej wartosci? Na szczescie rynek jak zawsze ,,bardzo szybko” po-
zwala sformutowac odpowiedzi na tak postawione pytania.

6. Podsumowanie
Sledzac w uktadach tréjwymiarowych zmieniajace si¢ potozenie punktu opisa-

nego takimi wspélrzednymi, jak: wolumen, cena, czas, mozna zauwazy¢, ze po-
wstajaca w wyniku ruchu tego punktu trajektoria, jest tréjwymiarowa trajektoria

8 W pracy [Juzwiszyn, Krzywicki 2005] omawiane sa zagadnienia stabilnosci trajektorii oraz nie-
stabilnosci — turbulencji trajektorii, mierzonej przy pomocy tzw. ekonomicznego wskaznika Reynoldsa.
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wirowo-spiralna. Trajektoria ta, wirujac wokét osi czasu, wyznacza w R,” stozki.
Ortogonalne rzuty tréjwymiarowej trajektorii wirowo-spiralnej tworza na plasz-
czyznach przechodzacych przez o$ stozka dwuwymiarowe wykresy funkcji seg-
mentowych. Wykresy te powstajq w uktadach: cena — czas, wolumen - czas.

Prostopadty rzut tréjwymiarowe;j trajektorii na ptaszczyzne¢ prostopadta do osi
stozka swoim ksztaltem przypomina dwuwymiarowa spirale (ptaski wir). Ponizej
przedstawione sa trzy réwnania zadane we wspélrzednych biegunowych (41).
Réwnania te opisuja modelowa tréjwymiarowa trajektori¢, ktéra powstaje w wyni-
ku nawijania spirali logarytmicznej na stozek, ktérego osia jest czas. Estymacja
parametrow a i A tréjwymiarowej trajektorii doprowadza nas do nieliniowych réw-
nan, ktérych rozwiazania sa skomplikowane. Natomiast préba estymacji parame-
tréw stozkéw wygenerowanych przez trajektori¢ w R,’ prowadzi do réwnan, kt6-
rych rozwiazania w sposéb jednoznaczny wyznaczaja stozek:

x(@) = acos pexp(A),
y(@) = asin pexp(4p), 41
z2(¢) = sl exp(Ap)

gdzie: ¢,ae R,,

A =ctg ¥ =const.,

s, I— wartosci odpowiednio promienia i dlugosci stozka.
W przypadku gdy z(@)=0, otrzymujemy réwnanie spirali logarytmicznej w R’
(we wspétrzednych biegunowych), tj. r=aexp(A¢).

Znajac wartosci parametréw stozka, wyznaczonego w wyniku ruchu wirowego
punktéw (q,,p,.t,)e QX PXT = R, stwierdzamy Ze punkty te wiruja wokét osi
stozka. Osie utworzonych stozkéw nazywac bedziemy liniami wirowej réwnowagi
ekonomicznej. Konczac, warto sformutowac tatwa do empirycznego zweryfikowa-

nia hipotez¢. Dynamika zmieniajacych si¢ wartosci wolumendéw i cen wektoréw w
tréjwymiarowym $wiecie ekonomii sprawia, ze $wiat ten jest pelen zawirowan.
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THE SPINNING WORLD OF ECONOMY
— AN ATTEMPT MEASURING EQUILIBRIUM VORTICES

Summary

While observing the development of market indexes in the three-dimensional space in the sys-
tem (price — value, volume ~ time), a rotational spiral curve is encountered. This curve traces cones in
R.>. Orthogonal projections of this curve onto the planes going through the cone axis are two-
dimensional stock market zigzags in systems (price — time, volume — time). The shape of the orthogo-
nal projection of the trajectory onto the plane perpendicular to the cone's axis resembles logarithmic
spiral or, known from economics, so called arachnoic model formed in the system (volume — price).
The model parametric equation of rotational spiral market trajectory is of the following form:

x(@) = acospexp(A9),
y(@) = asinpexp(Ap),
2(p) = sl exp(Ag).

Where a,Ae R,, A=ctgy =const, l,s - the values of, respectively, the radius and the alti-
tude of the cone. When z(¢) =0, we obtain a logarithmic spiral equation in R? (in polar coordinates)
i.e. r=aexp(Ag) . Determining the parameters of market trajectories in R,> allows market to be rep-
resented by cones whose axes form the trajectory of market equilibrium,



	ZAWIROWANY ŚWIAT EKONOMII - PRÓBA POMIARU WIRÓW RÓWNOWAGI
	1. Wprowadzenie
	2. Trójwymiarowa trajektoria rynkowa
	3. Estymacja trajektorii wirowo-spiralnej
	4. Estymacja stożków równowagi
	5. Pomiar płaskich wirów równowagi
	6. Podsumowanie
	Literatura

